SS 2000 Prof. Dr. F.W. Knoller
Losungen zum 6. Ubungsblatt zur Analysis IT

6.1: p, ist stetig auf [0, 1] und bildp, C R C C, folglich p,, € V fiir alle n € N und somit U C V.
Beh: U £ V.

Bew: U = span{pp|n € N} ist der C-Vektorraum aller Polynome mit komplexen (oder auch
reellen) Koeffizienten, im Definitionsbereich eingeschrinkt auf [0,1]. Sei f := exp|[0’1]. Trivia-
lerweise gilt f € V. Wire f € U, so wire f ein Polynom n-ten Grades fiir ein n > 1, folglich
wire die n + 1-te Ableitung von f identisch Null, aber wegen exp’ = exp gilt f("t1) = f £ 0,
ein Widerspruch zur Annahme. .
Beh: U+ = {0}.

Bew: Sei g € UL. Wir zeigen: Dann ist g € V', daraus folgt dann g = 0.

Sei f € V beliebig gegeben, f = f1 + ifo mit fi = Ref und fo = Imjf. Nach dem Weier-
strafi’schen Approximationssatz sind sowohl f; wie fo gleichméBiger Limes von Poynomen mit
reellen Koeflizienten, d.h. es gibt Folgen (¢,,), (rn) C U mit ||gn— fillco = 0 und |7 — f2|lcc — 0.
nach Voraussetzung gilt (gn|g) = (rn|g) = 0 fiir alle n € N. Daraus folgt, da g stetig und somit
19lloe < o0,

(flo)l = [(filg) +i(F2l9)| < [(Filg)] + [(folg)l = |(f1 = gn|g)] + [(f2 = 7n|9)]
1
- | [ - i@ +| [ 2 - ra gt
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< f1 = gnllooll - lglloo + lIf2 = Tallooll - [1gllec = 0,

h. (flg) =0 und damit U@ U+ =U @ {0} =U £ V.

6.2: Sei der metrische Raum (X, d) vollstindig und ) # A C X.

a) Sei A vollstindig und z € X Haufungspunkt von A. Zu zeigen: z € A, denn dann ist A
abgeschlossen.

Nach Def. Hiufungspunkt gibt es eine Folge (z,) C A mit z,, — . Folglich (z,) C A Cauchy-

Folge. Da A vollstindig, besitzt die Folge einen Grenzwert y € A. Aus der Eindeutigkeit des
Grenzwerts folgt y = z, also z € A.

b) Sei A abgeschlossen und (z,,) C A eine Cauchy-Folge. Zu zeigen: Diese besitzt eine Grenzwert
€ A, denn dann ist A vollstindig.

Da X vollstindig ist, besitzt die Folge einen Grenzwert z € X. In jeder e-Umgebung von z
liegen fast alle z,, € A, also ist z ein Haufungspunkt von A. Wegen A abgeschlossen folgt z € A.

6.3: Integrand stetig auf Quader = Integral unabhéngig von Integrationsreihenfolge (Satz 6.2.10,
Internet-Skript S.190).



Zu (1): X ==[1,2] x [0,1]
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Zu (2): X :=[0,1] x [0,1]. Erst nach y integrieren:
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Zu (3): (Das Integral berechnet das Volumen der Pyramide mit dem Quadrat [—1,1] x [—1,1]
als Grundfléiche.) Fiir (z,y) € R? ist ||(,y)|lc = max{|z|, |y|}. Also f(z,y) = |1 —max{|z|,|y|}|
fiir max{|z|,|y|} <1 und f(z,y) = 0 sonst, d.h. f(z,y) =1 — max{|z|,|y|} fir -1 < z,y < 1,
insbesondere ist tr(f) = [—1,1] x [—1,1] und das Integral wohldefiniert. Da der Integrand f
symmetrisch in z und y definiert ist, ist die Integrationsreihenfolge egal. max{|z|, |y|} = |y| fir
—ly| <z < |y| und = |z| sonst. Daher
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6.4: (integral equation with g(z) := —z, K(=,
The normed vector space over the reals (C’ [ , i

L(f) by

y) = sin(zy))
]. |l llo) is complete. For every f € C[0, ] define

1/4
L(f)(z) ==z + /0 sin(zy) f(y)dy, for all z € [0, 1]

For given continouous f the mapping L(f) : [0,1] = R, z — L(f)(z) is continuous, hence
L(f) € C[O, i] Therefore f — L(f) defines a mapping C[O, %] — C[O, i] We will show that
L is a contraction and compute the contracting factor A as small as possible:

For any fi, fo € C[O, H

1/4
IL(f1) = L(f2)lloo = sup [L(f1)(z) — L(f2)(z)| = sup /0 sin(zy) (f1(y) — f2(y))dy

z€[0,1/4] z€[0,1/4]
1/4

< sup / isin(zy)| - |f1(y) — F2(y)Idy

z€[0,1/4] Jo

1/4 1/4
<|lfi = falloo  sup / sin(ey)dy = |f1 — Falloo / sin (V) dy  (*)
1J0 0

z,y€[0,1/4
1/16
== folloo4 [ sintde = | = fll - 401 = cos(55)
<0,00781 - || f1 — falloo
14, )
(*) oder <|f1 — f2||oo/0 = 11 = folloogs (3)” = 277If1 = follo
<0,0078125 - || f1 — falloo
Take A :=0,00781 (oder 0,0078125). Then

IL(f1) = L(f2)llo0 < Allf1 = falloo for all f1, f2 € C[0, ].

As this vector space is complete, the theorem of Banach yields the existence of exactly one
f € C|0,1] such that f = L(f), i.e. f(z) = L(f)(z) for all z € [0, 1] or

1/4
flz) =z + /0 sin(zy) f(y)dy for all z € [0, 7].

Furthermore if we chose any fy € C [0, i] and take fp41:= L(fn) for n € N, then

A’n
1f = falloo < ILG0) = folloo - 7=

(internet script p.183). We want to find some fo and n € N such that | L(fo) — folleo* 12g < 10 %4
In order to compute ||L(fo) — folloo Without much effort, let us take fy := 0. Then L(fo)(z) = =
for all , ie. L(fo) = idjo,1/4 and || L(fo) — folloo = llid[0,1 /4|0 = 1 . This yields the condition
1 0,00781" L o,

41— 0,00781 —

=0, 00781” < 4(1 —0,00781) -10~* = 0,00396 . ...

So it is sufficient to take n = 2 and g := fo = L(id). g(z) = L(id)(z) = = + fo sin(zy)ydy
= ¢(0) =0 and, for 0 < z < 1,

9(z) =z + [~ 1 cos(zy) ]y st f1/4 cos(zy dy =z — £ cos (4) + Il—zsin (2).



