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5.2 Periodische Funktionen

f:R—=>C, AeR

Definition 5.2.0.
A Periode von f <= f(t+ X) = f(t) fir allet € R.

Ex: t+— exp2mit hat genau die ganzen Zahlen Z als Perioden.

Bemerkung 5.2.1.

Die Menge Ay der Perioden von f ist eine abelsche Gruppe bzgl. +, die alle ihre Hiufungs-
punkte enthdlt, falls f stetig ist.

Lemma 5.2.2.

f:R = C stetig, f # const, Ay # 0. Dann gibt es genau ein L > 0, so dass

Af=L-Z.

Beweis :

Ay MRy # 0. Daher existiert L := inf {A € Af|A > 0}. L € Ay NRy.

Ist L = 0, so gibt es zu jedem = € R eine Folge A, von Perioden, so dass 0 < z—> p_, A\x < %,
d.h. z € Ay und damit f = const.

Sei nun L > 0. Wéhle zu A € Ay N Ry ein n € N maximal mit A — nL > 0. Dann ist
0<A—nL<L.DaX—-nL¢€Ay,ist A\=nL. O

Definition 5.2.3.
A C R abelsche Gruppe bzgl. +. FMR) := {f:R— (C‘A C As}.
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Bemerkung 5.2.4.

n  FLEE, Fr

w w

f — folL

(f o L)(t) = f(L-1)
2] feF”~

@

0
p
o7

p(t) == exp2mit, f(t) = fop(t)

A St

“~ €9
I lnz
- €A

Stetige Funktionen der Periode 1 lassen sich leicht in Hiille und Fiille konstruieren.

Lemma 5.2.5.

(cn)nez absolut summierbare Familie komplezer Zahlen, d.h.
es gibt ein C > 0, so dass

Z len| < C fiir alle endlichen Mengen A C 7.
neA

Dann ist

t— f(t):= Z cp, - exp(2mint)

neEL

eine stetige Funktion der Periode 1,

cp = /1 f(t) exp(—2mint)dt.
0

Insbesondere:
f reellwertig <= ¢, = c_,, fiir alle n € Z.

Beweis : ¢ : N — Z bijektiv. Die Reihe

Z Co(n) €XP(2mip(n) - t)

n>0

konvergiert absolut und gleichméfig. Daher ist der Grenzwert f unabhingig von ¢ und als
Funktion in ¢ stetig. Er stimmt mit dem Grenzwert der verallgemeinerten Partialsummen
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sp(t) = Z cx, exp(2mikt)

—n<k<n

iiberein, d.h. f = || ||-lim sy,.

Wegen
0 m#mn

1
/ exp(2mint) - exp(—2mwimt)dt = {
0 1 m=n

ist

Cp = /01 f(t) exp(—2mint)dt.

Bemerkung 5.2.6.

[1] Fir die “Charaktere“ x,(t) := exp(2mint) hat man die sogenannte
“Orthogonalitdtsrelation “

1 n m
Sn(m) = /0 xn (DX ()t = {0 7

1 n=m
[2] f:]0,1] = C, so dass Ref, Imf € R[0,1]. Dann heifst
. 1
fo = [ roxao
der n-te Fourierkoeffizient von f und
s(f) =Y fn)xn
die Fourierreihe von f.

Das Hauptproblem der Fourier-Analysis besteht darin, zu entscheiden, wann die Fou-
rierreihe s(f) die Funktion f darstellt.

Lemma 5.2.7. (Riemann'-Lebesgue?)

A~

fn) =0  fir |n| = oo.

'Bernhard Riemann (1826 - 1866), deutscher Mathematiker
*Henri Lebesgue (1875 - 1941), franzdsischer Mathematiker
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Beweis :
e > 0, T Treppenfunktion, so dass ||f — T'|| < € auf [0, 1].

/()] < |T(n)] +|T(n) = f(n)| < |T(n)| +e.

0=t1<---<typ=1,s0dass T = qy, = const. Fiir n # 0 ist dann
( )

trotk+1

|A( ) /tk+1 ()dt -1 T 1
T(n)| = (07 dt| = 0%
§ k " Xn § k2 i Xn

<m. = —
- T |nj

try1

(23
O

Im folgenden sei f : R — C 1-periodisch, so dass Re f|[0 1 und I'm f|[0 1 Regelfunktionen
sind. Wegen der Periodizitét ist dies gleichbedeutend damit, dal Re f und Im f lokale Regel-
funktionen sind. Insbesondere existiert fiir alle z € R

FH(a) = 5 (7 @) + f(-))
und in den Stetigkeitspunkten von f ist
fHa) = f(x)

—n<k<n

der Fourierreihe von f folgt nach dem Cauchy’schen Grenzwertsatz die Konvergenz der arith-

metischen Mittel i

1
on(f) = ntl gsn(f)

Die Umkehrung ist i.a. falsch: s, = (—-1)", 0, = in%tl'

Theorem 5.2.8. (Fejér®)
f R — C lokale 1-periodische Regelfunktion. Dann gilt

(1) onlf) = f*
ptw

(2) lloa(HI < 11l

Zusatz: Ist f stetig, so konvergieren die Cesaro*-Mittel o, (f) sogar gleichmdfig gegen f.

3Leopold Fejér (1880 - 1959), ungarischer Mathematiker
*Ernesto Cesaro (1859 - 1906), italienischer Mathematiker
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Beweis : Da f und xj 1-periodisch, ist
/ Oz s0i = [ 10
3

und damit

/ > xkl@—t)f(t)dt.

2 —n<k<n

Aufgrund der Symmetrie der Summation liefert die Substitution —y =2 — ¢

/ Z Xk (W) f(z +y)dy.

Der Dirichlet®-Kern

ist fiir y ¢ Z nach geometrischer Summation

cos (2mny) — cos (2w (n + 1)y)
1 — cos(2my) '

Dn(y) =

Fiir y € Z ist der Dirichlet-Kern nach ’'Hopital stetig ergédnzbar. Fiir die Cesaro-Mittel folgt

1
1 [2 1—cos2mny
Un—l(f)(w)zﬁ/ m'f(ﬂ”‘i‘y)dy

W=

1 1 — cos 2wy
= — -_— —y)dy.
n /_1 1 — cos 27y fla=y)dy

2

1 1-—cos2mny 1 (sinﬂ'ny>2
n

K = —
n(¥) n 1 —cos2my sin 7y

ist der sogenannte Fejér-Kern.

VAN JAVAN

S| A

5P.G. Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), franzdsischer Mathematiker
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Fir f =1 ist sp(f) = op—1(f) =1, d.h.
%

1
2

also

Deshalb ist

ot (1)(a) = @) = [ Kalt) 5o +9) + £z =) = f(o4) — fla=))dy

Die Funktion
(fz+y) + flz—y) = flz+) = f(z-))

N =

9(y) ==

ist in y = 0 stetig, g(0) = 0.
Deshalb gibt es zu e > 0 ein § > § > 0, § = §(z, €), so dass |g(y)| < € fiir alle |y| < §. Wegen

| &aliss >

, ] bzw. [—1,4] gleichméBig
gegen 0, und wegen |g(y)| < 2| f]| ist

< Lsin7?(¢7) konvergiert K, auf den Intervallen [§

)

o1 (NE) = 1) s/_iKn<y)\g<y)|dy+/f...+/_

1
2

2
<e+=-|fll-sin~*xs,
n

d.h. o,,(f) = f* punktweise.

< If1l- / " Ko(w)dy = £,

1
2

lon—1(f)(z)] = ‘/_2 Kn(y)f(z +y)dy

1
2

also ||on -1 (NIl < [If]-
Ist f stetig, so ist f wegen der Periodizitit sogar gleichmiBig stetig und

90)| < 37 @+0) — F@)| + 51 @ -y - f@)| <

fiir alle |y| < ¢ unabhéngig von z, also

on(f) = i

Folgerung 5.2.9.

aq

(i f=9
(ii) f = g bis auf eine abzihlbare Menge.
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HS ¢ : [a,b] — R Regelfunktion

iq
(i) ¢ = 0 bis auf die Unstetigkeitsstellen
¢ = 0 bis auf hochstens abzihlbar viele Stellen

(if)

(iif) J, le(®)ldt = 0.

Beweis des HS:

(i) = (ii): Eine Regelfunktion hat héchstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen.

(ii) = (iii): || besitzt eine konstante Stammfunktion nach dem allgemeinen MWS.

(iii) = (i): T Stetigkeitsstelle, |¢(Z)| > 0. Dann gibt es ein Intervall [, 8] C [a,b], @ < 8, so
dass |p(z)| > $|o(T)| fiir alle z € [, ], d.h.

b
0= [ lotoldt > 516@)|(5 - 0) >0

O
Beweis der Folgerung'
(i) = (0): [f(n) = g(n)| = | fy (f (1) Xn(W)dt] < [y [£(£) — g(®)|dt =0
(i) = (ii): on(f) =0n(9) :>f”=g”- O

Folgerung 5.2.10.

Ist (f(n)) absolut summierbar, so konvergieren die Partialsummen s,(f) der Fourierreihe
gleichmdfig gegen f'. Insbesondere ist f¥ stetig.

Beachte: Ist f selbst stetig, so ist f = flj und s, (f) m f.

WARNUNG: f! stetig & f stetig. Wohl aber gilt: f¥ stetig = f stetig ergéinzbar.
2.Q.

_—
.

f unstetig f* stetig

Beweis der Folgerung: Die Funktion t — g(t) := >, f(n)xn(t) ist stetig, §(n) = f(n) und

0(0) = 8n(f) S 9 nach 5.25.

Andererseits ist 0,,(9) = 0, (f) und daher wegen der Eindeutigkeit des Grenzwerts nach Fejér
f' = g = limoy,(g). Insbesondere konvergiert also s,(f) gleichmiBig gegen f. Daher ist f*
stetig. O
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f stetig, £(0) = f(1) = %

Durch f(z + 1) := f(z) wird f stetig und 1-periodisch nach ganz R fortgesetzt:

7r2
il
1__
1 2 3
7'('2
-1+

2-malige partielle Integration:
- 0 n=>0
f (n) = 1

Die Familie der Fourier-Koeffizienten ist also absolut summierbar, folglich s, (f) W f,

d.h.
o 1

neZ n>0

Dabher ist 1
flz) = Z 3 oS 2nnz,
n>0

insbesondere

w2 1

5 =10 => — =

n>0

Theorem 5.2.11. (Approximationssatz von Weierstrafl)

Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist der gleichmdfige Limes einer Folge p, von Polynomen
mit reellen Koeffizienten.
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Beweis :

Wiihle affine Abbildung ¢(t) = at + 3, so dass ¢ [a,b] C (0,1).
Setze f o ¢ stetig und 1-periodisch fort:

on(fop) W fow. Auf [a, b] ist daher f der gleichmiBige Limes der komplexen Potenzreihen

on(f o @) o,
Die Realteile der Partialsummen ) dieser Potenzreihen konvergieren dann auf [a, b] gleich-

méafig gegen f:

b e B e -5 <[
<|f —on(fop)opt|| + ) on(fop)oyp™ - anH

Definition 5.2.12.
f:a,b] — C.

f wvon beschrinkter Variation <=
VEf = sup{} |f(thtr) — ftp)l |a=to<t1 <...<tp=b,neN;} < oo

Ex:

[1] Jede monotone Funktion f ist von beschriinkter Variation, da V2f = |f(b) — f(a)|,
ebenso wie jede stetig differenzierbare Funktion g, da V’g < ||¢'||(b — ).

0 z=0

2l ©— ist stetig, aber nicht von beschrinkter Variation.

.1 g,
x sin O0<z<1

T
Lemma 5.2.13.

a<c<b, f:la,b] — C von beschrinkter Variation.
Dann ist
Vol =Vl +Vef

Insbesondere ist t — V! f monoton steigend.
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Satz 5.2.14.
fila,b] — R

aq
(i) f won beschrinkter Variation

(ii) f ist Differenz zweier monotoner Funktionen

Insbesondere ist also eine Funktion von beschrinkter Variation stets eine Regelfunktion.

Beweis : f(t) =V!f — (V;ztf - f(t)) H

Theorem 5.2.15. (Dirichlet-Jordan®)

f:R—C I-periodisch, f‘[o 1] von beschrdnkter Variation.
Dann gilt

(1) su(f) — f* punktweise
(2) ||sn(f)|| beschrinkt

Folgerung 5.2.16.
f : R — C stetig, 1-periodisch, f ‘[0 ) von beschrdnkter Variation.

> F)xn

neZ

Dann konvergiert die Fourierreihe

gleichmdfig gegen f.

[HS] 1:
f:[0,1] — C von beschrinkter Variation.

Dann gibt es ein C > 0, so dass |f(n)| < &, n #0.

n|’

6Camille Jorda (1838 - 1922), franzdsischer Mathematiker
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Beweis des HS:
&E f 7. Wir schitzen exemplarisch

1 n—1 ,k+1
—Imf(n) = / f(t)sin2nntdt = Z / f(t) sin2mnt dt
0 k=0’ &

kN . ) E 1Y .
f —) sin27nt < f(t)sin27nt < f (— + —) sin 2mnt,
) n o 2n
ist dagegen t € [% + 5, %], so ist

k+1 k 1
f ( + sin2mnt < f(t)sin27nt < f (— + 2—) sin 27nt,
n

n
also -
N 1 k k+1
oz [z () o (59)
Teleskop-Summation: 0 > —Im f(n) > %(f(O) — f(1)). O

[HS] 2: (Hardy’-Littlewood?®)
(V, |l ||) normierter Vektorraum iiber R oder C,

(zn) Folge in V, s € V, ¢ > 0, so dass
|zn || < % fiir fast alle n.
aq
(i) sp:=zo+ -+, — s bagl || |

(i) oy = n%_l(so + -+ 58,) — s bzgl. || ||
Zusatz: Mit (oy,) ist auch (s,) beschrinkt bzgl. || ||.

Beweis :
(i) = (ii): A I Ub (Cauchy’scher Grenzwertsatz)
(i) = (i):m>n+1

(m+1)om —(n+1)on = Sm + Sm—1+ .- + Spt1

:sm
+3n_$m
+8m — Tm — -1 — Tp42

"Godefrey Harold Hardy (1877 - 1947), englischer Mathematiker
8John Edensor Littlewood (1885 - 1977), englischer Mathematiker
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also Sm = Om + :j_’; (Om —0p) + 2 ((m =1 —1D)Zpm + ... + Tpyo).
Hieraus folgt:
n+1 c m—n
lsmll < llomll + ——llom = onll + 5 -
m—n

n+1
bzw. 41
n c m-—n
[sm — sl| < [lom — ]| + ||Um_0n|| 2 mr1
Zul > e >0 wihle N € N, so dass
c
lom — all, llom — sl < & -

fiir alle m > n > N. Dann ist der ’kritische’ Term

n+1 c m—n c n+1 m-—n
ol 5T <5 (RS )

Fﬁrm+1>max{%, N(1+2\/E)}+1ist

(1) m >N

2 > {Est1>N+1

Daher gibt es eine natiirliche Zahl n, so dass

m—+1 m+1
N<—" <pt+l<—12 <« 1,
112y "t i st
Dann ist aber /e < 757 = TT'ZTJFII—l < 24/e, also

()< (e -3eve

Beweis des Theorems von Dirichlet-Jordan mittels der beiden Hilfssdtze:

(1) =z € R fest. R X
V=G [ [I:=11, zn = f(n)xn(z) + f(=n)x-n(z),

|zn| < 2 o ‘, da f von beschriankter Variation.

Nach dem Theorem von Fejér konvergiert

1

on(f)(@) = 7 (sn(H) @) + -+ s0(F) () — fH() begl. | |,

also s, (f)(z) — f4(z) bagl. | |.
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Ex:
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={f:R—C | f 1-periodisch, f|[0 1 Regelfunktion}

11l -= sup{| £ (1)]]¢ € R}
zy := f(n)xn + f(n)X-n- Da |xn| = 1, st |lza] < £&. Nach Fejér ist [lon(£)] < IIf]I
Deshalb ist auch ||s,(f)|| beschrinkt.

Ist f € V stetig, gilt nach Fejér o, (f) — f = f* bagl. || ||, also s,(f) — f bzgl. || |-

O

a¢Z, f(t):=exp2miat, <
Setze f periodisch fort durch f(t &+ f(2).

2k+1
f stetig in allen Punkten # =5—=, k € Z,

)7 ()3 () 1) -5 o

Da t — exp 2miat stetig differenzierbar ist, ist f von beschrinkter Variation auf [—%, %] .

1 1
~l<t<
(t£1):=

Die Fourierkoeffizienten berechnet man geschickterweise iiber [—%, %]

f(n) = /_21 exp 2mi(a — n)zdr = =D sin 7a.

m(a —n)

Man sieht, dass sie wie ‘lﬂ wachsen. Nach Dirichlet-Jordan ist

2TinT —2minT >

o) = sinTa l—l- Z(_l)n (6 L

™ a a—n a n
n>1 +

— . _ 1 1 1
r=0: s1n7ra_a Z Z( ) (a—n+a+n)
_ 1, _ 1 1 1
T =3 7rcotan7ra—a-|—zn>1< a+n>.

Beachte, dass in der 'Partialbruchzerlegung’ des cotan die Reihen ), -, ﬁ nicht kon-
vergieren. h
Fiir |a| < 1 ist
ﬂacotanﬂa—l—z Z( )
n>1 k>0

Nach dem ’Groflen Umordnungssatz’ (vergl. A III) kann man die Summation vertau-
schen, da absolute Konvergenz vorliegt, also

wacotma =1 — 22{(%) -a?k
k>1



Definiert man die Bernoulli®’schen Zahlen B,, durch

Yy _NBun
ey—l_zn!y’
n>0

! n
B, =
(k’) k Oa
0

was man zur symbolischen Formel (1 + B)"® — B" = 0 zusammenfasst.

so hat man die Rekursionsformel

3
|

ES
Il

Wegen
1 . )
cos z = 2 (e” + e_”) und
1 )
sin z = % (e” e_”)
ist )
2mia

wa cotan ma = wia + m

und mit y = 2mia folgt

S =1 oy

C(2n) 2n
27‘(’)2"

@m Y
n>1 n>1
oder (2%
27
2 = (=1 n—1 . "
Insbesondere:
(1) B,=0firn=1(2),n>1
(2) By=0, By =—3
Beispielsweise ist By = % und daher erneut
1 2
@)=Y 2=
n>1

162

9Jakob I. Bernoulli (1654 - 1705), Baseler Mathematikprofessor, #ltester Sprofl einer belgischen Hugenot-
tenfamilie, die bis zur Mitte des 19. Jh. 10 Mathematiker und Astronomen hervorbrachte.
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Eine positiv-semidefinite hermite’sche Form (u,v) — (u|v) auf einem C-Vektorraum V indu-
ziert wegen der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung (vgl. LA)

[(ulo)] < llullz - llvll2, llullz = /(ulu)
eine 'Halbnorm’ || ||2 auf V, d.h. eine Abbildung
I llz: V. — Ry,
so dass
N1: ||u||2 Z 0

N2: [[Aully = [A] - [lull2, AeC
N3: lu+wvll2 < lullz + [[v]l2-

Ist dann (uy,) eine Folge in V, u € V, so konvergiert u, gegen u beziiglich || ||2 per definitionem
genau dann, wenn ||u, — ul|2 — 0. Der Grenzwert u ist allerdings nur dann 1-deutig, wenn
( | ) positiv-definit ist.

Der Vektorraum
V={fR— C|f I-periodisch, f|fo,1] Regelfunktion}

tragt auf natiirliche Weise die positiv-semidefinite hermite’sche Form

(f,9) > (flg) == /0 f (gt

mit der zugehdrigen Halbnorm

1fll2 = (/01 \f(t)|2dt) : .

Ifll2 = 0 genau dann, wenn f in den Stetigkeitsstellen verschwindet.
Fiir die Fourierkoeffizienten ist dann

f(n) = (f1xn)

und wegen
(Xn|xXm) = onm

bilden die Charaktere x, ein Orthonormalsystem in V.

Beachte:  ||fll2 = [|f¥2 < |||l

Satz 5.2.17.
A CZ endlich, S =), cscnXn, fEV.

aq
(i) ||f — sl|l2 minimal

(ii) cn = f(n).



164

Beweis :

1 = sl =7 = 3 Fon + 32 (Fm) — en)xal, = 412 = 3 )P + 3 1) — enl?
neA neA

neA neA

O

Folgerung 5.2.18. Bessel’sche!’ Ungleichung

I£1l5 > D" 1F ()

neA
Theorem 5.2.19.

f:R — C I-periodisch, f |[a b Regelfunktion.
Dann gilt:

(1) Sn(f) m f

@) [I£15 = Snez [F ()2

Beweis : Wegen

I1F =saDll =75 — > 1fm)P

—n<k<n

sind beide Aussagen dquivalent.
Ist T € T'[0,1], T'(0) = T'(1), so ldsst sich T zu einer 1-periodischen Funktion fortsetzen, und
wegen der Minimalitdtseigenschaft ist

If =saDll, < NG =T) = salf =)l + |7 = su(D)]],
IS =Tl + |17 = su ()],
If =T+ 17 = su(T)]]-

IAN AN A

Daher geniigt es, T W s (T') zu zeigen.
2

Bis auf eine Funktion, die hochstens an endlich vielen Stellen # 0 ist, ist T eine endliche
Linearkombination von charakteristischen Funktionen x(,4 eines Intervalles [a,b] C [0,1],
also

7 su(), < 171+ 3 s = sn vt
endl.

Wegen ||X[a,b]||§ = (b — a) und

b—a n=0
exp(—27rz'nt)|z n#0

b
X[a,] (n) = / exp(—2mint)dt = {

9Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1846), deutscher Astronom

" 2min




ist

Z |>A<(n)|2 — (b _ a)2 + % Z 1 — cos 27;n(b _ a)

n
nez =

- (b—a)2+%c(2)_F n2

n>1
= (b—a)
dafurOSg;Sl 2
1 cos2tnzx 1 1
ﬁZT = (:v— 5) -
n>1

und ¢(2) = .

L~ cos2mnfb —a)
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