177
6.1 Zusammenhang und Kompaktheit

X metrischer Raum, Y C X.

Definition 6.1.0.

(1) X zusammenhdngend :<—=
Es gibt keine nicht-leeren, disjunkten, offenen Mengen U,V C X, so dass X =U U V.

(2) Y ist zusammenhdngend, falls es als Unterraum zusammenhdngend ist.

Offenbar ist X genau dann zusammenhéngend, wenn () und X die einzigen Mengen in X sind,
die zugleich offen und abgeschlossen sind.

Theorem 6.1.1.
0A£ICR
aq:
(i) I ist zusammenhéingend

(ii) I ist ein Intervall.

Da das Produkt zusammenhingender metrischer Rdume wieder zusammenhéngend ist (Be-
weis UA), gilt die

Folgerung 6.1.2. RY ist zusammenhdingend.

Beweis des Theorems::

(i) = (ii): Ist I kein Intervall, so gibt es z,y € I, z < y, so dass [z,y] ¢ I. Dann gibt es
aber ein z € [z,y] mit z ¢ I. I N (—o0, 2), I N (z,00) sind offen in I, nicht-leer, disjunkt und
I=(IN(-o00,2))U(IN(z,00)), ein Widerspruch.

(ii) = (i): Sei U,V offen in I, sodass I = U NV, UNV =0, U,V # (. Dann gibt es ein
nicht-ausgeartetes Intervall [a,b] C I sodassa € U,be V,d.h. B I =[a,b].

Sei A := {r € [a,b]|[a,7] C U}, 7 := sup A. Dann liegt [a,7,) ganz in U, also [a,7,] C U,
da U abgeschlossen in [a, b]. Analog: [1.,b] C V, also {7} = [a, 7] N [1, 0] CUNV = (), ein
Widerspruch. O

Theorem 6.1.3. (Zwischenwertsatz)
f: X —Y stetig, X zusammenhingend. Dann ist auch das Bild f(X) zusammenhdngend.
Beweis : Sonst gibt es offene Mengen U,V C Y, so dass f(X) CUUV, f(X)NU £ 0, f(X)N

V#0, f(X)N({UNV) = 0. Dann ist aber {f~*(U), f~1(V)} eine offene, disjunkte Zerlegung
von X durch zwei nicht-leere Mengen. O

Definition 6.1.4.

X bogenweise zusammenhdngend <= Zu je zwei Punkten a,b € X gibt es eine stetige Ab-
bildung ¢ : [0,1] — X (Weg) mit Anfangspunkt ©(0) = a und Endpunkt ¢(1) = b.
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Bemerkung 6.1.5.

X bogenweise zusammenhdngend = X zusammenhdngend.
i.a.

Ex:

[1] Die Menge X := {(z,sinl) |0 <z <1} ={(z,sinl) |0 <z <1} U{(0,y) | |yl <1}
ist zusammenhéngend, aber nicht bogenweise zusammenhingend:

0.5

[2] Fiir N > 1 ist RY \ pt bogenweise zusammenhingend.

® RN&%R, falls N >1.

Beweis : Ist nimlich f : R¥ — R ein Homdomorphismus, so ist auch die Einschrinkung
RY {0} — R~{0} ein Homéomorphismus und damit R~.{0} ein Intervall, ein Widerspruch.
("Prinzip der Herausnahme eines Punktes’). g

Ex: Da die Abbildung RY < {0} - SV-1, z H;Hz stetig ist, ist die Sphare SNV~ fiir
N > 1 zusammenhingend.

® f:S8V"! — R stetig, N > 1. Dann gibt es ein x € SV~1, so dass
flz) = f(-=).
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Beweis : Das Bild der Abbildung g(z) := f(x) — f(—=x) ist ndmlich ein Intervall, das symme-
trisch zum Nullpunkt liegt. 0

Bezeichnung:

Eine (offene) Uberdeckung einer Teilmenge A C X ist eine Familie (Uy)xea von (offenen)
Mengen U, C X, so dass

Ac |Jun
AEA

Ex: ((—=-,1) ist eine offene Uberdeckung von (0, 1).
neN

Definition 6.1.6.

ACX.
A kompakt : <= Zu jeder offenen Uberdeckung (Ux)xea von A gibt es endlich viele Indizes
A0y Ap €A, 50 dass AC Uy, U...UU,,.

Ex:
[1] X mit der diskreten Topologie. Dann gilt: X kompakt <= #X < co.

[2] (0,1) nicht kompakt.

Theorem 6.1.7. a < b= [a,b] kompakt.

Beweis : (Uy) irgendeine offene Uberdeckung von [a, b].

A:={r¢€ [a,b]‘Es gibt endlich viele Indizes Ag ... Ap, so dass [a,7] C Uy, U...UUy,}.

T« := sup A existiert, a < 7. < b. Da (U,) offene Umgebung, gibt es ein A, so dass 7, € U, .
Da U,, offen, gibt es ein § > 0, so dass (7, — 6,7« +9) C Uy,. B liegt 7, — g in A. Deshalb
gibt es Uy,,... ,U,,, so dass [a,T* — g] CUyxU...UU,, ,also

[a,7 + 3] Na,b] C Uy U...UUy, UU,,.
Daher ist 7, = b und [a,b] C Uy, U...UU,, UU,,. O

Satz 6.1.8.
A C X kompakt => A = A, A beschrinkt, d.h. A liegt in einer geeigneten Kugel.

Beweis : (Bp(70))nen, ist eine offene Uberdeckung von A.

E A # X. Wihlea € XN AV, = {z ‘ d(z,a) > r},r > 0. V, offen, V, C Vs, falls
r>r', XN {a} =U,5oVr D 4, daa ¢ A Da A kompakt, gibt es endlich viele g, ... , 7y, so
dass bereits A C V,, U... UV, = V& mit 7 := min{rg,... ,m,}; also gilt Br(a) NA=0. O
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Satz 6.1.9. (Allgemeines Intervallschachtelungsprinzip)

X2A0DAID...DA D ..., Ay#0, Ay kompakt = (] A #0.
k>0

Beweis : Andernfalls wire Ag C X =C 0 = C(\50 Ak = Ug>0CAx =t Uy Uk eine offene
Uberdeckung der kompakten Menge Ay, d.h. es giibe endlich viele Indizes ky < ... < kp, so
dass

Ao c Uy, = | car, =C () Ag;-
j=0 =0 j=1

Dieser Durchschnitt ist aber wegen CAy, C CAy,,, gleich CAy,. Aus Ag C CAy, folgt aber
CAp D Ay,, ein Widerspruch. O

Satz 6.1.10. X kompakt, A=A C X = A kompakt.

Beweis : Ist (Uy) eine offene Uberdeckung von A, so ist X ~ A, Uy, A € A, eine offene
Uberdeckung von X. O

Theorem 6.1.11. (Heine!-Borel)?
ACRN

ag

(i) A kompakt

(ii) A abgeschlossen und beschrinkt.

Folgerung 6.1.12.
0 # A C R kompakt. Dann ezistiert min A und max A.

Ex: Die Sphiire S ! und der Ball B” sind kompakt:
Fir f:R* — R, f(z):=1-2—... — 22, git S"! = f~10), B" = f~1[0,1], und
die Urbilder abgeschlossener Mengen unter stetigen Abbildungen sind abgeschlossen.

Da abgeschlossene beschriankte Intervalle I C R kompakt sind, folgt das Theorem von Heine-
Borel aus dem Theorem von Tychonoff.

Theorem 6.1.13. (Tychonoff?)
X,Y kompakt = X XY kompakt.

'Eduard Heine (1821 - 1881), deutscher Mathematiker
2Emile Borel (1871 - 1956), franzdsischer Mathematiker
® Andrei Nikolaevich Tikhonov (1906 - 1993), russischer Mathematiker
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[Hs] (Tubenlemma)
X metrischer Raum, Y kompakt, a € X, U C X x Y offen, so dassa xY C U.

Dann gibt es ein € > 0, so dass
B.(a) xY CU.

Eine Tubenumgebung B.(a) XY C U existiert immer, wenn Y kompakt ist, existiert hingegen
i.a. nicht, wenn Y nicht kompakt ist:

Y kompakt: Y nicht kompakt:
3 4 HQ A
B.(a) XY
b ! |
7 L1 P
Y U ¢  Uyla)xUyb Y U
X X
a a

Beweis des Theorems von Tychonoff: )
(U,) offene Uberdeckung von X x Y, a € X. Dann ist (Uy) auch offene Uberdeckung des
kompakten Raumes a x Y, also gibt es endlich viele Indizes Ag, ... , A,, so dass

axY CUyU...UU,, =V,
Da V, offen, gibt es ein € > 0, so dass

B.,(a)xY CV,.

(B.,(a))qcx ist eine offene Uberdeckung von X. Deshalb gibt es endlich viele ag, ... , am, so
dass X C % B, (ai), dh. X xY C Voo U... UV,,. Daher wird X x Y bereits durch
endlich viele Uy ’s iiberdeckt. O

Satz 6.1.14.

Jede Folge (zy,) eines kompakten metrischen Raumes hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis : Ay, = {Ty,Tni1,... } # 0, kompakt, A, 1 C Ap. Also gibt es ein T € [),,5( 4, im
Durchschnitt. Da T € A, existiert zu n > 0 ein k, > n, so dass d(zg,,T) < % E Kk, A O
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Folgerung 6.1.15. (Bolzano*-Weierstrass®)

Jede beschrinkte Folge des RY besitzt eine konvergente Teilfolge.

Folgerung 6.1.16.
RN wollstindig, d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert.

Folgerung 6.1.17.
Jeder kompakte metrische Raum (X, d) ist vollstandig.

Beweis : Ist (z,) eine CF in X, so besitzt (z,) eine konvergente Teilfolge z,, — T.
T ist auch Grenzwert der urspriinglichen Folge:
d(Zn,T) < d(Tp, Tn,) + d(2n,,T) < § + § firn,k > N. O

Ex: (C[0,1],d) ist vollstindig, nicht aber (C[0,1],d1).

In
1
(fn) ist eine di-Cauchyfolge,
aber nicht d;-konvergent.
bk 1

Theorem 6.1.18. (Fixpunktsatz von Banach®)
X wollstindig, f : X — X kontrahierend, d.h. es gibt ein 0 < A < 1, so dass

d(f(z), f(y)) < A-d(z,y) fir alle z,y € X.

Dann gibt es genau ein T € X mit f(T) =T.

“Bernhard Bolzano (1781 - 1848), wegen liberaler Ansichten 1819 mit Berufs- und Publikationsverbot
belegter Prager Theologieprofessor, in dessen Nachlass sich viele mathematische Arbeiten fanden, davon etliche
bis heute unversffentlicht.

SKarl Weierstrass (1815 - 1897), Gymnasiallehrer fiir Mathematik in Ostpreufien, mit 49 Jahren zum or-
dentlichen Professor in Berlin ernannt.

5Stefan Banach (1892 - 1945), polnischer Mathematiker
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f(z2)

x3 X9 71 g

Beweis :
Eindeutigkeit: Wiren Z, T’ zwei verschiedene Fixpunkte, so wiire

d(z, T’) =d(f(@), f(@)) < A-d(z,7') < d(z,T),
ein Widerspruch, also z = 7'.

Existenz: o € X beliebig, z,, := f(z,—1). Dann ist

k-1
Ad(@nik; Tn) < ) ATptk—j, Tnik—j—1)
7=0
— 6.1
< Ao, 7)1+ Ao AR -1
An
<d(f .
(Flao).z0) -
Folglich ist (z,) eine CF in X und hat daher einen Grenzwert T = limz,,. Da f
insbesondere stetig ist und z,, := f(z,-1), ist f(T) =Z. O

Bemerkung 6.1.19. Der Fehler der Approzimation betrdgt

A'ﬂ

d(Z, ) < d(f(xo),z0) - N

Ex: 1 <m € N. Das Polynom p(z) = (z — 1)™ — z hat eine Nullstelle in [1,00) genau dann,
wenn g : [1,00] — [1,00),  — g(z) = 1+ %/z einen Fixpunkt hat.
[1,00) ist abgeschlossen und damit vollstandig. Mit u := %/z, v := z/y folgt

= o
[um=1 4+ um—2p + ...

1
lg(z) — g(y)| = |u—v| = i< —lz=yl,
d.h. g hat den Kontraktionsfaktor A = % < 1 und damit genau einen Fixpunkt Z in
[1,00). Startet man mit zg > 1, so ist die Giite der Approximation

|1+ ®/Z0 — o).

7 =zl < gyt
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Die Approximation ist also am schnellsten, wenn |1+ %/Zg — zo| minimal ist, was genau
fir zg := mim der Fall ist.

Beachte: p(1) = —1, p(z) > 0 fir z > 1. Daher hat p auf jeden Fall eine Nullstelle in
[1,00) nach dem ZWS.

Theorem 6.1.20.
f: X —Y stetig, X kompakt. Dann ist auch das Bild f(X) kompakt.

Beweis : (Uy) offene Uberdeckung von f(X). Dann ist (f~1(U,)) eine offene Uberdeckung
von X, also X = f~1(Uy,) U...U f~Y(U,,), \i geeignet. Wegen ff~1(Uy) C U, iiberdecken
die Uyy, ... , Uy, das Bild f(X). 0

Folgerung 6.1.21.

Jede stetige Funktion X — R auf einem kompakten Raum X hat ein Mazimum/Minimum.

Beweis : Vgl. Al O

WARNUNG: Das Urbild f () eines kompakten Raumes Y ist i.a. nicht kompakt:
5q:R2 — R sq(z,y) := 2 —y.
5q 1(0) ist die Normalparabel, also nicht beschrinkt, obwohl {0} kompakt.

Satz 6.1.22.
f: X —Y stetig, X kompakt. Dann ist f sogar gleichmdfig stetig.

Beweis : Sonst gibt es ein € > 0 und ein Paar von Folgen (z,,), (z,) € X, so dass
1
A(f (@), ) = &, aber d(z,,at) < -

Da X kompakt, (B z, — T', also d(f(Z), f(z')) > e, andererseits ist T = 7. O

Ex: X kompakt, F : X x [0,1] — R stetig, F: X — R, F(z) := fol F(z,t)dt.

Dann ist F ebenfalls stetig.
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Ist (V,]| ||) ein normierter Vektorraum und f : X — V || ||-beschrinkt, d.h. es gibt ein
C >0, sodass ||f(z)]| < C fiir alle z € X, so ist

[flloo == sup || f ()|
reX

eine Norm auf B(X,V), dem Raum der || ||-beschrinkten Abbildungen von X — V.

Satz 6.1.23.
fn: X — V stetig, f: X — V, so dass fp |—> f-

| Moo

Dann ist auch f stetig.

Beweis :Vgl. Al O
Theorem 6.1.24. (Dini’)

X kompakt, f,f € CX, so dass f, " f.
Dann konvergiert f, gleichmdapfig gegen f, d.h. f,, — f.

| IES

Beweis : B f, \, 0 (ersetze f, durch f — f,), € > 0.
Definiere A, := {:1:|fn(:1:) > ¢}. Dann ist

(1) An+1 C An,
(2) Ap kompakt.

Annahme: Alle A,, # (. Dann ist auch (A4, # 0. Ist a € () Ap, so gilt f,(a) > ¢ fiir alle n,
ein Widerspruch zu f, \, 0. Daher gibt es ein N € N mit Ay = (), wegen (1) also A, = 0
fiir alle n > N. Damit folgt f,(z) < ¢ fiir alle n > N und alle z € X. O

Ex: Integralgleichungen

® K:[0,1] x[0,1] — R stetig, ||K|lcoc <1, g:[0,1] — R stetig.
Dann gibt es genau ein f : [0,1] — R stetig, so dass

(1) f stetig
(2) f(z)=—g(z) + [, K(z,y)f(y)dy.

Beweis : (C[0,1],] ||oc) ist vollstéindig. Fiir stetiges f : [0,1] — R ist

1
z = L(f)(z) := —g(z) +/0 K(z,y)f(y)dy

stetig, da K gleichmiBig stetig ist; der Operator L : C|[0,1] — C[0, 1] ist kontrahierend,
da

1
IL(f) () = L(f*)(=)] < /0 K (2,9)] 1£(y) = FF)ldy < 1K lloo - [1f = f¥lloo-

"Ulisse Dini (1845 - 1918), italienischer Mathematiker, seit dem 22. Lebensjahr Professor in Pisa
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Fiir 1 < N € Ny induzieren f und K Treppenfunktionen

0 sonst
K(z) = {K(%v%) (z,y) € (&, 51) x (&, kL)
0 sonst

und der Operator L hat das Analogon

A T A

L)@ = 5@ + | Kwnfwdy=—-ok) + 5 S K& #)1 ()

A v
falls 7 € (&, NL_H) Identifiziert man f mit dem Vektor f := (f(5),...,f(%%%)) € RV

A Y
und K mit der Matrix K ; = K (&, &) € RV = My (R), so ist die Fixpunktgleichung

A AN
f=L(f)
dquivalent zu der linearen Gleichung
g= (—EN + %K)f
Diese Gleichung ist fiir alle E € RN genau dann 1-deutig losbar, falls
v
det(~En + £K) #0,

v
d.h. N kein Eigenwert von K ist. Angenommen 0 # v € RV ist Eigenvektor zum Ei-
v

genwert N von K, also
v
N-v=K-v

\%
Dann ist N - ||v]|leo = sup; |32 Kijvj| < N - [[Kl|oo - [|V]oo
\
d.h. 1 < [|Kleo < [[K|loo < 1, ein Widerspruch. 0



