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6.2 Approximation stetiger Funktionen

Im Folgenden sei X ein metrischer Raum mit #X > 2. Zu a,b € X, a # b, gibt es dann stets
eine stetige Funktion i : X — R, so dass h(a) = 0,h(b) > 0, z.B. z — h(z) := d(a, z).
Theorem 6.2.0. (Stone'- Weierstrass?)
X kompakt, A C CX, so dass

(1) A R-Untervektorraum

(2 feA=|fle A

(3) A punktetrennend, d.h. zu a,b € X, a # b, gibt es ein h € A, so dass h(a) =0, h(b) # 0.

Dann ist .71” oo _ CX, d.h. zu jeder stetigen Funktion f : X — R gibt es eine Folge f, € A,
so dass f, — f.

Il floo

Ex: f:[a,b] — R stiickweise linear :<=

(1) f stetig
(2) Es gibt eine Partition a =ty < t; < ... <t, = b, so dass f|[

SN

‘ to t ;52\%3 ts ts

] affin.

tistit1

Sind PL[a,b] simtliche stiickweise linearen Funktionen auf [a,b] , so ist nach Stone-

Weierstrass 0
PLla,b]" ™ = Cla,b].

Dies kann man auch elementar einsehen, indem man ausnutzt, dass jede stetige Funktion
g : [a,b] — R sogar gleichméfBig stetig ist.

Folgerung 6.2.1. (Approximationssatz von Weierstrass)
X kompakt, A C CX, so dass

1) 1eA

(2) A R — Linksalgebra

(3) A punktetrennend.

Dann ist 71” lloo CX.

!Marshall Harvey Stone (1903 - 1989), amerikanischer Mathematiker
*Karl Theodor Wilhelm Weierstrass(1815 - 1897), deutscher Mathematiker
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Beweis : A ist ebenfalls eine unitire (d.h. 1 € A), punktetrennende R-Algebra. Fiir f € A
liegt auch |f| € A, also A=A = CX.
Denn: Wihle zu € > 0 ein Polynom p, so dass
|p(t) — |t]| < € fiir alle [t < 1, p(t) = ag + a1t + ... + ant™.
Fir g := /14 ||f|loc ist dann
lpog(z) —lg(z)|| <efirallez € X, pog=ao+aig+...+ang" € A.
Wegen A=A, |[pog—|g||| <&, ist |g| € A O

Folgerung 6.2.2.

Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist gleichmdfliger Limes von Polynomen.

Beweis : Die R-Algebra der auf [a,b] eingeschrinkten Polynome ist unitir und punktetren-
nend. 0

Definition 6.2.3.

Stetige Funktionen u: X — R und v : Y — R induzieren einen stetige Funktion
uv: X XY — R u®u(z,y):=uz) v(y)
Der span{u ® 'u|u € CX,v € CY} ist das sogenannte Tensorprodukt von CX und CY,

CX ®CY :=span{fu®v} C C(X xY)

Folgerung 6.2.4.

X, Y kompakt = C(XxY)= WH ||oo’

d.h. zu jeder stetigen Funktion f: X XY — R und jedem ¢ > 0 gibt es stetige Funktionen
Ulyerr yUp : X — R bzw. v1,... ,v,: Y — R, so dass

Hf—Zui@)vi
7

<E.

o

Beweis des Theorems von Stone- Weierstrass:

(1) Zua,be X,a#b, a,B € R gibt es ein f € A, so dass f(a) = «, f(b) = 5. Wihle dazu
zunichst h, k € A mit
1, h(b) =0,
k(a) =0, k(b)=1.
f:=a-h+ Bk macht’s.

(2) Zu f € CX, a,be X, e > 0 gibt es eine offene Umgebung Vj, von b und ein h,p € A, so
dass

(i) hap(a) = fla) — 5
(ii) hep(z) < f(z) fur alle z € V4.
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Ist a = b, wihle h € A, so dass
h(a) = f(a) = 5, Vo= (h = f) ' ((=00,0)) 2 b;
ist a # b, wihle h € A, so dass
h(a) = f(a) = §, h(b) = f(b) = 5, Vs := (b — )" ' ((=00,0)) 3 b.

(3) Zu f € CX, a € X, € >0 gibt es eine offene Umgebung U, von a und h, € A, so dass

f(z) > hy(z) fiir alle z € X,
ho(z) > f(z) — e fiir alle z € U,.

Wahle dazu zu b € X nach (2) V, und hyp € A. Da X kompakt, ist
X=V,U...UV, , b; geeignet.

Die Funktion hq := hqp, A.. . Ahgp, liegtin A, hq < hgp, < fauf Vi, he(a) = hep,(a) =

f(a) — £ fiir ein ¢ geeignet.

Definiere U, := {z € X|hq(z) > f(a) — €}

(4) Fir geeignete Punkte ay,... ,an ist X = Uy, U...UU,,, . Die Funktion h := hg, V...Vh,,,
liegt in A, f>h, h>he > f—caufU,,also f>h>f—¢ dh ||f—h|x <eund
damit B.(f)N.A # 0.

Beachte: )
frg=5(f+g-If-dl)

fVg=5(i+g+1f g

Definition 6.2.5.
Ist a = (ay,... ,an), b= (by,... ,bny) ERYN mita; <b;, i=1,...,N, so nennt man
[Q,[_)] = [al,bl] X ... X [aN,bN]

ein N-dimensionales Intervall oder einen N-dimensionalen Quader mit dem Volumen
N

volla, b] := [ [ (bi — ai).

i=1
Derartige Quader sind stets kompakt.
Fiir 1 <4 < N und stetiges f : [a,b] — R ist nach Induktion die Abbildung
[ai+1,bi+1] X ... X [CI,N,bN] — R

b; b1
(.Z‘H_l,... ,;En) — / ( ( f(.’El,... ,:L‘i,xi+1,....7,‘N)d£E1) >d.’131
a; ai

stetig, insbesondere ist das Integral I von f iiber [a, D]

I: [a,b] — R,

) = /ZN<( blf(arl,...,mN)da:1>...>d:1:N

al

wohldefiniert.
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EX: f:[0,7] x [0,7] — R, f(z,y) :=sin(z + y)
I(f) = [y (foﬂ sin(z + y)d:v) dy = [y (cosy — cos(m + y))dy = 0.

Satz 6.2.6.
Die Abbildung I : Cla,b] — R, f+— I(f) ist
I1: R-linear

I 2: positiv, d.h. I(f) >0 fir f > 0.

Folgerung 6.2.7. |I(f)| < | fllc - vol[a, b].

Folgerung 6.2.8. I stetig, d.h. f, — f = I(fn) = I(f).

Il Moo

Folgerung 6.2.9. f,,f € Cla,b], fn /' f = I(fn) /I(f)-

Beweis : Nach Dini konvergiert f, sogar gleichmiBig gegen f, I(f,) < I(f). O

Satz 6.2.10.

1 ist unabhdngig von der Integrationsreihenfolge,
d.h.istw:{1,... ,N} — {1,..., N} eine Permutation, so ist

I(f) = /bW(N) ( .. </b1r(1) f(z1,... ,:cN)dmwh)) ...>d:c7r(N).
O (N)

Ar(1)

Beweis : Ist I™ das rechtsstehende Integral, so ist I™ ebenfalls stetig und stimmt auf Cla1,b1]®
...®Clan,by] mit I iiberein, wegen der Stetigkeit und dem Weierstrass’schen Approximati-
onssatz also iiberall. O

6.2.11. Ausblick

In der Vorlesung A III wird gezeigt werden, dass man kompakten Mengen X C RNTL quf
sinnvolle Weise ein Volumen voly1(X) > 0 zuordnen kann, so dass
N+1

(1) volla,b] = [] (b3, i)

i=1
(2) vol(X UY) = vol(X) Uvol(Y) — vol(X NY)
Ist [a,b] C RN ein N-dimensionales Intervall und f : [a,b] — R stetig, so ist
X :={(z,2) eRY xR ‘ z €[a,b],0 <z<f(z)}

kompakt und

voly4+1(X) = [ ]f(a:)dw.
a,b
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Hier ist
X =[-1,1] x[-1,1] x {0} U B3 ,

wobei
BY = {(z,y,2) € R3‘x2 +y°+22 < 1,2 >0}

die obere Halbkugel ist. Da
volg[—1,1] x [-1,1] x {0} =0,

ist
1 1 1 r(y)
vol3(B2) = vol3 X = / (/ f(:v,y)da:) dy = / / V1—2%—y?dz | dy,
-1 -1 -1 —r(y)
wobei 7(y) := /1 — y2. Mit der Substitution z = r - ¢ folgt

1 T 1 1 1
/ / 2
VolgB?i_ = / (/ 712 — .’L'2d.7;> dy — / ,],,2/ 1— t2dt dy — / (1_y2) Edy _ E'IT
—1 \J—=r -1 -1 -1

Insbesondere: 4

Definition 6.2.12.
Ist f: X — R eine Funktion auf dem metrischen Raum X, so heifst der Abschluss

tr(f) := {z € X|{(z) # 0}

der Trédger von f.
K(X):={f € CX|tr(f) kompakt}

ist die R-Algebra der stetigen Funktionen auf X mit kompaktem Trager.

Bemerkung 6.2.13.
1] 1€ K(X) <= X kompakt.

2 fu € K(X), fo — f # feKX).

Il Moo

3] fe KRY) <= Es gibt ein C >0, so dass f(z) =0 fiir alle |z| s > C.

4 fEeKRY),veRY = f'e K[R"Y), wobei f¥(z) := f(z + v).
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5] £ € K(RY), 50 dass tr(f) C [a,b] N [a',b).
Dann ist

Tia ) (F) = i ) (f) = L g1 (f);
d.h. das Integral
I(f) = ITup(f), tr(f) Cla,b]
ist wohldefiniert.

Theorem 6.2.14.

Die Abbildung I : K(RY)— R,
f o 10)= [ @)= Tan(f), () €l

ist wohldefiniert und hat folgende Eigenschaften:
I11: I R-linear,

I2: I positiv, d.h. I(f) >0 fir f >0,
I.3: I translationsinvariant, d.h. I(fV) = I(f) fiir alle v € RY.

Theorem 6.2.15. (ohne Beweis)

Ist p: K(RY) — R, s0 dass
(1) p R-linear,

(2) u positiv,

(3) w translationsinvariant,
dann gibt es genau ein A > 0, so dass p=A-1.

Beweis der Translationsinvarianz von I:
f e KMRY), R> 0,sodass tr(f) C X := [-R,R] x ... x [-R, R]. Dann gibt es zu jedem
€ >0 ein
g € C[-R,R|®...® C[-R,R],
so dass .
171 x=9lloe < 577w

Fiir v € RY ist auf X — v ebenfalls
€

1Y = 9"l < ONFIRN
also [I(f) —I(fV)| < e+ |I(g9) — I(g¥)|.- Die Funktion g ist eine endliche Linearkombination
von Funktionen g; -...-gn, g¢;i:[—R,R] — R. Aufgrund der 1-dimensionalen Transforma-
tionsformel ist
N R—v;

I((gl'---'gN)V):g/

—(R—v;

N R
)gz‘-”(t)dt = H/Rgi(t)dt =1I(g1--..-9gn),
i=1" "

d.h. I(g") = I(g). O
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Folgerung 6.2.16.
tr(f) Cla,bl = () <|flleo - volla, b].

Folgerung 6.2.17.

1 stetig bzgl. monotoner Limiten, d.h.

fn fEKRN), fu 2 = I(fa) /I(f).

Beweis : g, := f — fn \( 0. Nach Dini konvergiert dann g,, gleichméifig gegen 0 und es gilt

tr(gn) C tr(go) C [a, 0], |I(gn)| < llgnlloo - volla, b].
0

Jeder lineare Isomorphismus L : RY — R" ist ein endliches Kompositum linearer Isomor-
phismen des Typs (GauB-Algorithmus)

D: (z1,...,zNn) —> (T1,- - ;AZjy... ,Tp), AF#DO

und
St (z1,.. ZN) > (X1, oo T+ Ty oo, Ty).

Ist f € K(RY), R >0, so dass
tr(f) C[-R,R] X ... x [-R,R] =: X,
so hat f o D seinen Triger in

X\:=[-R,Rx...x [-2, 2] x...x [-R,R].

(AT A]

[HS] 1 /RN(foD)(z) det Dl do = [ f(a)da.

Beweis : Beachte: |A| = |det D|. Wahle T > 0, so dass X U X, C [-T,7T] x --- x [-T,T).

Zu € > 0 gibt es dann ein g € C[-T,T] ® C[-T,T], so dass ||f — gllec < W auf
[—T,T]X"'X[—T,T], IX(g):IX)\((goD)|detD|)
|[1(f)=I((f o D) - | det D)
= |Ix(f) = Ix, ((f o D) - | det DI)|
<|Ix(f) = Ix(9)| + |Ix(g9) — Ix, ((g o D) - | det D|)|
+[Ix,((9 0 D) - [det D|) = I, ((f o D) - | det D])|
<|Nf = glloc - vOIX + || f — glloo - VOLX
<e.
O

[HS] 2 /RN(foS)(ac) \detS)| dm:/RN Fz)da.
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Beweis : Beachte: det S =1, B N =2, S(z,y) = (z,z + y), R > 0, so dass
t‘l“(f), (f o S) [ Ra R] X [_Ra R]

2R+x
fobS) / / fww+ydydx—/ / f(z, z)dz dx.
2R—|—:c

Fiir festes z € [-R,R] ist [-R,R|] C [-2R + z,2R + z] und z — f(z,z) verschwindet fiir

2| > R, d.1.
2R+x R
/ f(z,2)dz = / f(z,2)dz
—2R+x —R

also  I(foS)=I(f). O

Dann ist

Folgerung 6.2.18.

feK(RN), Aec GLy(R), v e RY. Dann ist /
RN

F(A-z+v) |det A d:v:/ f(z)do
RN



