Kapitel 7

Differenzierbare Abbildungen

7.0

Kurven

Definition 7.0.0.

(1)

(2)
(3)

Eine parametrisierte Kurve ¢ des RY ist eine stetige Abbildung ¢ : I — RN eines
nicht-ausgearteten Intervalls in den RN .

¢ doppelpunktfrei : <= c injektiv.

¢ auf [a,b] stiickweise stetig differenzierbar: <= Es gibt eine Teilung a = ty <

th < ... < t, = b, so dass Ci|[tk — stetig differenzierbar fir ¢ = 1,... ,N, k =
0,...,n—1. ’
¢(t) := (ci(2),... ,cy(t)) ist der sogenannte Tangentialvektor von c und ||¢(t)||2 die

Geschwindigkeit von ¢ zum Zeitpunkt t.

Die Neill’sche Parabel
c:R—R2,  c(t) = (t4,1)

ist eine doppelpunktfreie, stetig differenzierbare Kurve mit ¢(0) = 0.
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[2] Die Kreislinie
c:[0,27] — R?*, ¢(t) = (cost,sint)

ist nicht doppelpunktfrei, ¢(t) = (—sint, cost), ||¢(t)||2 = 1, (c(2)|é(t)) = 0, d.h.
é(t) L e(t).

Definition 7.0.1. c: [a,b] — RY rektifizierbar:
= () = sup {3 lle(t) — ltin)ofa=to <+ <tn=b,n e N+} < .

clty )

Trivialerweise ist fiir eine rektifizierbare Kurve ||c(b) — c¢(a)||2 < L(c). Die reelle Zahl L(c) ist
die sogenannte Bogenliinge von c. Beispielsweise hat c : [0,27] — R2, ¢ + (cost,sint) die
Bogenlinge 27 (vgl. Al).

WARNUNG: Es gibt Kurven, die nicht rektifizierbar sind, z.B.

0 t=20

(t,tsini) t#0

c:[O,l]—>]R2,tr—>{
i
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Bemerkung 7.0.2.

[1] ¢ rektifizierbar <= alle Koordinatenfunktionen c¢; sind von beschrankter Variation.
[2] L ist additiv, d.h. ist a < z < b, so ist L(c) = L(c|[a,z]) + L(c‘[m’b]).

B8] 7: [a,B] — [a,b] stetig, surjektiv, streng monoton = L(co 1) = L(c). Ist T streng
monoton steigend, so spricht man von einer Umparametrisierung von c.

Satz 7.0.3.

c: [a,b] — RN doppelpunktfrei und rektifizierbar.
aq
(i) L(c) = [le(b) — c(a)]l2

(ii) Es gibt eine streng monoton steigende, stetige Surjektion 7 : [0,1] — [a,b], so dass
s(t) == com(t) = c(a) + t(c(b) — c(a)), d.h. die 'Strecke’ ist die ’kiirzeste’ Verbindung
zweter Punkte.

Beweis :

i) = (): v

(i) = (ii): ¢ :[0,1] — [a, b] streng monoton steigende Surjektion z.B. ¢(t) = (b — a)t + a,

[a, b] RV
o~
01 coy

co ¢ ist eine Umparametrisierung von ¢, L(c) = L(co ¢), d.h. (E[a,b] = [0, 1].
s(t) == ¢(0) +t(c(1) — ¢(0)), t € [0,1]. Ist 7 € [0,1] und c(¢) ¢ bild s, so ist zunéchst 7 € (0,1)
und

L(e) = [le(1) = e(0)[l2 < lle(1) = e(r)ll2 + [le(m) = ¢(0)l}2 < Lfe),

ein Widerspruch. Beachte: ||z + y|l2 = ||z||2 + ||y||2 genau dann, wenn z,y linear abhingig.
Daher gibt es zu jedem 7 € [0,1] ein ¢ € [0, 1] so dass ¢(7) = s(t), insbesondere

le(m) = e(m)ll2
le(1) = c(0)]lz2

Da ¢ doppelpunktfrei ist, ist 7 + t eine Abbildung, die auBerdem stetig ist. Wegen ¢(0) =
s(0) = 0, ¢(1) = s(1) = 1, ist diese Abbildung surjektiv und — wieder aufgrund der Doppel-
punktfreiheit — injektiv, also streng monoton steigend. 7 ist dann gerade die Umkehrabbil-
dung von 7 — t. 0

£ ] =
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Ist ¢ : [a,b] — RV eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve, a =tg < t; < ... <t, =b
eine Teilung von [a, b], so dass c‘[tk tesi] stetig differenzierbar ist, so ist die reelle Zahl

nol ot
> [ et
k=0 "tk

unabhingig von derartigen Teilungen und damit

b n—1 thi1
/WMM@#:})/ 1ét) ||t
a k=0 tk

wohldefiniert.

Satz 7.0.4.

c:la,b] — RY stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann ist c rektifizierbar und
b
L) = [ 16(0)
a

Ex: c:[0,1] — S' CR?, ¢+ (cos2nt,sin2mt).
é(t) = 2m(—sin2mt, cos 2mt), ||é(t)||2 = 27, L(c) = [, 2ndt = 2.

Beweis des Satzes: Da ¢ stiickweise stetig differenzierbar, sind alle Koordinaten ¢; von be-
schriankter Variation und damit c¢ rektifizierbar. Wegen der Additivitit der Bogenldnge und
deren Invarianz bei Umparametrisierungen (E [a, b] = [0, 1], ¢ stetig differenzierbar, insbeson-
dere ist also ¢ — ||¢(t)]]2 stetig.

Wihlezu0 < e < lein0 < § < 1, so dass |ci(t) —ci(7)| < 5 fiiralle [t—7| < 3,4 =1,--- , N,
sowie eine Teilung 0 =ty < t; < ... <t, =1, so dass

(1) lterr — k] < §
(2) L(c) <3 lle(thr1) — cltr)ll2 + 5
Nach MWS gibt es dann ein 7, € (tx, tx11), so dass
ci(tr+1) — ci(te) = ci(Tir) (trr1 — tr)-
Damit ist ||c(t541) — c(tg)|la = M (tri1 — tx), wobei Mg := ||} (T1x); - - -,y (Tavk) ||2-

(@)l ¢ =tr
Ak t € (tr,th+1)

ist eine Treppenfunktion mit ||[|él2 — ||, < § und damit

go:[O,l]—)R,tH{

To) =5 < [ Nt < 7o) + 5.
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Wegen () = 3 [e(ter1) — c(te)l2 ist L(e) — <

< I(p) < L(c) + % dh.

l\'JIO‘)

1
L(c)—e< /0 lE(O)lladt < L(c) +e.

0
7.0.5. Ausblick
[1] Bogenlinge als Parameter
c: [a,b] — RY stetig differenzierbar, ¢(t) # 0 fiir alle ¢, s(t fat ||é(T)||2dT. Dann

ist L(c) = s(b), 0 = s(a), $(t) = ||¢(t)||2 > 0, d.h. s : [a, b] [O,L(c)] ist eine streng
monoton steigende, differenzierbare Surjektion

]RN

[a,b]
[+
cos l=:c*
[0, L]
Die Kurve c¢* hat die Bogenldnge s als Kurvenparameter, ||¢*(s)||2 = 1.

[2] Kurvenintegrale

Ist ¢ : [a,b] — RY eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve im RY und f: bildc — RY
stetig, dann heift

b
/c (f(2)ldz) = / (f(et) é(w)) dt

das Kurvenintegral von f lings c. Es ist nach der Substitutionsregel unabhéingig von
der Parametrisierung

C

RN

(P/
cop=:c"

[a*, b

[U@lda) = [ (r@)da

| /C(f(w”dw)\SL(c)- sup [|£ ().

x€ bildc

[a,b]
|

und
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Ex: c:[0,1] — R?%, ¢(t) = (cos 2nt,sin27t), v :RZ2 — R2, ¥ = (=2, 11).

Dann ist (#|z) =0, d-h. z L 7, ||z]|2 = 1||zl2, und

/c(gvc|dm) - /01 (460)letr)) de = /01 rdt = 7 = vol(B2).

Ist c : [a,b] — R? eine einfach geschlossene (stiickweise) stetig differenzierbare Kurve,
d.h. ¢(t) = ¢(t') genau dann, wenn {¢,#'} = {a, b}, dann zerlegt c den Restraum R% \ bild c
in zwei disjunkte, zusammenhingende Teile Int(c) und Out(c), so dass Int(c) beschréinkt,
Out(c) unbeschriankt. Dies besagt gerade der Jordan’sche Kurvensatz (schwer).

Ist Int(c) *-formig, d.h. es gibt einen Punkt z, € Int(c), so dass die Strecke

{Az 4+ (1 = N)z|A € [0,1]} C Int(c) fiir alle z € Int(c),

so ist die Fliche von Int(c) gerade

1171312 Apn

k=1

wobei mit ¢ := a + £(b — a)

1
Ap = §|det(c(tk+1) — Ty, c(tg) — w*)‘

die Fliache des Dreiecks mit den Ecken z., c(t), c(tx+1) ist.

Theorem 7.0.6. (Stokes'): /(}/:|d:v) = vol(Int(c)).
c

Beweis : Ay, sei die Fliche des 3-Ecks mit den Ecken z,, c(t), c(t + h).
!Georg Gabriel Stokes (1819 - 1903), irischer Mathematiker und Physiker
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c[t+h)

Dann ist At,t—l—h =

also lim 3 Ay gy = (\c/(t)|c(t)) Daher gibt es zu € > 0 ein 6 > 0, so dass

| Agm — (E(t8)[e(tr)) (thr — tr)| < %

d.h.

n

‘Z Apn — Z(\c/(tk)‘é(tk))(tkﬂ — tk)‘ <Ee.
k=1

k=1
Daher ist in der Grenze

[vol (Tnt(e]) - /ab(\é(t9|é(t))dt‘ <e.

[3] Isoperimetrie

c : [a,b] — R? einfach geschlossene 2-mal stetig differenzierbare Kurve, é(t) # 0 fiir
alle t.

Theorem 7.0.7. L%(c) > 4x-vol(Int(c)). Gleichheit tritt genau dann auf, wenn ¢ einen
Kreis vom Radius L/2n parametrisiert.

Beweis : (E ist ¢ durch die Bogenlinge parametrisiert, d.h. [a,b] = [0, L], ||¢(t)]|2 = 1,
vi(t) := ¢;(L - t). Diese Funktionen haben eine Fourier-Reihe

%) = Y Ailn)xalt)
n
Fit) = > 2minyi(n)xn(t).
n
Nach der Parsevalschen Gleichung ist

5(n)||2-

50l = 22ecmoly = 22 = [ J3) e = 4> Y- o
0 neZ



KAPITEL 7. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN 202

Nach Stokes ist

vol(Int(c)) = /(:(:|da: = 2mi Z ny1(n) - J2(n),

neEZ
folglich
L? — 4zvol(Int(c) Z{|n71 n) +i4o(n)|> + |[nA1 (—n) —ife (—n) | +2(n* = 1)[32(n) *},
n>1
d.h.

L? — 4zvol(Int(c)) > 0.

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn 4;(n) = 0 fiir alle [n| > 2 und 41 (1) = —i92(1).
. . . . L2
In diesem Fall ist (v1(£) — 41(0))” + (12(t) — 42(0))? = 4 - |32 (L)xa (8)]” = (%) , d.h.

L
t > (v1(t),2(t)) parametrisiert einen Kreis um (41(0),42(0)) mit Radius o
s

O



