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7.1 Lineare Approximation

Die Stetigkeit einer linearen Abbildung L : V. — V' eines normierten Raumes (V, || ||) in den
normierten Raum (V' || ||') iiber R oder C lisst sich besonders einfach charakterisieren:

Satz 7.1.0.
aq:

(i) L ist stetig

(i1) Es gibt ein C >0, so dass | Lv||' < C - ||v]| fiir alle v e V.

Folgerung 7.1.1. Jede lineare Abbildung RY —s RN ist stetig.

Man kann zeigen, dass
|L|| := inf{C > 0|||Lv|]' < C - ||v|| fiir alle v € V'}

eine Norm auf dem Vektorraum L(V, V') aller stetigen, linearen Abbildungen V. — V"’ ist.

Im folgenden seien séimtliche normierten Riume (V|| ||) Banach!-Riume, d.h. || || —vollstindig.
Jede || ||-Cauchy-Folge in V hat also einen || ||-Grenzwert in V. Beispielsweise sind (R, || ||1,2,00)
und (C[0,1],]| |/cc) Banachrdume, nicht aber (C[0,1],|| ||1,2). Ist V' ein Banachraum, so ist
auch L(V,V’) ein Banachraum.

Definition 7.1.2.

TeX CV offen, f: X — V.
f linear approzimierbar (oder differenzierbar) in T : <= FEs gibt eine stetige, lineare Abbil-
dung Lz : V — V! sowie eine Abbildung r : X — V', so dass

D1: f(z) = f(T) + Lz(z — T) + r(x) fir alle x € X,

D2: T(x)_
|z — ]

=0 firx—>7ZT,z#T.

Lemma 7.1.3.

Ist f in T linear approximierbar, so sind Lz und r 1-deutig bestimmd.
Die 1-deutig bestimmte stetige, lineare Abbildung

Df(z) := Lz € L(V,V')

heif$t die Ableitung von f in T.
IstV=V'=R, soist f'(z) =Df(z)(1) € R

!Stefan Banach (1892 - 1945), polnischer Mathematiker
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Beweis der Eindeutigkeit:

so ist (L — L) (z —z) = 7(z) — r(z), und damit folgt fiir alle z € X, = # T:

(L_E)( T - ) _ @) —r(@)

|l — | Iz — ]|

Da X offen ist und die rechte Seite gegen Null konvergiert, ist die lineare Abbildung L — L=0
auf der Sphére {v € V‘ ||v]| = 1}, also iiberhaupt. O

Ex:

[1] Eine stetige, lineare Abbildung L : V' — V" ist in allen Punkten linear approximierbar,
DL(7) = L.

[2] Eine stetige, bilineare Abbildungb: V xV — V', (z,y) — b(z,y), ist in allen Punkten
linear approximierbar und es gilt Db(Z,y) = b(z,.) + b(.,7), d.h.
Db(z,y)(z,y) = b(T,y) + b(z,7) fiir alle (z,y) € V x V.

Insbesondere:

Ddet(fla"' 7EN)((E15"' axN) = Z]Icvzldet(fla"' afk‘—lawkajk‘-i—l"' ;EN)

Wegen ||f(z) — f(@)||' < (||L]| + 1)||z — Z|| fiir alle “z nahe T* (= alle z aus einer geeigneten
Umgebung von z), ist eine in T differenzierbare Abbildung auch stetig in T.

Bemerkung 7.1.4.

Sind f,g : X — V' linear approzimierbar in T € X, A € R bzw. C, so sind auch f + g und
Af in T linear approzximierbar, und

D(f +g)(@) = Df() + Dg(7),
D(Af)(@) = X- Df(z).

Satz 7.1.5.

T€XCVoffen,yeY Cc V' offen, f : X — Y linear approzimierbar in T,y = f(T),
g:Y — V" linear approzimierbar in y. Dann ist die Komposition gof linear approzimierbar
in T und

D(go f)(x) = Dg(y) o Df (7).

Beweis : vgl. A L O
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Satz 7.1.6.
X CV,Y V' offen, f: X =Y Homéomorphismus, § = f(T).
ag
(i) f linear approzimierbar in T, D f(Z) Isomorphismus (mit stetigem Inversen)

(ii) f~! linear approzimierbar in .

Zusatz: Df~'(y) = Df(z)~"

Beweis : Nach der Kettenregel ist id = D(id) = D(f 1o f) = Df ' o Df, d.h. es geniigt,
(i) = (ii) zu zeigen. Wir zeigen zunichst, dass

= inf{||Df(@)v|]"| v €V, [Iv[| = 1} > 0.
Sonst gibe es namlich eine Folge v,, von Vektoren der Norm 1 mit lim ||Df(Z)v,| = 0, also
Vi = Df(i)*l(Df(E)vn) — 0, ein Widerspruch.
Ansatz: f71(y) — f~Y(y) = Df(@)"(y — §) + R(y). Zum Beweis von (ii) geniigt es zu zeigen,
dass Ty (y)ll’ —=0firy -7, y#7y. Wegen y = f(z), 7 = f(T) ist
R(y) =2 -7 —Df@) '(y - yhgw—w—Dﬂ)AUV@Mw—@+T@D=—Dﬂ@4ﬂ@-
Da f hom6omorph ist, folgt aus y # ¥, y nahe 3, auch = # T, £ nahe T, und daher gilt fiir y
hinreichend nahe ¥

_ —\—1
R@Z,z -Dfm[_ﬂx): ||z — xu Df@y4< T@l )’dei
ly — 9 ly — 7l lly — 7l , l|lz — || , ,
ly =gl H (w—$) r(z) H (w—E>H r(z)
Df )+ L Df ~ - L
le—zl & |”" P \e=z1) " e —al @\ e—a le— 7]
> I (@)1 > —,da =~ ein Vektor der Lange 1 ist, folglich
w2 a0 ) Ir(e
y .\ — -1 T
<o (5 —)H .
s < P (5, “ "y
!
Weiter folgt aus y — ¥, y # ¥ auch x — T, ¢ # T, also ||||T($)JH — 0 und somit HHR(y_)”,
T -7 y—7

Ex:
1] Z€ X CRY offen, y €Y C RN offen, f: X — Y stetig, g: Y — X stetig, so dass
(1) go f =idx, fog=idy,
(2) f linear approximierbar in 7, g linear approximierbar in § = f(T).
Dann ist N = N’ (Invarianz der Dimension), da
idr~ (Z) = D(id)(z) = D(g o f)(Z) = Dg(y) o Df (),

d.h. die lineare Abbildung Df(z) : RN — RN’ ist invertierbar, also N = N’. Beachte:
(Df (E))_1 existiert genau dann, wenn det D f (%) # 0.
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2] T€ X CRY offen, v € RV, ||v|]a =1, f : X — R linear approximierbar in Z.
Fir 0 < € < 1 verlduft die Kurve

c:(—g,e) — X, tec(t):=T+t-v
ganz in X, und fiir den Tangentialvektor in T gilt

&(0) = De(0)(1) = v.

Da Df(Z) : RY — R ein lineares Funktional ist, gibt es einen 1-deutig bestimmten
Vektor gradf(Z) € RY, so dass

Df(z)(w) = (gradf(z)|w)
fiir alle w € RV . .
D f(@) = lim - (/@ + tv) - f(z)

ist die sogenannte Richtungsableitung von f in Z ldngs der Kurve c. Die Kettenregel
liefert:

D, f(z) = %fOC(t)\t:(): D(foc)(0)(1) = (Df(@)oDc(0)) (1) = Df(@)(v) = (gradf()|v)

und wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist die Richtungsableitung dem Be-
trag nach

|Dvf (7)] < llgradf(@)ll2 - [[v]l2 = llgradf ()l

D, f(z) ist also maximal genau dann, wenn

v grad f (T)
|gradf ()2’

d.h. der Gradient gibt die Richtung des groiten Anstiegs von f an der Stelle T an.

Folgerung 7.1.7. T € X relatives Extremum von f —> gradf(z) = 0.

Beweis : Fiir alle ||v]s = 1 ist Dy f(z) = (gradf(Z)|v) = 0, d.h. gradf(z) L R". O
Theorem 7.1.8.

a<b, f:la,b] =V stetig, g: [a,b] = R stetig, A C [a,b] hichstens abzihlbar, so dass

(1) f,g differenzierbar in [a,b] N A
(2) 1D < g'(t) fiir alle t ¢ A.

Dann ist || f(b) = f(a)|l < g(b) — g(a).

Beweis : Vgl. A1 O
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Folgerung 7.1.9.

Ist |[Df(@)|| < M in [a,b] \ A, so st ||f(b) — f(a)|| < M(b—a).
Insbesondere ist f = const, falls Df|[a BA™ 0.

Folgerung 7.1.10.

SeiTe X CV offen, F: X — V stetig, v € V so dass die Strecke S := {Z +t-v|t € [0,1]}
ganz in X liegt.
Ist F differenzierbar in allen s € S und gilt |DF(s)|| < C fir alle s € S, dann ist

I1F (@ +v) = F@)|| < [Iv]l - Sup IDE(s)]]-

Beweis : Sei f:[0,1] — V, f(t) := F(Z + tv). Dann ist Df(t) = DF(T + tv)(v), also

IDf@OI < IDF (@ + o) - vl < vl -SEEIIDF(S)II-
S

O

Sind (E1,|| ||1) bzw. (Ea,|| ||2) Banach-Riume, so ist E; X Es ein Banach-Raum bzgl. der
Supremumsnorm

1(2,9)lloo = sup{|ll1, l[yll2}

Ist X C Ey X Fy offen und f : X — V' linear approximierbar in (Z,y) € X, so leben die
partiellen Abbildungen z — f(z,7) bzw. y — f(Z,y) in offenen Umgebungen von T € E;
bzw. § € Ey und sind in T bzw. 7 linear approximierbar mit Ableitungen

le(f,g) : By — V' bzw. Dgf(f, y) 1By — VI,
den sogenannten partiellen Ableitungen von f. Es gilt

Df(z,y)(x,y) = D1f(Z,7)(z) + D2f (Z,7)(y) fiir alle (z,y) € By X Ey.

Umgekehrt ist aber f im allgemeinen nicht linear approximierbar in (Z,7), falls in diesem
Punkt die partiellen Ableitungen von f existieren.

WARNUNG: Die Funktion f : R? — R,
2zy?

f(z,y) = ¢ 22+ 92
0 sonst

2 4+y2 >0

ist in 0 partiell ableitbar aber nicht linear approximierbar.

Beweis : Da f(z,0) = f(0,y) = 0 fiir alle x bzw. y in R, ist ndmlich D f(0) = Dy f(0) = 0,
also, — falls f linear approximierbar wire —, Df(0) = 0. Fiir die Richtungsableitung D, f(0)

lings v = (1, 1) folgt aber dann 0 = D f(0)(v) = Dy f(0) = 7%iné f(fv) = 1, ein Widerspruch.OO
ﬁ
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Lemma 7.1.11.
Ist f partiell ableitbar in einer offenen Umgebung U von uw = (%,y) € E1 X Ey und C > 0
derart, dass ||D1 f(u)|| < C und |Daf (u)|| < C fir alle uw € U, dann ist f stetig in w.

Beweis : Wihle zu € > 0 ein 0 < § < 5577, so dass W+ h € U fiir alle h € Bs(0) x B;(0).
Dann ist f(uw+ h) — f(@) = f(@+ (h1,h2)) — f(@+ (h1,0)) + f(@+ (h1,0)) — f(w), also nach
dem MWS [|f(@+ k) — f(@)|]" < C||h1]| + Cllha|| < 2C -6 <e. O
Satz 7.1.12.
(Z,7y) € X C E1 X Ey offen, f: X — V.

(1) Ist f linear approzimierbar in (Z,Y), so ist f partiell ableitbar in (T,7).

(2) Ist f partiell ableitbar in einer Umgebung von (T,7) und sind die partiellen Ableitungen
(z,y) = Dif(z,y), (z,y) = Daof(x,y) stetig in (T,7y), so ist f linear approzimierbar in

(7,7).
Zusatz: Df(fa y)(w,y) = le(fa g)(.’E) + D2f(§’ g)(y)

Beweis : Mit den obigen Bezeichnungen ist

f@+h) - f(a) = (f(a+ (h1,0)) — f(ﬂ)) + (f(a+ (h1,h2)) — f(@+ (hla()))).
Dann gibt es zu € > 0 ein 0 < J, so dass zunéchst
£ (@+ (h1,0)) = f@) = Dif@) ()| < el fiir alle || ]| < 6.

Wendet man den MWS auf die Abbildung g(he) := f(@+ (h1, he))—Daf (u+ (h1,0)(hs)) an,
so ist
Hf(ﬂ + (h1,hg)) — f(@+ (h1,0))—Daf (u+ (hl,o))(hz)Hl

<llhall sup [[Daf @+ (h,2)) = Daf (@+ (1,0))|.

ll2l[<[[Rl

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen in @ gibt es ein 0 < n < 4, so dass das obige
Supremum < ¢ fiir alle ||h||oc < 7. Dann ist aber

I (@ +h) = f(@) — D1 f (@)(h1) - Dof (@)(he) | < de - ||Al|oo-

O

In naheliegender Weise lassen sich die vorangegangenen Uberlegungen auf Abbildungen f
N-facher Produkte Ey X ... X Ex von Banach-Ridumen iibertragen:

N
Df(@)(z1,... ,an) = Dpf(T)(ak)-
k=1

Ex: Ddet(Z1,...,Tn)(T1,.-. ,Zp) = Z]]cvzl det(Z1,... ,Tk_1, Tk, Tht1,--- »Tn), d.h.
Dk(fl,... ,Tn)(wk) = det(il,... s Tk—1yLhy Lht1y--- ,fn).
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Ist insbesondere f : X — RM eine Abbildung eines offenen Teiles X C RM und ist f
linear approximierbar bzw. existieren die partiellen Ableitungen und sind stetig, ist weiterhin
p; : RM — R die Projektion (y1,---,ya) +— y; auf die i-te Koordinate, f; := p; o f, d.h.
f=1,--- fm)und e = (0,...,1,...,0) der k-te Einheitsvektor, so ist

D(pr o £)(2)(ex) = pi© D (2)(ex) = pi © Dif ()(1) = Difi(m)(1) = lim 118 = S

wofiir man iiblicherweise of
i

Bazk

(7) := Dy fi(z)(1)
schreibt. Beachte, dass die 'klassische’ partielle Ableitung g:{z () gerade die Richtungsablei-
tung der Funktion f; in Richtung des k-ten Einheitsvektors ist. Die M x N-Matrix

Sh(z) ... 2h(g)
—._ [ 9fi =) — awl: o
ﬁmy_Q%(Q— o e

der partiellen Ableitungen ist die sogenannte Jacobi’-Matrix von f in Z.

Folgerung 7.1.13.

Df(z)(z) = Jf(z) - =
d.h. Jf(T) ist die Matriz der linearen Abbildung D f(Z) bzgl. der kanonischen Basis.
Insbesondere ist der Gradient einer Funktion g : X — R der Vektor

grad ¢(T) = (g—gcgl(f), . ,%(E)) .

Satz 7.1.14. (Leibniz3-Regel)

X CRY offen, a < b, f: X x [a,b] — R stetig, F: X — R, z+ F(z) := f;f(x,t)dt, 50
dass samtliche partiellen Ableitungen

0

—f:Xx [a,b] — R, i=1,... ,N

8:5,-
eristieren und stetig sind.
Dann ist auch F stetig nach x; partiell ableitbar, und es gilt

oF . _ [*Of

Beweis : (B N =1.z€ X fest, 0 #h € R, |h| < 1.
Definiere

—(z,t h=0
g(h,t) == (1917( -?)
E(f(w + h,t) - f(J?,t)) h 7é 0.
2Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 - 1851), deutscher Mathematiker
3Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) deutscher Philosoph, Mathematiker und Naturforscher




Nach dem MWS ist (h,t) — g(h,t) stetig und damit auch h — fab g(h,t)dt, also

OF b

b b
8—$(:c) = lim [ g(h,t)dt :/a g(0,t)dt :/a g—i(x,t)dt.

a

Satz 7.1.15.

Ist f 2-mal stetig partiell ableitbar, so ist

9 9, 0 9
Ox; Oz’ Oz Oz

[

d.h. die partiellen Ableitungen sind vertauschbar.

Ex: Die Funktion f: R? — R,

z2—y? 2 2
oy - 528 22442 >0
e {7 5 20

0 sonst
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ist 2-mal partiell ableitbar, aber nicht stetig partiell ableitbar, da f;,(0,0) = —1, aber

fyz(0,0) = 1, wobei fz = %f

40
20

.,-::;’ “‘ e l'

SIS

=20

-40
10

Folgerung 7.1.16.
Ist f 2-mal stetig partiell ableitbar, so ist die Hesse*-Matrix

HOE = (5 5o t@)

der 2-ten partiellen Ableitungen symmetrisch, d.h. '"H(f) = H(f).

*Ludwig Otto Hesse (1811 - 1874), deutscher Mathematiker
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Beweis des Satzes: (B N =2. a,b € R fest, z # a, y # b,

H(z,y) = (y — b)—l . ((f($ay) - f(z, b)) — (f(a,y) — fl(a, b)) .

r—a

Fiir festes y liefert der MWS, angewandt auf z — f(z,y) — f(z,b), ein £ = £, zwischen a und
x, so dass
1| 9f

Of o .y _9f
oz

H(z,y) = (y—b)~ e

&) (¢,b)

Wendet man jetzt den MWS auf y — %(E,y) an, so gibt es ein 7 zwischen y und b, so

dass H(z,y) = 22f({,n). Analog folgt H(z,y) = 22f(f',n') und damit aufgrund der
Oy Oz Oz Oy
Stetigkeit fry = fyz- O

Bezeichnung 7.1.17.

Fiir eine hinreichend oft stetig partiell ableitbare Funktion f : X — R auf einem offenen
Teil X C RN, einen 'Multi-Indez’ o = (aq,... ,ay) € NN und z € X sei

o] ==a1+...+an =|al1

al = Hai!

a< f <= a; <G fir alle i

z = H:L‘f”
ar [ O™ a \»

i) = 3 P D gy

laf<k

der k-Jet oder das k-te Taylorpolynom?® von f in T € X (vgl. A I).
Beachte, dass wegen der stetigen partiellen Differenzierbarkeit

DOf = Do f

fiir alle Permutationen m, ax = (Qr(1)s--- , Qr(w)), und [z%] < ||a:|||o%‘

5Brook Taylor (1685 - 1731), englischer Jurist, versffentlichte als Privatgelehrter mathematische, physika-
lische, philosophische und religise Schriften
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Satz 7.1.18. (Taylor-Formel)

f: X — R (k+ 1)-mal stetig partiell ableitbar, x,T € X so dass
S:={xz+(1-XNz|A€[0,1]} C X.

Dann gibt es ein T € (0,1) so dass

fa)= k@) + Y D (et (1= 1)E) - (o~ D)

|a|=k+1

Folgerung 7.1.19.
e(z)

fla) = ¥ f(z) + e(a),

Ex: f (k4 1)-mal stetig partiell ableitbar, D*f = 0 fiir alle |a| = k£ + 1. Dann ist f ein

Polynom in z1,... ,zxy vom Grade < k:
k k
flzy,...,zN) = E Qfy . ky Ty e Tpy
ki+...+kn<k
k1. k>0

Beweis : Anwendung der 1-dimensionalen Taylorformel auf die Funktion % : [0,1] — R,
t— 1(t) ;== f(T + t(x — 7)) liefert die Aussage. O

Satz 7.1.20.
ZE X CRY offen, f: X — R 2-mal stetig partiell ableitbar.

(1) Ist T ein lokales Minimum von f, so ist gradf(z) = 0 und H(f)(Z) positiv-semidefinit.

(2) Ist gradf(z) =0 und H(f)(Z) positiv-definit, so ist T ein lokales Minimum von f.

Bemerkung 7.1.21.

Fir eine symmetrische Matriz A € My (R) sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist positiv definit,

(i) (Az|z) > 0 fiir alle 0 # z € RV,

(iii) Es gibt eine Basis aus Eigenvektoren mit positiven Eigenwerten,

(iv) Es gibt eine Matriz B € My (R), so dass A= 'BB und det B # 0,
a1l ... a1k

(v) det : : >0 firk=1,...,N.

a1 ... Qg
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Beweis : 0 # h:= z — 7. Dann ist f(z) — f(Z) = (gradf(z)|h) + 5 (H f(Z)h|h) + €(z), also

f@) - f@ 1 YA
e RE &R @ g (Hf “”W‘W) ST ER

Ex:
1] f(z,y) := 2% + y? hat in 0 ein lokales Minimum, da gradf(0) =0, Hf(0) = 2E>.

-0 -10

Graph von f

[2] Die Funktion g(z,y) := 2 — 42 hat in 0 einen sogenannten Sattelpunkt, d.h. Hg(0) ist
indefinit, aber nicht ausgeartet.

Graph von g
B]0£acRY, f:BYN Rz (az) + Az), Mz)= \/(1—1:%—:6%—...—:6%]).
. : x 1| (=W))
ir ||z|l2 < 1 ist gradf(z) = a e und —(H f(z)v|v) e [()\(x)) + (v|v) |,
d.h. Hf(x) ist stets negativ definit.
Dabher ist T := % ein relatives Maximum von f, f(Z) = /(1 + ||al3) > |lall2-
(1 + lall3)

Auf der (N — 1)-Sphire S¥1ist |f(z)| = |(a|z)| < |lall2, also ist Z sogar ein absolutes
Maximum von f auf BY. Da der Gradient nur in Z verschwindet, muss das Minimum
auf S¥~! angenommen werden:

~llall2 < f(2) < llall2 auf S¥.

Fiir z, := ist f(z.) = —|la||2, d-h. z, ist das absolute Minimum von f.

a
lall2



