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7.2 Differenzierbare Gleichungssysteme

Ist f: W — R™ stetig differenzierbar in einer offenen Umgebung W C R* x R™ des Punktes
(Z,7) € R* x R™ = R*™ und ist f(z,7) = 0, so sind die Punkte (z,y) der Faser f~1(0)
gerade die Losungen des differenzierbaren Gleichungssystems

fl(xay) =0

fm(‘:]:ay) = O

Falls dann die partielle Ableitung D2 f(Z,7y) : R™ — R™ invertierbar, d.h. det Do f (Z,7) # 0
ist, sind fiir diese Punkte wegen 0 = f(z,y) = D1 f(Z,y)(z — Z) + Daof (Z,9)(y — 9) + (=, )
und ||e(z, y)|| < ||(z — T,y — 7)|| die Koordinaten

Y= _DQf(Ea_)_l Ole(Ea_)(‘T _E) +Yy

in erster Nidherung eine Funktion von x. Beachte: det Dof(Z,7) = det (6f (T, y))

Mk i,k:l,...,m'

Auflerdem ist die Sequenz von linearen Abbildungen

(idgn, —dy* o dy) d
0 R? Rr+m R™ 0

mit d := Df(Z,y), d; := D;f(Z,7) (i = 1,2) exakt, d.h.
(idgn,—dy ' o dy) ist injektiv, d ist surjektiv, und kern d = bild (idg=, —d, ' o dy).

Tatséchlich gilt dies auch in strengem Sinne:

Theorem 7.2.0. (Satz iiber implizite Funktionen “SIF¢)

TeUCR', yeV CR™ offen, f : U x V — R™ stetig differenzierbar, so dass
(1) f(z,y) =0
(2) det (3(2,9)) #0.

Dann gibt es offene Umgebungen T € U' C U, y € V! C V sowie eine 1-deutig bestimmite
stetig differenzierbare Abbildung

T:U =V, 1@ =7y

so dass
f(z,y) =0 fir (z,y) €U xV' <= y=r1(z), s €U

Zusatz :
Dr(z) = — (D2 f (z,7(2))) " 0 D1 f(z,7(z))
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dies, dass die Abbildung
id x7:U = U xV'

lokal die Nullstellenmenge

“parametisiert “:

VI

N(f) :==A{(z,9)|f (z,y) = 0}

—~
~
8

id X T pri
N(fynU x V'

\_//

idg

UI

Ist g : W — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung einer offenen Umgebung vony € W C R™,
so dass det Dg(y) # 0 ist, und wendet man SIF auf die Abbildung

fR*"xW

= R", f(z,y) := —z+g(y), T:=g(y), D2f(Z,y) = Dg(7)

an, so gibt es offene Umgebungen T € U C R™, 5 € V C W, sowie eine stetig differenzierbare

Abbildung

h:U—->V

so dass (z,y) € (UxV)NN(f) < y=h(z),r €U, dh. z = goh(z) fir allez € U.

Wegen id(T) = Dg(7)

o Dh(Z) ist det Dh(Z) # 0. Daher gibt es - eventuell kleinere - offene

Umgebungen T € U' C U,y € V' C V, sowie ein stetig differenzierbares g : V! — U’ mit

hogzidvl.

Aus g(y) = (9o h)(g(y

) = g(y) folgt g = g auf V', also
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Theorem 7.2.1. (Satz iiber die lokale Umkehrfunktion “SUF «)

T e W CR™ offen, g : W — R™ stetig differenzierbar, so dass det Dg(T) # 0. Dann gibt es
offene Umgebungen T € U CR™, 5 € V C R™, 5 = g(Z), so dass

(1) g(V)=U

2) g|V ist ein Diffeomorphismus, d.h. (g|V)_1 existiert und ist stetig differenzierbar.

N

Diffeomorphismus g = krummliniger Koordinatenwechsel

Wendet man umgekehrt SUF auf die Abbildung
F:UxV >R xR", (z,y) = F(z,y) := (z, f(z,y))

an, so folgt SIF: Es ist ndmlich F(Z,7) = (z,0) und

( 0 )
afz (7,7 )
63”“ y) i,k=1,...,m
invertierbar.

Daher gibt es offene Umgebungen (Z,7) € U' x V! C R* x R™, (,0) € W C R" x R™ sowie
eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : W — U’ x V', so dass

(1) Fop=idw

(2) @ o F‘U’XV’: idU’XV’-

Die Abbildung 7 : U' — V', z — pro(p(z,0)) ist dann stetig differenzierbar. Wegen
(z,y) = F(e(z,y)) = (prio(z,y), f(e(z,y))) ist z = prip(z,y) und f(z,prop(z,0)) = 0,
d.h. f(z,7(z)) =0,z € U'".

Ist umgekehrt (z,y) € (U x V') N £710), so ist (z,y) = p o F(z,y) = ¢(z,0), d.h. y = 7(z),
z € U'. Auf U' x V' ist DF und damit Dsf invertierbar. Wegen F o (id x 7) = 0 ist nach der
Kettenregel D1 f o (id X 7) + (Do f o (id X 7) o DT = 0, woraus der Zusatz folgt.

Beweis des SUF: (B 0 =7y =T, Dg(0) = id. Definiere h : W — R™, h(z) := z — g(z). Dann

ist 0 = h(0) = Dh(0). Da h stetig differenzierbar, gibt es ein 0 < € so dass
B.(0)CcW
e ||Dh(z)| < 1 fiir alle ||z|| < e.
o [Ih(z) =AWl < 5llz = yll, ll=ll, Iyl <e,
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insbesondere: h : B;(0) — B:(0).
Fiir festes y € B:(0) sei hy : Be(0) = B.(0), = — y + h(z). hy ist kontrahierend mit Kon-
. "

traktionsfaktor 5. Daher existiert zu y genau ein z € B¢(0), so dass hy(z) = z, d.h. y = g(2).

Definiere U := g~ (V) N B.(0), V := Bz(0). U,V sind offene Umgebungen von 0, g(U) C V.
Zuy € V gibt es ein z € B.(0), so dass y = g(z), also y + z — g(z) = z. Daher ist
llz]l < llyll + k()] < e, d.h. g‘U: U — V surjektiv. Ist 2,2’ € U und g(z) = g(z'), so
ist 0= |lg(z) — g(z)|| > |l — 2'|| — [|h(z) — h(z")||| > ||z — 2'||, d.h. g|U ist injektiv. Au-
Berdem ist | Dg(z) — id|| = ||Dh(z)|| < 3 fiir € U und damit auch Dg(z) injektiv, da es
sonst einen Vektor 0 # v géibe mit 0 < |[v|| = ||Dg(z)(v) — v|| = |[Dh(z)(V)|| < L]v]I.
Insbesondere ist Dg(z) : R™ — R™ ein Isomorphismus fiir z € U. Da g|U bijektiv ist, exi-
stiert die Umkehrfunktion (g|,) ! : V = U. Ist z = (9],) '(y), #' = (9],) ' (), so ist
ly = y'll = |[(z — 2') — (h(z) — h(z"))|| > 3|z — 2'||. Daher ist (g|U)_1 stetig und g‘U: U—-V

ein Homomorphismus, so dass D(g‘U)(ac) = Dg(z) fir alle z € U ein Isomorphismus ist.

Deshalb ist (g|U)_1 differenzierbar und D(g‘U)_l(y) = (Dg(x))fl.

(g|U)*1 ist stetig differenzierbar nach folgendem

[HS] X,Y C R™ offen, ¢ : X 5 Y Homéomorphismus, z — De(z) stetig, Di(z) Isomor-
phismus fiir alle z € X. Dann ist ¢! stetig differenzierbar.

Beweis des HS: Do~ (y)(v) = Jo~t(y) - v.

1D~ (y) = Do (¥ )loo = ||VT|UI>:1H(D<P‘1(y)—(Dw‘l(y’))(V)Hoo
< me (J<p(<fl(y)))_1 - (Jw(wfl(y')))_lHoo

Nach der Cramerschen Regel ist y — (J(p((p_l(y))) = Jp~!(y) stetig, also y — Do~ (y)

stetig. O
EX:
[1] Sphéren
g: R SR gla,... @) == 1-a—...—a2,,, N(g) = {x € R™|g(z) = 0} = §"
g(0,...,1) =0, 6;’ng+1(0,...,1):—27é0,
U:={(z1,...,2p) ER*22 + ...+ 132 <1} 20,
7:U =Ry, 7(71,...,75) =+/1—a27 —... — 22.
n=1: 1
v
O\J
i)
-1 0 1
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[2] Polar-Koordinaten
g:R. xR—=>R2\0
g(r,t) :== (rcost, rsint)

cost —rsint

To(r.t) = ( sint  rcost
morphismus. Wegen g(r,t) = g(r,t + 2m) ist aber g nicht global umkehrbar. Ist der
—— [ cosa

Strahl S, := R} sin o

diffeomorph auf die lings S, geschlitzte Ebene R? \ S, ab.

), also det Jg(r,t) = r # 0. g ist daher ein lokaler Diffeo-

) gegeben, so bildet g den Streifen R, x (o, a + 27) C R?

3] g: R -5 RS, (z,y,2) = (x+ €Y, y+e* z+e%)
(® ¢ ist ein Diffeomorphismus.

Beweis : det Jg(z,y,z) = 1+ exp(x + y + z). Deshalb ist zunéchst g ein lokaler Diffeo-
morphismus und daher g(X) offen fiir alle X C R?® offen.
Ist (z,y,2) # («',y,2'), aber g(z,y,2) = g(z',y,2'), so ist (B z > z’ und

z—1' =expy —expy >0
y—1y =expz —expz <0

z—2' =expx' —expz >0,

ein Widerspruch, d.h. g ist injektiv. Sei (a,b,¢) € g(R3). Dann gibt es eine Folge
(Tns Yn, 2n), so dass g(zn, Yn, zn) — (a,b,c), d.h.

Tp +exXpyn — a
Yn +€Xp2, = b
Zn +expx, — C.

Da exp > 0, sind zunéchst z,,y,, z, nach oben beschrinkt. Da z, + exp y, beschrinkt
ist, ist z,, und analog y,, z, auch nach unten beschrinkt, d.h. B (z,,yn, 2n) — (T,7,2),
insbesondere (a, b, c) = ¢(%,7,%) € g(R?). Daher ist das bild g offen und abgeschlossen,
also bild g = R3, da R® zusammenhingend, d.h. g bijektiv. Ist Y C R3 offen, so ist
(g7H)"H(Y) = g(Y) offen, d.h. g~! ist stetig und damit ein Homéomorphismus. Da g
auerdem {iberall ein lokaler Diffeomorphismus ist, ist g ein globaler Diffeomorphismus.

O

Lemma 7.2.2. :

u € X CR"™™ offen, f: X — R™ stetig differenzierbar und f(u) = 0, rgDf(u) = m, d.h.
Df(@) : Rvt™ 5 R™ surjektiv.

Dann gibt es offene Umgebungen i € W C X, 0 € W' C R*™™ sowie einen Diffeomorphismus
o: W = W', so dass

(1) ¢(m) =0
(2) (W NN(f)) =W'n (& x0).
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Beweis : B rg Dyf(a) =m, d.h. a=(z,5) € X CR* x R™, det (%(ﬂ)) # 0. Definiere

p: X >R xR™,  (z,y) — (, f(z,y)) — (pr18,0).

E, 0
Dann ist ¢(z) = 0 und Jo(a) = ( . (gfi ('&)) >,also det Dy(@) # 0. Nach SUF existieren
Yk

offene Umgebungen z € W C X, 0 € W' C R® x R™, so dass <p|W: W — W' diffeomorph.
Aus (z,y) € W N N(f) folgt ¢(z,y) € W' und ¢(z,y) = (z — pr14,0) € R* x 0, also
e(WNN(f)) cW' N (R x0).

Ist umgekehrt w' = (z',y') € W' N (R™ x 0), so gilt ¥’ = 0, und es gibt ein (z,y) € W mit
o(z,y) = w'. Daraus folgt f(z,y) =3’ = 0, also (z,y) € W N N(f) und somit insgesamt
W'N (R x0) C (W NN(f)). O

Definition 7.2.3.

M C R*™™ n-dimensionale differenzierbare Untermanigfaltigkeit des R*™™ : < Zu
jedem 4 € M gibt es offene Umgebungen 4 € W C R*™™™ 0 € W' € R"™™ sowie einen
Diffeomorphismus ¢ : W — W', so dass p(a) =0, (W N M) =W'(NR" x 0).

Das Tupel ((,0|Wﬁ A W N M) ist eine sogenannte Karte von M. Die Dimension einer diffe-
renzierbaren Untermanigfaltigkeit ist 1-deutig bestimmt.

EX: Die n-Sphire S® C R"*! ist eine n-dimensionale Untermanigfaltigkeit des R**! mit
Karten  — (%1,... ,Ti—1,Tit1,--- ,:vn+1,\/1 —ai -l a2t — . -2
nahe z° := (0,... ,0,1,0,... ,0).

Lemma 7.2.4. :
aq
(i) M C R*™™™ n-dimensionale differenzierbare Untermanigfaltigkeit.

(ii) Zu jedem Punkt u € M gibt es eine offene Umgebung u € X C R"™™ sowie eine stetig
differenzierbare Abbildung f : X — R™ so dass
(1) MNX = N(f)

(2) rg Df(u) = m.
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Beweis :
(i) = (i): v
= (ii): f:

(i) (ii) = prg o . O

Sei U C R"™™ n-dimensionale differenzierbare Untermanigfaltigkeit, & € M, (’0|Wﬁ y eine
Karte nahe @, ¢() = 0. Dann ist

TuM = {é(0) | ¢ : (—€,€) — M stetig differenzierbare Kurve mit ¢(0) = 4} c R**™

der sogenannte Tangentialraum von M in u.

EX: T,S"={veR""!|vLaz}={veR""|(v|z) =0}

Lemma 7.2.5. :
Ty M = (D(p(ﬂ))_l(]R" x 0). Insbesondere ist Ty M ein Vektorraum der Dimension n.

Beweis : ¢ : (—e,e) = M N W, ¢(0) = u. Die Kurve ¢ o ¢ verliuft dann in R™ x 0, also
(¢ 0 ¢)(0) = Dep(a) (&(0)) € R™ x 0, TuM C (Dy(@)) " (R™ x 0).

Umgekehrt verlduft fir v € R” x 0 die Kurve ¢ : ¢t — ¢(t,v), |t| < 1, in M N W und
&(0) = (De(@)) ' (v), d-h. Dep(@) L(R* x 0) C Ty M. 0

Definition 7.2.6. :

Seiuw € M C R*™™ n-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit, u € X C R*T™
offen, g : X — R stetig differenzierbar.

4 heif$t kritischer Punkt von g unter der Nebenbedingung M: <= 0 st kritischer
Punkt von t — g o c(t) fir alle stetig differenzierbaren Funktionen c : (—e,e) - M N X mit
c(0)=1a .
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Satz 7.2.7. :
aq
(i) @ kritischer Punkt von g unter der Nebenbedingung M
(ii) Dg(u

)‘T,;M: 0.

(iii) Dyg(a) =0 fir alle v e TgM

€ X CRY™™ offen, g : X - R, f: X — R™ stetig differenzierbar, so dass rg D f(u) = m.
Dann gibt es 4 € W C X offen, so dass

N(f)nw

differenzierbare Untermanigfaltigkeit der Dimension n.

Lemma 7.2.8. : T3(N(f)NW) = kern Df(u).

Beweis : ¢ : (—e,e) = N(f)N'W, ¢(0) = @ impliziert f o ¢ = 0, woraus ¢(0) € kern D f(u)
folgt, d.h. T (N(f)NW) C kern Df(u). Wegen n = dim Ty(N(f) NW) = dim Kern D f(u)
folgt die Behauptung. O

Theorem 7.2.9. (Lagrange’sche! Multiplikatoren)
ag
(1) @ kritischer Punkt mit der Nebenbedingung N(f) N W.

(ii) Es gibt ein A € R™, so dass D(g + (A|f))(@) = 0, d.h. u ist ein kritischer Punkt der
Funktion g+ (A|f) : X = R.

[HS] Sind Ly,... , Ly, linear unabhingige Linearformen auf dem endlich dimensionalen R-
Vektorraum V, so ist

1
m

span{Li,... ,Lp} = Z]R -L; = (ﬂ kern Li> .
=1

Beweis des HS: Es ist dim ([ kern L;)* = m, (kern L;))* = R-L;,(i = 1,... ,m) und
S (kern L;)* C (N kern L;)*. Aus Dimensionsgriinden stimmen beide Unterriume iiberein.
O

Beweis des Theorems: Wegen rg D f(u) = m sind die Linearformen D f;(u) linear unabhéngig.
Auflerdem ist Tz (N(f) N W) = kern Df(@) = %, kern Df;(@). @ ist g-kritisch unter der
Nebenbedingung N(f) N W genau dann, wenn Dg(a) € (kern Df(@))* =3 R-Df;(w). O

! Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), franzdsischer Mathematiker
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EX: Holder’sche? Ungleichung
PER:, € R, lally == (T fop)>.
® p,q € Ry, so dass % + % =1, z,y € R". Dann ist |(z|y)| < ||z||p - ||yllq-
Beweis : (B z,y € R}, p > 1. Definiere fiir o € R}
g:R" — R, z+— (a|z),

R =R z+—1-) af,
M :={z e R} | f(z) = 0}.

grad f(z) = —p- (xzf_l, .. ,xﬁ_l) # 0 fiir alle z € R’} . Daher ist M eine differenzierbare
Untermanigfaltigkeit der Dimension (n — 1) des R”. o
Ist z € M,soist zxy <1 (k=1,...,n), insbesondere ist M kompakt und g|;; nimmt

sein Maximum in einem Punkt v € M an. Da o € RY, ist u € M. Insbesondere ist u
kritischer Punkt von g| - Beachte: 0 ¢ M. Nach Lagrange gibt es daher ein X € R, so
dass D(g + Af)(u) =0, d.h.

ak—/\-p-uﬁ_l =0firk=1,... ,n.
Mit 1 = 3" uf folgt hieraus i
_p_
)T =
k=1

und schlieflich

1

p—1
@;

(£o)
Fiir z € M ist daher g(z) < g(u) = (3 a,‘;%)p%.
Fiirl—l-l:l, xk::L
b (X 8%)
[(alB)] = (alB) < lellq - lIBllp-

Gleichheit tritt genau fiir 8% = const - o ein. O

u; = firi=1,...,n.

S =

> 0 folgt

S

20. Holder (1859 - 1937), deutscher Mathematiker



