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8.1 Vektorfelder

Ist ) # X C E eine offene Menge in einem Banachraum (E, || ||), so heifit eine stetige Abbil-
dung v : X — FE auch ein Vektorfeld.

Definition 8.1.0. :
v Lipschitz -stetiges Vektorfeld auf X : <= Es gibt eine Konstante L > 0, so dass

[o(z) —v(y)l| < L- ||z —y| fir alle z,y € X.
Wendet man den MWS auf konvexe Umgebungen U von Punkten von X an, so erhilt man

Lemma 8.1.1. :

Jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v: X — E ist lokal L-stetig.

a : I — X differenzierbare Kurve auf einem nicht ausgearteten offenen Intervall I C R.
Definition 8.1.2. :

a Integralkurve von v: X — E : <= &(t) = v(a(t)) fir allet € 1.

Man sagt dann auch, dass « eine Losung der DGL & = v(x) ist. « ist dann insbesondere stetig
differenzierbar.

Satz 8.1.3. :
Ist v : X — FE L-stetig, sind a, Integralkurven von v auf offenen Intervallen I,J und ist
0 # [a,b] CINJ, so ist

sup fla(t) — B(1)] < lla(a) - Bla)lle"~).

te[a,b]

Folgerung 8.1.4. :
Ist a(1) = B(T) fiir wenigstens ein 7 € INJ, so gilt auf dem gesamten offenen Intervall INJ

a|IﬂJ: ﬂ‘IﬂJ'

« o

unmoglich bei L-stetigen Vektorfeldern

'"Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832 - 1903), deutscher Mathematiker
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Bemerkung 8.1.5.

Stetige, aber nicht L-stetige Vektorfelder konnen mehrere Integralkurven haben, die nur in
einem Punkt, nicht aber in einem offenen Intervall iibereinstimmen: v : R — R, v(z) := 3|z|*/?
ist stetig, aber nicht L-stetig bei 0, und a(t) =0 und B(t) = (t — 1) sind Integralkurven von
& = 3|z|?/3 mit a(r) = B(1) = 0.

EX.:

[1] Ist v : X — E lokal Lipschitz-stetig und v(Z) = 0, so ist ¢ : R = X, ¢(t) = z, die

einzige Integralkurve zum Anfangswert (7, ).

[2] I C R offenes Intervall, v : I — R stetig, Z € I so dass v(Z) # 0. Dann gibt es ein

[HS]

offenes Intervall J C I um z, so dass v(z) # 0 fiir alle € J, insbesondere ist

fdx _
F:J—->R sHF(s)::/ ——+7T
z v(z)

streng monoton, besitzt also eine differenzierbare Umkehrfunktion ¢ : U — R auf einem
offenen Intervall U um 7. Wegen F o ¢ = idy ist f'(p(t)) - ¢(t) = 1, d.h.

und F o ¢(7) = 7 = F(z) impliziert ¢(7) = z, d.h. ¢ ist Integralkurve von v zum
Anfangswert (7, ).
Ist beispielsweise v(z) = 1 + 2%, 7 =z = 0, so ist F(s) = arctan(s) und ¢(t) = tan(t),
5 <t< 3.
(Lemma von Gronwall?)
¢
¢ : [a,b] — Ry stetig, A,L > 0so dass p(t) <A+ [ L-p(s)ds.
a
Dann ist @(t) < A-ePt=0) ¢ ¢ [a,b).

Beweis : € > 0, 0<g0()+6§w()—6+A+fL ¢(s)ds. Dann ist & < L- 22 < [ und
damit w(t) < (A +¢) - exp(L(t — a)). O
Beweis von 8.1.9: Sei t € [a,b]. &(t) — A(t) = v(a(t)) — v(8(t)) impliziert
la(t) =B < |lala) ||+/||’U (B(s))llds
< Jla(a) - Bla)]| + L / la(s) — B(s) |ds
O

2Thomas Hakon Grénvall (1877 - 1932), schwedischer Mathematiker und Ingenieur
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Theorem 8.1.6. (Picard?-Lindel5f*)
Tz € X C FE offen, v: X — E L-stetig, T € R. Dann gibt es ein € > 0, § > 0 sowie eine stetige
Abbildung

Q:(T—e,T+e) x Bs(z) = X,

so dass
(1) Bas(z) C X
(2) @(7,z) =z fir alle v € Bs(T)
(3) @ partiell nach t differenzierbar und ®(t,z) = v(®(t,z)),

d.h. (T—e,T+¢€) Dt ®y(x) := O(t,x) ist Integralkurve des Vektorfeldes v zum Anfangswert
(7, z).

Beweis : Wihle A > 0 so, dass V := Boa(Z) C X. Fiir z € V ist
lo(@)]| < [lv(z) —v(@)[| + [lo(@)| < Lllz — 2| + [v(2)]] < 2AL + [jo(z)]| =: K.

Wihle 0 < § < A, 0 < € < min{ﬁ, %} Definiere W := (7 — ¢,7 + €) X By(Z)

T
und ¥ :={p: W — V| ¢ stetig, o(7,z) = z}. Da (V| ||) vollstindig, ist auch (X, |lcc)
vollstéindig. Definiere

¢
T:% = EY, To(t,z) =2 —l—/ v(p(s,z))ds.

-
Ty stetig, Tp(T,z) =z, To(t,z) —T =z —T + f;’u(go(s, z))ds impliziert
|Ty(t,z) —Z|]| <d+e- K <A+ kAHK <2Adh.T:E - 3%; (Te)(t,z) =v(p(t ).

t
ITp —Tllw < s;lvp/ lo(e(s,2)) —vlwls,2))lds <sup Ll = lloclt - 7]
L
L+1

IA

€ Ll = lloc < 16 = Plloo,

d.h. T ist kontrahierend und hat deshalb genau einen Fixpunkt ¢ = T'¢, ¢ = v o ¢. O
Offenbar geniigt es, dass v lediglich lokal-Lipschitz-stetig ist. Sind dann (I, ¢) Integralkurven
von v zum Anfangswert (7,Z) auf offenen Intervallen I, um 7, so ist

o I:=J,I, ein offenes Intervall
* ‘P‘Iy,nw: ¢|I¢,DI¢'

Daher ist
a: I =X, « L,=¢

eine wohldefinierte maximale Integralkurve von v zum Anfangswert (7,Z). Die Grenzen des
Intervalls I = (az, bz) heiflen das sogenannte negative bzw. positive Lebensalter von z bzgl. v.

3Emile Picard (1856 - 1941), franzésischer Mathematiker
“Ernst Leonard Lindelsf (1870 - 1946), finnischer Mathematiker
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Satz 8.1.7. :

z € X C E offen, ¢ : (a,b) = X die mazimale Integralkurve eines lokal-Lipschitz-stetigen
Vektorfeldes v : X — E zum Anfangswert (7,z) und b < oo.

Dann gibt es zu jedem Kompaktum K C X ein T < bg < b, so dass

o(t) & K fiir alle t > bg.

Beweis : Sonst gibt es ein Kompaktum K C X und eine Folge 7 < t, — b, t, < b, so dass
o(ty) € K. B ¢(t,) = T € K. Zu dem Anfangswert (b, T) gibt es ein € > 0, § > 0 sowie

¢:(b—¢e,b+e)xBs(T) > X
so dass
(1) ¢(b,z) = z fiir alle x € Bs(T) C X
(2) §(t, ) = v(¢(t,2))-
Wéhle N > 0 so, dass max{b— 5,7} < ty < b, und definiere fiir |t —¢y| < ¢ die Kurve

P(t) = (t + (b—tn), (tn)).

Dann ist 9(tn) = @(tn), ¥(t) = v(¥(t)), d-h. ¥ = ¢ auf (a,b) N (tx — &, ty + ¢). Dieses
Intervall umfasst [t N,b+ %), d.h.
©(1) t<in
t'_){w(t) tN<t<b+:

ist eine Integralkurve von v zum Anfangswert (7, %), ein Widerspruch. O



