Kapitel 5

Die wichtigsten nicht-elementaren
Funktionen

5.1 Die natiirlichen Wachstums- und Abbaugesetze

Ist y = f(z) differenzierbar nach x und z = y = dy/dz die Ableitung von y nach z, so gibt
z fiir jeden festen z-Wert die momentane Anderungsrate von y beziiglich x an.

Bezeichnung: Das Grifienverhiltnis zwischen der momentanen Anderungsrate von y und
y selbst, d.h. also der Quotient

z Yy fl(x)

y oy fl@)’

heift die momentane relative Anderungsrate von y beziiglich x.

Da ¢ und y jeweils Funktionen von z sind, ist auch 3//y i.a. wieder eine Funktion von z.

Beispiel: Untersucht man das Volumen V (in em?) eines Tumors als Funktion der Zeit
t (in Tagen (=d)), so misst die momentane Anderungsrate V' = dv/dt die au-
genblickliche Wachstumsgeschwindigkeit des Tumors in Kubikzentimeter pro Tag
(em3-d~1).

Misst man zu einem Zeitpunkt ¢ die Werte V = 10[cm?] und V' = 0, 1[em?3 - d 1],
so erhélt man

Vi o, 1[em? - d™1)

% O[] 0,01[d™ '] = 1[% -d ]

d.h. die momentane relative Anderungsrate betrigt, abhiingig von dem gegebenen
Zeitpunkt ¢, 1 Prozent pro Tag.

Merke: Die momentane relative Anderungsrate von y beziiglich « beschreibt das mo-
mentane Anderungsverhalten von y in Prozent. Sie variiert i.a. in Abhéngigkeit

von x.
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Héufig trifft man in der Empirie aber folgende besonders primitive GesetzméBigkeit an:

(1) “Die momentane relative Anderungsrate von y beziiglich x ist konstant.“
Als Formel:

/

vy _
— = C7
Y
mit einer vom x-Wert unabhéngigen, fiir die Funktion y = f(z) spezifischen Konstanten c.

Das besagt mit anderen Worten:

(2) “Die momentane Anderungsrate von y beziiglich x ist proportional zur
bisherigen Gréfie von y.“
Als Formel:
y =cy.

Fiir positives g folgt aus dieser Formel mit Regel 18 !

— Wenn ¢ positiv ist, so ist ¥’ permanent positiv, also y = f(z) streng monoton wachsend.
— Wenn ¢ negativ ist, so ist ¥ permanent negativ, also y = f(z) streng monoton fallend.
Daraus erklart sich folgende

Bezeichnung: y = f(z) erfiillt ein natiirliches Wachstumsgesetz (bzw. ein natiirliches
Abbaugesetz), wenn es eine positive (bzw. negative) Konstante c gibt, so dass
,dy

= — =c-y ist.
V=1 Y

Mit Regel 11 ? folgt die fiir den Anwender sehr wichtige

Regel 21 (Kriterium zur Erkennung von natiirlichem Wachstum bzw. Abbau):
y = f(z) erfillt genau dann ein natirliches Wachstums- bzw. Abbaugesetz, wenn es eine fiir
die Funktion spezifische positive bzw. negative Konstante ¢ gibt, so dass fiir alle kleinen Ax
gilt:

Ay=~c-y- Az,
i Worten gesagt, wenn gilt:

(3) “Bei kleinen Anderungen von x ist die Anderung von y proportional zur
Anderung von x und zum bisherigen Wert von y.“

Dividiert man beide Seiten noch durch y, so erhélt man

A
2 ~e. Ax,
Y
in Worten:
(4) “Bei kleinen Anderungen von x ist die relative Anderung von y propor-
tional zur Anderung von x.“

Die Formulierungen (1), (2), (3) und (4) beschreiben also alle dieselbe GesetzméBigkeit,
nédmlich natiirliches Wachstum bzw. natiirlichen Abbau.

lsiehe 4.6, S.56
Zsiehe 4.3.2, S.47

R 21
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5.1.1 Beispiele fiir natiirliche Wachstumsgesetze

Beispiele fiir das Wirken natiirlicher Wachstumsgesetze finden sich vorwiegend in der Biologie
und in der Okonomie. Sie kommen stets nur in einem begrenzten Wertebereich der freien
Variablen zur Entfaltung, danach tritt einer von folgenden zwei Fillen ein:

1. Entweder treten zunehmend wachstumshemmende duflere Faktoren auf, bis das Wachstum
praktisch ganz aufhort und die abhéngige Variable y gegen eine Konstante ¢ als Grenzwert
strebt (= sog. “dynamisches Gleichgewicht“) 3 oder aber

2. das Wachstum bricht in einer Katastrophensituation zusammen.

Aus Ay = ¢y - Az ist abzulesen, dass im Falle des natiirlichen Wachstums das Wachstum von x und
y sehr wenig koordiniert ist: Ist y nahe Null, so wichst y extrem schwach im Vergleich zu z, ist y im
mehrstelligen Bereich, so wéchst y extrem stark im Vergleich zu z, was das eigentliche Problem bildet,
denn ist y schon sehr grof, so wird die momentane Wachstumsrate von y “unertréglich* grof3.

Die GesetzmiéBligkeit des natiirlichen Wachstums ist zu primitiv, um eine selbststeuernde Wachstums-
regulierung zu leisten. Wachstumsabschwichung wird vielmehr durch duflere Umstédnde erzwungen,
ohne Riicksicht auf die daraus folgende Dramatik bzw. Konfliktsituation (Uberpopulation, Nahrungs-
mangel, explosionsartiges Wachstum grofler Vermogen und grofler Schulden). Zwei einfache Gesetze
von gebremstem Wachstum (die aber nicht - wie bei der logistischen Differentialgleichung in der un-
tenstehenden Fufinote - den Wert von y durch eine spezifische Konstante nach oben beschrénken) sind
das lineare Wachstum sowie die Allometrie. Beide werden niher behandelt in 5.8, S.91 ff.

1. Beispiel (Biologie):
Wiichst eine Population (Zellen, Bakterien, Algen. . .) ungehemmt pro Zeiteinheit
um p Prozent (0 < p < 100) und ist m(¢)[g] ihre Masse zum Zeitpunkt ¢[h], so
gilt fiir alle kleinen Zeitspannen At[h] und den innerhalb dieser Zeitspanne
eingetretenen Massenzuwachs Am/[g] das Gesetz: Der Massenzuwachs Am
ist proportional zur schon vorhandenen Masse m und zur Zeitspanne At.
Mit Regel 4 4 gibt es eine von t und m unabhingige Konstante ¢, so dass gilt:

Am=~c-m- At

¢~ —2ml ] hat dabei die Dimension [h~!] und einen Zahlwert, welcher ein

m[g]-At[h
wenig kleiner als p Prozent ist. (Genau gilt: ¢ = In (1 + ﬁ) < 1%0, wie mit den
Mitteln von 5.4 folgt.)

Es folgt mit Regel 11 °
dm

dt
3Dieses Phinomen kann man beim Populationswachstum in der Biologie 5fter beobachten, aber auch beim
Wachstum von Volkswirtschaften. Es wird durch folgende Gesetzméfligkeit beschrieben:

=m/(t)=c-m

Die momentane relative Anderungsrate von y beziiglich z ist proportional zum Abstand zwischen
dem (kleineren) y und dem (gréBeren) Grenzwert .

Die zugehorige Formel

ist unter dem Namen logistische Differentialgleichung bekannt. Sie besagt, dass die prozentuale Wachs-
tumsrate am grofiten ist, je weiter y noch von seinem maximal moglichen Wert entfernt ist.

4siehe 2.3, S.20

Ssiche 4.3.2, S.47
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2. Beispiel

3. Beispiel

In Worten: Die momentane Anderungsrate der Masse m beziiglich der Zeit ¢
ist proportional zur schon vorhandenen Masse, und die Proportionalitatskon-
stante c ist die konstante momentane relative Anderungsrate der Masse
beziiglich der Zeit. Entsprechendes gilt in der Epidemiologie fiir in der An-
fangsphase ungehemmt sich ausbreitende Seuchen.

(Okonomie):

In der Okonomie wirken natiirliche Wachstumsgesetze bei mit konstantem Zins-
satz verzinstem Kapital, auch bei ebensolchen Schulden, allgemein bei jedem
prozentualen Wachstum (z.B. Bruttosozialprodukt, Preissteigerungen, Umsatz-
steigerungen), solange der Prozentsatz p konstant bleibt. Es gilt dann stets:

Die momentane Anderungsrate (des Kapitals, der Schulden,...) beziiglich
der Zeit ist proportional zur schon vorhandenen Grofie (des Kapitals, der
Schulden,. ..), und die momentane relative Anderungsrate beziiglich der
Zeit ist konstant ~ p% (genauer: = In(1 + p/100)).

Speziell fiir Schulden kisst sich das Gesetz mit Regel 21% z.B. so formulieren:
Fiir alle kleineren Zeitspannen gilt:

Der Schuldenzuwachs ist proportional zur schon vorhandenen Schul-
denh6éhe und zur verstrichenen Zeitspanne.

(Physik, Thermodynamik):
Im gemé#Bigten Temperaturbereich und fiir alle kleineren Temperaturidnderungen
AT gilt fiir gestreckte Festkorper:
Die Lingeninderung AL ist proportional zur bisherigen Linge L und
zur Temperaturinderung AL.
Mit Regel 4 gibt es eine von T und L unabhéngige positive Konstante «, so dass
gilt:

AL~ o - L-AT

Es folgt mit Regel 11:

dr =L'(T)=a-L

dTl
In Worten: Die momentane Anderungsrate der Linge beziiglich der Tem-
peratur ist proportional zur schon vorhandenen Lénge.
Die Proportionalitdtskonstante « heifit der Lingenausdehnungskoeffizient.
o~ % hat die Dimension [K~!] und ist eine Stoffkonstante. Sie ist
die konstante momentane relative Anderungsrate der Liinge beziiglich
der Temperatur.

5.1.2 Beispiele fiir natiirliche Abbaugesetze

Beispiele fiir das Wirken natiirlicher Abbaugesetze finden sich vorwiegend in der Physik und in
der Chemie. Sie sind im Unterschied zu den natiirlichen Wachstumsgesetzen stets unbefristet
wirksam, d.h. durch nichts aufler Kraft zu setzen oder zu beeinflussen.

Ssiehe 5.1, S.64
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1. Beispiel

2. Beispiel

(Atomphysik):
Bei radioaktivem Zerfall gilt fiir alle kleinen Zeitspannen At:
Die Abnahme der Partikel AN (auch: die Strahlungsabnahme) ist propor-
tional zur bisherigen Anzahl der Partikel (auch: zur bisherigen Strahlung)
und zur verstrichenen Zeitspanne.
Nach Regel 4 gibt es eine von N und ¢ unabhéngige positive Konstante A, so
dass gilt:

AN~ —-X-N-At

Es folgt mit Regel 11:

dN
L AN
dt

Die stoffspezifische Proportionalitdtskonstante A heifit die Zerfallskonstante
der radioaktiven Substanz. Sie ist die konstante momentane relative Ande-
rungsrate der Partikelzahl N (und der Strahlung) beziiglich der Zeit.
Wird in der Proportionalititsformel die Zeit in [h], [d] oder [a] gemessen, so hat
A entsprechend die Dimension [h™1], [d~!] oder [a™1].

(Optik):

Die verbleibende Intensitdt I von monochromem Licht nach Eintritt in ein
lichtdurchlissiges Medium ist eine Funktion der Eindringtiefe d in das Medium.
Dabei gilt fiir alle kleinen Ad und die innerhalb dieser geringen Schichtdicke
Ad erfolgte Intensitdtsabnahme:

Die Intensitidtsabnahme A ist proportional zur bisher vorhandenen
Lichtintensitidt T und zur durchdrungenen Schichtdicke Ad.
Nach Regel 4 gibt es eine von I und D unabhéngige positive Konstante p, so
dass gilt:

Al = —p-1-Ad

Es folgt mit Regel 11:
dl

!
g = ld)=—p1
In Worten: Die momentane Anderungsrate der Lichtintensitit beziiglich der
Eindringtiefe ist proportional zur noch vorhandenen Lichtintensitét.
Die Proportionalitédtskonstante p heifit der Absorptionskoeffizient. p ist nur
vom Medium und der Wellenldnge des Lichts abhéngig und ist die konstante
momentane relative Anderungsrate der Lichtintensitiit beziiglich der
Eindringtiefe. Wird in der Proportionalitétsformel die Eindringtiefe d in [cm]
gemessen, so hat p die Dimension [em™1].

Bezeichnet Iy = I(0) die Anfangsintensitit des Lichts vor Eindringen in das Me-
I(d
dium, so heiflt das Groflenverhéltnis Q die Transmission 7 (dimensionslos,
0
mit Werten zwischen 0 und 1, evtl. in % ausgedriickt). Weil 7 sich von I nur um
einen konstanten Normierungsfaktor I, ! unterscheidet, gilt auch?

T(d)=—p T

"denn nach der Faktorregel (D.1) gilt 7/(d) = (I5 " - [(d))/ =I; T d) =1 (—p ) = —p- Iy T = —p-1
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3. Beispiel

In Worten: Die momentane Anderungsrate der Transmission beziiglich der
Eindringtiefe ist proportional zur noch vorhandenen Transmission.

Der Absorptionskoeffizient p ist also auch die konstante momentane relative
Anderungsrate der Transmission beziiglich der Eindringtiefe.

Dieses optische Gesetz hat eine wichtige Anwendung in der Chemie:

Ist das Medium eine spezifisch eingefiirbte Losung des Stoffes A, so ist die Far-
bintensitéit ein Indikator fiir die Konzentration der Losung. Die Farbkraft wéachst
proportional zur Konzentration der Losung, die Lichtdurchléssigkeit nimmt da-
bei ab. Genauer gilt dann:

Der Absorptionskoeffizient ;i ist proportional zur Stoffmengenkonzen-
tration ¢ (Lambert?®).

Da man p durch Messungen bestimmen und dann daraus c¢ errechnen kann,
liefert dies die Grundlage fiir alle Techniken der Konzentrationsbestimmung
von Lésungen mittels Photometrie?.

(Reaktionskinetik):

Bei chemischen Reaktionen A — Produkte verringert sich die Konzentration
ca des Edukts A (und seine Masse m, sein Volumen V') in Abhéngigkeit von der
Zeit t. Erfolgt der Abbau, was hiufig, aber nicht immer der Fall ist, bei konstant
gehaltener Temperatur nach einem natiirlichen Abbaugesetz, so gilt

ca'(t) = —k-ca(t)

mit einer (positiven) reaktionsspezifischen Konstanten k, welche temperatur-,
aber nicht zeitabhingig ist. Wird die Zeit ¢ in Sekunden gemessen, so hat k
die Dimension s~!. Die momentane Anderungsrate c4’(t) ohne ihr negatives

Vorzeichen, also
dca

dt
ist bekanntlich ein Maf fiir die momentane Reaktionsgeschwindigkeit v

der chemischen Reaktion.!® Es gilt bei natiirlichem Abbau von A daher die
Gleichung

= |ea’(t)] = —ea'(t)

v=~k-cy

Diese Formel heifit das Geschwindigkeitsgesetz der Reaktion, die spezifische
Konstante k heifit die Geschwindigkeitskonstante.

Ersetzt man in dieser Formel ¢4 durch 0,99 - ¢4, so dndert sich v in 0,99 - v,
in Worten: Reduziert man die Konzentration des (einzigen) Edukts um 1%, so
reduziert sich auch die Geschwindigkeit der Reaktion um 1%. Mit dem Begriff
der Ordnung einer chemischen Reaktion'! folgt:

Verlduft eine chemische Reaktion A — Produkte nach einem natiirli-
chen Abbaugesetz, so ist sie eine chemische Reaktion 1. Odnung.

8 Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777), elsdssischer Mathematiker, Naturforscher und Philosoph, Be-
griinder der Photometrie

%siehe 5.7.1, S.90 ff

'Ysiehe 4.3.3, S.47

Hgiehe 1.2.2
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Erst im Abschnitt 5.10.2, S.103 werden wir nachweisen kénnen, dass dariiber hinaus
keine anderen Reaktionen A — Produkte die Reaktionsordnung 1 haben.

WEeil die Masse m, das Volumen V und die Stoffmenge n von A proportional zur Kon-
zentration von A sind, geniigen dann auch sie alle einem natiirlichen Abbaugesetz mit
der selben Konstanten k.

Die Abhéngigkeit der Geschwindigkeitskonstanten k von der Temperatur T geniigt,
ganz grob gesagt, stets dem Muster “hohe Temperatur = schnelle Reaktion = grofies
k*. Bei vielen chemischen Reaktionen gibt es aber sogar eine prézise Berechnungsformel

fiir k£ als Funktion von T in Form der sog. “Arrheniusgleichung“.'?

5.2 Berechnungsformel fiir natiirliche Wachstumsgesetze

Problem:

Seien ¢ und yg beliebige reelle Konstante. Sei y = f(x) eine Funktion von z, von
welcher man nur weif}, dass sie das natiirliche Wachstums-/Abbaugesetz

y=cy

erfiillt und den
Anfangswert y(0) = yo

hat.
Gesucht ist ein Algorithmus, um y aus x zu berechnen.

5.2.1 Fall ¢ =1 und y, = 1: Die Exponentialfunktion y = exp(x)

Da alle stetigen Funktionen niherungsweise durch Polynome berechenbar sind,'? folgender

Loésungsansatz: Suche ein Ndherungspolynom

fnlx) = ao + a1z + asx® + ...+ apa”, (5.1)

also ein Polynom n-ten Grades mit der Bedingung y = f(z) =~ f,(z).

1. Frage: Welches sind die optimalen Zahlwerte fiir die Konstanten a,, a1, as, ..., a,?

o f hat die Eigenschaft f(0) = yo = 1, andererseits ist f,(0) = ap nach (5.1). Wahle also

ag = 1.

e [ hat wegen y' = ¢-y = y die Eigenschaft f'(x) = f(x). Deshalb soll das Polynom f,
die Eigenschaft

fu(@) = fu()

25iehe unten, 5.5.2, S.83 ff
Bsiche 2.2.6, S.20
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haben. Aus dieser Forderung folgt durch Differenzieren von (5.1) gemif Regel 14 4
a1+2asx+3as2? +4asx® +. . A nar” ! & agt+arz+asr® +azzi+. . Aan_12" M Hana”

Koeflizientenvergleich ergibt: Wahle

a; = ag - a; =1
202 =1 = az = % =  ar=3
3asz = as = az =g = a3:2—}3
4ay = as = ag = 3 = a4 = 2-:1),-4
nap =ap-1 = =" = gy =534 =4
Resultat: Wiahlt man
1, 1.4 1.
fn(x):1+a:+§:c +§x +...+m$, (5.2)
so gilt f,(0) =1 und f)(z) =~ fn(x) mit dem
absoluten Fehler |f/ (z) — fn(x)| = %x"

Nenne diesen absoluten Fehler d,,. Dann liefern die unendlich vielen Polynome aus (5.2) ein
Angebot von nidherungsweisen Berechnungsformeln fiir y = f(z) nur dann, wenn der absolute
Fehler d,, hinreichend klein wird. Dessen Wert héngt aber von z ab.

2. Frage: Sei fiir z ein fester Zahlwert eingesetzt. Wann wird der absolute Fehler d,, besonders
klein?
e 1. Fall: z = 0: Dann ist d,, = 0 fiir alle n € N.

e 2. Fall: z > 0: Nimm ein N > 2z. Dann gilt fiir alle n > N

2 <n |: 2n
z 1
<
n - 2

1 1 x z 1
d:*n: n—1 7:d__7<7.d_
(e (n—l)!x n el =gt

HMgiehe 4.4.1, S.50
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Daraus folgt dyy1 <
dyyo <

dnys <

N =N =N =

AN

dnsp ... < (1)k-dN

d.h. ab n > N > 2z bilden die absoluten Fehler d,, eine monoton fallende Folge mit
Grenzwert Null, die rascher gegen Null strebt, als die Folge (%)de (k=1,2,3,...).

e 3. Fall: z < 0: Da der Fehler absolut genommen wird, hat er denselben Wert wie fiir |z,
also gilt: Ab n > N > 2|z| bilden die absoluten Fehler d,, eine monoton fallende Folge
mit Grenzwert Null.

Daraus folgt: Fiir x = 0 tritt kein Fehler auf, fiir x # 0 werden die niherungsweisen Be-
rechnungsformeln (5.2) ab n > 2|x| allméhlich brauchbar, und zwar umso besser, je groBer n
ist.

Sei fiir x ein fester Zahlwert gew#hlt und dazu der Zahlwert von y = f(x) gesucht. Dann ist
also

_ Lo, 13 L o
yn—l—l—x—i—ix —l—ix —|—...+maz (5.3)
eine Folge von Zahlen, die ab n > 2|x| immer bessere Néherungswerte fiir y liefert.
3. Frage: Konvergiert die Folge y1,y2,ys, ... gegen einen Grenzwert 7 Das wére der exakte
Wert von y!

e x = 0: Dann ist nach (5.3) y, = 1 fiir alle n, die Folge y1,y2,ys, ... also konstant und
somit konvergent gegen den Grenzwert §j =1 =y.

e z > 0: Aus (5.3) ersieht man, dass
Yp=do+di+da+ds+...+d,

gilt, d.h. die Folge y1, 42, ys, ... ist die summatorische Folge zur Folge der d,,. Da die
dy, alle positiv sind, ist die Folge 1, y2, y3, . . . also monoton wachsend. Sie konvergiert
nach Regel 5 diber monotone Konvergenz ' nur dann, wenn sie eine obere Schranke
besitzt.

giehe 3.3.2, S.33
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Nun gilt aber fiir alle n > N > 2z, wenn man n = N + k setzt,

Yn = YN +dn41 +dNny2 +dyi3 + ..o+ dy

=yn +dynt1 +dyy2 +dNis + .. F ANk
< 1d 1 2d 1 3d 1 N+kd
Sunt g+ (3) dv+ (5) dv et (5)

oo (b B @ ()

1\ N+k+1
= yN‘i‘ldN' —3)
Regel 8 2 1—%
1
<yn+ zdn- T =YNn +dn
2V 11

Fir alle n > N > 2z gilt somit yy < y, < yny + dy. Die Konstante C = yy + dy
ist also eine obere Schranke, und mit Regel 5 ergibt sich: Fiir z > 0 konvergiert die

Folge 1,42, ys, ... monoton wachsend gegen einen Grenzwert ¢, welcher zwischen den
Eckwerten yny und yx + dy liegt. Der Abstand zwischen § und yy ist also kleiner
als dy.

e x < 0: Da sich %x” vom absoluten Fehler d,, = ‘%x”‘ nur bei allen ungeraden n durch
das Vorzeichen unterscheidet, erkennt man aus (5.3), dass die Folge y1,y2,¥3,... nun
dadurch entsteht, dass man die absoluten Fehler d,, abwechselnd addiert und subtra-
hiert. Die bilden aber ab n > N > 2|z| eine monoton fallende Folge mit Grenzwert Null.
Jetzt besagt Regel 6 iiber alternierende Konvergenz 16 :

Die Folge y1,y2,ys, . . . konvergiert ab n > N > 2|z| alternierend gegen einen Grenzwert
7, der zwischen den Eckwerten yxy_1 und yy liegt. Deren Abstand ist gerade = dy.
Also ist der Abstand zwischen § und yy wieder kleiner als dy.

Damit ist das Problem der Berechnung der Funktion y = f(z), welche ein natiirliches Wachs-
tums-/Abbaugesetz 3y’ = ¢ -y erfiillt und den Anfangswert y(0) = yo hat, im Spezialfall ¢ = 1
und yg = 1 vollsténdig gelost. Wir erhalten:

Regel 22 (Algorithmus zur Berechnung der Exponentialfunktion):
Sei eine beliebige reelle Zahl als fester x-Wert gewdhlt. Firn = 1,2,3,... berechne die Zahlen

1 Lo, 13 L on

Yn = +x+§a: —1—530 +...+mx )

kurz: .
Loy
k=0

Dann konvergiert die Folge yy1,%2,y3 . .. (=die summatorische Folge'™ zur Folge der dy, = %xk)
stets gegen einen Grenzwert y. Der Zahlwert von ¢ ist durch den Zahlwert von x total deter-
minzert.

giche 3.3.2, S.34
7siehe 3.3.3, S.34

R 22
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7 ist also eine Funktion von x und besitzt ganz R als Definitionsbereich. Sie heifst die
natiirliche Wachstumsfunktion oder die Exponentialfunktion (dltere Sprechweise:
e-Funktion).
Schreibweisen:

g = exp(x) oder (dlter) y = e*. Fiir § schreibt man vereinfacht y.
y = exp(x) ist die einzige Funktion, welche die Figenschaften

y=y und f(0)=yo=1
besitzt. Sie ist durch diese beiden Eigenschaften vollstindig determiniert.

Regel 23 (Absoluter Fehler bei der Berechnung der Exponentialfunktion): R 23
Fiir y = exp(z) gibt es keine elementare Berechnungsmethode, d.h. kein Verfahren, den exak-

ten Wert in endlich vielen Schritten mit Punkt- und Strichrechnung auszurechnen, sondern

nur Ndherungsverfahren.

Bei der niherungsweisen Berechnung mittels

15 1 4 1,
Yn=1l+z+ -2+ 527 +...+ ==z
2 3! n!

gilt fiir den absoluten Fehler Ay = |y, — exp(z)| die Abschditzung

n
|Ay| < @ sobald nur n > 2|x| ist.
n!
Regel 24 (Wert der Exponentialfunktion an der Stelle 0): R 24
exp(0) = 1.
Regel 25 (Ableitung der Exponentialfunktion): R 25

exp’(z) = exp(x).

5.2.2 Fall ¢ und gy, im Wert beliebig: Allgemeine Exponentialfunktionen

Regel 26 (Berechnungsformel fiir alle natiirlichen Wachstums-/Abbauprozesse): R 26
Ist x irgendeine Variable und sind ¢ und yo beliebige Konstanten (auch negativ mdaglich),

so gibt es stets genau eine einzige mathematische Funktion y = f(x), welche das natiirliche
Wachstums- bzw. Abbaugesetz y' = ¢ -y mit dem Anfangswert f(0) = yo erfiillt.

Ihr Name: allgemeine Exponentialfunktion
Ihre Berechnungsformel: y = yq - exp(cz) dltere Schreibweise: y = yo - e“*.
Ihre Ableitung: y = c-yo-exp(cx) bzw. Yy =c-yo- e,

1
Eine Stammfunktion: u= % - 7o - exp(cz) bzw. U= Yo e,
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Beweis von Regel 26: Die Bedingungen

y=cy und y(0)=yo (5.4)
werden von der Funktion y = yo - exp(cz) erfiillt, wie Nachrechnen'® zeigt:

/

y = (yo : exp(cx))/ | Faktorregel (D.1)
="Yo- (eXp(cx))/ | Kettenregel (D.5)
=yo - exp’(cx) - (cx)" | Regel 25 und Regel 12
=1yp - exp(cx) - ¢
=c- (yo . exp(cx))
=c-y

y(0) = yo - exp(0) | Regel 24

=yo-1

=1%o

Einzigkeit dieser Funktion: Sei u = g(x) noch eine Funktion von z mit den entsprechenden
Eigenschaften, also

W =c-u und wu(0)=1yo (5.5)
Fiir die Quotientenfunktion ¢(z) = u(a:; (= das Grofenverhéltnis u : y) gilt:
y(x
u /!
qJ = (—) | Quotientenregel (D.4)
Y
/. _ o
= w | Einsetzen von (5.4) und (5.5)
Y
o c-u-y-u.c-y
Y2
=0, und zwar fiir alle Zahlwerte von .

Eine Funktion von z, deren Ableitung konstant = 0 ist, besitzt als Graph eine horizontale
Gerade, d.h. es gibt eine Konstante a, so dass ¢(z) = a gilt fiir alle Werte von x.
Berechnung von a: Setze x = 0 ein. Dann gilt nach (5.4) und (5.5)

u(0) _ yo
O = = — = 17
=00
also ist ¢(z) = 1 und somit u(z) = y(z) fiir alle Zahlwerte von x, was zu zeigen war. O

5.2.3 Beispiele

1. Beispiel (Biologie):*’
Wiéchst die Masse m|g| einer Bakterienpopulation mit der Anfangsmasse m(0) = myg|g]
im Laufe der Zeit ¢[h] ungehemmt nach einem natiirlichen Wachstumsgesetz m’(t) = ¢-m,

8zu den zitierten Rechenregeln siehe 4.4.1, S.49 ff
Ysiehe 5.1.1, S.65
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so hat die konstante momentane relative Anderungsrate ¢ die Dimension [2~!], und die
Masse berechnet sich aus der Zeit nach der Formel

mlg] = molg] - exp(c[h™'] - t[h]),

kurz:
m = my - exp(ct) [g].

2. Beispiel (Optik):*°
Ist 7 (dimensionslos) die Transmission von monochromem Licht bei Durchtritt durch
ein Medium und p[em™!] der Absorptionskoeffizient, so gilt, weil 7(0) = 7o = 1 ist und
das Abbaugesetz 7/(t) = —pu - 7 erfiillt ist, folgende Berechnungsformel fiir 7 als Funktion
der Eindringtiefe d:
7 = exp(—plem™] - d[em]),
kurz:
T = exp(—pud).

3. Beispiel (Reaktionskinetik):?!

Geniigt die Reaktion A — Produkte einem natiirlichen Abbaugesetz (und ist somit eine
chemische Reaktion 1. Ordnung), und ist k[s~!] bei gegebener konstanter Temperatur
ihre Geschwindigkeitskonstante, so gilt fiir die Konzentration c4([mol -171]) als Funktion
der Zeit t[s] das natiirliche Abbaugesetz

CA,(t) = —k-ca(t).

Ist (ca)o die Anfangskonzentration, so berechnet sich folglich die Konzentration als Funk-
tion der Zeit nach der Formel

calmol - 171 = (ca)o[mol - I™1] - exp(—k[s™'] - t[s]),
kurz:

ca = (ca)o-exp(—kt) [mol- l_l}.

Entsprechende Berechnungsformeln besitzen die iibrigen Beispiele von natiirlichen Wachstums-
bzw. Abbauprozessen aus 5.1.1 und 5.1.2.

5.3 Eigenschaften der Exponentialfunktion y = exp(x)

Wiéhle eine beliebige Zahl @ € R und errechne dazu die Zahl yp = exp(a). Dann hat die
Funktion

y = exp(a + ) (5.6)
den Anfangswert y(0) = exp(a) = yo, und fiir ihre Ableitung gilt nach der Kettenregel (D.5)
/ ! / /
y' = (exp(a+z)) =exp'(a+z) (a+a) Recsios exp(a + x) o y

20siehe 5.1.2, S.67
Zlgiehe ebenda, S.68
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Die Funktion erfiillt also das Wachstumsgesetz y' = 1-y mit dem Anfangswert y(0) = yo. Nach
Regel 26 ?? gibt es aber nur eine einzige solche Funktion, und die hat die Berechnungsformel

y =1yo-exp(l-x) =exp(a) - exp(z). (5.7)
Daher sind (5.6) und (5.7) gleichzusetzen, und es ergibt sich
exp(a + x) = exp(a) -exp(z) fiir alle z € R.

Da aber auch a beliebig in R gewéhlt war, erhalten wir

Regel 27 (Additionstheorem der Exponentialfunktion):
Fiir alle a,b € R gilt
exp(a + b) = exp(a) - exp(b).

Setzt man in dieser Formel speziell b = —a ein, so erhélt man

exp(a) - exp(—a) = exp(a + (—a)) = exp(0) Reg:el 9

und daraus

Regel 28 (Wert von exp(—a)):

Fiir alle a € R gilt
1

exp(—a) = oxp(a)’

5.3.1 Historischer Exkurs: Erklirung der Namen “Exponentialfunktion‘
und “e-Funktion fiir die natiirliche Wachstumsfunktion y = exp(x)

Bezeichnung: Die Konstante

S Ly 1,1 1 1
k=0

heifst die Eulersche? Zahl e.

Nach Regel 23 2 ist der absolute Fehler |Ae| zwischen e und dem Niherungswert y; =
141+ % + ...+ % = 2,71825... kleiner als d7 = % < 2-107%. Also liegt e zwischen den
Eckwerten 2,71805... und 2,71845... Damit ist e auf 3 Stellen gerundet berechnet:

e~ 2,718
(Es gilt e ¢ Q, d.h. e hat unendlich viele, nicht periodisch geordnete Nachkommastellen).

Die Funktion y = exp(x) ist fiir alle € R erklért und beliebig genau néherungsweise bere-
chenbar (siehe Regeln 22, 23). Potenzen e" der Konstante e sind hingegen urspriinglich nur fiir

2Z5iche 5.2.2, S.73
#Leonhard Euler (1707 - 1783), schweizer Mathematiker
Hsiche 5.2.1, S.73

R 27

R 28
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ganzzahlige Exponenten n erkliart und durch einfaches Ausmultiplizieren berechenbar. Dabei
ergibt sich aber aufgrund des Additionstheorems Regel 27 folgender Zusammenhang;:

exp(l) =e
exp(2) = exp(1+1) = exp(1l) -exp(l) =e-e, also  exp(2) = 2
exp(3) = exp(2+ 1) = exp(2) -exp(1) = €? - ¢, also  exp(3) = €3
exp(4) = exp(3+ 1) = exp(3) -exp(1) = e? - ¢, also  exp(4) = e*
insgesamt: exp(n) = e” fiir alle n € N
exp(—n) Recsi 28 ex;(n) = 2., also exp(—n) =e " fiir alle n € N.

Zwischen der Eulerschen Konstanten e und der natiirlichen Wachstumsfunktion y = exp(x)
besteht also die Beziehung

exp(n) = e" fiir alle ganzen Zahlen n € Z.

Das hat der natiirlichen Wachstumsfunktion y = exp(z) den Namen “e-Funktion“ beschert
und zur symbolischen Schreibweise “e”“ anstelle von exp(z) auch dann gefithrt, wenn der
Wert von z nicht ganzzahlig ist und somit exp(x) gar nicht durch mehrfaches Multiplizieren
der Zahl e mit sich selbst berechenbar ist. Da bei der traditionellen Schreibweise y = e* die
freie Variable x im Exponenten auftaucht, hat sich dariiber hinaus fiir diese Funktion der

Name “Exponentialfunktion* eingebiirgert.

Merke: Fiir nicht ganzzahliges x ergibt sich der Sinn und die beliebig genaue Berech-
nungsmoglichkeit von e” nur mit Hilfe der Regeln 22 und 23:

2 $3 Pk

CTll bt b D
2 3 n!’

wobei der absolute Fehler kleiner als |2"|/n! ist, sobald n > 2|z| ist.

Heute berechnet der Taschenrechner e” mit dieser Néaherungsformel.

5.3.2 Graph und qualitative Eigenschaften der Exponentialfunktion

Weil die Exponentialfunktion ein natiirliches Wachstumsgesetz erfiillt, also streng monoton
wachsend ist??, und fiir z = 0 den Wert 1 hat, gilt
exp(x) >1 fiir allez >0

und folglich mit Regel 28: exp(—x) =
folgt

Wl(x) ist grofler als 0 und kleiner als 1 fiir x > 0. Daraus

Regel 29 (Vorzeichen der Exponentialfunktion):
y = exp(x) nimmt fir alle x € R nur positive Werte an, d.h.

exp(x) >0  fir alle x € R.

Zsiehe 5.1, S.64

R 29
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Abbildung 5.1: Wertetabelle und Graph der Exponentialfunktion

x | exp(x)
—50 | 1.93 - 10722
—20|2,06-107?
—10 | 4,54 -107°
—516.74-1073
-310,05
—210,14
—10,37

01

12,72

217,39

3 120,09

5| 148,41
10 | 2,2-10%
20 | 4,85 - 108
50 | 5,18 - 102!
63 | 2,29 -10%7

exp(z) 4

20 T

15 +

10 +

+ + +
0 1 2 3

Das Verhalten der Exponentialfunktion ist fiir x > 1 katastrophal:

Wiéhrend der Graph iiber der halben z-Achse (nidmlich fiir alle negativen x) nahezu bei y = 0
verlauft und das Wachstum extrem schwach ist, biegt der Graph fiir x > 1 plotzlich fast
senkrecht nach oben mit einer Steigung, die dramatisch schnell immer mehr zunimmt.
Wiirde man den Graphen an einer Wandtafel veranschaulichen im Mafistab 1=10cm, so ent-
spréche exp(10) schon mehr als 2km und exp(63) dem doppelten Durchmesser des Universums,
welcher ungefihr 100 Lichtjahre betréigt (1 Lichtjahr = 9,46 - 10'2km ~ 10'6m).

Das hat eine fiir den Anwender sehr wichtige Konsequenz hinsichtlich der Fehlerrechnung:
Fiir x > 1 hat schon ein kleiner absoluter Fehler |Az| einen sehr grofien absoluten Fehler |Ay|

zur Folge!
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WARNUNG: Soll auf eine Zahl z > 1 spéater noch die Exponentialfunktion angewandt
werden, so muss diese Zahl zunéchst auf moéglichst viele Nachkomma-
stellen genau bestimmt werden. Andernfalls ergibt sich fiir exp(z) ein
unbrauchbarer, weil zu ungenauer Wert.

Triagt man auf der waagerechten Achse statt der Variablen = die Variable u = ¢ -z ab (das
entspricht einer Maflstabsinderung auf der waagerechten Achse) und auf der senkrechten
Achse statt der Variablen y die Variable w = y% (das entspricht einer Mafistabsénderung auf
der senkrechten Achse), so ist der Graph von y = yg - exp(cx) identisch mit dem Graphen von
w = exp(u). Das bedeutet:

Typischer Graph bei natiirlichem Wachstum:
Der Graph einer beliebigen allgemeinen Ezxponentialfunktion

y = yo - exp(cx) mit ¢ >0

unterscheidet sich von dem der Exponentialfunktion y = exp(x) nur durch Mafstabsinderun-
gen auf beiden Achsen. Das katastrophale Wachstumsverhalten bleibt dabei prinzipiell erhal-
ten.

Die Abbaufunktion y = yo - exp(—cz) kann aus der Wachstumsfunktion y = yo - exp(cx)
dadurch erzeugt werden, dass man z durch —z ersetzt. Daraus folgt:

Typischer Graph bei natiirlichem Abbau:
Der Graph einer beliebigen allgemeinen Ezponentialfunktion

y = yo - exp(—cx) mit ¢ >0
entsteht aus dem Graphen von y = yo - exp(cx) durch Spiegelung an der senkrechten Achse:

Y

>~ T

Abbildung 5.2: Graph bei natiirlichem Abbau, Verlauf fiir x > 0

5.4 Der natiirliche Logarithmus In ( = logarithmus naturalis)

Da streng monoton wachsend, besitzt die Funktion y = exp(z) gemif Regel 126 eine Umkehr-
funktion.

Bezeichnung: Die Umkehrfunktion der natiirlichen Wachstumsfunktion y = exp(x) heifit
der natiirliche Logarithmus In, d.h.

y =exp(x)und x = Iny sind gleichbedeutend.

205iehe 2.2, S.15
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Der Zusammenhang zwischen den Graphen von Funktion und Umkehrfunktion®” liefert:

Graph und Wertebereich des natiirlichen Logarithmus In:

Der Graph des natiirlichen Logarithmus In entsteht aus dem Graphen der Exponentialfunktion
y = exp(x) durch Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden.

Insbesondere ist In(x) nur fiir positive x definiert.

10 . y=exp(x)

|
/
/

y=Inzx

Abbildung 5.3: Graph von exp und In

Regel 30 (In hebt exp auf und umgekehrt): R 30

In(exp(z)) =z  fir alle x € R,
exp(In(z)) = fir alle x > 0.

Regel 31 (Vorzeichen von In): R 31
In1=0.
Fir0 < x <1 st lnx negativ.
Fiir x > 1 ist Inx positiv.

Tsiehe 2.2, S.14
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Wachstumsverhalten des In:
Der natiirliche Logarithmus In ist eine streng monoton wachsende Funktion. Fir x-Werte
zwischen 0 und 1 ist dieses Wachstum extrem stark, fiir x > 1 extrem schwach.

Das hat eine fiir den Anwender sehr wichtige Konsequenz hinsichtlich der Fehlerrechnung:
Fiir x < 1 hat schon ein kleiner absoluter Fehler |Az| einen sehr grofien absoluten Fehler |Ay|
zur Folge!

WARNUNG: Soll auf eine Zahl z < 1 spéter noch der Logarithmus angewandt werden,
so muss diese Zahl zunéchst auf moglichst viele Nachkommastellen genau
bestimmt werden. Andernfalls ergibt sich fiir In(x) ein unbrauchbarer,
weil zu ungenauer Wert.

Die Rechenregeln des natiirlichen Logarithmus folgen aus denen der Exponentialfunktion:

e Zua,b> 0 bilde c =1Ina und d = Inb. Also gilt

— exp(l - d d) = exp(lnb) = b.D folgt
exp(c) = exp(lna) Rersi 30 a und exp(d) =exp(lnbd) Recs 30 araus folg
In(a-b) =1 : d = 1 d = d=1 Inb.
n(a - b) = In(exp(c) - exp(d)) Recsi nexp(c+ d)) Recst 30 c+ na+ In
In(a-b) =Ina+1Inb fiir alle positiven a und b. (5.8)
e Wiihle speziell b = 1. Dann gilt
ln%:ln%—i-lna—lna = ln(%‘a)—lna:lnl—lna = —Ina.
(5.8) Regel 31
1 . L
In— =—Ina fiir alle positiven a. (5.9)
a

° ln(%) :ln(a- 11]) = lna—i—ln(%) (;9) Ina —1Inb.

ln(%) =Ina—1Inb (5.10)

Mit (5.8), (5.9) und (5.10) erhalten wir die
Rechenregeln des natiirlichen Logarithmus:

(L.1) In(a-b)=Ina+1Inb fir alle positiven a und b.
1

(L2) In—=—-1Ina fiir alle positiven a.
a

(L.3) ln<%> =Ina—1Inb fir alle positiven a und b.

WARNUNG: In =7

Fiir alle z > 0 gilt x = exp(lnz) (nach Regel 30 )
2/ = (exp(In x))/
1 =exp/(Inz)-In’(x) (nach der Kettenregel )
1 =exp(Inz)-In'(z) (nach Regel 25)
1=z 1n'() (nach Regel 30 )
Dividiert man die letzte Gleichung auf beiden Seiten durch z, so folgt
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Regel 32 (Ableitung des natiirlichen Logarithmus):

1
In'(x) = —  fiir alle positiven x.
x

5.5 Drei Anwendungen des natiirlichen Logarithmus

5.5.1 Graphischer Test fiir natiirliches Wachstum/Abbau

Folgende Aussagen sind dquivalent:
y = f(z) geniigt einem natiirlichen Wachstum-/Abbaugesetz y' = ¢ -y mit dem Anfangswert
y(0) = yo

— =y -
i V= o explen)
?L:S Iny = Inyo + In(exp(cz))
1
<~ Ilny=1
Regel 30 ny Yo + cx
<~ ly=A+B-x
<= Geradengleichung fiir Iny als Funktion von x

mit A =1Inyo und B =c.

Regel 33 (Graphischer Test auf allgemeine Exponentialfunktion und Bestimmung
einer bestmdéglichen Berechnungsformel):

Von y = f(x) sei keine Berechnungsformel, aber eine Wertetabelle bekannt. Dann gilt:

a) y = f(x) erfillt dann, aber auch nur dann, ein natirliches Wachstums-/Abbaugesetz
y' = c-y mit dem Anfangswert y(0) = yo und hat somit die Berechnungsformel y = yo-exp(cx),
wenn die Punkte (x|Iny) ungefdhr auf einer Geraden liegen: Iny= A+ B -x.

Dies testet man graphisch entweder, indem man zundchst in einer dritten Rubrik der Wer-
tetabelle zu den gegebenen y-Werten die zugehiorigen Iny- Werte berechnet und dann in einem
selbstkonstruierten Koordinatensystem mit normaler dquidistanter Skalierung auf jeder der
beiden Achsen die Punkte (x|Iny) eintrdgt,

oder schneller, indem man direkt die vorgegebenen Punkte (x|y) der Wertetabelle in halblo-
garithmisches Papier® eintrigt, wobei die senkrechte Achse (= y-Achse) eine logarithmische
Skalierung besitzen muss.

Ob die Punkte im Graphen ungefihr auf einer Geraden liegen, muss durch Linealtest gekldrt
werden.?”

b) Liegen die Punkte im Testgraphen auf einer Geraden, so kann man anschlieffend eine
nach Datenlage bestmogliche Berechnungsformel y = yg - exp(cx) ermitteln wie folgt:
Man berechnet zundchst durch Lineare Regression (Drei-Schritt-Verfahren), angewandt auf
v=ua und w = Iny, die Konstanten B und A der Geradengleichung (Beachte: Hat man den
graphischen Test mit halblogarithmischem Papier ausgefiihrt, so muss man jetzt ggf. zundchst
die Iny-Werte berechnen). Daraus bestimmt man sodann ¢ = B und yo = et (Achtung! Ist
A grifer als 1, so muss A sehr genau berechnet werden.>°)

Z8Niheres zur Benutzung dieses Spezialpapiers im Anhang A, S.202fF
*siehe 3.1.5, S.23
30siehe Warnung in 5.3.2, S.77ff

R 32

R 33
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Weifl man, dass y als Funktion von z einem natiirlichen Wachstums- oder Abbaugesetz geniigt
(aus naturwissenschaftlicher Fachkenntnis oder als Ergebnis des graphischen Tests inRegel
33a) und will man den Aufwand einer Linearen Regressionsrechnung vermeiden, so kann man
folgende Regel ausnutzen:

Regel 34 (Berechnung allgemeiner Exponentialfunktionen aus 2 Wertepaaren):
Ist dem Fachwissenschaftler prinzipiell schon bekannt, dass y = f(x) einem natiirlichen
Wachstums- oder Abbaugesetz geniigt, also eine Berechnungsformel vom Typ y = yo - exp(cx)
besitzt, so kann man den Zahlwert der Konstanten c¢ und yg schon aus zwei Wertepaaren
(x1,y1) und (z2,y2) wie folgt berechnen:

1 —1
1. Schritt: ¢= 2" 19 (Steigung der Geraden durch (z1|lny:) und (x2|Inys)),
Tr9 — T1
2. Schritt:  yo = - (wahlweise firi =1 oder 2).
exp(cx;)

Da nur ein Minimum an Wertepaaren der Funktion verwendet wurde, liefert dieses Verfahren
evtl. eine nicht besonders genau passende Formel.

5.5.2 Die Arrheniusgleichung

Erfolgt eine chemische Reaktion A — Produkte nach einem natiirlichen Abbaugesetz (und ist
somit von 1. Ordnung?®!), dann liegen nach Regel 33a die Punkte (¢|Incy4) auf einer Geraden.
Es gilt dann

ca = (ca)o-exp(—kt) mit der Geschwindigkeitskonstanten k.

k ist (bis auf das fehlende negative Vorzeichen) die konstante momentane relative Anderungs-
rate der Konzentration c4 (auch der Masse, des Volumens) beziiglich der Zeit und berechnet
sich, wenn man nur zwei Wertepaare benutzt, nach Regel 34 wie folgt:

1 —1 1 —1
—k = n(CA? tH(CA)1 <oder speziell fir t1 =0: —k = n(ca)z r n(CA)()) . (5.11)
2 — 11 2

Auch bei chemischen Reaktionen, die nicht von 1. Ordnung sind, ist die Reaktionsgeschwindig-
keit unter anderem durch eine sog. Geschwindigkeitskonstanten k charakterisiert (Genaueres
dazu s.u., 5.10.3, S.104). Stets gilt dabei: Je groBer k, umso schneller die Reaktion.

Es wurde zu Recht vermutet, dass der Zahlwert von k£ nicht nur von der chemischen Re-
aktion abhéngt, sondern auch von der Temperatur T'[K], unter der die Reaktion ablduft.
Schon Ende des 19. Jahrhunderts wurde von Arrhenius®? fiir verschiedene Reaktionen die
Temperaturabhiingigkeit von k untersucht. Fiir viele chemische Reaktionen (auch solche, die
nicht von 1. Ordnung sind) ergab sich: Bestimmt man fiir verschiedene Temperaturwerte die
zugehorigen k-Werte geméfl Formel (5.11), so gilt:

Die Punkte (T_1] Ink) liegen auf einer Geraden mit der Steigung —b. (5.12)

3lsiehe 5.1.2, S.68 f, und 5.2.3, S.75
32Gvante Arrhenius (1859 - 1927), schwedischer Physiker und Chemiker

R 34
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Das bedeutet nach Regel 33: Die Geschwindigkeitskonstante k als Funktion der Variablen
x = T~ erfiillt das natiirliche Abbaugesetz k' = % = —b - k und geniigt daher der Formel

1
k= ko - exp(—b : f) (Arrhenius-Gleichung, 1889) (5.13)

Dabei ist
o ko der Wert der Geschwindigkeitskonstante fiir 7! = 0, d.h. bei Temperatur 7 = oo

(wird nie erreicht!); in die N&he dieses Maximalwertes fiir & kommt man etwa bei Tem-

peraturen von weit iiber 1000 Kelvin.

e b eine reaktionsspezifische Konstante der Dimension [K], fiir die gilt:

Eq
b= —
R7

wobei E, die Aktivierungsenergie [J-mol™!] und R = 8,3144 126 [J-K~'-mol™!] die
universelle Gaskonstante ist.

Abbildung 5.4: Arrheniusgleichung: k als Funktion von T—!

k
y
kol
> T_1
hier 77! nahe 0, hier 7' sehr groB,
d.h. T sehr grof d.h. T nahe 0 Kelvin

Abbildung 5.5: Arrheniusgleichung: Graph einiger Wertepaare (T'|k)

hier T' nahe 0 hier T' grof3

Merke: Da Chemiker die Aktivierungsenergie E, = R - b eines chemischen Prozesses
hiufig kennen méchten, ist die Berechnung von b mittels (5.12) von grofiem

Interesse.
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5.5.3 Der Begriff der Halbwertzeit

Bezeichnung: In der Physik und in der Chemie bezeichnet man bei Abbauprozessen aller
Art diejenige Zeitspanne als Halbwertzeit ty /5, die erforderlich ist, um einen Stoff bis auf
die Hilfte seiner Ausgangsmenge abzubauen.

Mathematisch gesprochen: Ist y = f(t) eine streng monoton fallende Funktion der Zeit t und
f(0) = yo der Anfangswert zum Zeitpunkt t =0, so ist t1/2 die Losung der Bestimmungsglei-
chung

flti2) = %-

Hieraus ersieht man, dafl die Halbwertzeit i.a. nicht nur von dem Abbauprozess (also der
Funktion f) abhingt, sondern auch von dem Anfangswert yo.33

Eine spezielle Situation findet man bei allen natiirlichen Abbauprozessen. Nach Regel 26 ist
die Funktion y = f(¢) dann von der Bauart y = yo - exp(—ct) mit einer abbauspezifischen
positiven Konstante ¢.3* Die Bestimmungsgleichung zur Berechnung von t; /2 lautet dann

Yo

Yo - eXP(—C'tl/z) =5 = Yo

exp(—c . t1/2) = % | Regel 28
v 1 | Kehrwert
exp(c . t1/2) 2

exp(c . tl/g) =2 | In, Regel 30
c-tyjp=1In2

Aus der letzten Zeile entnimmt man

Regel 35 (Halbwertzeit bei natiirlichen Abbauprozessen):
Bei allen natiirlichen Abbauprozessen

y = yo - exp(—ct)

sind die abbauspezifische positive Konstante ¢ und die Halbwertzeit t1 /o antiproportional zu-
etnander mit der Proportionalititskonstante In2, d.h. es gilt

In2 In2
tiyyp=—  und c=_—,
C t1/2
insbesondere ist die Halbwertzeit bei dieser Art von Abbauprozessen unabhdingig vom Anfangs-
wert.

Beispiele: Bei chemischen Reaktionen A — Produkte, die nach einem natiirlichen Abbau-
gesetz erfolgen, ist ¢ = k die Geschwindigkeitskonstante, welche ja temperaturabhingig3® ist.
Also ist hier die Halbwertzeit ¢, /o = lnT? ebenfalls temperaturabhéngig.

Bei radioaktivem Zerfall ist ¢ = A die temperaturunabhéingige Zerfallskonstante, somit ist hier

die Halbwertzeit 1 /o = lnTz anfangswert- und temperaturunabhéngig, also eine Stoffkonstante.

33Nsheres hierzu in 5.10.7, S.112 ff.
34siehe die Beispiele in 5.2.3, S.67 ff
355.0., Arrheniusgleichung, S.84

R 35
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5.6 Die Schreibweise a’ fiir beliebige a > 0 und b € R

Fiir a > 0 und n € N gilt nach der Logarithmusregel (L.1)3°

In(a") =n-Ina | exp, Regel 30 (siehe S.80)
a™ =exp(n-Ina)
und L = m | Kehrwert, Regel 28 (siehe S.76)

a™ " =exp(—nlna)
Insgesamt ergibt sich folgende Beziehung zwischen der Exponentialfunktion und den ganz-
zahligen Potenzen der Zahl a > 0:

a" = exp(nlna) fiir alle n € Z.

Das hat zur folgenden verallgemeinerten Schreibweise auch im Falle nicht ganzahliger Expo-
nenten gefiihrt:

Bezeichnung: Seia >0 und b € R beliebig.

y = alist eine traditionelle abkiirzende Schreibweise fiir y = exp(blna). (5.14)

Daraus folgen die

Allgemeinen Potenzregeln
(P.1) In(ab) =b-Ina fir allea >0 und b € R,

(P2) (ab)® =abc fiir alle a > 0 und b,c € R,
(P.3) a’-a®=ab"  firallea>0 undb,c € R,
(P4) a®-b¢=(ab)®  fir alle a,b >0 und c € R.

WARNUNG: ' bedeutet a'®?) und ist i.a. #+ (ab)c.

Beweis der Allgemeinen Potenzregeln:

Zu (P.1): In(a®) (5?4) In(exp(blna))
= blna
Regel 30
. b\¢ — . b
Zu (P.2): (a°) - exp (c In(a ))

(;1) exp(c- (b-Ina))

= exp((bc) ‘Ina))
— abc
(5.14)

36siehe 5.4, S.81
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Zu (P.3): ab-a¢ = blna) - 1
u(P.3): a’-a - exp(blna) - exp(clna)
Recsi2n exp(blna + clna)
exp((b+ ¢)Ina)

CLb-i—c

(5.14)

Zu (P4) a°-b° (5?4) exp(clna) - exp(clnbd)

= 1 1
Recsi o7 exp(clna + clnbd)
= exp(c- (Ina +Inb))

(L:.1) exp(c - In(ab))

(5.14) (ab)

O

LaBt man in dem Ausdruck a®, der eine Funktion von zwei Variablen a und b ist, die eine der
beiden Groflen a, b kiinstlich auf konstantem Wert und die andere von beiden frei variieren,
so erhélt man jeweils eine Funktion einer Variablen.

Man gelangt aber zu zwei ganz unterschiedlichen Klassen von Funktionen, je nachdem, ob
man die Basis a konstant hélt oder den Exponenten b konstant hélt, ndmlich einerseits zu
den allgemeinen Exponentialfunktionen (Basis konstant), andererseits zu den allgemeinen
Potenzfunktionen und Wurzelfunktionen (Exponent konstant):

5.7 Exponentialfunktion zur Basis a, Logarithmus zur Basis a

Bezeichnung: Die Funktion

y=a”" (Basis a > 0 konstant, Exponent x variabel in ganz R)

heifst Exponentialfunktion zur Basis a und ist identisch mit der
allgemeinen Exponentialfunktion y = exp(lna - x) zum Anfangswert yo = y(0) = 1.
Da sie das natiirliche Wachstums-/Abbaugesetz y' = Ina - y erfiillt und Ina nach Regel 31
positiv ist, wenn a > 1, negativ, wenn a < 1, folgt sofort
Regel 36 (Ableitung, Wachstumsverhalten der Exponentialfunktion zur Basis a):
(ax), =Ina-a”.
y = a” ist streng monoton wachsend, falls a > 1, aber streng monoton fallend, wenn 0 < a < 1.

Nach Regel 137 existiert eine Umkehrfunktion.

3Tsiehe 2.2, S.15

R 36
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Bezeichnung: Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion zur Basis a,
y=a"=exp(lna-z),
heifit der Logarithmus zur Basis a,
Schreibweise:  y =log,(x)  oder kiirzer ohne Klammern: y = log, x,

d.h. y = a® ist gleichbedeutend mit x = log, y.
Insbesondere ist der natiirliche Logarithmus In identisch mit dem Logarithmus zur Basis e.

Seinun a >0, a # 1, y = a”, also z = log, y.

y=a" | In
lnyzln(az)
1 = x-1 1 0
ny(P.l)x na |:lna (#0)
|
7= log,y =
Ina

Daraus folgt:

Regel 37 (Umrechnung zwischen log, und In):
Der Logarithmus zur Basis a, log,, ist proportional zum natirlichen Logarithmus In mit
der Proportionalititskonstante ﬁ, d.h.

1
log,x = — -Inx  fiir alle z > 0.
Ina

Da sich somit alle Logarithmen vom natiirlichen Logarithmus In jeweils nur um einen konstan-
ten Faktor unterscheiden, tibertragen sich die Rechenregeln (L.1) - (L.4) auf alle Logarithmen:

Rechenregeln fiir log, (a > 0):

(LOG.1) log,(c-d)=log,c+log,d fir alle positiven ¢ und d.
1

(LOG.2) log,— = —log,c fiir alle positiven c.
c

(LOG.3) log, (2) =log,c —log,d  fiir alle positiven ¢ und d.

Auflerdem folgt fiir die Ableitung von log, mit der Faktorregel (D.1) und Regel 32 3 sofort:
Ableitung von log, x:

1

fiir alle z > 0.
Ina

8|~

(loga x)l =

An dieser Ableitungsformel erkennt man das typisch logarithmische Wachstumsgesetz:

Die Logarithmusfunktion y = log, = erfiillt ein

38siche 5.4, S.82

R 37
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Logarithmisches Wachstums-/Abbaugesetz:

(1) “Die momentane Anderungsrate von y beziiglich x ist antiproportional
zur bisherigen Groéfle von x.“
Als Formel:

1 |>0 fira>1,
<0 fir0O<ax<l.

Dividiert man beide Seiten der Gleichung durch y, so erhilt man die gleichwertige Aussage

(2) “Die momentane relative Anderungsrate von y beziiglich x ist antipro-
portional zur bisherigen Gréf3e von x und von y.“

Als Formel:

vy 11

— =Cc-— - —.

Y Ty
Gibt es noch weitere Funktionen, die dieses Gesetz erfiillen? Das kénnen nur alle Funktionen
y = f(x) sein, welche die Ableitung ¢y’ = ¢ - % besitzen, also alle Stammfunktionen®® von

c- % Das sind aber einfach die Funktionen der Bauart y = ¢ - Inx + const. Das ist eine
Geradengleichung der Bauart y = B-Ilnz + A mit B = c.

Bezeichnung: Jede Funktion der Bauart y = A+ B-Inx heifit eine allgemeine Logarith-
musfunktion.

Regel 38 (Graphischer Test auf Allgemeine Logarithmusfunktion und Bestim-
mung einer bestmoglichen Berechnungsformel):

Von y = f(x) sei keine Berechnungsformel, aber eine Wertetabelle bekannt. Dann gilt:

a) y = f(x) erfillt genau dann ein logaithmisches Wachstumsgesetz y' = c - % und hat somit
die Berechnungsformel y = ¢ -Inx + const, wenn die Punkte (Inx|y) ungefihr auf einer Ge-
raden liegen: y = A+ B -lnxz mit Steigung B = c.

Dies testet man graphisch entweder, indem man zundchst in einer dritten Rubrik der Wer-
tetabelle zu den gegebenen x-Werten die zugehdrigen In x- Werte berechnet und dann in einem
selbstkonstruierten Koordinatensystem mit normaler dquidistanter Skalierung auf jeder der
beiden Achsen die Punkte (Inz|y) eintrdgt,

oder schneller, indem man direkt die vorgegebenen Punkte (x|y) der Wertetabelle in halbloga-
rithmisches Papier®® eintrigt, wobei die waagerechte Achse (= x-Achse) eine logarithmische
Skalierung besitzen muss.

0b die Punkte im Graphen ungefihr auf einer Geraden liegen, muss durch Linealtest gekldrt
werden.*!

b) Liegen die Punkte im Testgraphen auf einer Geraden, so kann man anschlieflend eine
nach Datenlage bestmégliche Berechnungsformel y = A+ B-Inxz ermitteln wie folgt:
Man berechnet durch Lineare Regression (Drei-Schritt-Verfahren), angewandt auf v = Inx
und w =y, die Konstanten B und A der Geradengleichung (Beachte: Hat man den graphi-
schen Test mit halblogarithmischem Papier ausgefihrt, so muss man jetzt ggf. zundchst die
In z- Werte berechnen). Damit ist man bereits fertig. Ist B # 1, so kann man wahlweise noch
probieren, ob vielleicht B = ﬁ ist. In diesem Fall erhdlt man die Formel y =1gx + A.

39siehe 6.2, S.135fF
4ONsheres zur Benutzung dieses Spezialpapiers im Anhang A, S.202fF
“Isiehe 3.1.5, S.23

R 38
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5.7.1 Anwendung: Photometrie

Der nach dem natiirlichen Logarithmus In am héufigsten benutzte Logarithmus ist der Loga-
rithmus zur Basis 10:

logg =1g (Zehnerlogarithmus, dekadischer Logarithmus)

mit der Ableitung
1

lg/(z) = nio

8|

Seine Anwendung in der Photometrie ergibt sich wie folgt:

Ist 7 (dimensionslos) die Transmission eines monochromen Lichts, das ein homogenes Medium
der Schichtdicke d[cm] durchdringt, so gilt bekanntlich*?

T =exp(—p-d) (u[cm™!] Absorptionskoeffizient),

folglich
InT=—p-d. (5.15)

Ist das Medium die spezifisch eingefirbte Losung eines Stoffes A, so gilt: p ist proportional
zur Konzentration [A](in mol/l), als Formel:

= eo - [A], (5.16)

dabei ist gg[l'mol~!-cm~!] eine stoffspezifische Konstante (abhiingig vom Firbeverfahren).
Setzt man (5.16) in (5.15) ein, ergibt sich

lnT: —60-[A] -d

€0
T = - .
& Regel 37 In10

4] - d (5.17)

Bezeichnung: Die Grifle
E=—-lgr

(positiv, da T < 1, und dimensionslos) heifit die dekadische Extinktion, der Faktor

= 1o o)
~ In10 lmol-cm
heift der molare dekadische Extinktionskoeffizient.

Mit diesen Bezeichnungen lautet die grundlegende Formel der Photometrie
E=c-[A]-d

Thre Benutzung geschieht wie folgt:

4Zsiche 5.1.2, S.67 fund 5.1.2, S.75
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1. Schritt: (Justierung des Geriits)
Man nimmt zunéchst eine spezifisch eingefarbte Losungsportion von A, deren
Konzentration [A] [mol/]] sehr genau bekannt ist, fiillt sie in eine Kiivette genau
bekannter Schichtdicke d [cm] und misst nun in einem Photometer die Transmis-
sion 7. Man berechnet zunéchst aus 7 die Extinktion £ = —lg 7, sodann hiermit
den molaren dekadischen Extinktionskoeffizienten

= 474l motem)
°T [A] - d Lmol-cm
des Messverfahrens fiir A.

2. Schritt: (photometrische Konzentrationsbestimmung)
Danach misst man die Transmission 7 fiir beliebig viele eingefirbte Losungspor-
tionen unbekannter Konzentration [A] in Kiivetten immer derselben Schichtdicke
d, berechnet daraus zuerst £ = —1g 7 und dann die Konzentration

[A] = E%[mol/l].

5.8 Verschiedene Wachstumsgesetze im Vergleich, Allometrie

Erinnerung: Ist x eine Variable, so heifit bekanntlich das Griffenverhdltnis zwischen der
Anderung von x und dem fritheren Wert von x, also % (dimensionslos, meist in % ausge-
driickt), die relative Anderung von x**. Dagegen heifit das Grifenverhiltnis zwischen der

momentanen Anderungsrate y' = f'(x) einer Funktion und ihrem Wert y, also % (mit der

Dimension (dimz)~") die momentane relative Anderungsrate von y beziiglich .

Sei ¢ € R eine Konstante. Wachstums-/Abbaugesetze zwischen zwei Variablen = und y studiert
man meist zuerst anhand der momentanen relativen Anderungsrate % der Funktion y = f(x).

5.8.1 Natiirliches (exponentielles, prozentuales) Wachstum/Abbau

[13

/
Y _¢ “ungebremstes Wachstum/Abbau
)

In Worten:

(1) “Die momentane relative Anderungsrate von y beziiglich z ist
konstant. ¢
Dies ist das primitivste in der Natur zu beobachtende Wachstums-/Abbaugesetz.
Multiplikation beider Seiten mit y ergibt

/

y=cy

In Worten:
(2) Die momentane Anderungsrate von y beziiglich z ist proportional
zum augenblicklichen Wert von y.*

43siehe 1.2.2, S.5
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Fiir kleineAx gilt

%
e
<

el

In Worten:
(3) “Das GroéBenverhiltnis der Anderungen ﬁ—g ist ungefdhr propor-
tional zum bisherigen Wert von y (nur fiir kleine Az).*
sowie

Ay=~c-y-Ax

In Worten:
(4) “Die Anderung von y ist ungefihr proportional zur Anderung von
z und zum bisherigen Wert von y (nur fiir kleine Az).“
und
% ~c-Ax
Yy

In Worten:
(5) “Die relative Anderung von y ist ungefihr proportional zur Ande-
rung von z (nur fiir kleine Azx).*

Die Regeln (1) bis (5) sind gleichbedeutend und charakteristisch fiir allgemeine Exponential-
funktionen.

Eigenschaften im Falle von Wachstum (c > 0):%

Fiir x < 0 extrem schwaches, dissoziiertes Wachstum (riesigem Az entspricht winziges Ay).
Beispiel (Fall ¢ = 1): Fiir z = —80 gilt: Erhoht man den z-Wert um Az = 50, so erhoht sich
der zugehorige y-Wert bloB um Ay ~ 9,3 - 107,

Fiir x > 1 extrem starkes, dissoziiertes Wachstum (winzigem Ax entspricht riesiges Ay).
Beispiel (Fall ¢ = 1): Fiir z = 10 gilt: Erhoht man den z-Wert um blofl Az = 0,1, so erhtht
sich der zugehorige y Wert bereits um Ay ~ 2316, 5.

5.8.2 Logarithmisches Wachstum/Abbau

/

Y

~ =c-
Yy

8|

“doppelt gebremstes Wachstum/Abbau“

‘\\ doppelte Wachstumsbremse

< | =

In Worten:

(1) “Die momentane relative Anderungsrate von y beziiglich z ist
antiproportional zu den augenblicklichen Werten von z und y.*

Multiplikation beider Seiten mit y liefert

/

Yy =c-

8|

44siche Abb.5.1, S.78, Graph der Exponentialfunktion
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In Worten:
(2) “Die momentane Anderungsrate von y beziiglich z ist antipropor-
tional zum augenblicklichen Wert von z.¢
Fiir kleineAx gilt

In Worten:
(3) “Das GroéBenverhiiltnis der Anderungen ﬁ—g ist ungefihr antipro-
portional zum bisherigen Wert von z (nur fiir kleine Ax).*
sowie

Ay~c- —
x

In Worten:

(4) “Die Anderung von y ist ungefihr proportional zur relativen
Anderung von z (nur fiir kleine Ax).*

und
Ay Ax 1

7%6.7 p—

y x

<

In Worten:

(5) “Die relative Anderung von y ist ungefihr proportional zur rela-
tiven Anderung von z und antiproportional zum bisherigen Wert
von y (nur fiir kleine Ax)“

Die Eigenschaften (1) bis (5) sind gleichbedeutend und charakteristisch fiir allgemeine Loga-
rithmusfunktionen.

Eigenschaften im Falle von Wachstum (c > 0):4°

Fiir 0 < z < 1 extrem starkes, dissoziiertes Wachstum (kleinem Az entspricht grofles Ay).
Beispiel (Fall ¢ = 1): Fiir # = 1078 gilt: Erhoht man den z-Wert um Az = 0,9 - 1077, so
erhoht sich der zugehorige y-Wert um Ay =~ 2, 3.

Fiir x > 1 extrem schwaches, dissoziiertes Wachstum (riesigem Ax entspricht kleines Ay).
Beispiel (Fall ¢ = 1): Fiir # = 100 gilt: Erhoht man den z-Wert um Az = 1000, so erhtht
sich der zugehorige y-Wert um Ay = 2, 4.

Zwischen diesen zwei extremen, schlecht koordinierten Wachstumsformen liegen zwei Vari-
anten von gut koordiniertem Wachstum/Abbau der Variablen = und y. Beide entstehen
aus dem logarithmischen Wachstums-/Abbaugesetz, indem man von den zwei Wachstums-

bremsen % und % jeweils nur eine beibehélt:

5.8.3 Lineares Wachstum/Abbau

/

vy _
~— =c-

“einfach gebremstes Wachstum/Abbau*
Y

ei-

einfache Wachstumsbremse

4Ssiehe Abb.5.3, S.80, Graph des natiirlichen Logarithmus
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In Worten:

(1) “Die momentane relative Anderungsrate von y beziiglich z ist
antiproportional zum bisherigen Wert von y.*

Multiplikation der Gleichung mit y ergibt
y=c

In Worten:
(2) “Die momentane Anderungsrate von y beziiglich z ist konstant.*
Eine Funktion mit konstanter Ableitung c ist aber eine Gerade (mit der Steigung c):

y=a+cx Geradengleichung

Fiir beliebig grofle Ax gilt also:

Ay
Ap €
In Worten:
(3) “Das GroéBenverhiltnis der Anderungen Ay : Az ist konstant.“
sowie
Ay=c-Ax
In Worten:

(4) “Die Anderung von y ist proportional zur Anderung von z.%

Die Regeln (1) bis (4) sind gleichbedeutend und charakteristisch fiir Geradengleichungen.
Es besteht das folgende

Symmetriegesetz fiir Lineares Wachstum:

Erfillt y als Funktion von x ein lineares Wachstums-/Abbaugesetz mit der Proportionalitits-
konstanten c, so erfiillt auch x als Funktion von y ein lineares Wachstums-/Abbaugesetz, aber
mit der Proportionalititskonstaten %

5.8.4 Allometrisches (potentielles) Wachstum/Abbau

/

vy _
~— =c-

“einfach gebremstes Wachstum/Abbau*
Y

SR

™~

einfache Wachstumsbremse

In Worten:

(1) “Die momentane relative Anderungsrate von y beziiglich z ist
antiproportional zum augenblicklichen Wert von z.*

Multipliziert man diese Gleichung mit y, so erhélt man

/ Y
y:c.i
X
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In Worten:

(2) “Die momentane Anderungsrate von y beziiglich z ist proportio-
nal zum augenblicklichen Gréf3lenverhéltnis der Variablen y : x.¢

Beachtet man, dass v’ ~ % ist fiir kleine Anderungen Az, so erhélt man weiter:

1l

%
)

SHES

In Worten:
(3) Das GroBenverhiltnis der Anderungen Ay : Az ist ungefiihr pro-
portional zum bisherigen Groéflenverhiltnis der Variablen y : x
(nur fiir kleine Ax).“

Multipliziert man letztere Gleichung mit Az und dividiert sie durch y, so ergibt sich:

In Worten:

(4) “Die relative Anderung von y ist ungefihr proportional zur rela-
tiven Anderung von z (nur fiir kleine Az).«

Die Regeln (1) bis (4) sind gleichbedeutend und, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden,
charakteristisch fiir allgemeine Potenzfunktionen.

Bezeichnung: Die Regeln (1) bis (4) heiffen allometrische Wachstumsgesetze (im Fulle
¢ > 0) bzw. Abbaugesetze (im Falle ¢ < 0). Geniigen zwei Variablen x und y einer dieser
Regeln (und damit allen), so sagt man, zwischen ithnen herrsche Allometrie.

Man beobachtet Allometrie vielfach bei der Gréfle von verschiedenen Korperorganen dessel-
ben Organismus, auch beim Zusammenhang zwischen Grofle und Artenvielfalt eines Biotops,
insgesamt bei hoher organisiertem, gut koordiniertem Wachstum in Biologie und Medizin*®
. Dieses Vorkommen, sowie die mathematische Beziehung zu den allgemeinen Potenzfunktio-
nen erkliren, dass man gelegentlich auch von potentiellen oder organischen Wachstums-
bzw. Abbaugesetzen spricht.

Aus den Formulierungen (3) und (4) erkennt man das

Symmetriegesetz fiir Allometrie:

Erfillt y als Funktion von x ein allometrisches Wachstumsgesetz mit der Proportionalitits-
konstanten c, so erfillt auch x als Funktion von y ein allometrisches Wachstumsgesetz, aber
mit der Proportionalitdtskonstanten %

46Tn der Biologie und Medizin bezeichnet Allometrie (= “andere Abmessung®) die unterschiedliche Grofe
verschiedener Korperorgane.
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5.9 Potenzfunktionen und Wurzelfunktionen

5.9.1 Potenzfunktionen

Bezeichnung: Die Funktion

y = a? (Basis « > 0 variabel, Exponent b € R konstant)

heifit eine Potenzfunktion.
Jede dazu proportionale Funktion y = a - 2° heifit eine allgemeine Potenzfunktion.

47

Ist der Exponent b ganzzahlig, so ist eine Potenzfunktion dasselbe wie ein Monom®’ und

die freie Variable x darf in ganz R variieren. Fiir nicht ganzzahliges b berechnet sich die
Potenzfunktion mittels der Gleichung®®

y=2"=exp(b-Inx). (5.18)

Daraus folgt, dass z nur Werte > 0 annehmen darf.*® Weiterhin ergibt sich fiir die Ableitung:

y = (exp(b-In a:))/ | Kettenregel

y =exp'(b-Inx)- (b-Inz)" | Regel 25, Faktorregel, Regel 32
y =exp(b-Inx)-b- % | (5.18)

y =ab-b-x! (;3) hrb—1

Regel 39 (Ableitung der Potenzfunktionen):
(xb)/ = pzbt fiir variables x > 0 und beliebiges konstantes b € R.

Die Wichtigkeit der allgemeinen Potenzfunktionen und ihr weit verbreitetes Vorkommen in
den Naturwissenschaften ergibt sich daraus, dass sie und nur sie die allometrischen Wachstums-
bzw. Abbaugesetze erfiillen, wie gleich gezeigt wird.

Im Einzelnen gilt:

Regel 40 (Berechnungsformel fiir beliebige Allometrien):
Ist x irgendeine Variable und sind a # 0 und b # 0 beliebige reelle Konstanten (auch negativ
mdglich), so gibt es stets genau eine einzige mathematische Funktion y = f(x), welche fir
x =1 den Wert a annimmt und die allometrischen Wachstums- bzw. Abbaugesetze mit der
Proportionalititskonstante b erfillt, also z.B.

Ay Az !

1
V.2 sder L= -
) x ) x

47siche 2.2.5, S.19
“8siche Formel (5.14), S.86
siehe 5.4, S.80

R 39

R 40
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Ihr Name: allgemeine Potenzfunktion

Ihr Definitionsbereich: nur alle x > 0

Ihre Berechnungsformel: y = a-exp(b-Inx) dltere Schreibweise: y = ax®

Ihre Ableitung: Y =ba-exp((b—1)Inz) bzw. y' = baz® 1.
FEine Stammfunktion: u=ziyexp((b+1)Inz) bzw. u= - ot

Beweis von Regel 40: (vgl. den ganz analog gefiihrten Beweis von Regel 26 5°)
y = ax? erfiillt das allometrische Gesetz und hat den geforderten Wert a fiir z = 1, denn nach
Regel 39 ist

/ b b—1 b- b—1 1
L2 2 .- (5.19)
y ax axb=l. x T
und y(1) = a-exp(b-Inxz) = a-exp(b-Inl) Reasi a1 a-exp(b-0) = a-exp(0) Renci 24 a-1=a.

Einzigkeit dieser Funktion: Sei u = g(z) noch irgendeine Funktion von z mit denselben beiden
Eigenschaften, d.h. gelte auch

o 1
—=b-— d 1) =a. 2
” ~oun u(l) =a (5.20)
Bilde die Quotientenfunktion ¢(x) = ugxi (= das Groflenverhéltnis u : y). Fiir die Ableitung
y(x
dieser Funktion von z gilt
u\’
qJ = (—) | Quotientenregel (D.4)
Y
/. _ .oy
= % | kiinstlich erweitern
y !
%’ ury—u-Loy
= 5 L | Einsetzen von (5.19) und (5.20)
Y
B b-%-u-y—u b-%-y
Y2
=0, und zwar fiir alle Zahlwerte von .

Eine Funktion von z, deren Ableitung konstant = 0 ist, besitzt als Graph eine horizontale
Gerade, d.h. es gibt eine Konstante ¢, so dass ¢(z) = ¢ gilt fiir alle Werte von z.
Berechnung von c: Setze x = 1 ein. Dann gilt

)

c:q(l):ZEB:Z:l

also ist ¢(x) = 1 und somit u(z) = y(z) fiir alle Zahlwerte von z, was zu zeigen war. O

50siehe 5.2.2, S.73
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Folgende Aussagen sind dquivalent:

y = f(x) geniigt einem allometrischen Wachstum-/Abbaugesetz % =b- % mit dem Anfangs-
wert y(1) = a
= =a-z’
Regel 40

<— Iny= lna—|—ln(ajb)
<~ Iny=Ilna+b-Inzx

<~ Ilny=A+B-Inz, Geradengleichung mit A =Ilna und B = b.

Regel 41 (Graphischer Test auf allgemeine Potenzfunktion und Bestimmung einer
bestmoglichen Berechnungsformel):
Von y = f(x) sei keine Berechnungsformel, aber eine Wertetabelle bekannt. Dann gilt:

a) y = f(x) erfillt dann, aber auch nur dann, ein allometrisches Wachstums-/Abbaugesetz
mit der Proportionalititskonstante b und dem Anfangswert a, d.h. z.B.:

%:b-& und y(1) = a,
Yy x

b wenn die Punkte (Inx|Iny) ungefihr auf einer

und hat somit die Berechnungsformel y = ax
Geraden liegen: Iny=A+ B-lnx .

Dies testet man graphisch entweder, indem man zundchst in einer dritten und vierten Ru-
brik der Wertetabelle zu den gegebenen x- und y-Werten die zugehdrigen In x- und Iny- Werte
berechnet und dann in einem selbstkonstruierten Koordinatensystem mit normaler dquidi-
stanter Skalierung auf jeder der beiden Achsen die Punkte (Inz|Iny) eintrdigt, oder schneller,
indem man direkt die vorgegebenen Punkte (x|y) der Wertetabelle in doppeltlogarithmisches
Papier®' eintrigt.

Ob die Punkte im Graphen ungefihr auf einer Geraden liegen, muss durch Linealtest gekldart
werden.>?

b) Liegen die Punkte im Testgraphen auf einer Geraden, so kann man anschlieflend eine
nach Datenlage bestmégliche Berechnungsformel y = axz? ermitteln wie folgt: Man be-
rechnet zundchst durch Lineare Regression (Drei-Schritt-Verfahren), angewandt auf v = Inx
und w = Iny, die Konstanten B und A der Geradengleichung (Beachte: Hat man den graphi-
schen Test mit doppeltlogarithmischem Papier ausgefiihrt, so muss man jetzt ggf. zundchst die
In z- und Iny- Werte berechnen). Daraus bestimmt man sodann b = B und a = e?. (Achtung!
Ist A gréfer als 1, so muss A sehr genau berechnet werden.>3)

Weifl man, dass y als Funktion von z einem allometrischen Wachstums- oder Abbaugesetz
geniigt (aus naturwissenschaftlicher Fachkenntnis oder als Ergebnis des graphischen Tests in
Regel 41a) und will man den Aufwand einer Linearen Regressionsrechnung vermeiden, so kann
man folgende Regel ausnutzen:

5!N#heres zur Benutzung dieses Spezialpapiers im Anhang A, S.202ff
*’siehe 3.1.5, S.23
®3siche Warnung in 5.3.2, S.77ff

R 41
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Regel 42 (Berechnung einer allgemeinen Potenzfunktion aus zwei Wertepaaren):
Ist dem Fachwissenschaftler prinzipiell schon bekannt, dass zwischen den Variablen x und y
Allometrie herrscht, also eine Berechnungsformel y = ax® besteht, so kann man den Zahlwert
der Konstanten a und b schon aus zwei Wertepaaren (x1,y1) und (x2,y2) wie folgt berechnen:

Inys —1

1. Schritt: b= 22— UL (Steigung der Geraden durch (Inzq|lny;) und (Inza|lnys)),
Inxze —Inzy

2. Schritt: a = y—z (wahlweise fir i =1 oder 2).
x

%

5.9.2 Wurzelfunktionen

Mit dem Symmetriegesetz fiir Allometrien® folgt: y = 2? <= = = y%, d.h. die Umkehrung
der Potenzfunktion mit Exponent b ist die Potenzfunktion mit Exponent %.
Spezialfall b =n € N:

{7‘/5 = :EE
Mit Regel 39 folgt:

7Lx

(W)/ =1. 2n~1 oder auch ({”/:f)’ =

nx
5.10 Anwendung: Potenzfunktionen in der Kinetik

5.10.1 Verschiedene Mafle fiir die Reaktionsgeschwindigkeit

Seien ari,. .., sowie B1,. .., [, endlich viele natiirliche Zahlen und
a1 A1+ agAs + ... Ay, — 01B1+ 6oBs + ...+ ﬁpo

eine chemische Reaktion.

Im Folgenden kann man unter der Bezeichnung [A;](¢) bzw. [B;](t) wahlweise die Stoffmen-
genkonzentration ¢, die Masse m, die Stoffmenge n oder das Volumen V von A; bzw. B; zum
Zeitpunkt t[s] verstehen. Dann kann man stets die momentane Reaktionsgeschwindigkeit zu
einem bestimmten Zeitpunkt o ndherungsweise daran erkennen, wieviel von A; in einer
kleinen Zeitspanne At = t; — ty abgebaut wird (¢; nahe ¢y). Man bestimmt also die (negati-

ven) Differenzenquotienten %’3"] (i = 1,...,m). Ihre Dimension ist [mol-1=*-s7!] bzw. [g-s7!],

[mol-s™1] oder [em3 - s71.
Wie unterscheiden sich diese Differenzenquotienten im Zahlwert voneinander? Aus der stéchio-

metrischen Formel folgt: Wenn in der Zeitspanne At aq Teile von A; abgebaut worden sind,

S4siche 5.8.4 , S.95

R 42
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sind gleichzeitig «; Teile von A; abgebaut worden (i = 2,...,m). Das GroBenverhéltnis
A[A1] : A[A;] ist also gleich a; : o; (i = 2,...,m), als Formel:

AlA] _ AlA]

A[AZ] a o aq

AlA] _ AA] A
(05} (673

e
ks
>

[Ai
(65} At N (673 At

Resultat: Die Differenzenquotienten Aﬁi] sind untereinander nicht gleich, falls die «; nicht
alle gleich 1 sindT wohl aber sind sie untereinander alle proportional. Es geniigt also, einen
davon, etwa A[ﬁl , zu bestimmen, die iibrigen errechnen sich daraus mittels der Gleichung

At At

Man kann die momentane Reaktionsgeschwindigkeit ndherungsweise aber auch mittels der
(positiven) Differenzenquotienten A[ABt)i] (i = 1,...,p) (At klein) untersuchen. Wieder gilt,

analog zu oben:

1 AB] 1 AB] ,.
E- Ar —E- AL (i=2,...,p)

Da schlieBlich immer dann, wenn «; Teile von Ay abgebaut sind, gleichzeitig 51 Teile von By
entstanden sind, gilt weiterhin:

A a A[Bi]
A[Bi] B ay
s

1AM 1 AB]
a1 At 51 At

Insgesamt ergibt sich so: Es geniigt, den Differenzenquotienten (= mittlere Anderungsrate
in der kleinen Zeitspanne At) exemplarisch anhand irgendeines Edukts oder Produkts zu
messen, alle anderen errechnen sich daraus mittels der Gleichung

1 AJA] 1 A4, 1 AB] 1 A[B,)

T At T am At B At T B, At

Durch Grenziibergang At — oo gehen diese mittleren Anderungsraten iiber in die momen-
tanen Anderungsraten von [A;] bzw. [B;] beziiglich ¢ zum Zeitpunkt ¢y, die untereinander
wieder in dem entsprechenden Groflenverhéltnis zueinander stehen.
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Fazit: Die positiv genommenen momentanen Anderungsraten

4] (t)] = — [dt ] der Edukte A; bzw. [B;]'(t) = B der Produkte
sind lauter brauchbare Mafle fiir die momentane Reaktionsgeschwindigkeit. Sie sind unterein-

ander alle proportional und haben die Dimension [T—Zl] Ein standardisiertes Maf} fiir die

momentane Reaktionsgeschwindigkeit erhilt man wie folgt:
Bezeichnung: Die momentane Reaktionsrate einer chemischen Reaktion
a1 A1+ Ao+ .. oam Ay — 1B1 + 2By + ...+ ﬂpo

wird mit dem Symbol
% oder kurz mit €
mol

bezeichnet. Sie ist positiv, hat die Dimension [ﬁ] und berechnet sich wahlweise wie folgt:

.1 dA) 1 dA) 1 dAn] 1 d[B] 1 d[B 1 d[B)
5_7071' dt oy dt T am dt B dt B dt T B, dt

5.10.2 Ordnung einer Reaktion beziiglich eines Edukts A

Bei vielen chemischen Reaktionen ldsst sich beobachten, dass die momentane Reaktionsge-
schwindigkeit bei konstant gehaltener Temperatur von den jeweiligen Konzentrationen der be-
teiligten Edukte abhéngig ist. Sie ist dann eine Funktion der m freien Variablen [44],. .., [An].
Eine erste Typeneinteilung erfolgte iiber den Begriff der Reaktionsordnung®”:

Erinnerung: Fine chemische Reaktion
a1 A1 + agAs + ...+ apy Ay — Produkte (m>1)

heiffit von n-ter Odnung, wenn gilt:

Wird (bei konstanter Temperatur) jedes [A;] um 1% erniedrigt, so ernied-
rigt sich die Reaktionsgeschwindigkeit um n% (n auf eine Zahl des Formats
0; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3... gerundet).
Eine verfeinerte Typeneinteilung chemischer Reaktionen gelingt mit nachfolgendem Begriff:
Bezeichnung: Fine chemische Reaktion
a1Ay + agAs + ...+ an A, — Produkte (m>1)

heifst beziiglich des Edukts A; von n-ter Ordnung, wenn gilt:

Wird (bei konstanter Temperatur) [A1] um 1% erniedrigt, wihrend alle dbrigen

[Ai] (i = 2,...,m) ungefihr konstant bleiben, so reduziert sich die Reaktions-
geschwindigkeit um n% (n auf eine Zahl des Formats 0; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3. ..
gerundet).

SSsiehe 1.2.2, S.6
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Gegen diesen Begriff kann man zunéchst einen grundsétzlichen Einwand erheben: Die Formel
a1Ay + agAy + ...+ aym A, — Produkte (m>1)

besagt doch, dass alle Edukte miteinander reagieren, insbesondere, dass nicht [A;] erniedigt
werden kann, withrend die anderen [A4;] konstant bleiben. Bedeutet das nicht, dass es chemische
Reaktionen der Ordnung n beziiglich eines Edukts nur dann geben kann, wenn es auch nur
ein Edukt gibt (das ist der Spezialfall m = 1), wobei der neue Begriff dann mit dem alten
Begriff der Reaktionsordnung zusammenféllt?

Die Antwort lautet, dass es bei Reaktionen mit mehreren Edukten das Phénomen der konstant
bleibenden [A;] bei geringer werdendem [A;] in der Natur streng genommen nicht gibt, dass
man aber durch geschickte Experimente dennoch das Verhalten der Reaktionsgeschwindigkeit
v als Funktion einer einzigen Variablen [A;] untersuchen kann, obwohl v bei unkontrolliert
ablaufender Reaktion eine Funktion mehrerer Variabler [A;], ..., [Ayn] ist.

Dabei stehen zwei Methoden zur Wahl:

1. Methode: Die Methode der groien Uberschiisse.

Gib alle Edukte [As], ..., [An] im groBen Uberschuss zu. Lass dann die Reaktion laufen, bis
sie zum Stillstand kommt (das wird spétestens dann geschehen, wenn [A;] = 0 ist), und miss
wéhrend des Ablaufs zu moglichst vielen Zeitpunkten ¢; den Wert von [A;]. Zwar wird im
Verlauf der gesamten Reaktion auch [4;] (¢ = 2,...,m) um einen festen Wert A[A;] verrin-
gert, doch hat diese Verringerung trotzdem kaum einen nennenswerten Einfluss, weil wegen
[A L nur wenige Prozent betrigt, der Uber-
schuss als solcher also in nahezu unverdndertem Umfang bestehen bleibt. Prozentual gesehen,
bleiben also die [4;] ( = 2,...,m) ungefihr konstant.

Fazit: Die Abhéingigkeit der momentanen Reaktionsgeschwindigkeit vom Edukt Ay wird er-
kennbar, wenn man alle anderen Edukte im grofien Uberschuss zugibt und die Reaktion dann
bis zum Stillstand laufen ldsst. Man erhilt zuniichst eine Wertetabelle fiir [A;] als
Funktion der Zeit t.

Mathematische Auswertung: Durch anschlieBende numerische Differentiation®® kann man
in einer dritten Rubrik Néherungswerte fiir die Reaktionsgeschwindigkeit v = — [ 1] gewin-
nen. Die Wertepaare ([41](t;)|v;) bilden dann eine Wertetabelle fiir v als Funktlon von
[A1]. Beachte: Nur wenn die zeitlichen Absténde der Messungen At = t; — t;—1 klein sind,
liefert die numerische Differentiation verldssliche Werte fiir die Reaktionsgeschwindigkeit.

2. Methode: Die Anfangswertmethode.

Man legt fiir [A;] (i = 2,...,m) beliebige Anfangswerte fest. Unter diesen konstanten Vor-
aussetzungen startet man die Reaktion wiederholt, indem man jedesmal nur den Anfangs-
wert von [A1] deutlich variiert. Nach einer stets gleich kurzen Zeitspanne At stoppt man
die Reaktion und misst erneut [A;]. Die Differenzenquotienten — A ginq Niherungswerte
fiir die Reaktionsgeschwindigkeit v, welche bei unterschiedlichem [A;], aber stets denselben
[A;] (i =2,...,m) gemessen wurde.

Fazit: Mit der Anfangswertmethode erhilt man eine Wertetabelle fiir v = —d[;;l] als
Funktion von [A;], wobei als Vorzug gegeniiber der 1. Methode die zugehorigen, konstant

bleibenden Werte fiir [A4;] (i = 2,...,m) zusitzlich beliebig (auch klein) wihlbar sind. Ein

S0siehe 4.4.2, S.51



KAPITEL 5. DIE WICHTIGSTEN NICHT-ELEMENTAREN FUNKTIONEN 103

Nachteil ist aber, dass keine Abhéngigkeit des [A;] oder des v von der fortschreitenden Zeit
t bei lingerem Reaktionsablauf erkennbar wird. Falls eine Reaktion im spéteren Verlauf ein
anderes Verhalten als in der Anfangsphase zeigt, ist diese Methode ungeeignet.

Mit jeder der beiden Methoden kann man zu einer Wertetabelle fiir die Wertepaare ([A1],v)
gelangen (wobei v = —d[zﬂ gewihlt wurde). Der Graph zur Wertetabelle kann je nach Re-
aktion, und bei derselben Reaktion auch je nach betrachtetem Edukt A;, ganz verschieden
aussehen. Stets aber besitzt er ein charakteristisches Merkmal: Ist [A;] = 0, so kommt die
Reaktion notwendigerweise zum Stillstand, d.h. dann ist auch v = 0. Also gilt immer:

Der Graph der momentanen Reaktionsgeschwindigkeit v als Funktion der Kon-
zentration [A;] verlduft durch den Ursprung.

Meist gilt noch zusétzlich:

Je groBler [A;], umso schneller die Reaktion, d.h. dieser Graph ist i.a. monoton
wachsend.

Ist eine chemische Reaktion beziiglich des Edukts A; von n-ter Ordnung, so gilt fiir alle
kleinen Anderungen von [A]:
Die relative Anderung von v ist gleich n mal der relativen Anderung von [A]

Av A[A]
= —=n-
v [A4]
<= v als Funktion von [A;] erfiillt ein allometrisches Wachstumsgesetz>"

mit der Proportionalitdtskonstante n

— v=c-[A]",
Regel 40

wobei ¢ noch vom gewéhlten Ma$ fiir v und dem Wert der [A;] (i # 1) abhéngt.
<= v ist proportional zu [A4;]",

wenn nur [A;] variiert.

Damit erhalten wir eine zweite Charakterisierung der chemischen Reaktionen n-ter Odnung
beziiglich Ajy:

Merke:
erke Eine chemische Reaktion

o1 A1 + aAs + ...+ oA,y — Produkte (m>1)

ist genau dann beziiglich des Edukts A; von n-ter Ordnung, wenn gilt:

Die momentane Reaktionsgeschwindigkeit ist proportional zur n-ten Potenz von
[A1], wenn nur [A4;] variiert.

Als Formel:

Im Spezialfall n = 1 erhélt man hieraus die Formel d[iﬂ = —c:[A4]. Das ist aber ein natiirliches

Abbaugesetz fiir [A1] als Funktion der Zeit ¢t. Folglich gilt:
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Merke: Eine chemische Reaktion
o1 A1 + agAs + ...+ oA,y — Produkte (m>1)

ist genau dann beziiglich des Edukts A; von erster Ordnung, wenn gilt:

Der Abbau von A; als Funktion der Zeit t erfolgt nach einem natiirlichen Ab-
baugesetz.

Da der Graph von v als Funktion von [A;] immer durch den Ursprung verlduft und i.a.
monoton wichst, geschieht es recht hiufig (aber nicht immer), dass zu diesem Graph als
Berechnungsformel eine allgemeine Potenzfunktion mit geeignetem Exponenten n gehort, dass
die Reaktion also beziiglich A; eine gewisse Ordnung n besitzt.

5.10.3 Geschwindigkeitsgesetz und Geschwindigkeitskonstante einer che-
mischen Reaktion

Besitze eine Reaktion nun beziiglich jedes Edukts A; eine gewisse Ordnung n;. Dann gilt also:
Die Reaktionsgeschwindigkeit ist
e proportional zu [4;]™!, wenn nur [A;] variiert, wéhrend [As], . .., [4,,] kiinstlich konstant
gehalten werden,

e proportional zu [A3]"?, wenn nur [Ap] variiert, wihrend [A4], [A3],...,[An] kinstlich
konstant gehalten werden,

e proportional zu [A,,]"™, wenn nur [A,,] variiert, wihrend [A4],...,[Am—1] kiinstlich

konstant gehalten werden.

Da aber die Konzentrationen [A1],...,[A4,,] in beliebigen Wertekombinationen vorkommen
konnen, also voneinander unabhingige freie Variable sind, folgt mit Regel 4 ®%:

Das Geschwindigkeitsgesetz chemischer Reaktionen:
Ist die chemische Reaktion

a1Ay + a9y + ...+ Ay, — Produkte (m>1)

beziiglich A1 von der Ordnung ni,..., beziiglich A,, von der Ordnung n,,, so gibt es bei
konstant gehaltener Temperatur eine vom Wert der [A;] unabhingige spezifische
Konstante k, so dass fiir alle Werte von [A1],...,[An] die Gleichung

v==Fk-[A]]" - [Ag]™ - ... [Ap]™™

gilt. Diese Gleichung heifit das Geschwindigkeitsgesetz der Reaktion, die Proportionalitits-
konstante k heifit die Geschwindigkeitskonstante der Reaktion.

58siche 2.3, S.20
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k ist noch abhingig von dem benutzten MaSB fiir die Reaktionsgeschwindigkeit®, doch sind,
bei gleicher Reaktion und Temperatur, alle k-Werte untereinander proportional, geméafl der
Proportionalitiat zwischen den Maflen.

Wichtiger ist, dass k noch temperaturabhiingig ist (meist gemif einer Arrhenius-Gleichung®),
wéhrend die Exponenten ny, ..., n, temperaturunabhéngige spezifische Konstanten der Re-
aktion sind.

Besitzt nun eine chemische Reaktion
a1 A1+ agAsy + ...+ ap A, — Produkte (m>1)
das Geschwindigkeitsgesetz
v=Fk- [A]" - [Ao]" - [Ag]T,
so kann man umgekehrt daraus ablesen, dass v proportional zu [A;]™ ist, wenn nur [4;] variiert

(i =1,...,m), d.h. aber®', dass die Reaktion beziiglich A; von der Ordnung n; ist (fiir alle
i=1,...,m).

Definitionsgem:5% besagt das:

e Wird nur [A4;] um 1% reduziert, so reduziert sich v um nq%,

e Wird nur [As] um 1% reduziert, so reduziert sich v um ny%,

e Wird nur [A,,] um 1% reduziert, so reduziert sich v um n,,%,

Werden aber alle [4;] gleichzeitig um jeweils 1% reduziert, so summieren sich die Wirkungen
und es gilt: v wird um n; + ng + ... + n,, Prozent reduziert. Damit haben wir aber die
Reaktionsordnung® errechnet.

Merke: Besitzt eine chemische Reaktion
a1l + oAy + ...+ ap Ay — Produkte (m>1)
das Geschwindigkeitsgesetz
vk A (A [A

so errechnet sich ihre Reaktionsordnung zu n =mni+n9+ ...+ 1.

59siehe 5.10.1, S.99f
%0siehe 5.5.2, S.83

Slsiehe 5.10.2, S.104
52siehe 5.10.2, S.102
53siehe 5.10.2, S.101
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5.10.4 Graphische Tests zum Erkennen einer Reaktion von n-ter Ordnung
beziiglich des Edukts A,

Erste Ausgangslage:

Man benutzt eine Wertetabelle fiir die Reaktionsgeschwindigkeit v als Funktion von [A;].
(Diese Wertetabelle konnte wahlweise mit der Methode der grofen Uberschiisse oder mit der
Anfangswertmethode gewonnen werden%?.)

Folgende Aussagen sind dquivalent:

Die Reaktion ist beziiglich A; von n-ter Odnung

<= v als Funktion von [A;] geniigt einer Formel v = ¢ - [A;]"
< Inv=Inc+In([A]")

(L.1)

<= Inv=Inc+n-In[4]

(P.1)

< Inv=A+ B-In[4],

Geradengleichung mit A = In ¢ und Steigung B = n.
So ergibt sich ein

Erster Graphischer Test zur Bestimmung der Ordnung beziiglich A;:

Gegeben sei kein Geschwindigkeitsgesetz der Reaktion, aber eine Wertetabelle fiir die Re-
aktionsgeschwindigkeit v als Funktion von [A1], welche mit der Methode der grofien
Uberschiisse oder der Anfangswertmethode gewonnen wurde. Dann gilt:

Die Reaktion besitzt genau dann eine Ordnung n beziiglich des Edukts A1, wenn die Punkte

(In[A:1]|Inv) ungefihr auf einer Geraden liegen: Inv = A+ B -In[A;]

Dies testet man graphisch entweder, indem man zundchst in einer dritten und vierten
Rubrik der Wertetabelle zu den gegebenen [A1]- und v-Werten die zugehdrigen In[A1]- und
Inv-Werte berechnet und dann in einem selbstkonstruierten Koordinatensystem mit normaler
dquidistanter Skalierung auf jeder der beiden Achsen die Punkte (In[A1]|1nv) eintrigt, oder
schneller, indem man direkt die vorgegebenen Punkte ([A1]|v) der Wertetabelle in doppeltlo-
garithmisches Papier® eintrigt.

Ob die Punkte im Graphen ungefihr auf einer Geraden liegen, muss durch Linealtest gekldrt
werden.%6

b) Liegen die Punkte im Testgraphen auf einer Geraden, so ist n = B = Steigung der Ge-
raden. Weil n auf das Format “ganze Zahl“ oder “ganze Zahl +0,5“ gerundet werden soll,
gentigt es, n anschliefend mittels zweier Wertepaare ([A1]|v1) und ([A2]|v2) zu berechnen:

In Vo — lnvl
n=
ln[Al]Q — 1n[A1]1

S4siehe 5.10.2, S.101
55Nzheres zur Benutzung dieses Spezialpapiers im Anhang A, S.202ff
%siche 3.1.5, S.23
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Zweite Ausgangslage:

Man benutzt eine Wertetabelle fiir [A;] als Funktion von t. (Diese Wertetabelle konnte im
Fall mehrerer Edukte A; (m > 2) nur mittels der Methode der grofien Uberschiisse gewonnen
werden®’.)

Folgende Aussagen sind dquivalent:

Die Reaktion ist beziiglich A; von n-ter Odnung

= v als Funktion von [A;] geniigt einer Formel v = ¢ - [A1]"
= ——d[ftﬂ =c- [Aq]"
1. Fall: n =0: —d[:;ﬂ =c | beiderseits Stammfunktion bilden

—[A1] = ¢t + const
< [A1] = —c-t — const
<= Die Punkte (¢|[A4;]) liegen auf einer Geraden

mit Steigung = —c

2. Fall: n = 1: —d[;?tﬂ =c-[44]
— d[;?tl] = —c- [A44]

<= Natiirliches Abbaugesetz fiir [A;] als Funktion von ¢

<= Die Punkte (¢|In[A;]) liegen auf einer Geraden
Regel 33

mit Steigung —c

3. Fal n#0 wund n # 1:

dt
= —[Af(t) =c-[A]"@O) |- [A]T0)
— —[A]” "() [Ad () =¢ | -(n—1) (Esist n—17#0)
— —(n—1)[A1]7"™(t) - [A41)'(t) = (n — 1)c | beidseits Stammfunktion bilden

(Kettenregel beachten)
= [A]]7 D) = (n — 1)c - t + const
— [A] ™V =B.t+A Geradengleichung fiir
[A1]~ (=1 als Funktion von ¢ mit B = (n — 1)c
<= Die Punkte <t ‘[Al]l"l> liegen auf einer Geraden

mit Steigung (n — 1)c

Damit erhalten wir einen Katalog von lauter einzelnen, fiir je einen Wert von n giiltigen
graphischen Tests, alle basierend auf einer Wertetabelle fiir [A;] als Funktion von ¢:

57siehe 5.10.2, S.101
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Zweiter Graphischer Test zur Bestimmung der Ordnung beziiglich A;:

Gegeben sei kein Geschwindigkeitsgesetz der Reaktion, aber eine Wertetabelle fiir die Kon-
zentration [A1] als Funktion von t, welche im Fall mehrerer Edukte (m > 2) mit der
Methode der grofien Uberschiisse gewonnen wurde. Dann gilt:

Die Reaktion besitzt genau dann beziiglich des Edukts Ay die Ordnung

e n =0, wenn die Punkte (t|[A1]) auf einer Geraden liegen,
e n =1, wenn die Punkte (t|I1n[A1]) auf einer Geraden liegen,
e n =2, wenn die Punkte (t‘ﬁ) auf einer Geraden liegen,

n = 3, wenn die Punkte t‘ [A11]2> auf einer Geraden liegen,

sonstiges n, wenn die Punkte (t‘[fh]%) auf einer Geraden liegen.

Ob die Punkte im Graphen ungefihr auf einer Geraden liegen, muss durch Linealtest
geklirt werden.%8

5.10.5 Berechnungsformel fiir [A;](¢)

Mit einem der obigen Testverfahren sei die Ordnung n der Reaktion beziiglich A; ermittelt
worden.

Dann gilt, wenn [As],. .., [A;,] konstant gehalten werden:
[A1]'(8) = —c - [A]"(2)

Aus dieser Beziehung kann man eine Berechnungsformel fiir [A1](¢) gewinnen:

e Im Falle n = 0 gilt%
[A1] = —c -t — const (5.21)

Setzt man auf beiden Seiten dieser Gleichung ¢t = 0 ein, so ehélt man den Anfangswert
[A1]o = —const
Hieraus und aus (5.21) ergibt sich die Berechnungsformel

[A1] = [A1]Jo—c-t

e Im Falle n = 1 liegt ein natiirliches Abbaugesetz [A1]'(t) = —c - [A1](¢) vor, und mit
Regel 33 erhélt man sofort die Berechnungsformel

[A] = [Ai]o - ™.

58siche 3.1.5, S.23
%9siehe 5.10.4, S.107
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e Im Falle n # 0 und n # 1 liegen die Punkte (t ‘[Al]%) auf einer Geraden mit der
positiven Steigung B = (n — 1) - ¢, d.h.

1 . ..

(A7 1(2) =A+(n—-1)c-t | speziell fiir ¢ = 0:
1

— =A | in die obere Gleichung eingesetzt:
[Ad)g ™

Ll 1t | Kehrwert bild
RO A n c ehrwert bilden

1
[A]"N(t) = R (n — 1)-te Wurzel ziehen
[Ad]g B '
1
[A1](t) = ni/ R Fall n # 0 und n # 1 allgemein
[Ai]g " - .

Fiir n = 2 ergibt dies einfach

1
[A1](t) = —4—— Spezialfall n = 2
Ao +c-t
1]0

5.10.6 Graphische Tests zur Bestimmung der Reaktionsordnung

Bei einer Reaktion A — Produkte mit nur einem Edukt fallen die Begriffe Ordnung beziiglich
A und Reaktionsordnung bedeutungsméfiig zusammen, und der vorige Paragraph lieferte
bereits zwei Testverfahren zur Bestimmung der Reaktionsordnung n.

Bei einer Reaktion mit mehreren Edukten

a1 Ay + oAy + ...+ A, — Produkte (m > 2)

kann man sich die Miihe machen, zunéchst die Ordnungen nq,...,n,, beziiglich aller Edukte
mit obigen Verfahren zu bestimmen (falls sie alle existieren), und daraus dann die Reaktions-

ordnung n = ny + na + ... + n,, berechnen’.

Es geht aber auch einfacher: Gibt man zu Beginn der chemischen Reaktion
a1y + agAy + ... + anun, A, — Produkte (m > 2)

alle Edukte in ihrem “idealen®, der stéchiometrischen Gleichung entsprechenden Mischungs-
verhéltnis zu, ndmlich im Verhéltnis

[A1] i [Ag] i . i [Am] =1 tag ooy,

und betrachtet den Abbau wihrend einer Zeitspanne At, dann bleibt dieses Mischungsverhlt-

nis wegen’?

AlA1] s A[Ag] o i [Ap] = et an,

"Osiehe 5.10.4, S.107
"siehe 5.10.3, S.105
"Zsiehe 5.10.1, S.99



KAPITEL 5. DIE WICHTIGSTEN NICHT-ELEMENTAREN FUNKTIONEN 110

wahrend des gesamten Verlaufs der Reaktion stets erhalten.
Aus der Proportionalitit

[Ai] _ o
[Ai] o
folgt '
A]=2 4] (i=2,...,m). (5.22)

o1
Ist die Reaktion nun von n-ter Ordnung und gilt das Geschwindigkeitsgesetz

v=k- [Al]nl . [AQ]”Q el [Am]nm (n1 +no+...+ny = n), (523)
so folgt durch Einsetzen von v = —d[;?tl] und von (5.22) in (5.23)
d[Aﬂ o] m a9 n2 O Nm
=— =k-|—-[A =14 ol —[A
v=-t e (2 a) (2 )
aftay? - oot

=k

. nit+no+...4nm
an1+n2+---+nm [Al}
1

= const. - [A1]"

Dadurch ergeben sich zwei Verfahren zur Bestimmung der Reaktionsordnung:

Erster Graphischer Test zur Bestimmung der Reaktionsordnung n (anhand einer
Wertetabelle fiir v als Funktion von [4;]):
Messmethode: Starte die chemischen Reaktion

o1 Ay + agAg + ...+ oAy, — Produkte (m >2)

mit Anfangswerten [Ai]o,...,[Am]o im “idealen®, der stichiometrischen Gleichung entspre-
chenden Mischungsverhdltnis, ndmlich im Verhdltnis

[AiJo: [A2Jo: .. i [An]Jo=a1 tag: ...t apy.

Miss wdhrend des Ablaufs in kiirzeren zeitlichen Abstinden At die Zeiten t; und den Wert
von [A1]. Man erhilt eine Wertetabelle fiir [Ai1] als Funktion von t.

Mathematische Auswertung: Berechne durch numerische Differentiation™ in einer drit-
ten Rubrik Néiherungswerte fiir die Reaktionsgeschwindigkeit’™ v = —[A;]'(t). Die Wertepaare
([A1](ti)|vi) bilden dann eine Wertetabelle fiir v als Funktion von [A4;].

Dann gilt: Die Reaktionsordnung ist genau dann gleich n, wenn die Punkte
(In[A1]|Inv) ungefihr auf einer Geraden liegen: Inv = A+ B -1n[A;] mit Steigung B = n.

Dies testet man graphisch entweder, indem man zundchst in einer dritten und vierten
Rubrik der Wertetabelle zu den gegebenen [A1]- und v-Werten die zugehdrigen In[A;]- und
Inv-Werte berechnet und dann in einem selbstkonstruierten Koordinatensystem mit normaler

"Ssiche 4.4.2, S.51
"Nur wenn die zeitlichen Abstinde At =t; — ¢;_1 klein sind, sind diese Ndherungswerte verlésslich.
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dquidistanter Skalierung auf jeder der beiden Achsen die Punkte (In[A;]|Inv) eintrigt,

oder schneller, indem man direkt die vorgegebenen Punkte ([A1]|v) der Wertetabelle in dop-
peltlogarithmisches Papier™ eintrdgt.

Ob die Punkte im Graphen ungefihr auf einer Geraden liegen, muss durch Linealtest gekldrt
werden.™

b) Liegen die Punkte im Testgraphen auf einer Geraden, so ist die Reaktionsordnungn = B =
Steitgung der Geraden. Weil n auf das Format “ganze Zahl“ oder “ganze Zahl +0,5 “ gerundet
werden soll, geniigt es, n anschlieffend mittels zweier Wertepaare ([A1]|vi) und ([A2]|ve) zu

berechnen:
In Vo — In Vi

- 111[141]2 — 111[141]1

n

Zweiter Graphischer Test zur Bestimmung der Reaktionsordnung n (anhand einer
Wertetabelle fiir [A;] als Funktion von t):
Messmethode: Starte die chemischen Reaktion

a1 A1 + oAy + ...+ am A, — Produkte (m > 2)

mit Anfangswerten [Ailo,...,[Anlo im “idealen®, der stéchiometrischen Gleichung entspre-
chenden Mischungsverhdltnis, ndmlich im Verhdltnis

[Al]o:[AQ]O:...:[Am]():al:ag:...:am.

Miss wdihrend des Ablaufs in kiirzeren zeitlichen Abstinden At die Zeiten t; und den Wert
von [Ai]. Man erhilt eine Wertetabelle fiir [A1] als Funktion von t.

Graphisches Testverfahren: Dann gilt: Die Reaktion besitzt genau dann die Reaktionsord-
nung

o n =0, wenn die Punkte (t|[A1]) auf einer Geraden liegen,

e n =1, wenn die Punkte (t|In[A1]) auf einer Geraden liegen,

e n =2, wenn die Punkte (t‘ﬁ) auf einer Geraden liegen,

o n =3, wenn die Punkte (t’ﬁ) auf einer Geraden liegen,

e sonstiges n, wenn die Punkte (t‘[Al]%) auf einer Geraden liegen.

Ob die Punkte im Graphen ungefihr auf einer Geraden liegen, muss durch Linealtest
geklirt werden.””

">Nsheres zur Benutzung dieses Spezialpapiers im Anhang A, S.202ff
siehe 3.1.5, S.23
"siehe 3.1.5, S.23
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5.10.7 Halbwertzeiten bei Reaktionen der Ordnung n

Betrachtet sei wieder die Reaktion
a1 A1 + oA + ...+ oy Ay — Produkte (m>1).

Weiter sei in diesem Paragraphen vorausgesetzt, dass im Falle mehrerer Edukte (m > 2) die
Anfangskonzentrationen der Edukte im “idealen Mischungsverhéltnis

[Al]():[AQ]OZ...:[Am][):Oq:agl...:am

gewahlt worden seien. Dann bleibt, wie oben gezeigt, dieses Mischungsverhéltnis wihrend des
Reaktionsablaufs stindig erhalten, d.h. es gilt

[A](t)  [Ad(®)

= i > P =2,... .
o o firallet >0 (i=2,...,m) (5.24)
Bezeichnung: Die Variable
J 0 G N £ O N [ )
” ” . -

heisst dann die Umsatzvariable der Reaktion.

Thre Ableitung nach der Zeit ¢ ist gerade die in 5.10.1 eingefiihrte Reaktionsrate £.7
Aus der Umrechnungsformel

[A;](t) = =~ - [A4)(¢) fiir alle £ > 0 (5.25)

folgt, dass alle Edukte zur selben Zeit ihren halben Anfangswert erreichen:
Beweis : Sei t/; der Zeitpunkt, zu dem A; auf den halben Anfangswert reduziert worden ist.
Dann gilt nicht nur

A
[A1](t1/2) = | 21}07 (5.26)
. QO
sondern fiir i=2,...,m auch  [A;](t1/2) (535) ol [A1](t1/2)
_ o [
(5.26) 2
1 (67
= 2 [A1](0)
1
= 540

[Ado

2
d.h. ¢ /5 ist auch der Zeitpunkt, zu dem A; auf den halben Anfangswert reduziert worden ist.
O

Bezeichnung: Dieser Zeitpunkt heifst die Halbwertzeit der chemischen Reaktion.

"8siche S.101
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Wir untersuchen nun fiir Reaktionen n-ter Ordnung die Abhiingigkeit der Halbwertzeit ¢,
von der Anfangskonzentration [A1]p (wobei [A;]o = [A1]o gilt fur alle i =1,...,m):

Wir wissen, dass [A1])'(t) = —c - [A1]"(¢) gilt. Daraus lisst sich eine Berechnungsformel fiir
[A1](t) herleiten:™

e Im Falle n = 0 gilt die Berechnungsformel [A;](t) = [A1]o — ¢ - t.
Einsetzen von ;5 auf beiden Seiten der Gleichung liefert

1
Ao = [AiJo — -ty
SAilo=—c1
- = —C-
5410 1/2
[A1]o = 2¢ - 19,
d.h. Halbwertzeit und Anfangswert sind proportional zueinander.
e Im Falle n = 1 erfiillt [A;](t) ein natiirliches Abbaugesetz und die Halbwertzeit ist
bekanntlich eine Konstante, unabhingig vom Anfangswert.5

e Im Falln # 0 und n # 1 bestimmt man ¢, /, mittels der Berechnungsformel fiir [A;](#):*!

1 .
[A](t) = n—\l/ R | 12 einsetzen
[Ai]g™

[A1](t12) = ”—\1/1+(11—1)c-t1/2

[Ad]g ™"
A 1
[A1)o = naf— | (n — 1)-te Potenz bilden
2 W‘f’(n_l)c'tlm
A n—1 1
[ 11]81 = : | Kehrwert bilden
- L et |~
= n —_ C . N —
Ads" T A v A
2"t —1
gt - (e bertys : (n=1)c
0
2l —1 1
¢ _ . JA n—1
1/2 (n N 1)6 [Al]g_l ‘ [ 1]0
2n—1 _
tiya (Aot = [CE = const., d.h. t; 5 und [A;]6~! sind antiproportional.

siehe 5.10.5, S.108
80siche 5.5.3, S.85
8lsiehe 5.10.5, S.109
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Da A; exemplarisch fiir jedes andere Edukt betrachtet wurde, folgt:

Abhéngigkeit der Halbwertzeit von der Anfangskonzentration:
Beginnt die Reaktion n-ter Ordnung

a1 A1 + agAs + ...+ ap Ay, — Produkte (m>1)

mit Anfangskonzentrationen in demjenigen Mischungsverhdltnis, wie es die stochiometrische
Formel angibt, d.h.

[Al](]:[AQ]O:...:[Am]():()tlioégl...:am,

so gilt:

e Im Falle n = 0 ist ty /5 proportional zu [Ai]o,

e Im Fallen =1 ist t; )y eine von [A1]o unabhingige Konstante,

Im Falle n = 2 ist t; 5 antiproportional zu [A1]o,

e Im Falle n = 3 ist t| )5 antiproportional zu [A1]3,

Im Falle n = 4 ist /5 antiproportional zu [A1]3,

Im Falle n # 0 und n # 1 ganz allgemein ist t, , ist antiproportional zu [Al]g_l.

Hierauf beruht dank Regel 2 82 ein

Dritter Graphischer Test zur Bestimmung der Reaktionsordnung n (mittels Halb-
wertzeiten):
Starte die Reaktion

o1 Ay + oo + ...+ oAy, — Produkte (m>1)

mm Falle m > 2 mit Anfangskonzentrationen in demjenigen Mischungsverhdltnis, wie es die
stochiometrische Formel angibt, d.h.

[Al]():[AQ]O:...:[Am]():al:agi...:am.

Bestimme bei konstanter Temperatur fiir mehrere verschiedene Anfangskonzentrationen [A1]o
die zugehorigen Halbwertzeiten. Dann st die Reaktion genau dann von

e nullter Ordnung, wenn ti/5; und [Ai]o proportional sind, d.h. wenn die Punkte
([A1]o|t1/2) auf einer Ursprungsgeraden liegen,

e erster Ordnung, wenn tyo im Wert gleichbleibt, d.h. wenn die Punkte ([A1]o|t1/2) auf
einer horizontalen Geraden liegen,

82giehe 2.2.1, S.15
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o zweiter Ordnung, wenn ti/; und [A1]o antiproportional sind, d.h. wenn die Punkte
1
<[A ] ’t1/2> auf einer Ursprungsgeraden liegen,
1]0

e allgemein von n-ter Ordnung (n # 0 und n # 1), wenn die Punkte
_
[Ad)g ™

5.10.8 Beispiel fiir ein biologisches Wachstumsgesetz mit Ahnlichkeit zur
chemischen Reaktion n-ter Ordnung

t1/2> auf einer Ursprungsgeraden liegen.

Ist eine Variable y irgendeine monoton wachsende bzw. fallende Funktion der Zeit ¢, so wird
die momentane Anderungsrate (ohne ihr bei monotonem Fallen negatives Vorzeichen), also
|y/(t)], generell auch gern als die momentane (Wachstums- bzw. Abbau-) Geschwindigkeit
bezeichnet.

Im Beispiel der chemischen Reaktion n-ter Ordnung gilt bei “idealem“ Mischungsverhéltnis
der Anfangskonzentrationen fiir jedes der Edukte A; das Abbaugesetz®

“Die momentane Abbaugeschwindigkeit von [4;] ist proportional zur n-ten Potenz
der augenblicklichen Gréfie von [A;].“

—[Ai] () = c- [A]"
Fiir die Masse m von Zellen gilt ein entsprechendes Wachstumsgesetz:

“Die momentane Wachstumsgeschwindigkeit von m ist proportional zur b-ten Po-
tenz der augenblicklichen Gréfle von m, wobei b = % «

Als Formel:
m'(t) = ¢- m?3(t)

mit einer zellspezifischen positiven Konstante c.

Ahnlich wie bei der Berechnung der Formel fiir [A](¢)%* folgt

/
t
m (1) = | Stammfunktion ist eine Gerade
m2/3(t)
3-m'Bt)y=A+c-t | t = 0 einsetzen
3Ymo=A | fiir A einsetzen

3-m'Bt)y=3¥mo+c-t |3
m'/3(t) = Ymo + § - t 3
m(t) = (¢mo+ § - t)3 Formel fiir das Massenwachstum von Zellen

in Abhingigkeit von der Zeit t.

83siche 5.10.6; S.?7
84siehe 5.10.5, S.109
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5.11 Die Winkelfunktionen und ihre Abkémmlinge

5.11.1 Cosinus, Sinus und Bogenléinge eines Winkels

Man betrachte einen Einheitskreis, d.h. einen Kreis mit Radius » = 1, Mittelpunkt M (0|0)
und Umfang U = 27 (7 = 3,14... ist irrational, ca. 1 Milliarde Nachkommastellen sind
berechnet, die restlichen sind unbekannt. . .)

Ein Winkel a mit Scheitelpunkt im Ursprung M (0]0), dessen rechter Schenkel die positive
x-Achse ist, schneidet mit seinem anderen Schenkel den Einheitskreis in einem Punkt P:

y

Abbildung 5.6: Winkel mit positiver Bogenlédnge ¢

Durch den Punkt P ist der Winkel a eindeutig bestimmt. Umgekehrt bestimmt jeder
Punkt P auf dem Einheitskreis einen solchen Winkel.
Man beschreibt den Winkel o durch Ortsangabe von P:

1. Methode:
Mit z-y-Koordinaten.

Bezeichnung: Die z-Koordinate von P heif3t cosa.

Die y-Koordinate von P heif3t sin «.

2. Methode:
Der gerichtete Kreisbogen von E(1|0) bis P(cos «|sin «) innerhalb des Winkelraums von
a hat eine bestimmte Linge ¢ (0 < t < 27). Diese Lénge ¢t wird mit dem positiven Vor-
zeichen versehen, wenn der Kreisbogen im Gegenuhrzeigersinn gerichtet ist (s. Abb.5.6),
mit dem negativen Vorzeichen, wenn der Kreisbogen im Uhrzeigersinn gerichtet ist.
Durch die (mit Vorzeichen versehene) Bogenlinge t ist der Punkt P und damit
der Winkel o eindeutig bestimmt. Man schreibt P = P;.

Bezeichnung: Die vorzeichenbehaftete Zahl ¢ heiffit das Bogenmaf} des Winkels.
Schreibweise: cosa = x = cost

sina =1y =sint
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Abbildung 5.7: Winkel mit negativer Bogenlidnge ¢

5.11.2 Symmetrie-Eigenschaften von cost und sint

Lasst man das Bogenmaf} ¢ alle Werte von 0 bis 27 durchlaufen, so durchlduft der Punkt P; im
Gegenuhrzeigersinn alle Punkte des Einheitskreises genau einmal. Vergroflert man ¢ {iber den Wert
27 hinaus, so beginnt der Punkt P;, dieselben Punkte des Einheitskreises mit denselben Koordinaten
erneut zu durchlaufen, erst zum zweiten Mal, dann zum dritten Mal, usw. Entsprechendes geschieht,
wenn man ¢ negative Werte durchlaufen ldsst, die kleiner als —27 sind. Aus der Beziehung P10, = P
und dem Sachverhalt P, = (z|y) = (cost|sint) folgt

Regel 43 (Definitionsbereich und Periodizitit von cost und sint):
Cosinus und Sinus als Funktionen des Bogenmafles t sind fiir alle Werte t € R definiert und
2m-periodisch, d.h.

cos(t & 2m) = cost

sin(t + 27) = sint

P, liegt auf dem Einheitskreis, fiir die Koordinaten gilt 2% + 32 = 1. Damit erhalten wir
Regel 44 (Lage auf dem Einheitskreis):
(cost)? + (sint)? =1

Abbildung 5.8: Spiegelung an der x-Achse:

y

Y P

Bei Spiegelung an der z-Achse geht ¢ iiber in —t, x = cost bleibt gleich, y = sint dndert sein

R 43

R 44



KAPITEL 5. DIE WICHTIGSTEN NICHT-ELEMENTAREN FUNKTIONEN 118

Vorzeichen. Daraus folgt:

Regel 45 (Ubergang von t zu —t ): R 45
cost ist eine gerade, sint eine ungerade Funktion, d.h.

cos(—t) = cost

sin(—t) = —sint

Abbildung 5.9: Spiegelung an der y-Achse:

y

Bei Spiegelung an der y-Achse geht ¢ iiber in w—¢, x = cost wechselt das Vorzeichen, y = sint
bleibt gleich. Daraus folgt:

Regel 46 (Ubergang von t zu 7 — t): R 46
cos(m —t) = —cost
sin(m — t) = sint

Abbildung 5.10: Spiegelung an der Winkelhalbierenden:

'

Bei Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden geht ¢ {iber in 5 — ¢, die Koordinaten x = cost
und y = sint werden vertauscht. Daraus folgt:
Regel 47 (Ubergang von t zu 5 —1): R 47
cos(§ —t) =sint
sin(§ —t) = —cost
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5.11.3 Wertetabelle und Graph von cost und sint

Mit elementaren geometrischen Uberlegungen gewinnt man eine Wertetabelle fiir cost und
sint, noch ohne eine allgemeine Berechnungsformel fiir diese Funktionen zu kennen:

Abbildung 5.11: Zum Winkel o = 0° gehért die Bogenlinge ¢t = 0 und der Punkt Py(1]0),
zum Winkel o = 90° gehort die Bogenlinge t = 7/2 und der Punkt P /2(0[1), zum Winkel
a = 180° gehért die Bogenlinge ¢ = 7 und der Punkt P,(—1/0), zum Winkel o = 270°
gehort die Bogenlinge t = 37 /2 und der Punkt P3;/5(0[-1), zum Winkel a = 360" gehort die
Bogenlénge t = 27, aber der Punkt Py, = Py(1]0):

y

Lr/2(0[1)
P-(-1|0) Py(1]0)
P3/2(0]-1)
t O|m/2| 7 |3n/2 | 27
Das ergibt die folgenden Werte: | x =cost || 1| 0 | —1 0 1
y=sint || 0| 1 0 -1 0

Abbildung 5.12: Zum Winkel a = 45% gehort die Bogenlinge t = 7/4 und der Punkt P, /4(af|y)
mit zwei gleichen Koordinaten z = y. Im Einheitskreis entsteht ein gleichschenkliges recht-
winkliges Dreieck mit einer Hypothenuse der Linge r = 1 und zwei Schenkeln der Linge
=1y

P37r/4(_x‘y)

P57'r/4(_3:|_y) P77r/4('1“|_y)

Mit Pythagoras folgt #2 +y? = 1, wegen = = y also 222 = 1, 22 = 1/2, also z = 1/+/2 ~ 0,707
und y = 1/v/2 ~ 0, 707.
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t w/4 | 3w/4 | bmw/4 | Tw/4
Das ergibt folgende Werte: | 2 = cost || 1/v2 | —=1/v2 | =1/v/2| 1/V2
y=sint || 1/vV2] 1/V2 | =1/v2| —1/V2

Abbildung 5.13: Zum Winkel a = 60° gehort die Bogenlinge t = 7/3 und der Punkt P, /3(:c\y).
Die Punkte M (0[0), £(1]|0) und Py 3(x|y) bilden ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlingen
r = 1. Die Hohe des Dreiecks ist gleich y und hat den FuBpunkt mit den Koordinaten (3]0).
Durch die Hohe wird das gleichseitige Dreieck in zwei rechtwinklige Dreiecke unterteilt mit
Schenkeln der Lénge x und y und einer Hypothenuse der Lénge r = 1.

y

P27r/3(_$|y) Pﬁ/3($|y)

P57r/6(_y|x) y Pw/ﬁ(ylx)

P77r/6(-y|-$) P117r/6(-y|$)

P47r/3(_m|_y) PSW/J(xI_y)

Daraus folgt = = 1/2, und mit Pythagoras y = v/1 — 22 = 1/3/4 = v/3/2 =~ 0, 866.

Durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden bekommt man den Punkt P s(y|z). Aus diesen
beiden Punkte erhélt man durch Spiegelung an beiden Achsen die Punkte Py /¢ fir k =
1,...,11.

Das ergibt folgende zusétzliche Werte:

t 7/6 | n/3 | 2n/3 |bw/6 | Tw/6 | 4m/3 | bn/3 | 117w/6
r=cost|| 1/2 [V3/2|—V3/2|—-1/2| —1/2 | —/3/2|V3/2| 1/2
y=sint | V/3/2] 1/2 1/2 | V3/2| —V3/2| —1/2 | —=1/2 | —/3/2

Mit diesen ganz elementar errechnet Funktionswerten ist es bereits moglich, die Graphen von
x = cost und y = sint zu skizzieren:

Abbildung 5.14: Graph von Sinus und Cosinus als Funktionen des Bogenmafes ¢

NN

y =sint

T = cost
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5.11.4 Bedeutung von Cosinus und Sinus in den Naturwissenschaften

Der Graph der Funktion z = cos(bt) (b > 0 konstant) unterscheidet sich vom Graphen des
Cosinus z = cost nur um eine Maflstabsdnderung auf der waagerechten Achse.

Der Graph der Funktion x = a-cos(bt) (a > 0 konstant) unterscheidet sich vom Graphen von
x = cos(bt) nur um eine Mafistabséinderung auf der senkrechten Achse:

Beispiel: Sei b = 2, a = 4. Wertetabelle fiir x = cos(2t) und = = 3 - cos(2t):

t 0| w/4 |7/2| 3n/4 | w | bw/4 |3w/2 | Tn/4 |27
cost L{1/vV2] 0 | =1/vV2|-1|-1/vV2| 0 |1/vV2]| 1
1

3

cos(2t) 0 -1 0 1 0 -1 0
3 - cos(2t) 0 -3 0 3 0 -3 0 3

Bedeutung des Faktors b:
x = cos(2t) durchlauft alle Werte des Cosinus, benétigt dafiir aber nur eine Periodenlénge
7 (statt 27), d.h. fiir b = 2 halbiert sich die Periodenlinge gegeniiber der von x = cost, auf
gleichlangen Abschnitten der ¢-Achse macht der Graph von x = cos(2t) also doppelt so viele
Wellenbewegungen wie der Cosinus.
Interpretiert man ¢ nicht als Bogenmaf3, sondern als Zeit, so bedeutet das: Der Faktor
b in der Funktion x = cos(bt) steuert das Tempo der Wellenbewegung. b heifit deshalb die
Frequenz.

Verdoppelung von b bedeutet Verdoppelung der Frequenz.
Da der Faktor b > 0 beliebig € R sein darf, sind mit ihm beliebige Frequenzen erzeugbar.
Interpretiert man t nicht als Zeit, sondern als rdumliche Linge, so folgt: Der Faktor
b steuert die Wellenlénge.

Verdoppelung von b bedeutet Halbierung der Wellenlédnge.

Bedeutung des Faktors a: Die Wellenbewegungen von z = 3 - cos(2t) sind synchron zu
denen von x = cos(2t), aber der obere und untere Ausschlag der Wellenbewegungen ist jeweils
verdreifacht. Das bedeutet: Der Faktor a in der Funktion 2 = a - cos(bt) steuert die Breite der
Wellenbewegung und heifit deshalb die Amplitude.

Die gleichen Betrachtungen gelten sich fiir Funktionen des Typs y = a - sin(bt).

Abbildung 5.15: Die Graphen von y = sin(t), z = sin(0,5 - t), u = 2sin(t), v = 1,5 - sin(2t)

u

2w 4
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Bezeichnung: Alle Funktionen des Typs
x =a-cos(bt) und y = a-sin(bt), (a, b positive reelle Konstante)

heiffen trigonometrische Funktionen. Durch Addition endlich vieler trigonometrischer
Funktionen erhdlt man trigonometrische Polynome.?’

Die Graphen aller trigonometrischen Funktionen beschreiben periodische Wellenbewegungen.
Der Uberlagerung von Wellenbewegungen entspricht die Addition der sie beschreibenden
Funktionen. Deshalb spielen trigonometrische Polynome eine enorme Rolle bei der Beschrei-
bung periodischer Prozesse aller Art (mechanische, akustische, optische, elektromagnetische).
Es gilt (mit kleinen Einschrinkungen) der grundlegende®0

Approximationssatz von Dirichlet-Jordan®”

Ist die Funktion z = f(t) stetig und periodisch mit Periodenlinge L und ist e > 0 eine beliebig
kleine, frei gewdhlte positive Zahl (2.B. 1079), so gibt es stets ein trigonometrisches Polynom
fn mit mazrimal 2n + 1 Summanden der Bauart

fn(t) = ap+ay cos(%“t) +b1 sin(%’rt) +as cos(‘%rt) +bo sin(‘%t)—i—. .Fay cos(%T“t) +by, sin(Q”T’Tt)

derart, dass sich die Funktionswerte dieses trigonometrischen Polynoms von den Funktions-
werten von z = f(t) um garantiert weniger als +e unterscheiden.

Je kleiner die Abweichung e vorgegeben wurde, umso grofier ist n zu wéhlen.

Auch bei den Polynomen p,(z) = ao + a1z + anz? + ...+ anz™, die zur Approximation beliebiger stetiger
Funktionen y = f(z) in einem Bereich a < z < b verwendet werden, hingt der Grad n (und damit die
Anzahl der benétigten Summanden) in dieser Weise von € ab. Dariiber hinaus muss aber i.a. auch der Satz
von Koeffizienten ag, a1, ..., a, komplett ausgetauscht werden, sobald ein anderes, noch kleineres £ gewahlt
wird. Das ist bei der Approximation periodischer stetiger Funktionen durch trigonometrische Polynome

wesentlich bequemer:

Bezeichnung: Die Zahlen ag,a1,b1,a2,b2,a3,b3... (in dieser Reihenfolge) bilden eine ganz
bestimmte, zur periodischen Funktion z = f(t) gehorige Folge von spezifische Konstanten.
Sie heifen die Fourierkoeffizienten der periodischen Funktion.®®

Sie sind unabhéngig von der gewihlten Genauigkeitsschranke e. Letztere beeinflusst nur die
zur Approximation benttigte Anzahl von Fourierkoeffizienten.

Die sogenannte Fouriertheorie ist ein riesiges, stark expandierendes Forschungsgebiet der
Mathematik, das nicht nur mit der Physik, sondern immer stiarker auch mit der Medizin zu-
sammenarbeitet, seit man zunehmend auch periodische Prozesse mit Wellenldngen im Nano-
Bereich messen und auswerten will. Medizinische Diagnoseverfahren wie Ultraschall und Com-
putertomographie basieren auf dieser mathematischen Theorie.

Noch kompliziertere Funktionen als die trigonometrischen Funktionen x = a - cos(bt) und
y = a - sin(bt) erhilt man, wenn die Amplitute a nicht konstant, sondern zeitabhingig ist,

85in Analogie zu den Polynomen, die durch Addition endlich vieler Monome entstehen, siehe 2.2.5, S.19

86ygl. den Approximationssatz von Weierstraf fiir Polynome, siehe 2.2.6, S.20

87Gustav Peter Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), deutscher Mathematiker; Camille Jordan (1838 - 1922),
franzosischer Mathematiker

88 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830), franzosischer Mathematiker und Physiker
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also a = a(t):
x = a(t) - cos(bt) und y = a(t) - sin(bt)

Dabei kann a selber wieder eine periodische Funktion von ¢ sein, muss aber nicht. Die Graphen
solcher Funktionen beschreiben anschwellende oder sich abschwichende Wellenbewegungen
konstanter Lénge, je nachdem, ob a eine wachsende oder fallende Funktion von ¢ ist.
Auflerdem kann die Frequenz (Wellenlinge) b zeitabhingig sein, b = b(t):

x =a(t)-cos(b(t) - t) und y = a(t) - sin(b(t) - t)

Dann folgen die Wellenbewegungen in kiirzer werdenden Zeitabsténden (schneller) aufeinan-
der, wenn b monoton wichst, in wachsenden Zeitabstinden (langsamer), wenn b monoton
fallt.

Periodisch sind diese Funktionen nur noch dann, wenn a und b periodische Funktionen von ¢
sind (oder konstant). Auch sie spielen in den Naturwissenschaften eine grofe Rolle.

5.11.5 Berithmte Formeln fiir Cosinus und Sinus

Angesichts der ungeheuren Niitzlichkeit von Cosinus und Sinus zur Beschreibung naturwi-
senschaftlicher Phinome besteht ein dringender Bedarf, ein Berechnungsverfahren zu kennen,
um cos(t) und sin(¢) fiir beliebige Zahlwerte von ¢ und mit jeder gewiinschten Genauigkeit zu
berechnen. Elementargeometrische Uberlegungen wie in 5.11.3, S.119ff helfen da nicht weiter.

Trotzdem bringt eine geometrische Entdeckung den Durchbruch: So wie man die reellen Zahlen
als Punkte auf der Zahlengeraden veranschaulicht, veranschaulicht man bekanntlich® die
komplexen Zahlen z + iy (z,y € R, i = imaginére Einheit, d.h. eine erfundene Zahl mit der
Eigenschaft i> = —1) durch die Punkte (x|y) der Ebene (“Gaufl’sche Zahlenebene“).%0 Dabei
heifit die reelle Zahl x der “Realteil“, die reelle Zahl y der “Imaginérteil“ der komplexen Zahl
x—+1iy. Die Menge R der reellen Zahlen ist eine Teilmenge der Menge C der komplexen Zahlen:
Eine komplexe Zahl ist reell, wenn ihr Imaginérteil gleich Null ist.

Eindeutigkeitsregel fiir komplexe Zahlen:
Zwei komplexe Zahlen x1 + iy1 und x2 + ty2 sind genau dann gleich, wenn sie in Real- und
Imagindrteil ibereinstimmen, als Formel:

1 +1iy1 = T2 +iy2 <= 1 = T2 und Y1 = Y2

Daraus folgt insbesondere:
r4+i1y=0<=z=0und y =0.

T4iy#0 <= #£0odery#0 < 22 +y>#£0.

Wendet man alle Rechenregeln, die man von den reellen Zahlen gewohnt ist, auch auf die
komplexen Zahlen an und beachtet dabei die Regel

®siehe 1.1, S.2f
9Carl Friedrich GauB (1777 - 1855), deutscher Mathematiker
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so erhilt man die

Rechenregeln fiir komplexe Zahlen:
Fiir x1 4+ iy1, o + tya € C gilt

(C.1) (21 +iy1) & (w2 +iy2) = (21 £ 22) +i(y1 £ y2)

(C2) (w1 +iy1) - (w2 +iy2) = (w172 — Y1y2) +i(T1Y2 + T201)

1 T ] .
C.3 = - l 0.
(C-3) r+iy 2 +y? Zﬂlz2—i-y2’faSLE%—WVé
Die Regel (C.3) erhilt man, indem man Zzhler und Nenner des Bruchs —— mit der komplexen

T4y
Zahl x — iy erweitert und dann im Nenner ausmultipliziert: (z + iy) - (z — iy) = x
2,2
s T

222 —

Die Exponentialfunktion y = exp(z) lisst sich fiir alle komplexen Zahlen z = x + iy berechnen
mittels Regel 27:%1

exp(z + iy) = exp(x) - exp(iy)

und Regel 22:%2

| —

-(iy)". (5.27)

expliy) = Jim (14 (ig) + 3 () + g () + -+ ()" =3

n—00 2
=0

o~

Da z eine reelle Zahl ist, ist auch exp(x) wieder reell. Nicht so exp(iy). Euler?® studierte
die Lage der komplexen Zahl exp(iy) in der Gaufischen Zahlenebene und machte folgende
beriihmte Entdeckung:

Regel 48 (Eulersche Formel):

Ist t € R eine beliebige reelle Zahl, so wird die komplexe Zahl exp(it) reprdsentiert durch
den Punkt P,(cost|sint) auf dem FEinheitskreis, d.h. durch den Punkt, der zur Bogenlinge t
gehort.9

Das bedeutet: cost ist der Realteil, sint der Imagindrteil der komplezen Zahl exp(it).
Als Formel:

exp(it) = cost +isint (Gleichung zwischen komplexen Zahlen)

Das ist der Schliissel, um fiir cost und sint Berechnungsformeln zu finden, die die gleichen
Dienste leisten wie die Regeln 22 und 23 fiir die Exponentialfunktion:
Zuniichst berechnen wir die Potenzen i* (k = 1,2,3,...):

9giche 5.3, S.76

92giche 5.2.1, S.72

9Leonhard Euler (1707 - 1783), schweizer Mathematiker
94siehe 5.11.1, S.116ff

R 48
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i =1

i? =-—1

P =20 =—1-i = —
it :(22)2 (—1)2 =1
=it =14 =
0 =it.i? =1-(-1) =-1
it =it =1.(=i) =—i
i =itt =1-1 =1

Man sieht, dass die Potenzen ¥ (k =1,2,3...) zyklisch immer wieder die Werte i, —1, —i
und 1 durchlaufen. Nun setzen wir (it)* = i*¢* ein:

exp(it) =1+it+ 3i%2 + Li3¢% + Litth + Lidt5 + Li0t0 + +-L4aTe7 + %8 .

= 14t — 5t —igit? 4+ tt igpt® — GtS —igtT + 5%

und fassen einerseits alle Summanden ohne, andererseits alle mit dem Faktor ¢ zusammen:
exp(it) =(1—324+ 4t —Lt0+ 38 ) +i(t— 2+ 50— 7.
=cost+isint

Mit der Eindeutigkeitsregel fiir komplexe Zahlen? folgt hieraus

Regel 49 (Berechnungsformeln fiir cost und sint):
Ist t das Bogenmaf} eines Winkels o, und ist

1 1 1 1 1
=1— 24—t~ 6 8 ()t =1,2,3...
o 2V tat Tet Ta D gyt (=123,
sowie
1 1 1 1
=t——t3+ =t — St . (1)t =1,2,3,...
so konvergiert ab n > 2|t| die Folge x1,x9,x3,... alternierend gegen cost und die Folge
Y1,Y2,Y3, - .. alternierend gegen sint.

Der wahre Wert von cost bzw. sint liegt dann also stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Folgengliedern.

Ableiten von exp(it) nach ¢ liefert einerseits mit der Kettenregel und der Eulerschen Formel:%
(exp(it)), = exp/(it) - (it)’ = exp(it) - i = (cost +isint)-i = —sint + i cost,

andererseits mit der Summenregel (D.2) 7

(exp(it))’ = (cost +isint)’ = (cost)' +i(sint)’.

9siehe oben, S.123
9siehe S.124
9siehe 4.4.1, 50

R 49
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Gleichsetzen ergibt
—sint +icost = (cost)’ +i(sint)’,

mit der Eindeutigkeitsregel fiir komplexe Zahlen also

Regel 50 (Ableitung von Cosinus und Sinus):

(cost) = —sint

(sint)’ = cost

Auch wie sich Cosinus und Sinus beim Addieren von Winkeln verdndern, 146t sich mittels der
FEulerschen Formel studieren: Sind ¢; und to die Bogenmafle zweier Winkel o und j3, so gilt
einerseits

exp (it + t2)) = cos(t1 + t2) + isin(ty + t2),
andererseits mit dem Additionstheorem der Exponentialfunktion % und der Eulerschen Formel
exp(i(ty +t2)) = exp(ity + it2)

= exp(it1) - exp(it2)
= (cost] +isinty) - (costy + isints) |2 = —1
= costycosty + 1costysinty + ¢ sinty costy — sinty sinty
= (cost; costy — sinty sintg) + i(costy sinte + sint; costy)

Gleichsetzen ergibt

cos(ty + to) + isin(ty + to) = (costy costy — sinty sinty) + i(costy sinty + sinty costs),

mit der Eindeutigkeitsregel fiir komplexe Zahlen also

Regel 51 (Additionstheoreme fiir Cosinus und Sinus):

cos(ty + to) = costy costy — sinty sinty

sin(t1 + t2) = costy sinty + sinty costy

98siche 5.3, S.76

R 50

R 51



