Turing-Berechenbarkeit fur Funktionen
uber naturlichen Zahlen

Fiir n € N bezeichne bin(n) € {0, 1} die Bindrdar-
stellung von n (ohne flihrende Nullen).

Definition:

0= (Q,{0,1,#},I,6,q0,b,F) € DTM({0,1,#})

berechnet

foz : ]Nk --» IN mit foz(nl, ce ,nk) = n,

falls qo bin(ny1)#Fbin(ny)# ... bin(ng)b
g bin(n)b B
ohne Folgekonfiguration

f :IN¥ -5 IN heiBt Turing-berechenbar, falls ein
(0 € DTM({0,1,#}) existiert mit f = fjy.
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Beispiel:

Turingmaschine (] mit

Ja

" N—-N,n—n+41

d = ({90,91,492,93},{0,1},{0,1,5},6,90,5,0) mit
d gegeben durch Turingtafel:

40
40
40

q1
q1
q1

q2
q2
q2

St —m O SO StRO

St = O

[

= O
TN 2SN DD

St~ O

qd0
q0 % Suchen des rechten Wortendes

q1

q?
q1 % Addition von 1

q2

q>2
qo % Suchen des linken Wortrandes

q3

Beispielrechnung:

q0l01 Fg5 1ggO1

Fq 10gol kg 101qgb

+y 10116 Fg 1¢1006  +y go1108
Fq qob1106 g bg3110b

Also foz(S) = 0.
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Syntax von LOOP

e Variablen: V :={Xn|n > 1}

e Wertzuweisungen:

WZZ{ XZ'IZX]'—I-].,

e Anweisungen:
kleinste Menge A mit den Eigenschaften
() wcudAa
(ii) a, € A impliziert a,BeAA

(i) ae A,V eV impliziert
loop V () € A
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LOQOP-Beispielprogramm

Py = in(X4, X2); var(X3);
Loop X3
(loop Xo (X3 := X3+ 1)),
X1 :=0;
loop X3 (X1 := X1+ 1);

out X4

Semantik von Fy:

[Pl : N? — N, (a1,a2) — ag *as
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Semantik von LOQOP

e Eingabeabbildung:
(a1,

m - .o.san) — (a1,...,an,0,...,0)

e Ausgabeabbildung:
1 (a1,

out

' .., am) — ai

e induktiv uber den Aufbau von A definierte
Zustandstransformation

[o] (™) : N™ — IN™ (IN™ Zustandsraum)

() [X;:= X+ 1]](m>(a1, e, Q) L=

(a1,...,ai—1,a;+ 1,a;41,...,am)
[X; :=0]™)(aq,...,am) =
(CL]_, K '7a’i—1voaa’i—|—17 x .,CLm)

(i) [e; 81 = [B](™) o [a] (™)

(i) [loop X; ()1 (ay,...,am) =
([ol™)%(ay, . .., am)
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Primitiv-rekursive Grundfunktionen

. . )] N — N,
e Nachfolgerfunktion: S : { ¢ — ati1
0
e Nullkonstante: o:d N° — NN,
() — O
e Projektion: p'r'z.(n): { (a1 N o) : 1137

Komposition

Fir f: IN® — IN und f1,..., fn : N¥ - N ist die Komposi-
tion

fo[fla"'afn] ]Nk_>]N
definiert durch

(a1,...,ar) — f(fri(a1,...,ax), ..., falas, ..., ax))

Primitive Rekursion

Fir f:IN" — IN und ¢g : N"t2 — IN heiBt

h:IN"TL - IN
mit
h(ai,...,an,0) = f(ai,...,an)
h(ai,...,an,a+1) = g(ai,...,an,a,h(ar,...,an,a))

durch primitive Rekursion aus f und g erzeugt.
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Syntax von WHILE

e Variablen: V :={X;|i> 1}

o Wertzuweisungen:

W::{ X,L'Z:Xj—|—].,

X’i L= Xj— 1,
X’i L= Xj,

e Anweisungen:
kleinste Menge A mit den Eigenschaften

() wcCcuAa
(i) a, € A impliziert a,BeA

(i) ae A, X; €V impliziert
while X; 20 doaod € A
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WHILE-Beispielprogramm

Py = in(X7,X»2); var(Xs3, Xy);
while X7 #= 0 do

Xgq 1= Xo;
while X4 7 0 do
X3 := X34+ 1;
Xqg =Xgq—-1
od,
X1 :=X1—-1
od,;
X1 = X3;
out X4
Semantik von Py
[Pi] : N? — NN, (a1,a2) — a1 *ap
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Semantik der WHILE -Anweisung

[ while X;# 0 do o od ](")(a)

[ ([a]" )k (@), falls fur alle 1 < v < k :
([a] ™) (@)def. und
pri™ (1o ™) (@)) > 0

= und

([a] ™)k (@)def. und

pri™ (([a] ™)k (@) = 0

| nicht def. sonst
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Minimalisierung:

Fir f:IN?t1 _-_5 IN heiBt
p(f) tIN" --» N
mit
(be N falls f(a,b) =0 und
uw(£)@) =« Ve<b: f(a,c) >0

\ nicht def. sonst

Minimalisierung von f.
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Syntax von GOTO

e Variablen: V :={X;|i> 1}

e Wertzuweisungen:

WI:{ Xi::Xj+1,

Xz' L= AX‘7 1,
Xz' .= Xj,
e Befehle:
B:=/{ a goto g,

D .
p:if X; = 0 then goto q
else goto 7 |

p,g,r €EN,ae W,i €N }
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FluBdiagramme zu GOT O-Programmen

8 reprasentiert p . & goto q

p.:if X, =0
s reprasentiert then goto r
else goto s

/X]_,...,Xn / E(X].??Xn)v

reprasentiert

/XTL—|—17"°7Xm/ m(‘Xn—l—la---me)

p falls p keine Linksmarke im Programm
STOP
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Beispiel:

in( X1, X5); var();

1:if Xo =0
then goto 4
else goto 2;

2. X1 =X1+4+1
goto 3;

3: Xo=Xr—-1
goto 1;

out X1
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Uberblick
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