Vollstandige Halbordnungen I

Eine Halbordnung D = (D, <) (D fiir ,domain®“ (Bereich)) besteht aus

e ciner nicht-leeren Menge D und

e ciner reflexiven, antisymmetrischen und transitiven Relation < auf D.
Sei AC D,a€eD.

e a heifit obere Schranke von A, falls Vb € A : b < a.

e a heilit kleinstes Element von A, fallsa € Aund Vb € A . a <b.

o A heiit gerichtet, falls A4 D und Va, b€ Adce A:a<c AN b<ec.

Besitzt die Menge aller oberen Schranken von A ein kleinstes Element, so
heifit dieses kleinste obere Schranke von A (least upper bound), in Zeichen:

U A oder lub A.

Eine Halbordnung D = (D, <) heifit vollstindig, falls
(i) D ein kleinstes Element L p € D besitzt und

(ii) jede gerichtete Teilmenge A C D in D eine kleinste obere
Schranke UA € D hat.

Eine Halbordnung D = (D, , <) heifit flach, falls D; = D U{Lp} und

Va,be D, a<b<=a=1p V a=0.



Beispiele:

e (IN, <) ist eine Halbordnung mit kleinstem Element,
aber nicht vollstandig.

e (P(M),C) mit nicht-leerem M ist eine vollstindige Halbordung.

o ist eine vollstandige Halbordnung.

e flache Halbordnung D, = DU {17}
D: . ...dy ....do .... mta<bsa=1lVa=>b
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Stetige und strikte Funktionen |

Seien D; = (D;, <;) (1 <4 < 2) vollstédndige Halbordnungen.
Eine Abbildung f : D1— D> heifit stetig, falls

(i) f monoton ist, d.h. Va,b € Dy :a <1 b — f(a) <5 f(b),
und

(ii) fiir alle gerichteten Teilmengen A C D; gilt:
fUA) =Uf(A).

Da A gerichtet und f monoton ist, folgt, dass

f(A) = 1f(a)la € A}
gerichtet ist, und somit existiert [ f(A).
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Eine Abbildung f : D1— D5 heifit strikt, falls f(Lp,) = Lp,.




Beispiel:
strikte Funktionen auf flachen Halbordnungen f : D1— Dy

1M _ Striktheit e

—

gerichtete Teilmengen in Dy:
{17} = {17
{1P0 a} — {LP2 b} (b= L2 ist moglich.)
{a} — {0} (b€ DyU{L"})

Strikte Funktionen auf flachen Halbordnungen sind also stetig.



Fixpunktsatz von Tarski

Sei D = (D, <) eine vollstdndige Halbordnung und
f: D—D stetig.

Dann existiert

H{f(Lp)|i>0y= fir fe D
und ist kleinster Fixpunkt von f, d.h.

flfiw f) = fix fandVa € D: fa) =a = fir [ <a.

Beweis:
1. Existenz von fix f:
Da | p kleinstes Element von D ist, gilt: Lp < f(Lp).
Wegen der Monotonie von f folgt: f(Lp) < f(f(Lp)), also:
Vi>0: f'(Lp) < f(Lp),
d.h. {fY(Lp) | 7> 0} ist gerichtet und
da (D, <) vollstandig, existiert | { f'(Lp) |7 > 0}.
2. fix f ist Fixpunkt von f:
Wegen der Stetigkeit von f gilt:
FILLF(Lp) [i>0}) =UfH{f(Lp)]i>0})
=U{f"(Lp) | i >0}
= fir f,da Lp < f"*HLp) Vi >0
3. fix f ist kleinster Fixpunkt von f:
Sei d € D Fixpunkt von f, d.h. f(d) =d. Es gilt 1 p < d und
wegen der Monotonie von f folgt: f/(Lp) < fY(d) = d.

d ist also obere Schranke von {f*(Lp) | ¢ > 0} und somit ist fiz f als
kleinste obere Schranke dieser Menge < d.



Funktionen-, Summen- und Produktraum |

Mit den vollstdndigen Halbordnungen Dy = (Dy, <1) und Dy = (Ds, <o) ist
auch der Funktionenraum

D1 —Dy) := ({f : Di—Ds | [ stetig }, <)
mit f < g:<Va € D;: f(a) <5 g(a) eine vollstindige Halbordnung.

Mit den vollstéindigen Halbordnungen Dy = (D1, <q) und Dy = (D, <5)
sind auch die

e verschmelzende Summe (coalesced sum)
D1 @ Do) := (D1 & Dy, <)

a<bsa=1V(Fe{l,2}:a=(,d)Nb=(i,d)Nd; <d))
und die

e disjunkte Summe (disjoint sum)
D1+ Dy := (D1 + Dy, <)

mit Dy + Dy = {1}XD1U{2}XD2U{J_}
a<boa= LV(EHEND azm(.d)Ab=(d)Ad<d)

vollstandige Halbordnungen.

Mit den vollstdndigen Halbordnungen Dy = (Dy, <1) und Dy = (Dy, <o) ist
auch der Produktraum

Dl X DQ = <D1 X DQ, §>

mit (a1, b1) < (ag,by) & a1 <1 asAby <5 by eine vollstandige Halbordnung.



