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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei w = dxq A ... A dx, die Volumenform des R™.

a) Fiir die lineare Transformation y = ¢ - x mit g = (gi ) € GL,(R) gilt die pullback
Formel
g w = (det g)w

nach Definition von pullbacks. Beweise diese Formel direkt durch Berechnung von
dyr A ... A\ dyp, wobei (Summations-Konvention)

Yi = gla;

Hinweis: Benutze unabhéngige Indizes i1, j1, ..., in, jn und reduziere die entstehende
Summe sukzessive auf die Determinanten-Formel.

b) Beweise als Folgerung, dass w invariant unter speziellen orthogonalen Transformatio-
nen g € SO(n) ist. Was gilt fiir allgemeine orthogonale Transformationen g € O(n)?

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Im R™*! mit Koordinaten z, ..., z,, sei
S"={zcR"™ a2+ .. +22=1}

die n-Sphére. Die n-Form

Q= (~Diwideo A.. Adz; A Nday,
1=0

auf S™ heisst Volumenform. Sei g = (gf) € SO(n+1) und y; = gng fiir 0 <4,57 <n.
Beweise wie in der obigen Aufgabe, dass €2 invariant unter y = ¢ - z, ist, d.h.

Q= Z(fl)iyz- dyo A .. Ady; A .. A dyy
=0

in den neuen Koordinaten. (Man kann zeigen, dass es bis auf konstante Vielfache nur eine
SO(n + 1)-invariante n-Form auf S™ gibt; diese muss daher die Volumenform sein.)



Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei e := (1,0,...,0) € S™. Die Abbildung 7 : S" \ {e} — R", gegeben durch

)

Tl T,

T(XOy vey Tp) 1= (1 SRR -

heiflt stereographische Projektion. Es gelte also

ti = 71'%(1’) i

- 1—x9
firl <i<n.
a) Beweise, dass 7 bijektiv ist.

b) Finde die Umkehrabbildung ¢ : R™ — S™ in den Koordinaten

(0, ooy Tp) = O(t1, ..oy tn), T = Gi(t)

Beachte: Auch z¢p = ¢o(t) muss durch t¢1,...,¢, ausgedriickt werden. Benutze dazu
die Sphérengleichung.

c) Zeige fiir den pullback ¢*Q der Volumenform 2

dty A ... ANdt,

*Q - t *
10) cons A+t D)
fiir ein geeignetes «. Als Teilschritte:

i) Schreibe ¢1, ..., ¢, als Vielfache von 1 — ¢g. Dann kénnen d¢1, ..., d¢, mit Hilfe von
de¢gy ausgedriickt werden.

ii) Fiir jede 1-Form ¢ gilt 9 A 9 = 0. Wendet man dies auf U = dg¢yp an, so vereinfachen
sich die n-Formen d¢q A ... A d¢p,, und dog A dpr A ... Ndp; A ... ANdo, fir 1 <i < n.

iii) Berechne abschliefend

n

D (=1)igidgo A Adgi A Ny = Godr A ... Adg,

=0

+D (=D pidgo Adpy A Adpi A .. A dpy
=1

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Auf der offenen Menge M := R"*1\ {0} definiere eine Aquivalenzrelation 2 ~ y genau
dann wenn y = Az fiir ein 0 # A € R gilt. Die Aquivalenzklasse

[z] =R -z c R"™
ist die von = # 0 erzeugte Gerade. Wir schreiben genauer in homogenen Koordinaten
[] = [zo, .., Tp].

Der Quotient
P"(R): =M/ ~={[x] : © # 0}

heifit der reell-projektive Raum.



2)

Zeige, dass fiir jedes 0 < i < n die Abbildung ¢; : R® — P, definiert durch
Di(UQ,y ooy Uiy eeey Uy ) 2= [UQy vevy 1y ey U
injektiv ist. Beschreibe die Bildmenge U; = ¢;(R"™).
Zeige
P"R)= | U
0<i<n

Zeige, dass fiir i # j die Ubergangs-Abbildung ¢ := ¢j_1 o ¢; die folgende Form hat

uo 1 Unp,

¢(u0, ceey di, ceey Uy ,un) = (Uj g eeey ;j, ...,’UAj, ceey u7])

d.h. fir v = ¢(u) = (vo, ..., Vi, ..., Uj, ..., ) gilt v = Z—’; fiir k # 4,7 und v; = i

Betrachte die n-Form
o duo A A dug A .. Adug A .. A dug,
L (1+u-u)®
Beweise, dass fiir geeignetes « gilt
P*w; = tw;

wobei das Vorzeichen nicht immer +1 ist. Hinweis: Ahnlich wie in der vorigen Auf-
gabe kommt die 1-Form du; bei der Berechnung von

dvg A oo Ndvg A .. Advj A .. A doy,

in allen Faktoren vor, mit entsprechender Vereinfachung. Diese Aufgabe zeigt, dass
der reell-projektive Raum, im Gegensatz zum komplex-projektiven Raum, nicht ori-
entierbar ist, d.h. es existiert keine Volumen n-Form auf P"(R).



