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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei P ein Quader. Eine Teilmenge M C P heisst messbar, falls die charakterische Funktion
xu : P — R integrierbar ist. In diesem Fall heifit
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das Maf$ von M. Beweise mit dem Satz von der monotonen Konvergenz die sogenannte o-
Additivitat: Fiir eine Folge disjunkter messbarer Mengen M,, C P ist auch die Vereinigung

\J M,, messbar und es gilt
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Aufgabe 2 (4 Punkte)
Eine messbare Menge M C P mit Maf8  |M| = 0 heiit Nullmenge. Beweise: Jede Teilmen-
ge N C M einer Nullmenge M ist eine Nullmenge (Formuliere die Nullmengen-Eigenschaft

direkt mittels Quader-Partitionen). Diese Eigenschaft ist nicht trivial, sie gilt z.B. nicht
fiir das Lebesgue-Maf}, sondern nur fiir dessen Vervollstdndigung.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

a) Sei T € GL,(R) eine Diagonalmatrix. Die zugehorige lineare Transformation = —
Tz fihrt Quader in Quader iiber, erhélt im allg. aber keine Wiirfel. Beweise statt-
dessen mit dem Satz von Fubini: Ist fiir einen Quader P die Funktion f : T(P) - R
stetig (und damit integrierbar), so ist auch f o T : P — R integrierbar, und es gilt
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b) Beweise die Aussage in a) falls T eine Scherung ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Der Trdger einer Funktion f: R™ — R ist definiert als

Trg(f) ={z € R": f(x) # 0}




Sei f : R™ — R eine stetige Funktion mit kompaktem Tréger. Beweise, dass fiir jede
invertierbare lineare Transformation x — Tz gilt: f o T ist integrierbar mit

/f:|detT|/foT
Rr Rr

Zeige zunichst, dass die linearen Transformationen mit dieser Eigenschaft eine Gruppe
bilden. Danach kann mit fritheren Aufgaben argumentiert werden. Die Beschrinkung auf
kompakten Triger ist nicht notwendig. Sie wird nur gemacht, weil das Integral bisher nur
fiir Quader eingefiihrt ist. Wie geht die Beziehung von kompaktem Triger zu geeigneten
Quadern ein?



