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Vorwort

Dieses Skriptum entstand aus meiner Vorlesung Analysis 3, die ich zuletzt im WS
1997/98 gehalten habe. Es setzt die Vorlesungen Analysis 1 (Differential- und Integral -
rechnung einer Variablen) und Analysis 2 (Differentialrechnung im R" und Systeme
gewdhnlicher Differentialgleichungen) voraus.

Die Vorlesung behandelt die Integralrechnung im R" und zerfallt in natirlicher
Weisein zwei Teile, einen analytischen und einen geometrischen.

Im analytischen Teil wird, nach einem einleitenden Paragraphen Uiber Hilfsmittel
aus der Topologie, in §881-9 die Theorie des Lebesgue-Integrals im R" entwickelt.
Hierbei verwende ich die von J. Kurzweil und E.J. McShane stammende Methode,
das Lebesgue-Integral mit Hilfe Riemannscher Summen einzufiihren. Diese Methode,
die meines Wissens noch in keinem deutschsprachigen Lehrbuch zu findenist, hat den
groRen Vorteil eines bruchlosen Ubergangs vom Riemann-Integral zum Lebesgue-
Integral. Ferner liefert sie eine sofortige Definition der Integrierbarkeit und des In-
tegrals — der sonst Uibliche lange Anmarschweg tber Treppenfunktionen, hal bstetige
Funktionen und das Ober- und Unterintegral entfallt. Tatsachlich spielen Treppenfunk-
tionen bei diesem Aufbau keine besondere Rolle. Auch messbare Funktionen werden
nicht benttigt, sie finden ihren natiirlichen Platz besser in einer Vorlesung Gber Mal3-
theorie.

Der Satz von Fubini und die Konvergenzsatze werden erst fur Funktionen auf
Quadern bewiesen und dann durch einen Ausschdpfungsprozess auf den ganzen R"
ausgedehnt. Nach der Behandlung der Standardei genschaften von messbaren Mengen
und Nullmengen folgt die Transformationsformel fir ¢2-Diffeomorphismen. Diese
starkere, aber praktisch vollig ausreichende Voraussetzung ermdglicht einen relativ
kurzen Beweis, der ohne die Vollstandigkeit des Raumes L auskommt. Im abschlie-
3enden 89 wird dann die Vollstandigkeit L P-Raume bewiesen. Hier wird auch gezeigt,
dass die Treppenfunktionen in LP dicht liegen. Damit ist der Anschluss an die tbli-
chen Darstellungen der Lebesgue-Theorie hergestellt. Als Anwendung beweisen wir
die Transformationsformel fur ¢*-Diffeomorphismen.

Der geometrische Teil (8810-16) enthalt die Integralsétze von Gauf3 und Stokesin
der Formulierung fir Differentialformen. Besonderer Wert wurde darauf gelegt, bei
den Integrationsbereichen gentigend allgemeine Singularitaten zuzul assen.

Nach einem Abschnitt Uber aternierende Differentialformen betrachten wir so-
genannte p-dimensionale Dichten. Dies sind die natirrlichen Integranden fur die In-
tegration Uber p-dimensionale nicht orientierte Mengen im R"; sie fuhren allerdings
in der Literatur ein Schattendasein al's die parametrischen Integranden der Variations-
rechnung. Beispiele sind das p-dimensional e euklidische Oberflachenel ement oder der
Betrag |w| ener p-Form w. Fir p = n handelt es sich um die skalaren Dichten vom
Gewicht 1im Sinne von H. Weyl.

Als Nachstes fuhren wir die Klasse der p-dimensionalen stiickwei se glatten Men-
gen oder kurz Stiicke ein. Uber solche Mengen lassen sich Dichten, und unter Zuhil-
fenahme einer Orientierung auch Differentialformen, in natiirlicher Weise integrieren,
und fur siewerden dann die I ntegral satze formuliert. Bei der Wahl dieser Klasse waren
zwei einander widersprechende Gesichtspunkte mal3gebend: Einfachheit der Begriffs-
bildung und geniigend grofRe Allgemeinheit. Stiicke in unserem Sinne sind kompakte
Teilmengen des R", die sich durch p-dimensionale Parameterbereiche und differen-
Zierbare Abbildungen (mit geeigneten Regularitatsvoraussetzungen) parametrisieren
lassen. Dadurch hdt sich die Darstellung noch auf einem relativ einfachen Niveau;
eine Entwicklung der Integrationstheorie auf Mannigfaltigkeiten, die eher in eine Vor-



lesung Uber Differentialgeometrie gehort, wird vermieden. Andererseits durfen Stiicke
Singularitaten haben, die ja schon bei den einfachsten Fallen des Gaul3schen Integral-
satzes auftreten. Sie sind daher allgemeiner als kompakte Mannigfaltigkeiten — dass
allerdings eine kompakte Untermannigfaltigkeit des R" ein Stuick ist, beruht auf dem
Satz von S.S. Cairns Uber die Triangulierbarkeit von Mannigfaltigkeiten. Schlief3ich
sind Stiicke in unserem Sinn rektifizierbar, haben also endliches p-dimensionalesMald
— im Gegensatz zu den noch allgemeineren kompakten C*-Flachen, wie sieim Buch
~Anaysis2' von K. Konigsberger zu finden sind.

Im Abschnitt Uber Orientierungen wurde auf eine rechnerisch leicht handhabba-
re Darstellung — ahnlich wie bel Differentialformen und Dichten — geachtet. Wir
formulieren und beweisen dann den Gauf’schen Integralsatz fur stiickweise glatt be-
randete kompakte Mengen, oder was auf dasselbe hinauskommt, fir n-dimensionae
Stiicke, deren Rand ein (n — 1)-dimensionales Stiick ist. Der Beweis folgt dem heute
Ublichen Muster und erfordert eine Reihe von weitergehenden Hilfsmitteln wie Par-
titionen der Eins und p-dimensionale Nullmengen. Er wurde daher in einen eigenen
Paragraphen verbannt, der zunachst auch Ulbersprungen werden kann.

Beim Satz von Stokes habeich mich bemiiht, eine Formulierung zu finden, die auch
singulare Situationen erfasst. Oft wird unter dem Satz von Stokes in der Dimension
p nur der Gauf3sche Integralsatz fir eine Menge verstanden, die ganz in einer glatten
p-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R" liegen muss. Damit lasst sich nicht
einmal das Beispiel einesKegelmantelsim R2 behandeln. Ausdiesem Grunde habeich
den Satz von Stokes fur ein p-dimensionales orientiertes Stuck X a's einen Satz Uber
die Darstellbarkeit des Funktionals w — [, dw asIntegral [, » Uber ein geeignetes
(p — 1)-dimensionales orientiertes Stiick 2) formuliert. Ein so?ches ) = 39X ist dann
eindeutig bestimmt und heif3t die Berandung oder der analytische Rand von X. Dies
ist motiviert durch die in der geometrischen Mafdtheorie tibliche Identifizierung von X
mit dem Funktiona ¢ +— f3€ Y auf dem Raum der Testformen und der sich daraus
natiirlich ergebenden Definition von 9 X.

Durchi.j.k wird auf Formel (k) im Unterabschnitt i.j verwiesen. Mit einem *
versehene Paragraphen oder Unterabschnitte kdnnen beim ersten Lesen Ubersprungen
werden.

Innsbruck, im Februar 1999 O. Loos
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80. Weiteretopologische Begriffeim R"

Ubersicht. Wir definieren die topologischen Begriffe abgeschl ossene Hillle, offener Kern und Rand,
und beweisen weitere Eigenschaften kompakter Mengen, die in Analysis 2 noch nicht behandelt wurden.
Dieser Paragraph braucht nicht als erstes gelesen zu werden, sondern ist zum Nachbl étern gedacht.

0.1. Wiederholung. Auf dem R" verwenden wir meist die Maximumnorm
v] = max([v], ..., [v"])

und manchmal die Euklidische Norm

Die offene,,Kugel" mit Mittelpunkt a und Radiusr in der Maximumnorm ist
Br(a={x:|x—a]<r};

dasist also der offene Wilrfel mit Mittelpunkt a und Durchmesser 2r .

Eine Teilmenge A C R" heil3t abgeschlossen, wenn sie unter Limesbildung ab-
geschlossen ist: Der Limes jeder (in R") konvergenten Folge ax € A liegt wieder in
A.

Ein Punkt a einer Menge M ist ein innerer Punkt, wenn es keine Folge (ax) im
Komplement CM = R" ~ M gibt, sodass limy_, o, ax = a. Nach Analysis 2, Satz 2.9
ist das gleichbedeutend damit, dasseseinr > 0 gibt, sodass B, (a) C M.

Eine Teilmenge U C R" heifdt offen, wenn sie nur aus inneren Punkten besteht.
Aquivalente Charakterisierungen sind:

U istoffen <= (U ist abgeschlossen
<= zujedema e U gibteseinr > 0mit B;(a) Cc U.

EineMenge V C R" heifdt eine Umgebung von a, falls a ein innerer Punkt von V
ist, oder gleichbedeutend, wenn eseinr > Ogibt, sodass B, (a) C V.

0.2. Offener Kern, abgeschlosseneHulleund Rand. Sei M C R" beliebig. Wir
setzen

M° :={a e M : a innerer Punkt},

M := {a € R" : esgibt eine Folge (ay) in M mit lim,_, o ax = a},
genannt der offene Kern und die abgeschlossene Hillle von M. Offenbar gilt
M°C M C M,
und wir definieren den Rand von M als
RAM := M ~ M°.

Die Randpunkte von M konnen teils zu M und teils zu CM gehoren.
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0.3. Satz. Seien M, X, Y beliebige Teilmengen des R".
(a) Die abgeschlossene Hillleist charakterisiert durch

aeM << MNV ¢ firjedeUmgebungV von a.

(b) Esgilt
C(M) = (CM)°.

(c) Me ist die grofite offene Teilmenge von M, und M ist die kleinste abgeschlos-
sene Obermenge von M.
(d) Esgelten die Regeln

XUY=XUY, XnYcXnY, (1)
(XNY)°=X°NY°, (XUY)° DX UY°, @)

Beweis. (a) Seia € M, etwaa = limy_, . ax mit ax € M. Dann gibt es zu jeder
Umgebung V von a ein ko mit a, € V fir allek > ko. Insbesondereista,, € M N V.
Zum Beweis der Umkehrung wahle ein ax € M N By/i(a), fur allek e N. Dann ist
(ay) eineFolgein M mit limy_, ,, ax = a.

(b) Nach (a) ist a genau dann nicht in M, wenn es eine Umgebung V von a mit
MNV = ¢, dsoV c CM, gibt, und das bedeutet gerade, dass a ein innerer Punkt
von CM ist.

(c) Sei U eine offene Teilmenge von M. Dann ist jeder Punkt von U ein innerer
Punkt von U und damit auchvon M. AlsoistU c M?, und esbleibt noch die Offenheit
von M° zu zeigen. Fir a € M° gibt eseinr > 0, sodass B, (a) ¢ M. Dadie offene
Kugel B;(a) offen igt, ist jeder ihrer Punkte ein innerer Punkt von B, (a) und daher
erst recht von M. Also gilt B; (a) € M°, und somit ist a ein innerer Punkt von M°.

Die zweite Aussage folgt hieraus wegen (b) und der Tatsache, dass sich offene und
abgeschlossene Mengen bei Komplementbildung gerade vertauschen.

(d) Wegen (b) genugt es, die Formeln (1) zu beweisen. Aus der Definition der
abgeschlossenen Hilleist klar, dass die zweite Formel von (1) sowiedielnklusion,, >*
in der ersten Formel gilt. Alsobleibt nur X UY ¢ XUY zuzeigen. Sei a = limy_, o 8
mitax € X U Y. Falsax € X fur unendlich viele k € N, so gibt es eine Teilfolge
a € X mit lim;_. .. = a, und daher a X. Analog schliefdt man, wenn ax € Y fur
unendlich viele k. Da einer der beiden Félle eintreten muss, sind wir fertig.

04. Satz. Sein=p+qund X Cc RP, Y c RY. Dann gelten die Formeln

XxY=XxY, (D]
(X xY)=X°xY°, 2
RA(X x Y) = (RdX x Y)U (X x RdY). (3

Beweis. Formel (1) ist klar auf Grund der Definitionen, denn eine Folge von Paaren
(ak, by) € RP x RY konvergiert genau dann gegen (a, b), wenn ax — a und by — b.
Fur (2) beachte, dass (a, b) € X°x Y° genaudann, wennesr; > 0gibtmit B;,(a) C X
und B, (b) C Y. Seir = min(ry, rz). Weil wir die Maximumnorm verwenden, ist
B (a, b) = B:(a) x B (b). Alsoist (a, b) eininnerer Punkt von X x Y. Die Umkehrung
ist klar.

Allgemein gilt die mengentheoretische Formel

(Ax B)~(C x D) =[(A~C) x BJU[A x (B~ D)].
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Daher folgt nach (1) und (2)

RAX xY) = (X xY)~(X°x Y°) =[(X~X°) x YJU[X x (Y ~Y)]
= (RdX x Y)U (X x RAY).

0.5. Beispiele. (a) Fir ein kompaktes Intervall | = [a,b] ¢ Rist| = 1 und
I°=]a,b[,adsoRdI = {a, b}.

(b) Ein (kompaktes) Rechteck im R? ist ein Produkt von zwei kompakten Inter-
valen, etwa R = [a, b] x [c, d]. DasInnerevon Rist nach 0.4

R° =]a, b[ x ]c, d][.
Der Rand von R ist die Vereinigung der 4 eindimensionalen Strecken

{a} x [c,d], {b} x [c,d], [a,b] x {c}, [a, b] x {d}.

0.6. Kompakte Mengen. Wir erinnern an die folgende Definition (Analysis 2,
81): Eine Teilmenge K c R" heif3t kompakt, wenn jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge besitzt, deren Limes wieder in K liegt. Nach Analysis 2, Satz 1.6 ist eine
Teilmenge des R" genau dann kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.

Das direkte Produkt zweier kompakter Mengen K; ¢ RP und K, ¢ R% ist kom-
paktim RY. Dasfolgt leicht aus der eben erwahnten Charakterisierung oder auch direkt
aus der Definition der Kompaktheit (Aufgabel).

Der Durchmesser diam(A) einer Menge A und der Abstand d(A, B) von zwei
Mengen A und B sind definiert als

damA=sup{|lx —y|:X,ye A}, d(A,B)=inf{{x—y|:xe A, ye B}

Wir beweisen nun eine Reihe weiterer wichtiger Eigenschaften kompakter Mengen.

0.7. Satz (Schachtelungsprinzip im R"). Seien A; D A, D - - - kompakte nicht
leere Mengen im R" mit limy_, o, diam Ax = 0. Dann ist D = ﬂ‘f’ A¢ = {a} en
einziger Punkt.

Beweis. D besteht nicht aus mehr als einem Punkt, denn wenna, b € D, soist
|a —b] < diam Ay — Ofirk — oo, und dahera = b.

Zum Beweis, dass D nicht leer ist, wahleay € A fur dlek € N. Wegen der Kom-
paktheit von A; konnen wir, eventuell nach Ubergang zu einer Teilfolge, annehmen,
dass limy_, . ax = a existiert. Weil die A absteigen, gilt ay, € A fur dlem > k.
Furm — oo folgt darausa € A¢ wegen der Abgeschlossenheit von A¢. Dak beliebig
war, ist a € D, wie behauptet.

0.8. Satz. S& A abgeschlossen, K kompakt, und sei AN K = ¢. Dann ist der
Abstand d(A, K) > 0.

Beweis. Ware d(A, K) = 0, dann gabe es Folgen ax € A und by € K mit
limes o lak — bx] = 0. Wegen der Kompaktheit von K konnen wir, eventuell nach
Ubergang zu einer Teilfolge, annehmen, dass lim_,. bk = b € K existiert. Dann
folgt lim_, ., ax = b € AN K wegen der Abgeschlossenheit von A, Widerspruch.
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0.9. Satz. Sei K ¢ R"kompaktundsei f: K — R™ stetig. Dannist auch f (K)
kompakt.

Beweis. Sei (by) eine Folge in f(K) und sei etwa by = f(ay) fur geeignete
ax € K. Wegen der Kompaktheit von K gibt es eine Teilfolge (a ) mitlimj_ . ax =
a € K. Setze by, = f(ay). Dann folgt aus der Stetigkeit von f, dasslim;_. o by =
f(a) e f(K).

0.10. GleichmaRige Stetigkeit. Sei D ¢ R". EineAbbildung f: D — R™ heif3
gleichmaldig stetig, wenneszujedeme > 0einé > 0gibt, sodassfuralex, y € D mit
IX—y| < §dgilt|f(x)— f(y)| < e. Offenbar ist dann f stetig auf D, aber die Umkeh-
rung ist nicht richtig, Beispiel: f (x) = x? auf D = R. Unter Zusatzvoraussetzungen
kann man jedoch aus der gewodhnlichen Stetigkeit die gleichmaldige schlief3en:

0.11. Satz. Auf einer kompakten Menge ist eine stetige Abbildung gleichmaliig
stetig.

Beweis. Wir fihren den Beweis indirekt. Ware K kompakt und f : K — R™
nicht gleichmaldig stetig, dann gabe esein ¢ > 0 mit der Eigenschaft, dass zu jedem
8 = 1/k Punkte ax und by in K existieren mit |ax — bx| < 1/k, aber | f(ax) —
f(bk)| > e. Wegen der Kompaktheit von K knnen wir, eventuell nach Ubergang
zu einer Teilfolge, annehmen, dass lim_. . ax = a € K existiert. Dann ist auch
limg_ oo bk = a, und wegen der Stetigkeit von f ina folgt ¢ < limg, o | f(ak) —
f(b| =|f@ — f(@)| =0, Widerspruch.

Ein ahnliches Resultat gilt fir lokal dehnungsbeschrankte Abbildungen:

0.12. Satz. Eine auf einer kompakten Menge lokal dehnungsbeschrankte Abbil-
dung ist dehnungsbeschrankt.

Beweis. Angenommen, K C R" ist kompakt und f : K — R™ ist lokal deh-
nungsbeschrankt, erfullt aber keine Lipschitzbedingung. Dann gadbeeszujedemk € N
Punkte ax, b € K mit | f (ax) — f (by)| > K|akx — bk|. Wegen der Kompaktheit von K
kann man, eventuell nach Ubergang zu Teilfolgen, annehmen, dassax — a € K und
by — b € K konvergieren. Weil f alsloka dehnungsbeschrankte Abbildung stetig
ist, konvergiert die Folge | f (ax) — f (by)| gegen | f (a) — f (b)|, insbesondere ist sie
beschrankt, etwa durch C. Daraus folgt |ax — bx] < C/k — 0, also a = b. Wegen
der lokalen Dehnungsbeschranktheit von f gibt es eine Umgebung V von a und ein
L > 0,sodass|f(x) — f(y)| < L|x—y|furalex,y e V. Andrersaits liegen ax und
by fur alle gentigend grofRen k in V', Widerspruch!

81. Der Inhalt von Quadern

Ubersicht. Indiesem Paragraphen definieren wir den Inhalt eines kompakten Quaders als das Produkt
seiner Seitenlangen. Wir fuhren wir den Begriff der Unterteilung eines Quadersin fast disjunkte Teilquader
ein, und zeigen, dass der Inhalt die Summe der Inhalte der Teilquader ist.

1.1. Definitionen. Ein Quader im R" ist ein Produkt von kompakten Intervallen,

etwaQ = I; x ... x I, wobei I; = [al, bl] C R. Insbesondereist also Ij = ¢ falls
a! > b!. DasInnerevon Q ist nach 0.4 (mehrfach angewandt)

Q°=(I)° x...x(Ip)°.
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Der Quader heif}t ausgeartet, falls Q° = @ ist, mit anderen Worten: fallsal > bl
fur mindestens ein j. Ein nicht ausgearteter Quader |asst sich aus seinem Inneren
rekonstruieren:

Q =Q falsQ® #4, D
wie man sich leicht Uberlegt. Ferner ist klar, dass der Durchschnitt zweier Quader
wieder ein Quader ist.

Der n-dimensionale Inhalt eines Quaders Q ist definiert als

n

bl —al) fall @,
W@ = (g — | 1€~ fdlsQ# 2

0 falsQ = ¢.
Fur n < 3 stimmt das mit der anschaulichen Vorstellung vom Inhalt (Lange, Flache,
Rauminhalt) eines Intervalls bzw. Rechtecks bzw. dreidimensionalen Quaders tiberein.
Offenbar gilt «(Q) > 0 und
uw(Q =0 <« Qistausgeartet.
Ist ferner Q = Q' x Q” dasdirekte Produkt von zwei Quadern Q c RP und Q” c RY,
dann gilt
n'(Q' x Q") = uP(QHn!(Q"). @)
1.2. Unterteilungen. Sei E eine endliche Indexmenge. Eine endliche Familie
T = (Qi)iee von Quadern heil3 fast digjunkt, wenn
r(QiN Q) =0 fari#j. (1)

Da der Durchschnitt von zwel Quadern wieder ein Quader ist und die Quader vom
Inhalt 0 genau die ausgearteten sind, ist (1) aguivalent zu

QrNQy=0 furi #j. 2
Im nichtausgearteten Fall gilt sogar
QNQy=0 furi#jundQ # 4. 3

In der Tat ist Qi = Q°, und allgemein gilt fur digunkte offene Mengen U und V,
dassauchU NV = ¢; dennwarea € U NV, dann hétte jede Umgebung von a, also
insbesondere U, nicht leeren Durchschnitt mit V.

Eine fast disunkte Familie T heif3t eine Unterteilung eines Quaders Q, wenn

Qi ¢ Qund

Ua=q (4).
Ein Beispiel im R? ist etwa .
Qa4
Qs
Qs
Q1 Q2
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Genaugenommen ist aso eine Unterteilung eine Abbildung T,i — T(i) = Q;,von E
in die Menge aller Teilquader von Q mit den Eigenschaften (4) und (1). Insbesondere
wird nicht verlangt, dass Q; # Q; furi # j. Allerdingsfolgt ausi # j und Q; = Q;
wegen (2), dass Q7 = Qj = ¢, die Quader also ausgeartet sein missen.

Wir zeigen weiter unten in 1.4, dass die ausgearteten Quader einer Unterteilung
weggel assen werden konnen, ohne die Eigenschaft (4) zu zerstoren. Dasswir sietrotz-
dem zulassen, macht gewisse Konstruktionen einfacher, bei denen sie automatisch
auftreten konnen. Zum Beispiel sei T’ = (Qlf)jep eine Unterteilung eines weiteren
Quaders Q'. Dannist

T.-T = (Q| N Q})(i,j)eEXF (5)

eine Unterteilung von Q N Q’, mit der neuen Indexmenge E x F. Die Eigenschaft (4)
ist klar, und (1) folgt aus

(QINQN°N(NQN*=(Q NQYNQ"NQ) =9 fir(, ) # kD.

Die Unterteilung (5) heifdt das Produkt der Unterteilungen T und T'. Selbst wenn in
T und T’ keine ausgearteten Quader vorkommen, kanndasin T - T’ der Fall sein, wie
man an Beispielen leicht sieht.

Seien Q' und Q” fast digunkte Quader, sodass Q'U Q" = Q wieder ein Quader ist,
und seien T' = (Q))ieg bzw. T” = (Qj/)jeE” Unterteilungen von Q' bzw. Q”. Dann
bekommt man eine Unterteilung T = T’ U T” von Q, genannt die Zusammensetzung
von T’ und T”, mit der Indexmenge E = E’ U E” (digunkte Vereinigung), durch die
Definition

Q; fdlsi e E/,
Qi = (6)
Q; falsi e E”.

Esist klar, wie man die Zusammensetzung von mehr als zwei Unterteilungen zu defi-
nieren hat.

1.3. Lemma. Seien A und B Teillmengen des R", sai A abgeschlossen und A° =
B° = ¢. Dannist auch (AU B)° = (.

Beweis. Sei V = AU B. Dannist V° N CA offen (weil A abgeschlossen ist), und
enthalten in B, denn V° ¢ AU B. Wegen B° = ¢ folgt V°NCA = ¢, dso V° C A.
Daaber A° = ¢, ergibt sich V° = 0.

14. Lemma. S8 T = (Q))ice €ine Unterteilung eines nicht ausgearteten Qua-
ders Q,sel E* = {i € E : Q; nicht ausgeartet}, und sei F eine Teilmenge von E.
Dann gilt:

T'=(Qiicr isteineUnterteilungvon Q <= F D E*.

Insbesondere bilden die nichtausgearteten Quader einer Unterteilung immer noch eine
Unterteilung.

Beweis. (a) Dadie Q; fast disunkt sind, ist T’ genau dann eine Unterteilung von
Q, wenn die Vereinigung der Q; (i € F) ganz Q ist. Wir setzen

P=Ja. A={Ja.

ieF i¢F



81 7

und zeigen P = Q unter der Voraussetzung F > E*. Als endliche Vereinigungen
abgeschlossener Mengen sind A und P abgeschlossen, esist Q = P U A, und A hat
nach Lemma 1.3 (und einer naheliegenden Induktion) keineinneren Punkte. Weiter ist
Q°~ P = Q°NCLP offen und in A enthalten, also leer, woraus Q° P und weiter
Q = Q° C P nach 1.1.1 folgt. Dasist die Behauptung.

(b) Umgekehrt sei T’ eine Unterteilung von Q, aber es gebe einen Index k e
E* ~ F. Nach dem unter (a) Bewiesenen ist auch (Qj)icrne+ €ine Unterteilung von
Q. Weiter gilt Q; N Qp = ¥ fur allei € E*, i # k, nach 1.2.3. Nun erhalten wir den
Widerspruch

P#Q=xNQ= | &knQ =9,
ieFNE*

und die Behauptung folgt.

1.5. Lemma und Definition. Sei Q ¢ R" ein Quader und # eine endliche Fa-
milie von (nicht notwendig fast disunkten) Teilquadern von Q. Dann gibt es eine
Unterteilung (Qj)ice von Q, sodass sich jeder Quader R € F darstellen lasst als
R = Ujcg, Qi fur eine geeignete Teilmenge Er von E. Fallsalle Quader in ¥ nicht-
ausgeartet sind, kann man auch die Q; nicht ausgeartet wahlen.

Eine solche Unterteilung heil3t der Familie & angepasst.

Anschaulich erhat man die Unterteilung durch Durchziehen der Seiten der Quader
inf:

Hier besteht # aus den beiden schattierten stark umrandeten Quadern, die angepasste
Unterteilung von Q hat 9 Teilquader.

Der formale Beweis erfolgt durch Induktion nach der Dimensionn. ImFaln=1
sei Q = [a,b] und s&i {89 = a,a1,...,an = b} die nach der Groflze geordnete
Menge der Randpunkte von Q und der Quader in . Dann leistet E = {1, ..., m}
und Q; := [a;_1, &] das Gewiinschte.

Fur den Induktionsschritt schreiben wir R” = R x R™1, Q = Q x Q”, und
bezeichnen mit pr; und pr, die Projektionen auf den ersten und zweiten Faktor. Dann
bilden die pr;(R) bzw. pr,(R), R € ¥, endliche Familien von Quadern in Q" bzw.
Q”. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also Unterteilungen (Q))icer von Q" und
(ij/)jeE” von Q”, sodassfuraleR e

pry(R =) Q und pryR =] Q.
ieEq j€Eg
mit geeigneten Teilmengen E, C E' und E; C E”. Dannist (Q] x Q{) jee/xer
eine Unterteilung von Q, und sie hat wegen

R=pn(R xpr(R) = [ Qxqf

(i) eERxEY
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die gewlinschte Eigenschaft.
Schliefdich folgt die letzte Aussage leicht aus Lemma 1.4.

16.Lemma. S&i R = P x Q C RP x RY ein nicht ausgearteter Quader und
sel (Re)kek €ine nicht ausgeartete Unterteilung von R. Dann gibt es nicht ausgeartete
Unterteilungen (P,)ice von P und (Qj)jer Von Q, sodassfir jedesk € K

RO =[JR., pr(Ro={JQ. (1)

i eEx jeFk

mit geeigneten Teilmengen Ex ¢ E und Fy C F. Diese Teilmengen sind eindeutig
bestimmt, und sie erfillen Uberdies

| JEcxFO=ExF @)
keK

Beweis. DieProjektionen der R¢ in den RP bzw. R bilden endliche Familien von
nicht ausgearteten Quadern. Wahle dazu angepasste nicht ausgeartete Unterteilungen
(P)ice und (Q))jer Wiein Lemma1.5. Dann gilt (1) mit geeigneten E, und Fy. Weil
die R¢ nicht ausgeartet und fast disunkt sind, sind die Ey und F, eindeutig bestimmt,
und die Mengen Ex x Fy sind paarweise disjunkt.

Sei G linke Seite von (2). Dann ist sowohl (P x Qj) j)cexr as auch (P x
Qj)d.jec €ine Unterteilung von R, weil ja (Re)kek €ine Unterteilung von Rist und
somit die Vereinigung der R¢ ganz Rist. Daman nach LemmaZl.4in einer Unterteilung
keine nicht ausgearteten Quader weglassen kann, folgt G = E x F.

Nun konnen wir endlich den zwar anschaulich einleuchtenden, aber nicht trivialen
Satz von der Additivitat des Inhalts bei Unterteilungen beweisen:

1.7. Satz (Additivitat des Inhalts). Ist (Ro)kek €ine Unterteilung des Quaders
R c R", sogilt
1(R) =" u(Ro).

keK

Beweis. Durch Induktion nach der Dimension n. Weil ausgeartete Teilquader das
Malf3 0 haben und nach Lemma 1.4 in einer Unterteilung weggel assen werden konnen,
nehmen wir an, dass alle Ry nicht ausgeartet sind. Im Fall n = 1 kann man nach einer
Umindizierung erreichen, dass Ry = [ax_1, a&], wobel ag < a1 < ... < an und
R = [ag, an]. Dannist

m n

D w(R) =) (& —a&-1) = an — a = u(R).
k=1 k=1

Fur den Induktionsschritt sein = p+ g mit p < nund g < n, und entsprechend

R=P x Q c RP x RY. Wahle (P,)ijce und (Qj)jer Wiein Lemma1.6. Wegen 1.6.1

ist dann (P,)icg, eine Unterteilung von pr;(R«) und Analoges gilt fur pr,(Ry). Also

folgt aus der Induktionsannahme

(R = 1 (pr(Re) x pra(Ro) = (pro(R))w(pra(Re))

= (> nP) (X w@)

icEx jEFk

= Y uwPHrQp.

(i,j)EEkXFk
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Durch Summation tber k folgt nun

YuRO=>" > wPr@)= Y pP)u(Q)  (nachl6.2)

keK keK (i,j)eExx Fy (i,j)eExF
= (Z“(P'))(Z“(Qi)) = u(P)(Q) (nach Induktionsannahme)
ieE jeF
= n(R),

was zu zeigen war.

1.8. Satz. Jede endliche Familie (R¢)kek VOn fast disjunkten Teilquadern eines
Quaders R lasst sich zu einer Unterteilung von R erweitern.

Beweis. Wahle eine angepasste Unterteilung (Qj)ice von R und fir jedes k e
K eine Teilmenge Ex mit Rc = (J;.g, Qi wiein Lemma 1.5. Definiere eine neue

Indexmenge
F:=KU(E~ Ex),
(E~Us)

und setze
P R fdlsj e K,
"1 g fdlsjeF~K.

Dannist (Pj);cr eine Unterteilung mit den gewiinschten Eigenschaften: Die Vereini-
gung der P, ist klarerweise ganz R. Zum Bewels, dass sie fast digunkt sind, bleibt,
weil dies fir die R¢ und die Q; schon der Fall ist, nur noch Pj° NP = ¢imFal
zu zeigen, dassk € K und j € F ~ K. Esgenigt, P, = Q; und Px = R asnicht
ausgeartet anzunehmen. Sei E;f dieMengealleri e Ey, sodass Q; nicht ausgeartet ist.
Dann gilt R = UieE; Qi nach Lemma 1.4, und wegen 1.2.3 folgt aus QY N Q7 = 4,

dass Qi N Qf = #. Alsoist nun sogar Rc N Q5 = (UieE: Qi> NnQ;=4a.

1.9. Korollar (Subadditivitat des Inhalts). Sa (Ro)kek €ine endliche Familie
von fast disjunkten Teilquadern von R. Dannist ), .« 1(Ro) < n(R).

Dasfolgt sofort aus 1.8 und 1.7.

§2. DaslIntegral Uber Quader

Ubersicht. Wir definieren die Riemannsche Summe Sz (f) einer Funktion f auf einem Quader
beziiglich einer Zerlegung (Unterteilung mit Stitzstellen) Z. Nach einer auf J. Kurzweil und E.J. McS-
hane zuriickgehenden Methode wird die Feinheit einer Zerlegung beziiglich einer positiven Funktion, und
damit der Limes der Riemannschen Summen Sy () erklart. Dieser Limes ist, falls er existiert, bereits das
L ebesgue-Integral von f. Wir beweisen die grundlegenden Eigenschaften des Integrals: Linearitét, Positi-
vitat, absolute Integrierbarkeit und die I ntegral dreiecksungleichung. Hilfsmittel sind das Vertraglichmachen
vonzwel Zerlegungen und das Cauchykriterium, ausdem auch leicht die Integrierbarkeit stetiger Funktionen

folgt.

2.1. o-feine Zerlegungen und Riemannsche Summen. Eine (gestitzte) Zerle-
gung eines Quaders Q ist eine endliche Familie Z = (&, Qi)ice, wobel T = (Qj)icE
eine Unterteilung von Q ist und die &;, die sogenannten Sutzstellen der Zerlegung,
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Punktein Q sind.

Qs &4
LE31
Qs
5
Q1 Q2 &3

Eswird also ausdriicklich zugel assen, dass die Stutzstelle & nicht im zugehorigen Teil-
quader Q; liegt! Wirdeman & € Q; verlangen, dann waren wichtige Konstruktionen,
etwadiein 2.8 beschriebene, nicht mehr durchfihrbar.

Sal f: Q — R einebeliebige Funktion. Die Riemannsche Summevon f beziiglich
Zist

Sz(f) =) FERQD). @)
icE
Wiebei einer Variablen kannman Sz (f), jedenfalsfir f > 0, alseine Approximation
an den (n+1)-dimensionalen Rauminhalt der Ordinatenmengevon f deuten, diedurch
den Graphenvon f, den Quader Q und diedurch die Seiten von Q gehenden vertikalen
Hyperebenen begrenzt wird.

Um die Giite dieser Approximation zu messen, beniitzen wir den folgenden Fein-
heitsbegriff fur Zerlegungen. Wie in 0.1 sai |v| die Maximumnorm eines Vektors
v € R" und B; (a) der offene Wurfel mit Mittelpunkt a und Seitenlange 2r . Nun sei o
eine beliebige positive Funktion auf Q (oder einer grof3eren Menge). Eine Zerlegung
Z von Q heifdt o-fein oder feiner als o, geschrieben Z < o, wenn

Qi C By (&) )

fur jedesi e E gilt. Die Feinheitsbedingung besagt also, dass die Teilquader Q; von
den Stitzstellen nicht weiter as o(&) entfernt sind. Klarerweise erfilllt die Feinheits-
relation die folgende Transitivitatsei genschaft:

Z<p ud o< = Z<¢. (3)
Wie bei Unterteilungen kann man auch zwei Zerlegungen Z’ und Z” von relativ
disunkten Quadern Q' und Q” zu einer Zerlegung Z der Vereinigung Q' U Q” zusam-
mensetzen, sofern diese Vereinigung wieder ein Quader ist, indem man zusétzlich zu
1.2.6 die Stutzstellen von Z durch
g falsi e E
g falsi e E”
definiert. Dabel folgt aus der p-Feinheit von Z’ und Z” die von Z. Analoges gilt fur

die Zusammensetzung von mehr als zwei Zerlegungen. Das bentitzen wir beim Beweis
des folgenden wichtigen Lemmas.
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22. Lemma. S o: Q — Ry, ene beliebige positive Funktion. Dann gibt es
Zerlegungen Z von Q mit Z < o.

Beweis. Angenommen, es gabe kein solches Z. Unterteile Q durch Halbieren al-
ler Seiten in 2" Teilquader. Dann gibt es auch fir mindestens einen Teilquader keine
o-feine Zerlegung, denn sonst kdnnte man die Zerlegungen der Teilquader zusam-
mensetzen und bekame eine po-feine Zerlegung fir Q. Durch fortwahrendes Halbieren
erhdt man aso eine Folge Q © Q1 D Q2 D ... von Quadern, deren Durchmesser
gegen Null gehen und von denen keiner eine p-feine Zerlegung besitzt. Nach dem
Schachtelungsprinzip 0.7 besteht der Durchschnitt aller Qi aus genau einem Punkt a.
Dann ist aber Qx C B, s (a) fir gentigend grof3es k, und somit ist (a, Q) trivialer-
weise eine o-feine Zerlegung von Qy (mit nur einem Teilquader und einer Stiitzstelle),
Widerspruch!

2.3. Definition des Integrals. Eine reelle Funktion f auf Q heifd integrierbar,
wenn der Limes der Riemannschen Summen

limsz(f) = A 1)

im folgenden Sinne existiert: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine positive Funktion o auf Q,
sodass fir jede Zerlegung Z von Q gilt:

Z<po = |S(f)—A<es. ()]

In diesem Fall nennt man A € R das Integral von f Uber Q und verwendet eine der
folgenden Schreibweisen:

A:/ f:/ f(xl,...,x”)dxl---dx”=/ f(x)dx:/ f (x) dpe(x).
Q Q Q Q

Die Menge der integrierbaren Funktionen auf Q bezeichnen wir mit

£1Q).

Hierbei soll der Buchstabe &£ an den franzosischen Mathematiker H. Lebesgue (1875—
1941) erinnern, auf den diese Integrationstheorie, allerdings nicht die hier verwendete
Methode, zuriickgeht, und der obere Index 1 andeuten, dass f* (und nicht eine hdhere
Potenz von f, wie spéater betrachtet) integrierbar ist. Damit diese Definition einen
Sinn hat, missen wir zeigen, dass das Integral, falls es existiert, eindeutig bestimmt
ist. Angenommen, esgilt (2) fir A; und A,. Dann gibt es Funktionen o1 und o2, sodass
fur alle Zerlegungen Z; < ¢; gilt: |Sz, — Aj| < & (j = 1,2). Sei ¢ = min(ox, 02).
Nach Lemma 2.2 gibt es ein Z < . Damit folgt Z < ©; nach 2.1.3 und somit
AL — Ag| < |AL— S(F)| + |S2(f) — Ay < 2¢. Dae beliebig war, muss A; = A,
sein.

Schliefdlich treffen wir die folgende Vereinbarung: Ist f eine auf einer Obermenge
von Q definierte Funktion, so nennen wir f Uber Q integrierbar, falls dies fir die
Restriktion f |Q der Fall ist, und schreiben einfach Jo T anstellevon [ (f |Q).
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2.4F Daslntegral alsNetzlimes. Der Limes2.3.1 |4sst sich folgendermaRen als
der Limes eines Netzes auffassen. Sei A die Menge aller Paare (Z, o), wobei Z eine
Zerlegung von Q feiner als ¢ sei. Dannist A mit der Relation

(Z,0)<(Z,¢) <= o=/

eine nach unten gerichtete Menge. In der Tat gibt eszu (Z;, 0i) € A (i = 1, 2) nach
Lemma 2.2 eine Zerlegung Z < min(e1, 02), und dann gilt (Z, 0) < (Z;, ¢;). Daher
ist, fir eine gegebene Funktion f auf Q, die Abbildung ot : A — R, 07(Z,0) =
Sz(f),einNetzinR. Nach der allgemeinen Limesdefinition fur Netzegiltlimoy = A
dann und nur dann, wenn es zu jedem e > 0ein (Zg, 0o) € A gibt, sodass |0 (Z, 0) —
Al < e furdle (Z,0) < (Zg, 0o). Mit Hilfe von 2.1.3 ist nun leicht zu sehen, dass
dieszu 2.3.1 aquivalent ist.

2.5. Beispiele. (@) Die konstante Funktion 1 auf Q ist integrierbar und hat das
Integral

/ 1= u(Q), ©)
Q

denn nach Satz 1.7 hat jede Riemannsche Summe S (1) den Wert 1 (Q).

(b) Etwas allgemeiner sei P ¢ Q ein Teilquader von Q und sei f = xp die
charakteristische Funktion von P:

fooo |1 fallsxeP,
=10 falsxe Q- P,

definiert. Dannist f Uber Q integrierbar und fQ f = u(P).
Zum Beweis sai, fir § > 0, Ps der um § nach aussen vergrof3erte Quader, also

n
Ps={xeR":d(x,P) <8 =[[[a -5, bl +3],
j=1

J

wenn etwa P das Produkt der Intervalle [al, bi] ist. Offenbar ist «(Ps) €in Polynom
vom Grad n in §, mit konstantem Term w(P).
Wir definieren eine positive Funktion ¢s auf Q durch

_jdx,P) fdlsxe Q~ P,
Qs (%) = {5 fallsx ¢ P,

und betrachten eine ps-feine Zerlegung Z = (&, Qi)ice VONn Q. Sel Ep = {i € E :
& € P}. Nach Definition von f gilt dann Sy (f) = ZieEpM(Qi)- Weiter folgt aus
der Definition von g5, dass Q; € Q ~ P furi ¢ Ep, wahrend Q; c Ps furi € Ep.
Hieraus ersieht man, dass
PclJQch.
iEEp
Die (PN Q)ick, bilden offenbar eine Unterteilung von P. Daher folgt wegen 1.7 und
19
w(P)y=>"puPNQ) <Y w(Q)=S(f) =< uPy.
iEEp iGEp
Wegen lim; o u(Ps) = wn(P) gibt es zu gegebenem ¢ > 0 ein §, sodass u(Ps) <
w(P) +¢e. Dannist |Sz(f) — u(P)| < ¢ fur dle Z < g5, und die Behauptung ist
bewiesen.

Wir kommen nun zu den grundlegenden Eigenschaften des Integrals: Linearitét,
Monotonie, Trandationsinvarianz und dem Verhalten unter Homothetien.
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2.6. Satz. Sai Q ein Quader.
(@ £%(Q) ist ein reeller Viektorraum und das Integral fQ - £1(Q) — R it

R-linear:
/(f—i—g):/f—i-/f, f(cf):c/f, Q)
Q Q Q Q Q

fir f,ge £1(Q)undc e R.
(b) Sind f und g integrierbar, dann gilt

f<g = /Qfs/Qg. 2

Insbesondereist das Integral einer nichtnegativen Funktion nicht negativ.
(c) Seit, : x — v+ x die Trandation um den Vektor v. Dann gilt: f €
£1t,(Q)) < fot, € £1(Q), undindiesemFall gilt

f f:/ fot,. A3)
t,(Q) Q

(d) Sei hy : x — Ax die Homothetie um den Faktor A(# 0). Dann gilt f €
£1(h(Q)) < foh; € £X(Q), undin diesem Fall ist

f f:m“f foh,. @
h,.(Q) Q

Beweis. (a) Klarerweiseist Sy(f) linearin f:

S(f+9 =S(f) + (9, S (cf) =c&(f). ©)

Setze A= [, f undB = [, 9. Zugegebeneme > Owahle positive Funktionen o1, 02
auf Q mit |Sz(f) — A| < g/2fir ale Zerlegungen Z < o1 und |Sz(g) — B| < ¢/2
fur ale Zerlegungen Z < g,. Definiere o(x) := min(p1(X), 02(X)). Dann ist fiur alle
Z < pwegen2.1.3auch Z < g; und folglich nach 2.3.2 und der Dreiecksungleichung
&
2

Alsoist f + g e £%(Q) und esgilt die erste Formel von (1). Der Beweis der zweiten
Formel von (1) wird dem Leser Uberlassen.

(b) Wegen (1) genugt es zu zeigen, dass A > O, falls f > 0. Nach 2.1.1 ist klar,
dass dlle Sz(f) > 0sind. Ware A < 0, dann wahle zu ¢ := — A/2 eine Funktion
o wie in der Definition der Integrierbarkeit. FUr eine Zerlegung Z < o gilt dann
S(f)— A< —A/2o0der Sz(f) < A/2 < 0, Widerspruch.

(c) Offenbar fuhrt t, Quader in Quader Uber und andert den Inhalt von Quadern
nicht. Sei f Uber Q' = t,(Q) integrierbar mit Integral A = fQ, f. Zu gegebenem
e > 0seal o' eine positive Funktion auf Q' mit |Sy/ f — A| < ¢ fur ale Zerlegungen
Z' < o' von Q'. Definiere ¢ auf Q durch o(X) = ¢'(t, (X)), und sei Z = (&, Q;) eine
o-feine Zerlegung von Q. Dannist t,(Z) = (v + &, v + Q) eine o’-feine Zerlegung
von Q" und folglich

S o(H—Al=]> fO+&)r®Q) - A =D (fot)EuQ) - Al <e.

Alsoist f ot, Uber Q integrierbar und hat das Integral A. Die umgekehrte Richtung
erhalt man durch Anwendung des soeben Bewiesenenauf t_, =t 1.

=¢&.

1S (f +9) = (A+B)| = [S(f) = Al +[S(9) — Bl < %+
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(d) Wieder ist dasBild eines Quaders P unter h;, ein Quader, mit Inhalt w(hy (P))
= |A|"w(P). Sei f Uber Q" = h,(Q) integrierbar mit Integra A. Zu gegebenem
e > 0sal o' eine positive Funktion auf Q' mit |Sy f — Al < ¢ fur ale Zerlegungen
Z' < ¢ von Q. Definiere ¢ auf Q durch o(x) = @'(Ax)/|A]. Man Uberlegt sich
leicht (Aufgabe!): Ist Z eine o-feine Zerlegung von Q, dann ist h, (Z) eine o’-feine
Zerlegung von Q'. Esfolgt

1Su@(F) = A=) FOE)RM(Q)) — Al
= [IA" ) (f o h)(E)(Q) — A

A
= A" fohy)— —
A ‘Sz( SR

< €

Dae > 0 beliebig war, zeigt dies die Integrierbarkeit von f o h; und die behauptete
Formel. Die Umkehrung erhdt man wieder aus h;l = hy.

2.7. Cauchykriterium fur Integrierbarkeit. Sa f: Q — R eine Funktion auf
dem Quader Q.
(@ Ist f integrierbar und ¢ zu gegebenem ¢ > 0 wie in der Definition 2.3.2
gewahlt, dann gilt
|S2(f) — Sz (F)| < 2¢ D

fur alle Zerlegungen Z, Z’ feiner als o.
(b) Umgekehrt gebe es zu jedem ¢ > 0 eine positive Funktion ¢ auf Q, sodass
|Sz(f) — S ()| < e fir alleZerlegungen Z, Z' < o. Dannist f integrierbar.

Beweis. () Nach 2.3.2 und der Dreiecksungleichung ist |Sz(f) — Sz (f)| <
1S2(f) — Al + |A—S(f)| <e+e.

(b) Zu ek = 1/k wahle ok derart, dass |Sz(f) — Sz ()| < 1/k fur ale Zerle-
gungen Z, Z' < k. Indem man eventuell ox durch min(py, ..., ok) ersetzt, kann man
annehmen, dass o, < ok fur m > k gilt. Weiter sai, fir jedesk € N, Zx eine Zer-
legung feiner als ok, und Ay = S, (f). Dann konvergiert die Zahlenfolge (Ax) nach
dem Cauchykriterium fur Folgen: Zu gegebenem ¢ > OwahleN € Nmit N > 1/¢.
Far alek, m > N gilt dann

1
|Ax — Aml| = |SZk(f) - Szm(f)l < N <§&,

well jaZy < ok < on Und Zpy < om < on- Also exigtiert A = limy_, o, Ax hach dem
Cauchykriterium fur Folgen.

Nun zeigen wir, dass A = fQ f ist. Dazu sei wieder ¢ > 0 gegeben. Wahle k so
grol3, dass1/k < ¢/2und |Ax — Al < ¢/2, und setze ¢ := ok. Fur dle Z < o gilt
dann nach (ii), weil Z und Z feiner als gk sind,

&

228.

1 e
|SZ(f)_A|§|Sz(f)_Ak|+|Ak_A|<E+|AK_A|<§+

2.8. Vertragliche Zerlegungen. Zwei Zerlegungen Z und Z’ von Q heif3en ver-
traglich, wenn sie dieselbe Unterteilung von Q beniitzen und sich nur in den Stiitz-
stellen unterscheiden, also etwadurch

Z=(&,Qice, Z'=(,Qiee
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gegeben sind. In diesem Fall lassen sich ihre Riemannschen Summen leicht verglei-
chen, denn

S (f) = Sp(f) =) (FG&) — FE) Q). @)
icE
Wir zeigen nun, dass man zwei nicht vertragliche Zerlegungen immer durch vertragli-
che ersetzen kann, ohne ihre Feinheit oder ihre Riemannschen Summen zu andern.
Dieser Prozess wird in Zukunft oft verwendet werden.
Seien dlso Z = (&, Qj)ice Und Z' = (gj/, Qj),-ep zwel beliebige Zerlegungen
von Q, mit den zugehorigen Unterteilungen T = (Qj)ice Und T’ = (ij)jep. Wir
definieren zwei neue Zerlegungen

Z-T' =, QN Q).jeExF- T-Z=@E;.QNQuijeexr (2

indem wir as Unterteilung fur beide neuen Zerlegungen das Produkt T - T der Unter-
teilungen wiein 1.2.5 nehmen und die neuen Stiitzstellen folgendermal3en festlegen:

Sij = fi, 5i/j = 51'/- (3)

Die Menge der Stutzstellenvon Z und Z - T' ist also diesel be geblieben, nicht aber die
Indizierung. Beim Ubergang von Z zu Z - T’ bleibt die Feinheit erhalten:

Z<o0o = Z-T <o 4
Zum Beweis braucht man nur zu bemerken, dass Qi N Q; C Qi C By (&) =

By (&ij) wegen (3), furalle(i, j) € E x F. Weiter andert sich auch die Riemannsche
Summe einer beliebigen Funktion f nicht:

S(f) = S1(f), ®)
denn wegen der Additivitét des Inhalts (Satz 1.7) und (3) gilt

Sr(h= Y fEIQNQ =D fE) D w@QnQ)

(i,j)eExF icE jed
=Y FEQ) = S(f).
icE

Analoges gilt naturlich fur T - Z'. Alsosindnun Z - T" und T - Z’ vertragliche Zer-
legungen, die dieselbe Feinheit wie die Ausgangszerlegungen haben und dieselben
Riemannschen Summen liefern. Wir bemerken abschlief3end, dass diese Methode we-
sentlich davon Gebrauch macht, dass die Stitzstellen nicht in den zugehorigen Teil-
guadern liegen missen. Selbst wenn das fur Z und Z’ der Fall gewesen sein sollte,
wird esim Allgemeinenfur Z - T’ und T - Z’ nicht mehr gelten.

2.9. Satz. Eine stetige Funktion f auf einem kompakten Quader Q ist integrier-
bar.

Beweis. Wir benitzen das Cauchykriterium 2.7(b). Sei ¢ > 0 gegeben. Well f in
jedem Punkt x € Q stetigist, gibt esein (im Allgemeinen von x abhangiges) § > 0,
sodass | f(X) — f(y)| < efiraley e Q mit |x — y| < §. Wahlefir jedesx € Q ein
solches § = 8x und setze p(x) = 8x. Nun seien Z und Z’ zwei o-feine Zerlegungen
von Q. Wegen 2.8 kann man annehmen, dass Z = (&, Qj)ice und Z' = (§/, Qi)ice
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vertraglich sind. Ferner konnen wir annehmen, dass die Q; nicht leer sind, denn leere
Qi liefern keinen Beitrag zur Riemannschen Summe. Wahle nun in jedem Teilquader
Qi enen Punkt g . Dann gilt

1fE) - FENI < I1fE) — f@l+If@)— FE) <e+e=2e, D

weil jala —&| < o(&) und |a; —&/| < o(&/) nach Definition einer o-feinen Zerlegung
in2.1.2. Also folgt wegen 2.8.1 und der Additivitéat des Inhalts

1S2(F) = S (D)l < Y 1) — FEDIQ) < ) 251(Qi) = 281(Q).
ieE ieE
Weil ¢ > O beliebig war, ist f nach dem Cauchykriterium integrierbar.

2.10. Korollar. Sei Q ein nicht ausgearteter Quader und sei f eine stetige nicht
negative Funktion auf Q mit f (a) > O fur mindestenseina € Q. Dannist fQ f >0

Beweis. Sa ¢ = f(a)/2. Wegen der Stetigkeit von f gibt esein § > 0 mit
| f(x) — f(a)] <e,undfolglich f(x) > ¢, furalex € Bs(a). Sei P = Bs;2(a) N Q.
Dann ist auch P nicht ausgeartet, und es gilt f > exp. Aus der Monotonie des
Integrals und 2.5(b) folgt fQ f >eu(P)>0.

2.11. Lemma. Sai f e £1(Q), und zu gegebenems > 0sei o wiein der Definiti-
ondesIntegrals 2.3.2. Ferner seien Z; baw. Z, zwei vertragliche o-feine Zerlegungen
zur selben Unterteilung (Q;)ice, mit den Stitzstellen & baw. »;. Dann gilt

D OIfE) — el mQ) < 2. (1)

icE

Beweis. Definiere Zerlegungen Z3 und Z4 zur selben Unterteilung und den neuen
Stitzstellen & bzw. »; durch

,_ )& falsf&) = f(), .| & fals &) < (i),
§551m falst@E) < ftm), M | fdlstE) = fam).

Dann sind auch Z3 und Z4 feiner as o, und es gilt nach Definition
f@&E) — f) = 11&) — Fm)l.
Nach dem Cauchykriterium 2.7.1 ist daher

Sz,(F) = Sz, (F) =D 1f &) — F )l w(Q) < 2e.

ieE

2.12. Satz. Wenn f: Q — R integrierbar ist, dann ist es auch die Funktion | |,
und es gilt die Integral-Dreiecksungleichung

%HSLM )

Beweis. Wir zeigen die Integrabilitat von | f | mit dem Cauchykriterium. Zu gege-
beneme > Owahlep wiein 2.3.2. Seien Z; und Z, zwei o-feine Zerlegungen, die wir
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nach 2.8 a's vertraglich, mit denselben Teilquadern Q; und Stutzstellen & bzw. n; an-

nehmen konnen. Dann gilt unter Verwendung von Dreiecksungleichung, umgekehrter
Dreiecksungleichung und Lemma2.11,

1S2. D = S D] = | X2 (T @)= 1T a)l) Q)

ieE
<) [FEN = 1F o] Q)
icE
<Y IfE) — foml u(Qi) < 2.
icE

WEeil ¢ > O beliebig war, ist | f | integrierbar.
Sei A=fQ f und B=fQ|f|.Zue > Owahle ¢ 50, dass |A — S;(f)| < & und

|B—Sz(|f])| < efiralleZ < o. Ausder Dreiecksungleichung und 2.1.1 sieht man
sofort

1S2(E) < S(| D).
Daher folgt

Al < |A-S(D]+|S(F)| e+ S(f) e+ |S(f)—B|+B=<2+B.
Dace beliebig war, ist |A] < B, wie behauptet.

2.13. Korollar. Snd f, g € £1(Q), dann sind auch die Funktionen max( f, g),
min(f, g), sowie f, := max(f, 0) und f_ ;= —min(f, 0) (genannt der positive bzw.
negative Anteil) integrierbar.

Beweis. Dasfolgt aus

1 _ 1
max(f, g) = E(f +g+I[f—g), min(f,g) = E(f +g—-1f-gh. (@

2.14. Integration vektorwertiger Funktionen. Eine vektorwertige Funktion f
= (f1, ..., % : Q — RX heif} integrierbar, wenn jede Komponente f/ von f
integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir das Integral als den Vektor fQ f =
(fo T4 .-, Jo ). Insbesondere ist damit auch die Integrierbarkeit und das Integral
komplexwertiger Funktionen erklart.

Wiein 2.6 sieht man, dass die integrierbaren Funktionen auf Q mit Werten im R*
einen reellen Vektorraum £1(Q; R¥) bilden, und dass das Integral Joi £HQ; RK) —
R¥ eine R-lineare Abbildung ist. Im Fall komplexwertiger Funktionen ist £1(Q; C)
sogar ein komplexer Vektorraum und das Integral ist komplex-linear, wie man sich
leicht Uberlegt. Als Analogon von Satz 2.12 haben wir das folgende Ergebnis.

2.15. Satz. Sei f: Q — RKintegrierbar und sei || . || eine beliebige Norm auf
RX. Dann ist auch die Funktion || f || integrierbar, und es gilt die Ungleichung

||/Qf||5/Q||f||- )

Beweis. Zu gegebenem ¢ > 0 wahle, filr jede Komponente f1 von f, ein 0j wie
in2.3.2,undsel o = min(os, ..., ok). Seien Z; und Z, zwei po-feine Zerlegungen von
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Q, die wir as vertraglich annehmen konnen. Dann gilt, ahnlich wie im Beweis von
2.12,

1S, = Sl D] = | X (1T @1 = 1 f el Q)|

ieE
< Y@= 1l #(Qi)
icE

<Y If@E) — fall 1(Qi)

icE

k
<Y D IfE) — ol gl 1w(Q)

iekE j=1

k k

=Y lgl Y1) — il w@) < (D lgl)-2e.
j=1 icE j=1

WEeil ¢ > Obeliebigwar, zeigt diesdielntegrierbarkeit von || f | nach dem Cauchykrite-

rium. Nunfolgt die Ungleichung (1) wieim Beweisvon 2.12 aus || Sz (f)|| < S| )

durch Grenziibergang.

83. Der Satz von Fubini

Ubersicht. Wir beweisen den Satz von Fubini, der die Berechnung eines Mehrfachintegrals als ite-
riertes Einfachintegral gestattet, und deshalb fiir praktische Rechnungen sehr wichtig ist. Weiter zeigen wir
die Integrierbarkeit von Funktionen des Typs f (x)g(y), und bestétigen die anschauliche Interpretation des
Integrals einer nicht negativen Funktion als Ma3 ihrer Ordinatenmenge.

3.1 Lemma. Seien P ¢ RPund Q C RY Quader, sei R = P x Q C RP*Y,
und sei o eine positive Funktion auf R. Fir jedesy € Q sa oY = o(—,y) die
Funktion x — o(x,y) auf P. Ferner sei fir jedesy € Q eine ¢Y-feine Zerlegung
ZY = (&, P”)icey von P gegeben. Definiere die positive Funktion o’ auf Q durch

o'(y) = minfo(&’, y) :i € EY). (1)
Sl Z' = (5, Qj)jer €ine o’-feine Zerlegung von Q, und definiere
Gi=&",n), Rj=P" xQ )

fur alle (i, j) € K := UjeF E" x {j}. Dannist Z = &ij» Rija.pek eine p-feine
Zerlegung von P x Q.

Beweis. Zunachst ist Z eine Zerlegung von R, denn

R=PxQ=Px|Jo=JPxQ)=JUP"xQ= {J Ry

jeF jeF jeFicE" (i,j)eK
und dass die R;j fast disunkt sind, folgt sofort aus der relativen Digunktheit der F’iy
und der Q;. Nun zeigen wir Z < o, also
Rij C Boij (&ij)-
Seiz=(X,Yy) € Pi'7j x Qj = R;j. Dann gilt, weil wir die Maximumnorm verwenden,
1z —Gijl = (X, y) — ", )| = max(Ix — &" [, |y — nj).

Dax € B" C By, (&™), gilt x=§"| < (" n) = o(sij). Weiter isty € Q; C

o
By/(ny (), und somit

ly —nil <o’ (i) <e@&",n) = o)),
nach Definition von o’. Daraus folgt die Behauptung.
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3.2. Satz von Fubini far Quader. Seien P ¢ RP und Q ¢ RY kompakte Quader
undsei f € £Y(P x Q). Fir jedesy € Q sai dieFunktion f¥Y = f(—, y) Uber P inte-
grierbar. Dannist die Funktion g(y) := [, f¥ = [5 f(x, y) dx Uber Q integrierbar,

und es gilt
/g:[ (/ f(x,y)dx)dy:/ f. )
Q Q P PxQ

Analog gilt: Wenn fir jedes x € P die Funktion fy = f(x, —) Uber Q integrierbar
ist, dannist h(x) = fQ fy = fQ f(x, y) dy Uber P integrierbar, und es gilt

/P</Qf(x,y)dy>dx:fPXQ f. @)

Beweis. Aus Symmetriegriinden genugt es, (1) zu beweisen. Sei A = fpr f
und sei ¢ > 0 beliebig gegeben. Wir miissen zeigen, dass es eine positive Funktion
o’ auf Q gibt, sodass |Sz/(g) — Al < ¢ dilt, fir alle Zerlegungen Z' < o’ von Q.
Die Beweisidee ist, eine geeignete Zerlegung Z von P x Q zu finden und dann die
Dreiecksungleichung zu verwenden:

1S2:(9) — Al < |S2(9) — S(D)] + [ S (F) — Al (©)

Hier wird der zweite Term deswegen beliebig klein, weil f integrierbar und A das
Integral von f ist. Wahle also zunachst eine positive Funktion o auf P x Q so, dass
|Sz(f) — A] < ¢ fur ale p-feinen Zerlegungen Z von P x Q. Nun wahle, fir jedes
y € Q, eine Zerlegung ZY von P so, dass ZY < oY und noch so fein, dass | Syy (fY) —
g(y)| < e. Dasist moglich, weil ja nach Voraussetzung fY € £1(P), mit Integral
g(y). Zu diesen Zerlegungen ZY definiere nun o’ wiein 3.1.1, und sei Z’ eine ¢’-feine
Zerlegung von Q. Weiter sei Z dieaus Z’ und den ZY wiein Lemma 3.1 konstruierte
o-feine Zerlegung von P x Q. Dannist |Sz(f) — Al < ¢, und weiter, weil u(R;j) =
n(P"Mm(Qy),

1S2(@ - S2(D] =Y gmpr@) = 3 D f@puRy)
jeF jeF icE"
<Y g = Y f@puP™| Q)
jeF icE"
= " lat) — Szu (FM)|u(Q))
jeF

<Y en(Q) = eu(Q.

jeF

Also folgt nun aus (3), dass |S7/(g) — Al < eu(Q) + & = (1 + u(Q)), und weil ¢
beliebig war, die Behauptung.

3.3. Bemerkung. Die vorstehende Version des Satzes von Fubini I&sst sich noch
verbessern. Die Voraussetzung der Integrierbarkeit von fY fir alley € Q ist namlich
fur fast alle y (d.h,, fur dley € Q mit Ausnahme einer Nullmenge N, siehe 5.9)
automatisch erfullt. Definiert man dann g(y) fur y € N irgendwie (z. B. durch 0),
dann gilt wieder [, 9= [, f, siehe5.14.
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3.4. Korollar. Sei Q = [al, b'] x ... x [a", b"] ein kompakter Quader und f
eine stetige Funktion auf Q. Dann ist

b bt
/Qf:fan ((/ﬁ11 foxh .., x)dxl)...)dx.

Dabei kommt es auf die I ntegrationsreihenfolge nicht an.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n. Fir n = 1 ist nichts zu
beweisen. Nun gelte die Formel fur n — 1. Nach Satz 2.9 ist f integrierbar. Weiter ist
fir jedesy e [a", b"] die Funktion fY(x!, ..., x" 1) = f(x, ..., x" 1, y) stetig auf
P =[al, b'] x ... x [a"%, b""1] und damit integrierbar. Also ist nach dem Satz von
Fubini

b" p"
/ f=/ (/ fy)dy=/ (/ f(xl,...,x“—l,x”)dxl...dx”—l)dx“,
Q an P an P

und die Behauptung fol gt nach Induktionsannahme. Dass es auf die Integrationsreihen-
folge nicht ankommt, sieht man durch wiederholte Anwendung von 3.2.1 und 3.2.2.

3.5. Beispiele. (a) Durch geschickte Wahl der Integrationsreihenfolge kann man
sich oft die Arbeit erleichtern:

1 2 ) 2 1 ) 2 1 ,
/ (/ x3exydx)dy=/ x3dx(/ eV dy) =/ dx(x3 - ﬁexy
0 1 1 0 1

2 1
:/ x(€ —1dx = =(e*"—e—23).
1 2

1

)

0

(b) Aus der Existenz der iterierten Integrale folgt nicht, dass sie gleich sind: Ein
Beispiel ist die Funktion f: [0, 1] x [0, 1] — R,

X2 — 2
———— firx>0undy > 0,
1 furx =0undy > 0,
f(x,y) =
-1 furx > Oundy =0,
0 furx=0undy =0.

Details als Aufgabe!
(c) Ausder Existenz und Gleichheit der iterierten Integrale fol gt nicht die Existenz

des Integrals: Betrachte dazu die Funktion 3
2xy

— = fals(x, 0.0,
f(x»y)=i(xz+y2)2 s(x,y) # (0,0
0 falls (x, y) = (0, 0),

auf dem Rechteck R = [—1, 1] x [—1, 1] ¢ R? Dann it fir jedesy € [—1, 1] die
Funktion fY tber [—1, 1] integrierbar. Fir y = 0 ist das klar, denn % = 0 nach
Definitionvon f,und fir y # 0ist

1 xydx

= fY(x)dx = —~ —_dx =0,
acy) /[_1’1] (x) L 02+ 22
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weil der Integrand eine ungerade Funktion von x ist und das I ntegrationsintervall sym-
metrisch zum Nullpunkt liegt. Aus Symmetriegrindenist analog h(x) = [_11 fx(y) dy
= 0. Also existieren dieiterierten Integrale und sind gleich:

1 1 1
f(/ f<x,y)dX)dy=f g(y)dy=0
-1 J-1 -1
1 1 1
:/ h(x)dx=/ (/ f(x,y)dy)dx.
-1 -1 3J-1

Trotzdem ist f nicht Uber R integrierbar, denn sonst misste nach dem nachsten Pa-
ragraphen bewiesenen Satz 4.1(a) f auch Uber das Teilquadrat R, = [0, 1] x [0, 1]
integrierbar sein. Hier ist nun, fur festes y €]0, 1], fY tUber [0, 1] integrierbar mit

Integral
1 1 2xy 1 y
= V=] ——=dx==-———,
o) /o /o(x2+y2)2 y 1+y?

und fir y = Oist wieder g(0) = fol 0 = 0. Nach dem Satz von Fubini ist daher die
Funktion g tUiber [0, 1] integrierbar. Die Funktion y — y/(1 + y?) ist auf [0, 1] stetig
und somit integrierbar. Also folgt nun, dass die Funktion

} furo <y <1,
p(y) =Y

0 fury=0,

Uber [0, 1] integrierbar ist. Das ist aber, wie aus Analysis 1 bekannt, nicht der Fall,
Widerspruch!

Wir zeigen nun die Integrierbarkeit von Funktionen des Typs f (x)g(y) Uber P x Q
unter der Voraussetzung, dass f Uber P und g Uber Q integrierbar ist. Dazu erst ein
Lemma:

36. Lemma. Sei R= P x Q C RP x RY ein nicht ausgearteter Quader.

(@) Sai o ene positive Funktion auf R und sei Z = (&k, Rokek €ine o-feine
Zerlegung von R. Dann gibt es Unterteilungen (P)ice von P und (Qj)jer von Q
sowie Punkte ¢ij € R, sodass

Z' = (&ij. B x Qj)q.jeExF @)

eine po-feine Zerlegung von R ist, und die Riemannschen Summen beziiglich Z und Z’
dieselben sind:

Sy(h) = Sz/(h) fir alle Funktionen h auf R. 2
(b) Sai speziell o(x, y) = min(e1(X), e2(y)) mit positiven Funktionen o1 auf P und

02 auf Q. Sei Z’ wiein (1) und seien &;; und »;; die Komponenten von &;; in P und Q.
Ferner sei ¢: E — F eine beliebige Abbildung. Dann ist

Z1(9) = (i) PicE 3

einep;-feine Zerlegung von P. Analog liefert eine Abbildung v : F — E eineg,-feine
Zerlegung Zo(yr) von Q.
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Beweis. (a) Da die ausgearteten Quader unter den R¢ keinen Beitrag zur Rie-
mannschen Summe liefern und nach Lemma 1.4 auch in der Unterteilung weggelas-
sen werden konnen, nehmen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass alle
R« nicht ausgeartet sind. Wir wahlen nun Zerlegungen (P,)ice von P und (Qj)jer
sowie Teilmengen Ex ¢ E und Fx ¢ F wiein Lemma 1.6. Dann gibt es zu jedem
(i,j) e ExFgenaueink =K(, j) e Kmit (i, j) € Ex x F,ds0 P x Q; C R«.
Setzen wir &ij = {k,j), S0 ist die durch (1) definierte Zerlegung Z’ von R feiner als
o0; denn

P x Qj CRC BQ(Zk)(é‘k) = BQ({ij)(;ij)'

Schliefdlichfolgt die Eigenschaft (2) aus 1.6.1 und 1.6.2 und der Additivitat desInhalts:
Sy =) h@uR) =Y h@w) Y. wPxQ)

keK keK (i,j)GEkXFk

= > h@puP x Q) = Sz(h).

(i,j)eExF
(b) Sei x € B und j = ¢(i). Wahit man ein beliebigesy € Q;, soist
[X —&ij| < max(|x —&jl, |y —nijD =1X, ¥) — Gij, nip| < oij, mij) < 01(ij)
nach Definition von g, und weil wir die Maximumnorm verwenden.

3.7. Satz. Seien P ¢ RPund Q ¢ RY Quader und f € £Y(P) und g € £1(Q).
Definiere die Funktion f ® g auf P x Q, genannt das Tensorprodukt von f und g,
durch (f ® g)(x,y) = f(x)g(y). Dannist f ® g € £X(P x Q) und esgilt

/PXQ<f®g>=(fPf)(/Qg). M

Beweis. Zunachst geniigt es, des Satz fur den Fall zu beweisen, dass P und Q nicht
ausgeartet sind; denn auf einem ausgearteten Quader ist jede Funktion integrierbar
mit Integral Null (Aufgabe!). Indem wir f und g in positiven und negativen Anteil
zerlegen, konnen wir wegen 2.13 ohne Beschrankung der Allgemeinheit f und g as
nicht negativ annehmen. Sei A= [, f und B = fQ g, und sei ¢ > 0 gegeben. Wahle
positive Funktionen o1 auf P und o, auf Q wie in der Definition des Integrals, und
definiereo: P x Q — R, durch o(X,y) = min(o1(X), 02(y)). Weiter sei Z eine
o-feine Zerlegung von P x Q. Nach Lemma 3.6(a) konnen wir annehmen, dass Z die
Form Z = ((&j, mij), P x Qj),j)eexr hat, wobei (P,)ice und (Q))jer Unterteilungen
von P bzw. Q sind.

Da E und F endlich sind, gibt es Abbildungen ¢ : E — Fund ¢, : F — E,
sodass

fGEie i) < FE) < FGie.a), (2
9My_(i.i) < 9Mij) < Iy j).i) 3

furalei € E, j € F. Sdien Zf = Z;(p) und analog Z;5 die dadurch wie in 3.6(b)
definierten Zerlegungen von P und Q. Dann folgt aus (2) und (3)

S (HS2, @ = (X FEe- o) (290 0.01(Q))
ieE jeF

< Y fEHImPrPIRQ) =S(fog, @

(i,j)eExF
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und analog
S(f®09) = S ()5S (9). ()

Andrerseitsist
Spp()=A+el,  Sp(@=B+e,

mit |ski| < e. Setzt man diesin (4) und (5) ein, so ergibt sich leicht
1S2(f ® 9) — AB| < e(A+ B +¢),
und weil ¢ > 0 beliebigwar, ist f ® g integrierbar mit Integral AB.

3.8. Definition (integrierbare Mengen, Ordinatenmenge). Die charakteristi-
sche Funktion einer beliebigen Teilmenge M C R" ist

1 falsx e M,
0 falsx ¢ M.

Sei Q ein kompakter Quader. Eine Teilmenge M C Q heifdt integrierbar, falls xu
Uber Q integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir das Mal3von M als

00 = |

(M) =/QXM. 1)

Inshesondereist wegen 2.6.2 Q selbst integrierbar, und dasMal3von Q ist derin 1.1.2
definierte Inhalt . (Q). Wir werden spater (Satz 5.5(d)) sehen, dass die I ntegrierbarkeit
und das Mal3 von M nicht von der Wahl des M enthaltenden Quaders Q abhangen,
Uber denin (1) integriert wird.
Fur eine nicht negative Funktion g auf Q definieren wir die Ordinatenmenge von
gads
0(9) :={(x,y) e Q xR: 0=y =<g(x}cCR™.

Der folgende Satz besagt: Das Integral einer beschrankten Funktion ist, der Anschau-
ung gemal3, genau das Mal3 der Ordinatenmenge. Die Voraussetzung der Beschrankt-
heit von g ist nicht wesentlich, siehe 7.5.

3.9. Satz. Sai g > 0 eine beschrankte Funktion auf Q. Dann sind aquivalent:
(i) ge £HQ);
(ii) DieOrdinatenmenge O(g) ist integrierbar.
Snd diese Bedingungen erflllt, dann ist

/Q g = 1(0(g). 0

Beweis. (i) = (ii): Seietwa0<g<Cundsei R:= Qx Pmit P =[0,C].Zu
gegebenem ¢ > Owahle o;: Q — R, wiein der Definition des Integrals und setze
o(X,y) = min(p1(X), ), fir (x,y) € R. Ferner sei f = yxo(q) die charakteristische
Funktionvon O(g). Nun sei Z eine p-feine Zerlegung von R, diewir nach 3.6(a) in der
Form 3.6.1 annehmen konnen. Seien ¢ : E — F wiein3.7.2und séi ¢ = g(& . ())-
Danngiltdlso 0 < ¢ < cﬁ < C, und die Zerlegungen Zf = Z1(p+) sind nach
Lemma 3.6(b) ¢1-feine Zerlegungen von Q. Ferner sei

1 fallsy; < 9(&),
& = TG mp) = {o fallsn > 9(6))
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sowie N
a?:: 1 fd|$n” < q
! 0 fdlSn” >'C?.

Danngilta; < aj < afjr und daher

Y anP) <Y aju(P) <y atuP).

jeF jeF jeF

Fur festesi € E betrachte die konstante Abbildung ¢ : F — E, ¥(j) = i. Nach
Lemma3.6(b) ist Zo(v) = (nij, Pj)jer einee-feineZerlegung von [0, C]. Wir konnen
die P, in aufsteigender Reihenfolge durchnummerieren, also etwa P; = [y;_1, ;] und
0=1Yyo<y1 <...<Yp= C annehmen. Die e-Feinheit von Z,(y) besagt dann
Inij — Yj—1l < eund|ni; —yj| < e, undimplizierty; — y;_1 < 2s.

Falsy; < ¢ —e,soistnj < ¢ unddaherista; = 1. Sei k der grofite unter
deniIndizes j € {0, ..., p}, sodassy; < ¢ — e. Danngilt yx > ¢ — 3¢; denn ware
Yk < C —3e, dannware Y1 = (Ykp1 — Vo) + Yk <26 +C —3e =¢ —e¢,im
Widerspruch zur Definition von k. Nun folgt

k
DoaiuP) = 10— Y- =Yz ¢ — 3 )
jeF j=1

Eine ahnliche Uberlegung zeigt

Y oatu(P) < +3e. €)

jeF

Daher folgt durch Multiplikation mit 1 (Q;) und Summation Uber i € E:

S2(@) — 3em(Q) = Y (G —39m(Q) = D (D a;u(P))u(Q)

icE iecE jeF

=3 (D aunP)) @) = s:(h)
icE jeF

= (X au®))u@Q) = Y@ +3m(Q)
icE jeF ieE

= S;:(Q) + 3eu(Q).

Wegen Z; < o1 ist weiter S2:(9) — [o 9] < & und somit folgt |Sz(f) — [, 9] <
e(1+ 3u(Q)). Dieszeigt die Integrierbarkeit von f und die Formel (1).

(i) = (i): Furjedesx € Qist fy diecharakteristische Funktion von [0, g(x)] C
[0, C]. Daher (vgl. Beispiel 2.5(b)) ist fx Uber P integrierbar mit Integra [, fx =
g(x), und nach dem Satz von Fubini folgt g € £1(Q).
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84. DieKonvergenzsatzefir Integrale tber Quader

Ubersicht. In diesem Abschnitt beweisen wir die fundamentalen Konvergenzsitze der Lebesgue-
schen Integrationstheorie: den Satz von der monotonen Konvergenz 4.4 und den Satz von der majorisierten
Konvergenz 4.7. Diese Sétze gestatten die Vertauschung von Limes und Integral unter sehr schwachen
Bedingungen, und ohne sie geht gar nichts.

4.1. Satz. Sai f eine Funktion auf dem Quader Q.
(@ Ist f Uber Q integrierbar, dann auch Uiber jeden Teilquader P C Q, und es

gilt
/P'f'fo'f" @)

(b) Umgekehrt sei (Pj);cr €ine Unterteilung des Quaders Q und sei f fir alle
j € F Uber P, integrierbar. Dannist f tber Q integrierbar und es gilt

/szz f @

jeF P;

Beweis. (a) Nach 1.8 gibt es eine Unterteilung P; von Q, sodass P = P einer
der Teilquader ist. Wir zeigen die Integrierbarkeit von fi := f |P, mit dem Cauchy-
kriterium 2.7. Zu gegebenem ¢ > 0 wahle eine positive Funktion ¢ auf Q, sodass
|Sz(f) — Sz (f)] < ¢ fur ale o-feinen Zerlegungen Z und Z’ von Q. Nun seien Zy
und Z; zwei o-feine Zerlegungen von Py. Fir jeden Index j # k in F wahle eine
o-feine Zerlegung Z; von P;, und fuige Zy bzw. Z; mit den tbrigen Z; zu Zerlegungen
Z bzw. Z' von ganz Q wiein 2.1 zusammen. Dann sind Z und Z’ wieder o-fein, und
esfolgt

e > 1S2(H) = S(D)l = [Se (o + () S, () = Sz (o — (Y S(1)))|
j#k j#K
=S, (f) = S (fl.

Alsoist fy integrierbar. Die Abschéatzung (1) folgt aus (2) angewandt auf | f .

(b) Sei wieder ¢ > 0 gegeben, und sei Aj = fp,- f. Fur jedes j € F wéhle eine
positive Funktion o; auf Pj, sodass |Sz(fj) — Aj| < ¢ fur ale Zerlegungen Z < g;
von P;. Fir jedesx € Q sei

§(x) =inf{d(x, P) : x ¢ P, j € F}

das Infimum der Abstande von x zu allen Quadern P;, in denen x nicht liegt. Wegen
der Endlichkeit von F ist §(x) positiv oder +oo (als Infimum der leeren Menge), falls
x inallen P; liegen sollte. Jedenfalls gilt

BsowX) NP =90 furx ¢ P. (©)]
Nun definiere die positive Funktion o auf Q durch
o(X) :=min{§(x), 0j(X) : X € Pj, j € F},
und betrachte eine o-feine Zerlegung Z = (&, Qi)ice Von Q. Fir jedes j € F sei

Ej Z={i€EZ§‘i€Pj}. (4)
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Dann gilt
QNP =9y firi¢E;. (5)

Inder Tat ist Qi C By (&), weil Z feiner as o ist. Andrerseitsist o(&) < §(&)
nach Definition von o. Weiter folgt ausi ¢ E;j nach (4), dass & ¢ P, und daher sogar
Bs(e) (&) N Py = @ nach (3).

Wir behaupten nun, dass Z; := (&, P, N Qj)icg, €ine gj-feine Zerlegung von P,
ist. Zunachst sind nach Definition von E; die Stitzstellen &; furi € E; wirklichin P;.
Weiter ist klar, dassdie P, N Q; fast diunkt sind, denn die Q; sind es. Wir zeigen

U®rnQy=nr. (6)

iEEj

Dabei ist dielinke Seitetrivialerweisein der rechten enthalten. Umgekehrt sei x € P,.
WEeil Q die Vereinigung der Q; ist, gibteseini € Emitx € Q;. Dannistaberi € Ej,
denn sonst ware Q; N P; nach (5) leer. Damitist x in der linken Seite von (6) enthalten.
Schlieflichist o|P; < oj und somit folgt Z; < ¢j aus Z < o.

Wir betrachten jetzt die Riemannschen Summen zu den Zerlegungen Z und Z;
und behaupten

S(f)=>_ S (fp. (7)
jeF

Zum Beweis dieser Formel beachte, dass 1 (Q; N Pj) = Oflri ¢ E; wegen (5), und
somit wegen der Additivitéat des Inhalts

DS (=) Y fEu@ENQ)=> > fEuwP NQ)

jeF jeF i€E; jeF ieE
=> > fEuPNQ)=> fE)D wPNQ)
icE jeF ieE jeF
=Y FERQ) = S(f).
ieE

Schliefdlich folgt nun mit (7) und der Dreiecksungleichung

1S2(F) = Y Al =D 1S (f) — A < e Card(F),

jeF jeF

und daraus die Behauptung, weil ¢ > 0 beliebig war.

Bemerkung. Hiermit ist folgendes noch nicht bewiesen: Wenn f ¢ £(P) und
P in einem grofReren Quader Q enthalten ist, dann ist die Nullfortsetzung von f
Uber Q integrierbar mit demselben Integral. Dies werden wir erst am Ende dieses
Paragraphen (4.11) zeigen kdnnen. Die Schwierigkeit liegt darin, dass der Rand von
P fur n > 1 nicht mehr endlichist, und daher die Einschrankung von f auf den Rand
nicht beschrankt zu sein braucht.

4.2. Partielle Zerlegungen. Sei Q ein Quader. Eine partielle Zerlegung von Q
ist eine endliche Familie Z’ = (&, Qj)icr/, Sodassdie & in Q liegen, und die Q; fast
digiunkt sind. Der Unterschied zu einer Zerlegung ist aso nur, dass die Vereinigung
der Q; nicht ganz Q sein muss. Ist ¢ eine positive Funktion auf Q, so heildt Z’ feiner
alsp, wenn 2.1.2 fur dlei € E’ gilt. Partielle Zerlegungen tauchen beim Beweis des
Satzes von der monotonen Konvergenz auf.
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Wir behaupten, dass jede o-feine partielle Zerlegung durch Weglassen gewisser
Teilquader und Stitzstellen aus einer o-feinen Zerlegung von ganz Q entsteht, an-
ders ausgedriickt: Jede partielle Zerlegung lasst sich durch Hinzunahme geeigneter
Teilquader und Stitzstellen zu einer o-feinen Zerlegung erweitern. Zum Beweiswahle
zunachst (nach 1.8) eine Unterteilung (Q; )ice von Q mit E’ C E. Fir jeden Teilquader
Qj (j € E~FE’) sal Z; eine o-feine Zerlegung von Q;. Dann hat die Zusammenset-
zung der Zerlegungen Z; (j € E ~ E’) mit den jeweils nur aus einem Teilquader und
einer Stutzstelle bestehenden Zerlegungen (&, Qi) von Q; (i € E’) die gewiinschte
Eigenschaft.

4.3. Lemmavon Henstock. Sei f € £1(Q). Zu gegebeneme > 0 sei o eine po-
sitive Funktion auf Q wiein der Definition desIntegrals2.3.2, also | Jo f—S(f)] <e
fur alle Zerlegungen Z < ¢. Sai Z' = (&, Q))iee €ne partielle o-feine Zerlegung.
Dann gilt

Yoo Jf-f@E)| < 2. @)

ice’ Y Qi

Beweis. Nach 4.2 gibt eseine p-feine Zerlegung Z = (&, Qi)ice VOn ganz Q mit
E’ ¢ E. Well inder Summe (1) nur nicht negative Terme vorkommen, geniigt es also,
(2) fur E an Stellevon E’ zu beweisen. Definieredie Funktion g; auf Q; durch g; (x) :=
| f(x)— f(&)|.Nach Satz 4.1, Satz 2.6 und Satz 2.12istdann g, € £*(Q;). Daher gibt
es zu jedem o > 0 eine positive Funktion ¢; auf Q;, sodass | fQi g — S (%)] <«
fur jede Zerlegung Z;j < o; von Q;. Wahle nun fur jedesi € E eine Zerlegung
Zi < min(gi,Q|Qi) von Q;. Dann folgt, wenn etwa Z; = (nij, Pij)jer

[o=|[o-s@|+s@=arTlimn-fchke). @

ieF

Summiere (2) Uber alei € E:

3 /Q g <aCadE)+ Y > [f(m) — f &Py, k)

icE icE jek

und definiere zwei vertragliche o-feine Zerlegungen Z’ und Z” von Q folgenderma-
[3en: Die von beiden beniitzte Unterteilung ist die Zusammensetzung der Unterteilun-
gen zuden Z; (siehe 1.2), also (Rj),jex Wobei dieIndexmenge K durch

K =i} x F,
ieE
gegeben ist, und die Stitzstellen sind si’j = & bzw. éi’j’ = ni; wie oben. Wegen
Zi < Q|Qi ist klar, dass Z’ und Z” feiner as ¢ sind. Die auf der rechten Seite von

(3) auftretende Doppelsummeist danngerade ) ", | T (&) — T (&)1 (Po), und daher
nach 2.11 kleiner als 2¢. Esfolgt

> | g <aCard(E)+ 2.
icE Y Qi

Weil o > 0 beliebig war, folgt die Behauptung fur « | O.
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4.4, Satz von der monotonen Konvergenz (B. Levi). Sa Q ein Quader, sai ( fy)
€ine monoton wachsende Folge von integrierbaren Funktionen auf Q, die punktweise
gegen eine Funktion f auf Q konvergiere:

fix) < fHLbx) <... und I(Iim fk(x) = f(x) furallex e Q.

Die (dann ebenfalls monoton wachsende) Folge der Integrale Ay = fQ fx sei be-

schrankt und somit konvergent, etwa limy_, o Ax = A. Dannist f Uber Q integrierbar
und es gilt fQ f = A, man darf also Limes und Integral vertauschen:

[ m =i [ e
Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben. Wahlel € N so, dass
A—eg< A <A 2

Fur jedesk € N wahle eine positive Funktion g auf Q so, dass fur alle Zerlegungen
Z von Q gilt

Z<oo = |s(fo-Ad <5 3

Dasist moglich, weil nach Voraussetzung fy integrierbar ist mit Integral Ax. FUr jedes
x € Q wahleeinen Index v(x) € N mit v(x) > | und

0<f(x)— fLn(X) <e. (4)

Dasist wegen fi(x) 1 f(x) moglich. Nun definiere ¢ auf Q durch
0(X) = v (X), ©)
und betrachte eine p-feine Zerlegung Z = (&, Qj)ice Von Q. Wir missen |Sz () — A|
abschatzen. Dazu setzen wir n; ;= v(&) furi € E, schreiben mit der Dreiecksunglei-

chung
|S2(f) — Al < |S2(f) —B|+|B—C|+|C - A

, (6)
wobel

Bi=) fa)u(@Q), Ci=) [ f,

ieE icE Y Qi
und schatzen die in (6) rechts stehenden Terme einzeln ab. Zunachst ist, weil f > fi
und wegen (4)
0<S(f)—B=) (f&) — fn(E))u(Q) <D eu(Q) = eu(Q).

ieE ieE

Weiter gilt wegen fQi fk(€) = fk(©®)u(Qi) und der Integraldreiecksungleichung,

B-cl=| Y (heu@ - [ nl=[2 [ (n-f0e©)

ieE

< Z‘~/Q. (fni - fni(gi))) = Z/(;. |fni — fni(§i)| =: (%).

iceE icE
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Zur Abschatzung von (x) zerlegen wir zunéchst die Indexmenge E = |, ; Ex, wobei
Ex = {i € E:n = k}. Weil E endlich ist, gibt eseinm € N mit Ex = ¢ fir ale
k > m. Damit |asst sich (%) schreiben als

m

)=y Z/ | fic — fu&))-
k=1 ieEg i

Nun bildet (&, Qi)icg, €ine ox-feine partielle Zerlegung von Q, denn fiir i € Ey ist

ni = v(&) = kund folglich Qi C By, (&) = By (&) wegen (5). Also folgt nach
(3) und Lemma 4.3, dass

o = f)| = 2

ieEx Qi

und damit weiter

¢ X &
B-C| < < 2 _ < 2— = 2¢.
| |_<*>_; Zk_; =2

Schliefdlichistl < v(&) = ny < mfuralei € E, und daher wegen (2), der Monotonie
der Folge fx und 4.1(b),

A—8<A|:/f|zz f|
Q

icE Y Qi
=y fni=c:szf fm=/fm=AmsA,
icE Y Qi icE i Q

sodass |C — A| < &. Nun ergibt sich insgesamt
\Sz(f) - A| < ep(Q) + 26 + & =B+ u(Q)),

und weil ¢ beliebig war, folgt die Behauptung.

4.5, Korollar. Sai (fx) eine monoton fallende Folge von Uber Q integrierbaren
Funktionen, die punktweise gegen eine Funktion f auf Q konvergiere. Die Folge der
IntegralefQ f, sei beschrankt. Dannist f € £1(Q) undesgiltfQ fi = lime oo fQ fi.

Beweis. Wende den Satz von der monotonen Konvergenz auf die Folge (— fi) an.

4.6. Korollar. Seien f, € £1(Q) nicht negative Funktionen. Die Reihe f (x) :=
> ko fk(x) sei fur allex € Q konvergent. Ferner sei A= 2 [, fc < co. Dann
ist f e £(Qund A= [, f.

Beweis. Wende den Satz von der monotonen Konvergenz auf die Folge Z}‘:O fj
der Partialsummen an.

4.7. Satzvon der majorisierten Konvergenz (H. Lebesgue). Sei (fy) eineFolge
integrierbarer Funktionen auf einem Quader Q, die punktweise gegen eine Funktion
f auf Q konvergiere. Es gebe eine Funktion g € £1(Q) mit | f(x)| < g(x) fur alle
x € Q.Dannist f € £1(Q) und esgiIth f =lime oo fQ fi.
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Beweis. Setze gk(X) := sup{ fj(x) : j > k}. DieZahlenfolge f; (x) ist konvergiert
und somit beschrankt, sodass das Supremum existiert. Weiter ist (Aufgabe!) gk(x) =
limy_ o0 Ok (X) Wobei gy (X) 1= max( fi(X), ..., fiu (X)).Nach2.13giltgy € £X(Q).
Bei festem k bilden die gy (x) offenbar eine monoton wachsende Folge: gy (X) <
Ok 1+1(X) < ..., und esgilt —g(X) < gu(X) < g(x), also

/9k|§/9=1M-
Q Q

Daher ist nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gy = lim_ o gy € £1(Q).
Die gk sind andrerseits monoton fallend und limy_, o, gk(X) = f(X), weil die Folge
fk(X) gegen f (x) konvergiert. Ferner ist ge(X) > g (X) > —g(x) und somit fQ Ok >
—M. Daher ist nun, nach 4.5, f € £(Q) und

f = 1lim / Ok-
Analog zeigt man, dass hy(x) = inf{fj(x) : j > k} integrierbar ist und fQ f =
lHMks oo fQ hx. Daschliefdlich hy < fyx < gk (klar nach Definition), folgt

/hkS/ka/Qk
Q Q Q

und daraus fir k — oo die Behauptung.

4.8. Beispiel. Wenn ( fy) eine punktwei se konvergente Folgeintegrierbarer Funk-
tionen ist, so ist im Allgemeinen Limes und Integral nicht vertauschbar, selbst wenn
die Grenzfunktion integrierbar ist. Das sieht man am Beispiel Q = [0, 1] und

k furO<x < },
fk(¥) = k

0 sonst.

Diese Folge konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion, aber jQ fx = 1fir ale
K.

4.9. Satz. Seien f,g € £1(Q)undsei f beschrankt. Dannistauch fg e £1(Q).

Beweis. Wir behandeln erst den Spezialfall, dass f und g beschrankt sind, etwa
durch C > 0. Fur vertragliche Zerlegungen Z = (&;, Qj) und Z' = (n;, Qj) gilt dann

S2(19) — Sz(fo)] = | D (F&)9E) — fn)gm)w(Q)|
= > (If@e@) — fEgmm| + | f@am) — Fongm|)u(Q)
<C- Y 19GE) — gm)Ir(Q) +C- D 1 E) — Fm)un(Q).

Hierausfolgt die Integrierbarkeit von fg nach Lemma2.11 und dem Cauchykriterium
2.7.

Nun sei g nicht notwendig beschrankt. Durch Zerlegung in positiven und negativen
Anteil (vgl. 2.13) sieht man, dass es genligt, den Fall g > 0 zu betrachten. Setze
gk = min(g, k). Dann ist gx € £1(Q) beschrankt und integrierbar, also auch fgy
nach dem schon Bewiesenen. Ferner gilt limy_. . fogx = fg punktweise und | fgx| <
Cok < Cg € £Y(Q). Also ist fg nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz
integrierbar.

-
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4.10. Satz. Sai f eine Funktion auf Q, die imInnern von Q verschwindet. Dann
ist f € £(Q) und Jof=0

Beweis. Wir kdnnen Q nicht ausgeartet annehmen, denn auf einem ausgearteten
Quader ist jede Funktion integrierbar mit Integral 0. Sei zuerst wieder f beschrankt,
etwadurchC > 0,undsei Q = ]‘[}‘:l[aj, bl] sowies = min(b'—al, ..., b"—a") die
Lange der kleinsten Seitevon Q. Fir eine €]0,8/2[ sei Q° = [][_,[al + &, bl —¢]
der nach innen um & geschrumpfte Quader, und sei Z = (&, Qi)ice €ne e-feine
Zerlegungvon Q. Fernersel F ={i e E: & ¢ Q°}. Furi e Fistdann Q; N Q¢ C
B. (&) N Q° = @. Daher bildet Q° zusammen mit den Q; (i € F) eine fast digunkte
Familie von Teilquadern von Q und folglich gilt nach 1.9

> Q) < Q) — u(Q).

ieF
Weiter ist
w(Q — (@) =[] —a) -] —al —2¢) = ¢he)
1 1

ein Polynom vom Grad n ohne konstanten Term, sodass eine Abschatzung |h(e)| < M
mit einer geeigneten Konstanten M fir alle e €]0, §/2] existiert. Damit erhalten wir

1S2(D) <D 1FEN Q) <C- > u(Q) <C-eh(e) <C- M &
ieF ieF
Daszeigt f € £X(Q)und [, f =0.

Nun sei f nicht notwendig beschrankt. Durch Zerlegung in positiven und nega-
tiven Antell geniigt es, den Fall f > 0 zu betrachten. Dann sind die Funktionen
fkx = min( f, k) beschrankt und verschwinden auf Q°, sind also integrierbar mit Inte-
gral 0. Weiter ist f der punktweise monoton wachsende Limes der fy. Nun folgt die
Behauptung aus dem Satz von der monotonen Konvergenz.

4.11. Korollar. Sden P ¢ Q Quader undsei f € £1(P). Setze f fort zu einer
Funktion f auf Q durch f(x) := Ofir x € Q ~ P. Dannist f € £'(Q) und esgilt

f=/f
Beweis. Nach 1.8 gibt es eine Unterteilung von Q, die aus P und gewissen wei-

teren Quadern P, besteht. Dann verschwindet f auf alen F’J ist also nach 4.10 Uber
P, integrierbar. Nun folgt die Behauptung aus 4.1(b).

85. Integration Uiber den R"

Ubersicht. Wir dehnen die bisher entwickelte Integrationstheorie auf Quadern — elementare Eigen-
schaften, Satz von Fubini, Konvergenzsatze — durch einen Ausschopfungsprozess auf den ganzen R" aus.
Ferner definieren wir unwesentliche Funktionen und Nullmengen (5.9) und beweisen verbesserte Versionen
des Satzes von Fubini (5.14, 5.15) und der Konvergenzsatze (5.13), bei denen die Voraussetzungen auf ein
Minimum reduziert sind.

5.1. Lokal integrierbare und integrierbare Funktionen. Eine Funktion f :
R" — R heil3 lokal integrierbar, wenn sie Uiber jeden kompakten Quader Q integrier-
bar ist. Zum Beispiel ist nach Satz 2.9 jede stetige Funktion auf R" lokal integrierbar.
Wir bezeichnen mit

L= 2L (R

loc
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die Mengeder lokal integrierbaren Funktionen auf dem R". Fir einelokal integrierbare
Funktion f definieren wir die

vi(f) = sup{ /Q | f]: Q kompakter Quader}, (D)

wobel dies formal als co zu betrachten ist, falls die unter dem Supremum stehende
Menge reeller Zahlen unbeschrankt ist. In jedem Fal ist also vi(f) € [0, 0] =
[0, oo U {oo}. Firr den Umgang mit dem Symbol oo treffen wir die Vereinbarungen

oo falsa > 0,

at+oo=oc0+a=00, a<oo, a-00={0 falsa =0, (2)

fur alle a € [0, oo]. Dagegen werden Ausdriicke wie a — oo, oo — 0o, a/oco und
dergleichen nicht definiert.

Eine lokal integrierbare Funktion heifdt (global) integrierbar oder summierbar,
fals v1(f) < oo. Die Menge der integrierbaren Funktionen auf R" bezeichnen wir
mit

£t = 24R").
Die eigentliche Definition des Integrals einer Funktion f e £* erfordert etwas Vor-
arbeit. Unter einer Seminorm auf einem Vektorraum V verstehen wir eine Funktion
. 1:V — Ry mit|[Av] = |A]-|lv] und v+ w]| < |v]| + ||lw]| fUralev, w € V und
A im Grundkorper. Der Unterschied zu einer Norm ist also nur der, dassaus ||v]| = 0
nicht v = 0 folgen muss.

5.2. Satz. (a) Fir f,g e £L.undA e R gelten die Regeln

loc
vi(f+9) = vi(f) +v2(9),  va(rf) =[A]-vi(F).
(b) £i.und £t C £t sind Viektorraume, und
il = va(f) (f € £H

definiert eine Seminormauf £*, genannt die 1-Norm. Mit f und g sind auch der Betrag
| f|, der positive und negative Anteil . und das Maximum und Minimum max( f, g)
und min( f, g) in £} bzw. £ enthalten.

(c) Ist f integrierbar (bzw. lokal integrierbar) und ist g lokal integrierbar und
beschrankt, dannist auch fg integrierbar (bzw. lokal integrierbar).

(d) (Majorantenkriterium) Ist f € £, und|f| < ge £ dannist f € £

Beweis. (a) folgtleichtaus|f + g| < | f| + |g| und den bekannten Eigenschaften
des Integrals tiber Quader. Nach (@) sind endliche Summen und skalare Vielfache von
Funktionen in £ wieder summierbar, und damit ist £ ein Vektorraum. Der Rest der
Behauptungen in (b) folgt aus 2.6 und 2.12. Schliefdlich ist () eine Folgerung von
Satz 4.9, und fur (d) verwendet man die Monotonie des Integrals Uber Quader, aus der

v1(f) < v1(g) < oo folgt.

5.3. Definition und Konsistenz des Integrals. Sei zunachst 0 < f, € £! eine
nicht negative integrierbare Funktion. Dann definieren wir

/ f, = fRn foi=\fil <= sup{/Q f, : Q kompakter Quader}). (D]
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Fir beliebiges f = f, — f_ e &%, zerlegt in positiven und negativen Anteil, setzen

N [r=ft-[r

Esist wichtig zu bemerken, dass diese Definition mit der des Integrals Uber Quader im
folgenden Sinne konsistent ist: Eine Funktion f auf R", die ausserhalb eines Quaders
P verschwindet, ist genau dann Ulber R" integrierbar, wenn sie Uber P integrierbar
ist, und in diesem Fall ist [, f = [, f. Wir identifizieren daher oft eine Funktion
f e £%(P) mit der Nullfortsetzung auf den ganzen R".

Zum Beweis kdnnen wir nach Zerlegung in positiven und negativen Anteil f > 0
annehmen. Sei f e £%(P) und Q ein beliebiger Quader. Nach 4.1(a) ist f iiber
P N Q integrierbar, und daher ist nach 4.11 f Uber Q integrierbar, mit Integral |, Q f =
Jong T = [p f. Hierausfolgt f € £'und [ f = |Ifll1 = [, f. Umgekehrt sei
f € £* und verschwinde ausserhalb von P. Dannist [, f = [, f fur alle Quader
Q D P nach 4.11, und daher auch [, f = [, f.

Eine vektorwertige Funktion f : R" — RK heit f lokal integrierbar bzw. inte-
grierbar, wenn dies fir jede Komponente der Fall ist. Das Integral von f wird dann
komponentenweise erklart. Insbesondere ist damit die (lokale) Integrierbarkeit und
das Integral komplexwertiger Funktionen definiert. Die komplexwertigen (lokal) in-
tegrierbaren Funktionen bilden sogar einen komplexen Vektorraum £(R"; C) bzw.
£E.(R"; C), und das Integral ist eine C-lineare Abbildung von £1(R"; C) nach C.
Viele der folgenden Satze gelten mit naheliegenden Anderungen auch firr vektorwer-
tige bzw. komplexwertige Funktionen. Die Details seien dem Leser Uiberlassen.

Esist niitzlich zu wissen, dass sich das Integral auch als Limes einer Folge darstel-
len lasst. Dazu definieren wir allgemein: Eine Ausschopfung einer Menge M ist eine
Folge von Teilmengen (M) von M, deren Vereinigung ganz M ist.

Speziell sei Q; € Q2 C ... eine Ausschopfung des R" durch aufsteigende kom-
pakte Quader. Dann konvergieren die Folgen der linken bzw. rechten Endpunkte der
Intervalle, aus denen die Qy bestehen, gegen —oo bzw. 400, und folglich ist jeder
kompakte Quader Q in einem der Qy enthalten (Aufgabe!). Zum Beispiel haben die
Quader Qy = By(0) diese Eigenschaft. Damit gilt:

54. Lemma. Sa (Qy) eine aufsteigende Ausschopfung des R" durch kompakte
Quader.

(@) Sai f eine Funktion, die Uber jedes Q integrierbar ist, und fur die

s:= lim |f] < o0 D

k— 00 Qx

ist. Danngilt f € £ und | f|1=Ss.
(b) Sai f e £1. Dannist

f = lim f. 2

k— o0 Q«

Beweis. (a) Die Funktion f ist lokal integrierbar, denn wenn etwa Q C Qx,
dannist f Uber Qx und somit nach 4.1(a) auch tber Q integrierbar. Der Limesin (1)
exigtiert als Limes einer monoton wachsenden Folge, und offenbar ist s < vy(f). Da
umgekehrt jedes Q in eéinem Qy enthalten it, gilt auch fQ [f] < ka |f| < sund
damit vy (f) < s. Alsoist f integrierbar.
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(b) Fur f > 0ist (2) nach Definition des Integrals klar. Fur beliebiges f folgt (2)
durch Zerlegen in positiven und negativen Anteil aus der Linearitét der rechten Seite
in f und der Definition des Integrals.

Bemerkung. Aus der Existenz des Limes (2) fur eine Funktion f € £[ folgt
noch nicht die Integrierbarkeit! Beispiel: f (x) = x auf R* und Qy = [—k, K].

Die elementaren Eigenschaften des Integrals Uiber den R" sind im folgenden Satz
Zusammengefasst.

5.5. Satz. (a) Daslintegral [: £}(R") — R ist eine R-lineare Abbildung.

(b) DaslIntegral ist monoton: Aus f < gfolgtintf < [ g.

(c) DaslIntegral ist trandationsinvariant: f € ! <= f ot, € £, unddann
gilt [ f=["fot,.

(d) Fir die Homothetie h, : x > Ax gilt f € £ <= foh, € £, undin
diesemFallist [ f = [A|" [ f o h,.

(e Mit f e £listauch|f| e £, und esgilt die Integraldreiecksungleichung

'/f = [1f=1t0e &

Beweis. Diesfolgt leicht aus 5.3, 5.4 und den entsprechenden Eigenschaften des
Integrals Uber Quader in 2.6 und 2.12. Die Details seien dem L eser Ulberlassen.

5.6. DieKonvergenzsitzein £1(R"). (a) (Satzvon der monotonen Konvergenz)
Seien i € £, die Folge ( fy) konvergiere punktweise monoton wachsend gegen eine
Funktion f auf R", und die Integralfolge ( /* f«) sei beschrankt. Dannist f € £ und

esgilt
/f_ I|m/fk (D)

(b) (Satz von der majorisierten Konvergenz) Es seien f, € £ punktweise gegen
eine Funktion f konvergent, und essei | fy| < g fir eing € £*. Dannist f € £* und
esgilt (2).

Beweis. (a) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnenwir f, > 0annehmen,
sonst ersetze fy durch fy — f;. Dannist auch f > 0. Die Integralfolge Ay := f fic ist
nach 5.5(b) monoton wachsend, und nach Voraussetzung beschrankt, also konvergent,
etwa gegen A. Fur jeden kompakten Quader Q und jedesk ist

/ka/fk:Aka-
Q

Hieraus folgt: Die Restriktionen fk| Q geniigen den Voraussetzungen des Satzes 4.4
von Levi fir Q. Alsoist f|Q € £%(Q) und weil Q beliebig war, folgt f € £L..
Wiederum nach dem Satz von Levi fir Q gilt

f = kI|m f fk < I|m fx = kIim A = A
Nimmt man hier dasSupremum Uber alle Q, dannfolgt v1(f) < oo, dso f e £ und
[ f < A wegen5.3.1. Andrerseitsist fy < f und somit Ax = [ fx < [ f.Daszeigt
A=lime o Ac < [ f und wir sind fertig.

(b) Der Satz von der majorisierten Konvergenz ist eine formale Folgerung aus dem
Satz von der monotonen Konvergenz. Daher lasst sich der Beweis von 4.7 wortlich
tbernehmen, wenn man das dortige fQ tberall durch [, ersetzt.
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5.7. Satz von Fubini fir denR". Sein= p+qund f € $%R"). Fir alley e

Rise fY: x> f(x,y) Uber RP integrierbar. Dannist die Funktion g(y) := / fy
RP

/nfz g (1)

Beweis. Nach Zerlegung in positiven und negativen Anteil konnen wir f > 0
annehmen. Seien P, € P, C ... und Q; C Q2 C ... Ausschopfungen des RP und
RY durch kompakte Quader, und sei

Am ::f f<A= f.
Pix Qm R"

Dann sind die Axm sowohl in k wie in m monoton wachsend, und man Uberlegt sich
leicht, dass

Uber RY integrierbar und es gilt

A = sup{Axm : kK,me N} = n!l_)ngo Bn, wobe By :i= kILrgo Axm. ()]

Da fY € £Y(RP) c £L.(RP), ist die Funktion gim(y) = / fY fiury € Qn
Pk
wohldefiniert. Nach dem Satz von Fubini fur Quader 3.2, angewandt auf f \ Py x Qm,

ist gkm € £1(Qm), mit Integral Okm = Axm. FUr y € Qp, ist weiter nach 5.4.2
Qm

oy = [ 7= Jim [ 6= lim gy,
Pk — 00

RP k— o0

undwegen f >0und P, C P, C ... dilt gim(y) < Oam(y) < ....Alsoist g|Qm der
monoton wachsende Limes der (Qkm)ken, Und

Om k— o0

k— o0

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz fir Qp, ist g|Qm e £X(Qm) mit
Integral By,. Nunfolgt g € £*(R%) und Jra 9= limn_. o Bn = Aaus5.4 und (2).

5.8. Korollar. Seien f € £Y(RP)undg € £1(RY). Dannist f ® g € £1(RPH9),

und es gilt
oa=([ (] 9) )

Beweis. Nach3.7ist f ® g € £t (RP™), und firr alle Quader P ¢ RPund Q C
RIgilt [p o [T ®9l = (fp I TD(olaD < I Tll1- 9l Hierausfolgt vi(f ®g) < oo,
und somit ist f ® g Uber RP*9 integrierbar. Nun ergibt sich die Formel (1) sofort aus

dem Satz von Fubini.
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5.9. Unwesentliche Funktionen und Nullmengen. Eine Funktion f e &£},
heif3 unwesentlich, falls v1(f) = 0; mit anderen Worten: f ist Uber jeden kompak-
ten Quader Q integrierbar mit [ | f| = 0. Offenbar ist eine unwesentliche Funktion
integrierbar, und hat nach 5.5.1 Sas Integral Null. Wegen 5.2(b) ist klar, dass die un-

wesentlichen Funktionen einen Untervektorraum
N={(fefr:|fll.=0 c £

bilden.

Wir erinnern an die Definition der charakteristischen Funktion einer Mengein 3.8.
Eine Teilmenge N C R" heif3t eine Nullmenge, wenn ihre charakteristische Funktion
xn €ine unwesentliche Funktion ist. Auf Grund von 5.3(d) und der obigen Beschrei-
bung der unwesentlichen Funktionen sient man leicht: N ist genau dann eine Null-
menge, wenn N N Q fur jeden kompakten Quader Q eine Nullmenge ist. Beispiele
von Nullmengen sind:

() Ein ausgearteter Quader P ist eine Nullmenge; denn fir jeden Quader Q ist
P N Q ein ausgearteter Quader, und fQ xp = (P N Q) = 0nach Beispiel 2.5(b).

(b) Eine achsenparallele Hyperebene H im R" ist eine Nullmenge; denn H N Q
ist flr jeden Quader Q ein ausgearteter Quader.

(c) Der Rand eines Quaders ist wegen Satz 4.10 eine Nullmenge.

(d) Ist N c RP eine Nullmenge, dannist N x R% eine Nullmengeim RP*4,
In der Tat ist die charakteristische Funktion ynxre = xn ® lre Wegen Satz 5.8
unwesentlich.

Man sagt, eine Eigenschaft (von Punkten des R") gelte fur fast alle x oder fast
Uberall, wenn die Menge der Punkte, wo sie nicht gilt, eine Nullmenge ist.

In Veralgemeinerung des schon fiir Quader eingefuihrten Begriffes nennen wir
zwei Mengen A und B fast disjunkt, wennihr Durchschnitt eine Nullmengeist. Wegen
(c) ist das mit der friheren Terminol ogie konsistent.

5.10. Satz. (@) Sei g € N unwesentlich und sei f eine Funktion auf R" mit
| f| < g.Dannist auch f unwesentlich.

(b) Jede Teilmenge einer Nullmengeist selber eine Nullmenge.

(c) DieVereinigung von endlich oder abzahlbar vielen Nullmengen ist wieder eine
Nullmenge.

(d) Eine Funktion f auf R" ist genau dann unwesentlich, wenn die Menge N =
{x e R": f(x) # 0} ihrer Nicht-Nullstellen eine Nullmenge ist, mit anderen Worten:

feN <« f=0 fastiberal 1)

Beweis. (a) Sei Q ein kompakter Quader. Direkt aus der Definition des Integrals
tber Q folgt leicht, dass f|Q € £(Q) und fQ [f| < fQ g = 0 (Aufgabe!). Alsoist
f unwesentlich.

(b) Fur M € N gilt0 < xm < xn. Daher folgt die Behauptung aus (a).

(c) Seien Np, No, ... Nullmengen mit Vereinigung N und sei My = Ny U- - - U N.
Dannist0 < xm, < xn, +- .-+ xn, € M und daher ist xm, € N nach (a). Die Folge
xm, konvergiert monoton wachsend gegen xn. Aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz 5.6(a) folgt daher xn € V.

1
(d) Sei f unwesentlichund sei Ny = {x : |f(X)| > E}. Dannist N; ¢ Np C

....und N ist die Vereinigung der Ni. Ferner ist 0 < xn, < k- |f]. Alsoist xn,
unwesentlich und Ny eine Nullmenge nach (&), und folglich auch N nach (c).
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Umgekehrt sei N eineNullmenge. Zerlegt man f in positiven und negativen Anteil,
dann sind die Mengen der Nichtnullstellen dieser Funktionenin N enthalten und damit
selber Nullmengen. Weil N ein Vektorraum ist, geniigt es also, den Fall f > 0 zu
behandeln. Sai fx := min(k, f). Dannist 0 < fx < kyxy und daher fyx € N nach
(a). Weiter konvergieren die fy monoton wachsend gegen f. Nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz folgt f € £'und [ f = 0.

5.11. Korollar. Seien f und g Funktionen auf demR" mitg e £'und f = g
fast tiberall. Dannist auch f € £*undesgilt [ f = [ g.

Man darf also eine integrierbare Funktion auf einer Nullmenge beliebig abandern,
ohne dass sich die Integrierbarkeit oder der Wert des Integrals andert. Zum Beweis
wende man 5.10.1 auf die Differenz f — g anund beachte f =g+ (f — Q).

Der Satz 2.9 Uber die Integrierbarkeit stetiger Funktionen auf kompakten Quadern
gestattet die folgende Verbesserung:

5.12. Satz. Eine beschrankte, fast Uberall stetige Funktion ist lokal integrierbar.

Beweis. Sei Q ein kompakter Quader und sei etwa f in jedem Punkt von Q ~ N
stetig, N eine Nullmenge. Sei ¢ > 0 gegeben. Zu jedem x € Q ~ N wahleeinéy > 0
derart, dass | f (X) — f(y)| < e furadley € Q mit |[x — y| < . Ferner sei gy €ine
positive Funktion auf Q, sodass fir ale Zerlegungen Z < oy gilt Sz(xn) < €. Nun

setze
on(X) falsx € N,

o(x) = {min(sx, on(x)) falsx e Q~N,

und seien Z und Z’ vertragliche o-feine Zerlegungen von Q, mit Teilquadern Q; und
Stitzstellen & bzw. & (i € E). Ferner sei etwa | f (x)| < C fur dlex € Q, und sei
F={ieE:& ¢ Nund& ¢ N}. Wiein2.9.1 sieht man, dass | f (§) — f(§/)| < 2¢
falsi € F. Damit folgt nun

1S20F) = S2(H)] < Y 1FE) — FEDIQ) + D (1@ + I FEN1Q)

icF i¢F
< Ezsmq) + ;cmmqo

< 2ep(Q) + 2C(Sz(xn) + Szr(xn)) < &(2u(Q) + 4C).

Dacs > 0 beliebig war, folgt die Integrierbarkeit von f Uber Q nach dem Cauchy-
Kriterium.

Schliefdlich beweisen wir verbesserte Versionen der Satze von Levi und Fubini, bei
denen die Voraussetzungen auf ein Minimum reduziert sind.

5.13" Verbesserter Satz von der monotonen Konvergenz. Sei (fy) eine mono-
ton wachsende Folge in £ mit beschrankter (und somit konvergenter) Integralfolge
A« = [ fi. Dann konvergiert die Folge (fx(x)) fur fast alle x € R". Setzt man
f(X) = lime_ o fk(X) falls der Limes existiert, und definiert f (x) beliebig andern-
falls, dannist f € £*und [ f = lim_ o [ fi.

Beweis. Sei N die Menge aler x, fur die die Folge ( fx(x)) divergiert. Es gentigt
Zu zeigen, dass N eine Nullmenge ist. Wegen 5.11 konnen wir dann namlich die fy
und f auf N so abandern (etwa gleich O setzen), dass die Voraussetzungen des schon
bewiesenen Satzes 5.6(a) erfullt sind, und sind fertig.
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Zunachst ist es keine Einschrankung anzunehmen, dass dle fy > 0 sind, indem
man eventuell fy durch fy — f; ersetzt. Nun betrachte, fir jedesm € N,

. f
Okm ‘= mm(ak, 1).

Dann ist gum € £ nach 5.2(b) und 0 < gum < fi/m € £, aso auch gym € £*

loc
f A A
[ [t A
m m m

nach 5.2(d). Weiter gilt
wobei A der Limes der Ay sei. Fur festesmist gkm(X) < Gkram(X) < ... < 1. Also
existiert

gm(X) = M Gim(X)

fur alle x € R". Nach Satz 5.6(a) ist daher gm € £ und [gm < A/m. Weiter
it gm > Oms1 > ... > 0, und somit existiert g(x) := liMy_ o Om(x) fur ale x.
Dadie Integrale | gn ale grofer oder gleich Null sind, folgt wieder nach dem Satz
von Levi, angewandt auf (—gm), dassg € £ sowie 0 < [ g = liMmooo [ Om <
liMmm_ o A/m = 0. Also ist g unwesentlich. Schliefdlichist g > xn; dennfir x € N
ist limg_ o fk(X) = +o00 und daher gkm(X) = 1 fur ale genitigend grof3en k, folglich
auch gm(x) = 1. Alsoist nun N nach Satz 5.10(a) eine Nullmenge.

5.14" Verbesserter Satz von Fubini fiir Quader. Seien P ¢ RP und Q ¢ RY
Quader undsei f € £1(P x Q). Dannist die Funktion f¥Y: x > f(x,y) auf P fir
fast alley € Q Uber P integrierbar. Definiert man

/fy falls f¥Y € £1(P),
aly) =4 Jp

0 sonst,

dannist g € £1(Q) und esgilt

/PXQf=ng. M

Beweis. Wir zeigen erst, dassdie Menge N ¢ Q dller y € Q, fur die fY nicht
integrierbar ist, eine Nullmenge ist. Nach dem Cauchy-Kriterium fur Integrierbarkeit
gibt eszu jedemy € N ein ey, > 0 mit folgender Eigenschaft: Zu jeder positiven
Funktion op auf P gibt es noch vertragliche Zerlegungen Z1, Z, < op von P, sodass
1S2,(FY) — S, ()] > ¢y.

Nun definiereh: Q — R durch h(y) = ¢y fury € N und h(y) = 0 sonst. Nach
Satz 5.10(d) geniigt es zu zeigen, dass h Uber Q integrierbar ist und das Integral 0 hat.
Dazu sei wieder ¢ > 0 gegeben. Wegen der Integrierbarkeit von f gibt eseine positive
Funktion ¢ auf P x Q mit |Sz(f) — fpr f| < e fur dle o-feinen Zerlegungen Z
von P x Q. Sei wieder oY (X) = o(X, ¥). Fir jedesy € N wahle g¥-feine vertragliche
Zerlegungen ZY und ZY von P, sodass |Szy(fy) — Szy(fy)| >ey. Firy e Q~ N
seien ZY und ZY beliebige vertragliche oY-feine Zerlegungen von P. Dann gilt also

0<h(y) < |Sp(fY) — S5 (fY)| firdleye Q. @)
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Seien etwa P” (i € EY) die Teilquader und & bzw. &7 die Stiitzstellen von ZY bzw.
ZY. Definiere die positive Funktion ¢’ auf Q durch

o'(y) =min(o(&’. y). 0&’. y) :i € EY),
und sei Z' = (nj, Qj)jer < o’ eine Zerlegung von Q. Nunsei Z = (&j, Rj) diein

3.1.2 definierte o-feine Zerlegung von P x Q, und sei Z = (¢, Rj) analog definiert.
Dann folgt wegen (2) und Lemma2.11

0<Sp(h) =) h(mu(Q) = Y |Szi (F1) = Sz ()] - w(Q))

jeF jeF

=2 ‘ > (FEm mp — f@”%nj))u(P.j)\ - (Qy)
jeF ieE"

< Y t@) - F@EDIrR) < 2.
(,j)eK

Dae > O beliebig war, ist dlso [,h = 0 und somit ist N eine Nullmenge, wie
behauptet. y
Zum Beweisvon (1) definiere f auf P x Q durch

~ | f(x,y) fdlsy¢N,
f(x’y)—{o fallsy € N.

Dann unterscheiden sich f und f nur auf P x N, und das ist nach 5.9(d) eine Null-
menge. Also ist f integrierbar und hat dasselbe Integral wie f. Daher folgt (1) aus
dem schon bewiesenen Satz von Fubini 3.2.

5.157 Verbesserter Satzvon Fubini fir denR". Sein = p+qund f € £X(R").
Dann ist die Funktion fY: x — f(x,y) fur fast alle y € RY Ulber RP integrierbar.
Definiert man

Y falls f¥ e £1(RP),

g(y) = { RP
0 sonst,

dannist g € £1(RY) und esgilt 5.7.1.

Beweis. Wieim Beweisvon 5.7 konnen wir f > 0 annehmen, und definieren Py,
Qm. Am, Bm und A ebenso wie dort. Nach 5.14, angewandt auf f|Pc x Qm, gibt es
Nullmengen Nym C Qm, sodass Y|P € £1(P) C £X(RP) fury € Qm ~ Ngm. Sei
N’ = Uy me1 Nkm. Dannist N’ eine Nullmenge im R9, und immer noch wegen 5.14
gilt: Setzt man

/ fY falsye Qn~ N/,
gkm(Y) = | Px
0 sonst,

dannist gkm € £1(Qm) C £X(RY) mit Integral

Okm = Okm = Akm- (1)
R Qm



40 Analysisll|

Weil die P, aufsteigen und f nicht negativ ist, gilt gim < gom < ..., und nach (1) und

5.7.2 hat die Integralfolge (/ gkm)keN den Limes B, < oo. Also folgt nach dem
q

Satz von der monotonen KonvFérgenz 5.13: Die Menge

Nm = {y e R9: JiM Gin(y) = oo} 2

ist eine Nullmenge. Setzt man N := N’ U [Jn_; Nm, dann ist N immer noch eine
Nullmenge, und die Funktionen

kIim Om(y) falsye Qm~N,
Om(y) = { - 3
0 songt,

sindin £1(RY) und haben das Integral

/ Om = Bm. 4)
Als Néachstes zeigen wir:

yeQmn~N = fYe£%RP)und Y = gm(y). (5)
RP

Sedsoy € Qm~ N, und sai fky die Nullfortsetzung von fy| Py auf ganz RP. Well der
RP die aufsteigende Vereinigung der Py ist, gilt fY < ) <...und f¥Y = lim_  f..
Ferner ist f) € £1(RP), weil insbesondere y ¢ Nim, und es gilt

f) = gkm(Y) < gm(y) < oo,

RpP

nach (2), weil jaauch y ¢ Np. Also folgt (5) wegen (3) wieder nach dem Satz von
der monotonen Konvergenz angewandt auf die Folge ( fky)keN. Weil die Vereinigung
der Qm ganz RY ist, erhalten wir nun aus (5): Fur adley € R~ N ist Y integrierbar.
Damit ist die erste Aussage des Satzes bewiesen.

Zum Beweisvon 5.7.1 bemerken wir zuerst, dass g - xq,, = Om fast Uberall. In der
Tat verschwinden beide Seiten ausserhalb Qp,, und stimmen auf Qn ~ N wegen (5)
Uberein. Daher ist g Uber Q, integrierbar mit Integral

/ g= gm:Bm
m Rd

nach (4), und aus 5.4 sowie 5.7.2 folgt g € £*(R%) und

Damit ist alles bewiesen.
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86. Messbare Mengen und Nullmengen

Ubersicht. Messbar ist eine Menge, wenn ihre charakteristische Funktion lokal integrierbar ist. Jede
offene und jede abgeschlossene Menge ist messbar (6.6). Wir beweisen die grundlegenden Eigenschaften
messbarer Mengen und zeigen, wie sie sich durch kompakte Mengen und Nullmengen darstellen lassen
(6.10). Wichtig ist eine elementare Charakterisierung der Nullmengen (6.9), aus der sich Satze Uber das
Verhalten von Nullmenge und messbaren Mengen unter stetig differenzierbaren Abbildungen ergeben (6.12,
6.14).

6.1. Messbareund integrierbareMengen. EineTeilmengeM C R" heif3 mess-
bar, fallsihre charakteristische Funktion xy lokal integrierbar ist. (Die Bezeichnung
~lokal integrierbar* fur solche Mengen ware zwar konsequenter, ist aber nicht Ublich.)
In diesem Fall definieren wir das n-dimensionale MaRvon M as

(M) := u(M) :=vi(xm) € [0, 00]. @)

Wegen 5.3 ist dies konsistent mit der in 3.8 gegebenen Definition des Malies einer
Teilmenge eines Quaders. Trivialerweiseist dieleere Menge messbar und hat das Mal3
0, denn ihre charakteristische Funktion ist die Nullfunktion. Der ganze R" ist messbar
und u(R™) = oo, denn seine charakteristische Funktion ist konstant 1. Schliefdlich ist
klar, dass die in 5.9 definierten Nullmengen genau die messbaren Mengen vom Mal3
Null sind, was die dort eingefiihrte Terminol ogie rechtfertigt.

Fals u(M) < oo, also xy € £, so heil’t M integrierbar oder von endlichem
Mal3. Insbesondereist dies der Fall fir eine beschrankte messbare Menge, aber es gibt
natiirlich auch unbeschrankte messbare Mengen von endlichem Mai.

Aus (c) und (d) von Satz 5.5 folgt sofort die Trans ationsinvarianz und das Verhal-
ten des MalRes bei Homothetien:

p(t,(M)) = u(M), 1(h (M) = [A]" (M), 2

Fir die zweite Formel beachte man, dass die charakteristische Funktion von h; (M)
durch xm o hy/, gegebenist.

6.2. Satz. Seien My, My, ... endlich oder abzahlbar viele messbare Mengen.
(& My U My, M1 N My und My ~ M sind wieder messbar und es gilt

(M1 U M3) + u(M1 N M) = n(Mg) + n(My), 1
w(Mz2 ~ My) + (Ma N Myp) = u(My). 2

(b) Das Mal3ist monoton:
MiC M, = (M1 < p(My). 3

(c) Der Durchschnitt der M; ist messhar. Falls £ (M) < o0, so gilt

e

Il
N

w(( ) M) =k|LTOM(M10"'ﬁMk)- (4)

(d) DieVereinigung der M; ist messbar, und es gilt

3

p(UM) = lim p(Mg U= U M. (5)
i=1
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(e) Snddie M; paarweise fast digunkt im Snne von 5.9, dann gilt

(UM =D (v, (6)
i=1

i=1

Beweis. (a) Weil die Mengen M; und M, messbar sind, ist xm,nm, = XM, © XM,
nach Satz 5.2(c) lokal integrierbar, also M1 N M, messbar. Weiter gilt die Formel

XMlUMz + XMlﬂMz - XM]_ + XMZ' (7)

Sie zeigt die lokale Integrierbarkeit von xm,um, und somit die Messbarkeit von M1 U
M2. Sind xm, und xw, integrierbar, dann folgt aus dieser Formel zusammen mit dem
Majorantenkriterium 5.2(d), dass auch diein (7) links stehenden Funktionen integrier-
bar sind, und durch Integration von (7) ergibt sich (1). Ist andrerseits etwa xu, nicht
integrierbar, dann muss aus demselben Grund auch eine der beiden in (7) links ste-
henden Funktionen nicht integrierbar sein, und dann stimmt (1) trivialerweise wegen
unserer Konvention 5.1.2. Ahnlich ergibt sich die Messbarkeit von M, ~ M; und die
Formel (2) aus

XMa~M; T XMiNM, = XM,-

(b) Dasfolgt sofort aus (2).

(¢ Sei Dk = MyN---N Mgund D = (° Dx der Durchschnitt der My, mit
charakteristischen Funktionen fy bzw. f. Dannsind die Dy messbar nach (a) und esgilt
Di>Dy>...0>D,adsoauch f; > fo,>...> f>0,und f =lim, fk. S8 Q
ein kompakter Quader. Aus 4.5, angewandt auf die fk| Q, folgt die Integrierbarkeit von
f Uber Q. Alsoist f = xp loka integrierbar, d.h., D ist messbar. Fals u(Mj) < oo,
soist f; € £ und daher sind eswegen 0 < f, < f; auch ale f, nach 5.2(d). Nun
folgt (4) aus dem Satz von der monotonen Konvergenz 5.6(a), angewandt auf die Folge
(—fo.

(d) Sei Vk = My U---UMgund V = |~ V die Vereinigung der M. Nach
(a) sind die Vi messbar, ebenso sind es ihre Komplemente Cx = R" ~ Vi und damit
nach (c) auch V. = R" ~ (N7 Cy). Weiter folgt aus V, € V>, C ... C V und
Monotonie, dass limy_, o u(Vk) < w(V). Zum Beweis der Gleichheit konnen wir
offenbar annehmen, dass limy_. o, (V) < oo. Dann folgt die Behauptung aber nach
dem Satz von Levi 5.6(a) angewandt auf die Folge der charakteristischen Funktionen
der V.

(e) Aus (1) folgt durch Induktion und mit den in 5.10 gezeigten Eigenschaften
der Nullmengen leicht, dass u(My U - - - U My) = Zik:1 w(M;). Damit erhalt man die
behauptete Formel durch k — oo aus (5).

6.3. Das Cantor sche Diskontinuum. Sei Q = [0, 1]. Definiere eine Folge My
von Teilmengen von Q durch Mg = Q,

12 12 7 8
M1=Mo\]§,§[, M2=M1\(]§,§[U]§,§[),
Allgemeinist also M diedisjunkte Vereinigung von 2¢ Intervallen der Lange 3%, und
My 1 entsteht aus My durch Herausnehmen der offenen mittleren Drittel aller dieser
Intervalle. Der Durchschnitt K aller My heif3t die Cantorsche Drittelmenge oder das
Cantorsche Diskontinuum. Nach 6.2 ist klar, dass K eine messbare Menge ist, und
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wegen 6.2.4 ist w(K) = limso (M) = limeLo(2/3)K = 0. Also ist K eine
Nullmenge.

Bemerkenswerterweiseist K tiberabzahlbar. Zum Beweisverwendet man die Dar-
stellung der reellen Zahlen als triadische Briiche (also zur Basis 3). Zunéachst ist jeder
endliche triadische Bruch x = 0, a;a; . . . a, dessen Ziffern a; in {0, 2} liegen, in K
enthalten; denn diese 2 Briiche bilden gerade die linken Endpunkte der 2¥ Intervalle,
aus denen My besteht, und bleiben daher beim Ubergang zu My, erhalten. Weiter
ist K as Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen My selbst abgeschlossen. Da-
her enthalt K auch jeden unendlichen triadischen Bruch 0, aya, ... = > % a; 3
mit & € {0, 2} fur alle j. Schliefdlich ist die Abbildung {0, 2N — K, die der Fol-
ge (ay) den Bruch 3%, &37) zuordnet, injektiv. Zum Beweis nehmen wir an, dass
0,a1@y... =0, bbb, ... aber die Folgen a; und b; verschieden sind. Dann gibt es ein
kleinstes m mit ay, # by, wahrend a; = b; fir 1 < j < m. Sei etwaay, = 0 und
bm = 2. Dann folgt

> a; 2 > bj

Aber dielinke Seiteist
> 2 2 il 2 1 1 2

Widerspruch. Nunist {0, 2}N lberabzahlbar, und folglich ist es auch K.

6.4. DieVitalischeMenge. Esist naheliegend zu fragen, ob nicht messbare Men-
gen Uberhaupt existieren. Die Antwort ist ja, wie das folgende, auf den italienischen
Mathematiker Vitali zuriickgehende Beispiel zeigt. Wir betrachten die Quotienten-
gruppe R/Q. Dann hat jede Restklasse x + Q einen Vertreter in [0, 1], zum Beispiel
X — [x], wo [x] die grofdte ganz Zahl < x bezeichnet. Wahle nun in jeder Restklas-
se X + Q einen Vertreter v € [0,1] und s&l V C [0, 1] die Menge dieser Vertreter.
Wir zeigen, dass die Menge V nicht messbar ist. Dazu sei {r1,r», ...} €ineinjektive
Abzahlung der rationalen Zahlen im Intervall [—1, 1] und sei V; =r; + V. Dann gilt

[0.1] ¢ W:= Gvi c [-1.2). L)
i=1

Diezweitelnklusionist klar. Fur dieerstesei x € [0, 1]. Weil V ein Vertretersystem fur
R/Qig, gibtesdanneinv € V undeinr € Qmitx =r +wv. Esfolgt|r| = |[x—v| < 1,
asoistr = r; fur eini und somit x € V;. Weiter sind die Mengen V; disunkt; denn
istetwax € ViNV,,asox =r; +v =rj + w fur geeignetesv, w € V, dann sind die
Restklassen von v und w gleich, dso v = w, weil V ein Vertretersystem von R/Q ist.
Esfolgtri =rj unddaheri = j.

Angenommen, V ware messbar. Wegen der Trand ationsinvarianz des Mal3es ist
auch jedes V; messbar mit Mal3 (Vi) = w(V) < 1, und deswegen nach Satz 6.2(d)
auch W. Wegen (1) und 6.2.3 ist ferner

1=p(0,1) < uW) <u(-1,2) =3.

Andrerseitsist u(W) = >"7° n(Vi) = 37" n(V) wegen der Disjunktheit der V; und
6.2(e), sodass fur (W) nur die Werte O (falls (V) = 0) oder oo (falls w(V) > 0) in
Frage kommen. Dasist der gesuchte Widerspruch.
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Wir zeigen nun, dass alle offenen und abgeschlossenen Mengen messbar sind.
Nach (c) und (d) von Satz 6.2 gilt dasselbe dann auch fur Mengen, die aus die-
sen durch abzahlbare Vereinigungs- bzw. Durchschnittsbildung entstehen (sogenannte
Borel-Mengen), sodass man schon einen sehr grof3en Vorrat messbarer Mengen be-
kommt. Wir beginnen mit dem elementaren, aber wichtigen

6.5. Ausschdpfungslemma. Jede offene Teilmenge U des R" besitzt eine Aus-
schopfung durch fast disjunkte kompakte Wurfel: U = (g2, Wi und (Wi NWk) = 0
furi # k.

Beweis. Fir jedesr € N sei ‘W, die Menge aler abgeschlossenen Wiirfel der
Kantenlange 2~" und mit Eckpunktenin 27" - Z". Dannist ‘W, abzéhlbar. Ferner gilt:
Fuar W e W, und W € Ws (s > r) sind entweder W und W’ fast digunkt oder es
ist W' C W. Nun definiere induktiv: Wo(U) := {W € Wy : W c U}, und W, 1(U)
alsdie Menge aller Wirfel W in W, .1 mit W C U, die aber in keinem der Wirrfel in
UjSr W; (U) enthaltensind. Sei Wy, Wo, . .. eine Abzahlung der Menge Urzo W (U).
Dann sind die Wi nach Konstruktion fast disunkt und in U enthalten. Wir zeigen,
dassihre Vereinigung ganz U ist. Dazu sei a € U. Da U offenist, gibt eseineg > 0
mit B.(a) ¢ U. Wahler so grof3, dass 2" < ¢. Dader R" die Vereinigung aler
Wirfel W € ‘W, id, gibt esein W € ‘W, mit a € W. Da der Durchmesser (in der
Maximumnorm) von W gleich 27" igt, folgt fir allex € W, dass |[x —a| < 27" < ¢,
aso W C B,(a) Cc U. Nunist W entweder in ‘W, (U) oder esist enthalten in einem
W € Wq(U) (q < r) einer vorherigen Generation. In jedem Fall liegt also a in einem
der W, was zu zeigen war.

6.6. Satz. Jede offene und jede abgeschl ossene Mengeist messbar. Jede kompakte
und jede beschréankte offene Menge ist integrierbar.

Beweis. Dasfolgt sofort aus dem Ausschopfungslemma, aus Satz 6.2 und der Tat-
sache, dass die abgeschlossenen M engen genau die Komplemente der offenen Mengen
sind.

6.7. Lemma. Sei P ein kompakter Quader und (U, ), eine offene Uberdeckung
von P. Dann gibt es eine Unterteilung (P, )j<r von P mit folgender Eigenschaft: Zu
jedemj € F gibteseini € Amit P; C U,.

Beweis. Zujedem x € P wahleein A(X) € A mit X € Uy x). Weil Uy, offenist,
gibt esein o(x) > 0 mit By (X) C Uy x)- Sei (&}, P))jer €ine o-feine Zerlegung von
P. Dann gilt PJ C BQ@])(S]‘) C U)L(Sj) furalej e F.

6.8. Approximationslemma fir beschrankte messbare Mengen. Sei M ¢ R"
eine beschrankte messbare Menge. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine offene Menge
UD>MmituU) < u(M) + ¢, und eine kompakte Menge K ¢ M mit u(K) >
nw(M) — e.

Beweis. Wahle einen kompakten Quader Q mit M C Q°. Wahle eine positive
Funktion ¢ auf Q derart, dass |Sz(xm) — w(M)| < /2 fur jede Zerlegung Z < o
von Q. Fir jedesa € M seil Uy = Q° N Byg) (@), undsei U = | J, .y Ua. Dannist U
offenund M c U C Q°. Schreibe U = [ J7° Wk wie im Ausschopfungslemma 6.5,
und unterteile jedes Wy wie in Lemma 6.7 in endlich viele Quader, von denen jeder
in einem geeigneten U, enthalten ist. Das ergibt abzahlbar viele fast digunkte Quader
Q1, Q2, ... mit U7 Qi = U und der Eigenschaft, dasseszujedemi € N ein& € M
gibt mit Q; C Ug C By)(&). Fur jedesk e N ist dann die Familie (&, Qi)i=1, .k
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eine p-feine partielle Zerlegung von Q. Also folgt nach dem Lemmavon Henstock 4.3
und wegen xm (&) = 1, dass

k
€
v —1l <2 -=c¢.
2 Jo =25

Nun ist aber
[ b=l = [ (@=0 =w@) - umn .

und nach 6.2 gilt

o0 o0

pM) = u(MNQ) sowie uU) = u(Q).

i=1 1
Hieraus folgt die erste Behauptung.

Zum Beweis der zweiten wenden wir das soeben Bewiesene auf dieMenge Q~ M
an. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es adso eine offene MengeV > Q ~ M mit u(V) <
w(Q~M)+e. SetzeK = Q~ V.Dannist K eine kompakte Teilmenge von M, und

w(K) = pn(Q) —u(QNV) > n(Q) —u(V) = n(Q) —u(Q~M) —e = u(M) —e.

In den nachsten beiden Satzen geben wir ,elementare’ Charakterisierungen von
Nullmengen und messbaren Mengen; elementar in dem Sinne, dass sie sich nur mit
Hilfe von topologischen Begriffen und dem Inhalt von Quadern ausdriicken lassen.
Sie sind wichtig fur das Verhalten von Nullmengen und messbaren Mengen unter
Abbildungen, und damit, im 88, fur die Transformationsformel.

6.9. Satz (Charakterisierung der Nullmengen). Fur eine Teilmenge N ¢ R"
sind aquivalent:
(i) N ist eine Nullmenge;
(ii) zujedeme > O gibt es abzahlbare viele fast disunkte kompakte Wurfel
Wi, Wa, ..., sodass N C |7~ Wik und Y 7% n(Wh) < &;
(iii) zu jedem e > 0 gibt es abzahlbare viele messbare Mengen M1, Mo, . . .,
sodass N C [J7° M und Y77 (M) < e.
Falls N in einer offenen Menge V enthalten ist, so kbnnen die W in (ii) ebenfallsin
V gewahlt werden.

Beweis. (i) — (ii) : Sei N in einer offenen Menge V enthalten. Schopfe V =
Ut~ Qj durch abzéhlbar viele fast disjunkte Wirfel wiein 6.5 aus. Dannist N N Q;
eine beschrankte Nullmenge. Also gibt es nach 6.8 offene Mengen U; > N N Q; mit
w(N N Qj) < &/2), und nach Ersetzen von U; durch U; NV kdnnen wir U; C V
annehmen. Sei Wi, W, . .. eine Ausschopfung von U = J7° U; durch fast disjunkte
kompakte Wirfel. Dann ist N € U und > ° n(Wk) = pU) < Y 7" u)) <
Y Pe/2l =e.

(i) = (i) : Klar.

(ili) = (i) : Zu gegebenem ¢ > 0 seien die My wiein (iii). Nach Satz 6.2(d)
ist dann die Vereinigung V. = |J7° Mk messbar, und wegen u(M1 U --- U My) <
UMD + -+ u(My) <efiraleke Nund6.25ist u(V,) < e.

Indem wir diese Konstruktion fur jedes ¢ = 1/k durchfiihren, erhalten wir eine
Folge N¢ = Vi messbarer Mengen mit N C N und w(Nx) < 1/k. Nun sei
D= ﬂ‘f Nk. Dannist D nach Satz 6.2(c) messbar, und wegen p(N; N --- N Ny) <
1(Ng) < 1/kund6.2.4ist D eine Nullmenge. Also ist auch N a's Teilmenge von D
eine Nullmenge.
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6.10. Satz (Charakterisierung der messbaren Mengen). Fur eine Teilmenge
M c R" sind aquivalent:
(i) M ist messhar;
(i) M lasst sich darstellen als Vereinigung von abzahlbar vielen kompakten
Mengen und einer Nullmenge.

Beweis. (i) = (ii) : Sei M messbar und zunachst beschrankt. Wahlezue = 1/]
kompakte Teilmengen K; ¢ M mit u(K;) > w(M) — 1/j wie im Approximations-
lemma6.8. Sei M’ die Vereinigung der K;. Nach 6.2 ist M" messbar und

1
n(M) = u(M) > w(Kj) > (M) — T

furale j. Also gilt u(M) = n(M’) und somitist N = M ~ M’ eine Nullmenge.

Im allgemeinen Fall sei R" = | J;° Qx eine Ausschopfung des R" durch kompakte
Quader. Nach dem soeben Bewiesenen gibt eskompakte Mengen K und Nullmengen
Nk, sodass M N Qx = Ng U Uf‘z’l K;k. Die Vereinigung N der Ny ist nach 5.10(c)
eine Nullmenge. Damit folgt die Behauptung nach geeigneter Durchnummerierung
der Kjk.

(i) = (i) : Nach 6.2 und 6.6 ist jede Menge der angegebenen Art messbar.

6.11. Lemma von Lindelof. Jede offene Uberdeckung einer beliebigen Menge
M c R" enthalt eine abzahlbare Teil iberdeckung.

Beweis. Selen U eine Familie von offenen Mengenmit M C | U. Zujedema €
M wahleeinU, € U mita € U,. Weil U, offenist, gibt eseine > 0, sodass B, (a) C
Ua. Weil dierationalen Zahlendichtin R sind, gibt eseinenrationalesb € Q"N B, »(a)
und ein positives rationales § < ¢/2. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung, dass
a € B;s(b) c B.(a). Damit haben wir jedem a € M einen rationalen Wirfel W(a) :=
Bs(b) (also einen Wilrfel mit rationalem Mittel punkt und Radius) zugeordnet, sodass
a € W(a) C U,. Nun gibt es insgesamt nur abzahlbar viele rationale Wiirfel. Sei
Wi, Wa, . .. eine Aufzahlung derjenigen unter ihnen, die von der Form W(a) mita €
M sind, und sei fir jedesk € N ein ax € M gewahlt mit Wy = W(ay). Dann ist
(Ua ken die gesuchte abzahlbare Teiliberdeckung.

6.12. Satz. Sei N C R" eine Nullmengeund sei @ : N — R" eine lokal deh-
nungsbeschrankte (zum Beispiel stetig differenzierbare) Abbildung. Dann ist auch
@ (N) eine Nullmenge.

Beweis. Wir beweisen erst eine lokale Aussage:

Zujedema € N gibt es eine offene Umgebung V,, sodass @ (N N V,) eine Null-
menge ist.

Weil @ loka dehnungsbeschrankt ist, gibt es eine offene Umgebung V, von a,
sodass @ auf N NV, einer Lipschitzbedingung geniigt; etwa|® (x) — @ (y)| < L|x—Y]|
furalex, y € NNV,. Wir behaupten: Iss W = B; (¢) C V, ein kompakter Wirfel vom
Radiusr und Mittelpunkt ¢, dannist @ (W N N) in einem kompakten Wirfel W' vom
Radius 2Lr enthalten. Zum Beweis konnen wir offenbar W N N nicht leer annehmen.
Seien Xo und X in W N N. Dann gilt |@(X) — & (Xg| < L|X — Xg| < L - 2r, denn der
Durchmesser von Wiist 2r. Alsoist @ (W N N) im Wirfel mit dem Mittel punkt & (Xg)
und dem Radius 2Lr enthalten.

Nunsei ¢ > 0 gegeben. Weil N NV, alsTeilmengevon N eine Nullmengeist, gibt
esnach Satz 6.9(a) abzahlbar viele kompakte Wirfel Wy C Va, die N NV, Uberdecken
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und deren Inhaltssumme kleiner als ¢ ist. Dannist (N N'Va) = U7 (W N N) C
U7 W, wobel W, ein Wiirfel mit dem 2L-fachen des Radius von W ist. Es folgt
w(WY) = (2L)" - (W) und somit 3°5° (W) = Y 5°(2L)"w(Wk) < (2L)"e. Da
¢ > 0 beliebig war, zeigt 6.9(b), dass @ (N N V,) eine Nullmenge ist.

Der eigentliche Beweis des Satzes folgt nun leicht aus Lemma 6.11. Die offe-
ne Uberdeckung (Va)aen VON N hat eine abzahlbare Teiluberdeckung, etwa N C
Uke Va,. Dannist aber

®(N) = 2NN Vy).
k:1

eine abzahlbare Vereinigung von Nullmengen und damit wegen 5.10(c) selber eine
Nullmenge.

6.13. Korollar. Sei p < n,sa P C RP eine beliebige Menge, und sei F: P —
R" lokal dehnungsbeschrankt. Dannist F(P) eine Nullmengeim R".

Beweis. Identifiziere R" mit RP x R"P und setze N = P x {0} ¢ R". Dann
ist N eine Nullmenge im R", die Abbildung ® = Fopr; : N — R" ist loka
dehnungsbeschrankt, und @ (N) = F(P).

Wir bemerken hier, dass dies fir stetige, aber nicht dehnungsbeschrankte Abbil-
dungen falschist. Zum Beispiel gibt es stetige Abbildungen von [0, 1] in den R?, deren
Bild das abgeschlossene Einheitsquadrat ist.

6.14. Korollar. Das Bild einer messbaren Menge unter einer lokal dehnungsbe-
schrankten (zum Beispiel stetig differenzierbaren) Abbildung ist wieder messbar.

Das folgt sofort aus 6.10 und 6.12 und der Tatsache, dass die Bilder kompakter
Mengen unter stetigen Abbildungen wieder kompakt sind.

§7. Integration Uber messbare Mengen

Ubersicht. In Verallgemeinerung der Paragraphen 2 und 5 behandeln wir die Integration tber mess-
bare Mengen, insbesondere die Berechnung des Mal3es einer messharen Menge. Wichtig ist die Integrier-
barkeit stetiger Funktionen auf kompakten Mengen und beschrankter stetiger Funktionen auf beschrankten
offenen Mengen (7.6). Schliefdlich beweisen wir, mit Hilfe der Konvergenzsatze, Aussagen Uber die Ste-
tigkeit und Differenzierbarkeit parameterabhangige Integrale, die in vielen Gebieten (Funktionentheorie,
Fourieranalysis, Integraltransformationen) Anwendung finden.

7.1. Das Cavalierische Prinzip. Zur Berechnung des Mal3es einer messbaren
Menge M von endlichem Mal3 verwendet man den Satz von Fubini. Dazu sei f =
v € £HR") und R" = RP x RY. Dann ist firr jedes y € RY die Funktion fY: X
f (X, y) die charakteristische Funktion der horizontalen Schnittmenge

MY ={x eRP:(x,y) € M} =pr; (MNRPx{y})
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in der Hohe y:

My

Nehmen wir an, dass alle diese MY integrierbar sind. Zum Beispiel wird das der Fall
sein, wenn M kompakt oder offen und beschrankt ist, (und nach dem verbesserten Satz
von Fubini 5.15 ist es sogar fur fast alle y automatisch richtig). Dann gilt nach 5.7

/Xm=u(|\/|)=/ n(MY) dy. (@)
Rn Rd

Diese Formel heif}t das Cavalierische Prinzip. Hierbei kann man natiirlich die Rollen
von p und g vertauschen, und bekommt dann analog

(M) = /wale)dx, @

wobei jetzt My = {y € RY: (X, y) € M} die vertikale Schnittmenge Uber x € RP ist:

7.2. Beispidle. (@) Sei K = {(x,y) € R? : x? + y? < 1} die abgeschlosse-
ne Einheitskreisscheibe. Fir —1 < y < 1ist KY = [—\/1— y2, /1 — yz], also

w(KY) = 2,/1 — y2, und daher

1 1
M(K):f 2\/1—y2dy=4/ \/1—y2dy=4-%:n.
-1 0

(b) Das Volumen einer kompakten Pyramide P im R2 mit der Hohe h und der
Bodenflache F. Die Schnittmenge in der Hohe z geht aus der Bodenflache durch
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eine Homgthetie mit dem Faktor 1 — z/ h hervor und hat daher nach 6.1.2 die Flache
F.-1- E)2. Folglichist
h z 1
P)=F | (1->)°dz=ZF-h.
wP)=F [a-Frdz=3
Allgemeiner zeigt man, dass die Pyramide im R"** mit dem n-dimensionalen Boden-
inhalt B und der Hohe h das n + 1-dimensionale Volumen Bh/(n + 1) hat.
(c) Das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel. Wir bezeichnen mit 1,
das Volumen der n-dimensionalen Einheitsvollkugel K = {x € R" : ||x|| < 1}. Sei
R" = R"™! x R und sei K! die Schnittmenge von K in der Hohe t. Dann ist K!

die (n — 1)-dimensionale Vollkugel vom Radius +/1 — t2. Wegen des Verhaltens des
Mal3es bei Homothetien ist a'so

p(KH = V1-t)" gy

Damit bekommt man aus 7.1.1 die Rekursionsformel
! n-1
Th = Tn1 - /;l(l—tz) 2 dt.
Nun gilt, mit der Substitutiont = sing,
k
7/2 T 1_[ 2m

k
2-T1 2M_ alisn = 2k + 1.

falsn = 2k,

Damit erhdt man ¢, - c,_1 = 27/n, und folglich t, = ?rn,g. Fernerist 11 = 2 und

1, = 7t nach Beispiel (). Esfolgt durch Induktion

7Tk 2k+17.[k
Tk = 7.7 T2k+l:l-3---(2k+l)'

k!

7.3. Definition (Integral iber messbare Mengen). Sei M C R" eine messhare
Menge. Eine Funktion f auf M heif3t (Uiber M) integrierbar, wenn die Nullfortsetzung
f Uber R" integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir

/Mf:=/fi

Die Menge der {lber M integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit £X(M). Wir
werden meist zwischen f und seiner Nullfortsetzung f nicht unterscheiden, und damit
£1(M) als den Untervektorraum aller Funktionen f € £1(R") auffassen, die auf CM
verschwinden. Dann ist

YR = £X(M) @ £1CM) (1)
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(direkte Summe der Untervektorraume). In der Tat besteht der Durchschnitt der Unter-
vektorraume in (1) klarerweise nur aus der Nullfunktion. \Wegen der Messbarkeit von
M ist xm lokal integrierbar, und offenbar beschrankt. Sei f € £(R") beliebig. Nach
5.2(c) ist die Funktion f xy integrierbar und verschwindet ausserhalb M, gehort also
zu £1(M). Andoggilt fxgm = f(1— xm) € £XCM). Daherist f = fxm + fxoum
in der rechten Seite von (1) enthalten.

Die Konvergenzsitze 5.6 gelten fur £1(M) ebenso wie fir £1(R"). Der Beweis
ergibt sich sofort aus 5.6 und der trivialen Bemerkung, dass der punktweise Limeseiner
Folge von Funktionen, die ausserhalb M verschwinden, auch wieder diese Eigenschaft
hat.

Der folgende Satz gibt einige allgemeine Regeln fur das Integral Uber messbare
Mengen.

7.4. Satz. Seien M1, My, ... messbare Mengen im R".

(@) Ist f Uber My integrierbar und ist M; C My, dannist f auch Gber M, und
M, ~ M, integrierbar, und es gilt

/sz=/le+/Mz\le. (1)

(b) Ist f Uber My und M, integrierbar, dann auch tber My M, und tber M1UM,,

und es gilt
f f 4+ / f= / f+ [ f )
M;UM, MiNM2 My M2z

(c) Ist f Gber My integrierbar, dann auch iber D = ();—; My, und es gilt

/ f = Iim/ f. (€]
D k=00 J M, ..My

(d) Sei V = Jgo; M. Dann sind aquivalent:
(i) fistUberV integrierbar;
(i) f istUber jedes My integrierbar und limi— o [y i..om, | 1 < 00

In diesem Fall gilt
f = Iim/ f. (@]
v k=00 JMyU-- UMy

(e) Sei M; N My eine Nullmenge fiir j # k. Dann sind aquivalent:
(i) f istiber V integrierbar;
(i) f istUber jedes My integrierbar und 372, [\, || < oco.

In diesem Fall gilt
f = f. (5)

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir die Nullfortsetzung
von f auf ganz R" wieder mit f.

(@ Esist f - xu, € £1, und wegen My € My ist fxm, = (f xm,) xwm,- Alsoist
fxm, € £! nach 5.2(c). Daher it auch f - xm,om, = fxm, — fxm, € £, und (1)
folgt durch Integration dieser Gleichung.

(b) Nach (a) ist f tber My N My integrierbar, und daher wegen f xm,um, +
f xmam, = Fxm, + T xm, auch tber M; U M,. Wieder folgt (2) durch Integration.
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(c) Nach Satz 6.2(c) ist D messhar, adso ist f nach (a) Uber D integrierbar. Sei
Dk = M1N---N M. Dann gilt f xp = limk. o T xp, punktweise und | f xp, | <
| f xp,| € £1. Also folgt die Behauptung aus dem Satz von der majorisierten Konver-
genz 5.6(b).

(d) Sal Vk = MpU...UMy. ZumBeweisvon (i) = (ii) sei f Uber V integrierbar.
Nach (a) istdann f Uber jedes My und Vi integrierbar, undesgilt f xyv = limy_ oo T xv,
und | f xv | < |fx,| € £ Alsofolgt (i) und (4) aus dem Satz von der majorisierten
Konvergenz.

Zum Beweisvon (ii) = (i) genuigt es nach Zerlegung von f in positiven und ne-
gativen Anteil denFall f > 0zu behandeln. Wegen (b) ist f Uber jedes Vi integrierbar,
und die f xy, konvergieren monoton wachsend gegen f xv . Nun folgt die Behauptung
aus dem Satz von der monotonen Konvergenz.

(e) Sei f Uberale M integrierbar. Wegen 5.10(d) ist dann f xu,nm, unwesentlich.
Alsogilt [, . T = fu, T+ [y, f nach (2), und durch Induktion zeigt man leicht,

dass
f =
-2,

Damit ist (e) ein Spezialfall von (d).

7.5. Satz. S& M C R" messbar und f eine nicht negative Funktion auf M. Dann
sind aquivalent:

(i) feLimy;
(i) DieOrdinatenmenge O(f) = {(x,y) :x e M, 0 <y < f(x)} c R™1ist
integrierbar.

Snd diese Bedingungen erfullt, dann ist

f f = pn(O(f)). ()
M

Beweis. Wir reduzieren dies erst auf den Fall M = R". Dazu sai f die Nullfort-
setzung von f. Dann gilt fir die Ordinatenmengen O(f) = O(f)U(R"~ M) x {0}.
Daherist O( f)~ O( ) asTeilmenge einer Hyperebene eine Nullmengeim R™*1, und
somit ist die Integrierbarkeit der Ordinatenmengen von f und f aquivalent und sie
haben dasselbe Mal3. Wir kdnnen also ohne Beschrankung der Allgemeinheit M = R"
annehmen.

Nunse f € £ Sei Q; € Q; C ... eine Ausschopfung des R" durch aufsteigen-
de Quader, und sei fy = min(f, k)}Qk. Dannist O(f) = (e, O(fk), und die O( fy)
sind aufsteigend und nach Satz 3.9 integrierbar mit «(O( f)) = ka fk < [ f < oo.
Daher folgt die Integrierbarkeit von O( f) aus 6.2(d).

Sei umgekehrt O( ) integrierbar. Dann ist fir jedes x die vertikale Schnittmenge
O(f)x = [0, f(x)], mit Mal3 f(x). Also folgt die Integrierbarkeit von f und die
Formel (1) aus dem Cavalierischen Prinzip 7.1.2.

7.6. Satz. (@) Eine stetige Funktion f auf einer kompakten Menge K ist inte-
grierbar.

(b) Eine stetige beschrankte Funktion auf einer offenen Menge U von endlichem
Mal3ist integrierbar.

Beweis. (a) Durch Zerlegung von f in positiven und negativen Anteil sieht man,
dass es ausreicht, die Behauptung im Fall f > 0 zu beweisen. Dazu geniigt es wegen
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Satz 7.5 und Satz 6.6, dass die Ordinatenmenge O( f) kompakt ist. Sei f auf K durch
dieKonstante C > 0 beschrankt. Wir miissen zeigen, dassjede Folge (ax, bx) € O(f)
einegegen einen Punktin O( ) konvergente Teilfolge besitzt. Wegen der Kompaktheit
von K kann man (eventuell nach Ubergang zu einer Teilfolge) annehmen, dass die
Folge (ax) gegeneinen Punkta € K konvergiert. Danngilt0 < by < f(ax) < C.Also
ist die Folge (bx) beschrankt und hat demnach eine konvergente Teilfolge (by;), etwa
mit Limesb. Dannist aber, wieder wegen der Stetigkeitvon f,0 < b = limj_, bkj <
lim; . f(ag) = f(a) und somit (a, b) € O(f).

(b) Schopfe U durch abzahlbar viele kompakte fast disjunkte W Wirfel wiein
6.5 aus. Dann ist f Uber jedes Wi nach (@) (oder 2.9) integrierbar, und wegen der
Beschranktheit von f (etwa durch C) und U gilt 3°7° [, [f] < C 7" n(W) =
Cu(U) < oo. Alsofolgt die Behauptung aus 7.4(e).

Bemerkung. Die Schwierigkeitim Beweisvon (a) kommt daher, dass f nur auf K
definiert und stetig vorausgesetzt wird. Wenn man wilsste, dasssich f zu einer stetigen
beschrankten und somit lokal integrierbaren Funktion f* auf ganz R" fortsetzen lasst,
dann konnte man einfacher so schlief3en: Die Funktion xx ist integrierbar nach 6.6.
Alsoist f*. xk nach 5.2(c) integrierbar, und dasist schon die Behauptung. Die stetige
Fortsetzbarkeit von f ist zwar richtig, aber keineswegs trivial, siehe Lehrblicher der
Topologie unter dem Stichwort Tietzescher Fortsetzungssatz.

7.7. Verallgemeinertes Cavalierisches Prinzip. Zur Berechnung von Integra-
len stetiger Funktionen Uber eine kompakte Menge K verwendet man oft den Satz
von Fubini 5.7. Das ist moglich, weil die partiellen Funktionen fY = f(—, y) bzw.
fy = f(x, —) auf den kompakten Schnittmengen KY bzw. Ky stetig und daher nach
Satz 7.6(a) integrierbar sind. Dann lautet das sogenannte verallgemeinerte Cavalieri-

sche Prinzip:
/ f=/ ( f(x, y)dx) dy. )
K pry(K) ~JKY

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem Satz von Fubini, weil ja, wenn f die Nullfort-
setzung von f bezeichnet,

/Kf:/pr f~=/Q</Pf~(x,y)dx)dy=/Q( . f~(x,y)dx)

= /prz(K)< » f(x, y)dx) dy.

Natirlich kann man dabel die Rollen von P und Q vertauschen, und hat dann die

Formel
/ f:/ ( f(x, y)dy) dx. @)
K pri(K) Ky

7.8. Beispidl. Sei K ¢ R? durch
1
K={Xy:ix<y=<2 y=> ;}

definiert, und f(x,y) = x? 4+ y2. Hier sind die horizontalen Schnittmengen durch
1 . .
KY = [9 y} gegeben und esist pr,(K) = [1, 2] (Skizze!). Entsprechend erhalt man

2 y 2 3
y 1 1
f=/ x% 4+ y*) dx)d =/ L 4 YA(y—Z)dy=....
./K l(l/y( ) )y 1(3 3y3 o y)y
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1
Dagegenist pry(K) = [5’ 2} und die vertikalen Schnittmengen sind

1
[—,2} fallszgxgl,
Ky = X 2

[x,2] fdlsl<x<2

Zur Berechnung des Integral s unter Verwendung der vertikalen Schnittmengen zerlegt
man am besten K = K’ U K”, wobei K’ bzw. K” die links bzw. rechts von der
vertikalen Geraden x = 1 liegenden Anteile sind. Dann ist K’ 1 K” eine Nullmenge
und folglich

/Kf:/K,f+/Hf:/;dx(/;(szryz)dy)+/12dx<fxz(x2+y2)dy>

:/%l(zxz—x+§—%)dx+/lz<2x2—x3+g—g)dx:..

Als Nachstes verwenden wir die Konvergenzsatze, um Stetigkeit und Differenzier-
barkeit von parameterabhangigen Integralen unter relativ schwachen Voraussetzungen
Zu beweisen.

79.Satz. SeiU c R", <& M ¢ RP messhar,undsel f: U x M — R eine
Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Furjedesfestet € M ist die Funktion x — f(x, t) stetig auf U;
(if) fur jedesfeste x € U ist die Funktiont — f(x,t) Uber M integrierbar;
(iii) zujedema e U gibt es eine Umgebung U, und eine Funktion h, € £1(M)
mit | f (X, t)] < ha(t) fir alle (x,t) € Uy x M.
Dann ist die Funktion

ag(x) ::/ f(x,t)dt (D]
M

auf U stetig.

Beweis. Sei (xk) eine Folge in U mit limy_, Xk = a € U. Zu zeigen ist
iMoo 9X) = g(a). Setze fi(t) = f(x.t) und f(t) := f(a,t). Dann gilt
lim o fk = f punktweise wegen (i), und die Funktionen f und f, sind in £%(M)
wegen (ii). Ferner ist xx € U, fir alle geniigend grof3en k und daher | fx| < h, wegen
(iii). Nach dem Satz von der mgjorisierten Konvergenz 5.6(b) folgt

lim g(x) = Iim/ fk=/ f =g(@).
k— o0 k—o0 Jm M

7.10. Satz. S8 U c R" offen, sei M € RP messbar,undsel f: U x M — R
eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(i) Furallet e Mistx — f(x,t)eine-Funktion auf U;

(i) furalex e Uistt— f(x,t)in£i(M);

(iii) zujedema e U gibt es eine Umgebung U, und eine Funktion h, € £1(M)

mit [(3f/0x1)(x, t)| < ha(t), fir alle (x,t) e Ua x M,i =1,....n.

Dann ist die Funktion 7.9.1 stetig differenzierbar auf U, und man bekomnt ihre

partiellen Ableitungen durch Differenzieren unter dem Integral zei chen:

g of
— _/Mw(x,t)dt. (@)

axi
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Beweis. Sel a € U, sa (Ax) eine Folgereeller Zahlen mit Ax # Ound limig = 0,
unda+ikg € Uy firalek e N. Hier bezeichnet g deni-ten Einheitsvektor. Definiere

f(a+ig,t) — f(a, t)

fk(t) = "

furallet € M. Dannist fy € £1(M) und lim_ o f(t) = (3f/3x)(a, t). Nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist ferner

of
fkt) = —(@+ e, b)),
ox!
mit & = 9(k, t) € [0, 1]. Daher folgt | fx(t)| < ha(t) wegen (iii). Dalimg .o fk =

(8f/9x")(a, —) punktweise und |fkl < ha € £1(M), folgt nach dem Satz von der
majorisierten Konvergenz (3f /0x')(a, —) € £Y(M) und

f fa+me.t)— fa@t
/ M atdt = Iim/ f(t) dt = Iim/ @tre.t-f@v ,
M OX! k=00 Jm M

k— 00 Ak
o 9@+ he) — 9@
k— 00 Ak

Die Folge A, war beliebig. Daher ist g an der Stelle a partiell nach x' differenzierbar,
und esgilt (1). Daa € U beliebig war, ist g partiell differenzierbar. Die Stetigkeit der
partiellen Ableitungen folgt nach Satz 7.9 aus der Stetigkeit der 9f/0x'.

7.11. Beispiele. (a) Auswertung des Integrals

g(x) = / e /2. eixt gt (1)
R
Im nachsten Paragraphen werden wir zeigen (8.7(b)), dass
9(0) = f e2dt = | e'v2du=+2r. )
R R

Die Idee zur Auswertung von (1) besteht darin, eine Differentialgleichung fur g her-
zuleiten und diese dann unter Verwendung der Anfangsbedingung (2) zu losen. Es
gilt

of _ at?/2, e\ a—ixt
o e e (—it)e' ™,
und daher |af/dx| = [t| - et*/2. Diese Funktion ist Giber R integrierbar. Also folgt
nach 7.10.1

gx) = /(—it)e“z/ze‘i"t dt.
R

Partielle Integration liefert

R
/ teftz/Zefixt dt = ( _ eftz/zefixt)

R R, ) .
+/ e U2(—ix)e ™ dt.
R -R -R

Fir R — oo strebt dies gegen (—ix)g(x). Also erfilllt g die lineare Differentialglei-
chung erster Ordnung

g’ (x) = (=) (=Ix)g(x) = —xg(x),
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mit der allgemeinen Losung g(x) = Ce /2, Wegen der Anfangsbedingung (2) folgt
g(x) = V21 - e 12, ©)

(b) DasvorigeBeispiel ist ein Speziafall der sogenannten Fouriertransformation.
Dieseist furr eine beliebige Funktion f € £1(R", C) definiert durch

2 . 1 —i (x,t)

Hierbei sai (, ) das Euklidische Skalarprodukt. Das Integral existiert, weil et den
Betrag 1 hat. Nach Satz 7.9ist f stetig, nach Satz 7.10ist f stetig differenzierbar, falls
die Funktion ||t|| f (t) noch in £* ist, usw. fir die hoheren Ableitungen. Die Formel
(3) besagt dann gerade, dass die Funktion e X/2 gleich ihrer eigenen Fouriertransfor-
mierten ist.

(c) Auswertung des Integrals

g(x) :/ e’thdet (x > 0).
0

Mit den Bezeichnungen von Satz 7.9 ist jetzt U = M =]0, oo[. Esist leicht zu sehen,
dass die stetige Funktion sint /t auf U durch 1 beschrankt ist (unterscheide die Falle
O<t<lundt> 1).FiraeU gilt daher

sint
‘e"“— < ha(t) = e /2

fur alex € U, :=]a/2, oo[, und esist h, € £1(M). Ahnlich gilt fiir die Ableitung

d int int
d_x<e_xt,ﬂ>‘:‘(_t>.g,e_xt C et < huth)

t

firalex e U,. Alsoist g € C1(U), und fiir die Ableitung gilt

g (x) = /Oo(—sint)e"“ dt.
0

Dies lasst sich auswerten, entweder durch zweimalige Produktintegration oder besser
komplex. Das Ergebnisist (Aufgabel)

0 1
—sint) e ' dt = ————,
/O (—sint)e T2
und durch Integration folgt
g(x) = C — arctanx.

Zur Bestimmung von C betrachten wir den Limes fir x — oo. Der Arcustangens
strebt dabei gegen /2. Andrerseitsist

: . o sint
lim g(x) = lim / e —dt=0;
X—> 00 x—00 Jq t
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denn fur jede Folge ax — oo ist die Funktion fi(t) := e &' . (sint/t) Uber 0, oo[
integrierbar, die fy gehen punktweise gegen Null, und | f(t)| < et fur alle genligend
groféen k. Damit ergibt sich die Behauptung aus dem Satz von der magjorisierten Kon-
vergenz. Insgesamt haben wir also C = /2, und somit

/ e‘Xtﬂdtzz—arctanx, fir 0 < x < oo.
0 t 2

(d) Die Gammafunktion ist fir x > O definiert durch das parameterabhangige
Integral

rx = /Oo t*"letdt. (4)
0

Mit Satz 7.10 kann man zeigen, dass I" eine C*°-Funktion ist (Aufgabe!). Sie erfullt
die Funktionalgleichung
I'X+1 =x-I(X),

und esist -
r(1)=/ etdt =1
0

Hieraus folgt durch Induktion I"(n 4+ 1) = n! fur n € N. Ein weiterer wichtiger Wert
der Gammafunktion ist

1
F(§)=«/E,

was sich leicht aus 8.7(b) ergibt (Aufgabe!). Die Gamma-Funktion hat viele weitere
interessante Eigenschaften, die aber erst richtig verstandlich werden, wenn manin (4)
X durch eine komplexe Variable z = x + iy ersetzt und " (z) als holomorphe Funktion
studiert. Hierfir sei auf Lehrbiicher der Funktionentheorie verwiesen.

88. Die Transfor mationsfor mel

Ubersicht. Die Transformationsformel 8.5 ist die n-dimensionale Version der Substitutionsregel, und
wie diese zur Berechnung von Integralen auf3erst niitzlich. Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall ist
ihr Beweis erstaunlich kompliziert, und erfordert die gesamte bisher entwickelte Theorie. Als Beispiel
behandeln wir Polarkoordinaten im R".

8.1 Lemma. S T: R" — R"eneinvertierbarelineare Abbildungund K c R"
kompakt. Dann gilt
w(T(K)) = |det T| u(K).

Beweis. Aus der linearen Algebra weiss man, dass T die Zusammensetzung von
linearen Abbildungen folgenden Typsist:

(i) Permutationen der Koordinaten.

(i) Diagonale Abbildungen: D(x!, ..., x") = (Ax, X2, ..., x™), mit » # O.

(iii) Scherungen: S(x%, ..., x") = (x%, x4+ x1, x3, ..., xM).

Dadie Determinante multiplikativ ist, geniigt es, die Formel in diesen 3 Fallen zu
beweisen. Fir (i) bette man K in einen geniigend grof3en Quader Q ein und verwende
ein dhnliches Verfahren wie im Beweis von Satz 2.6, angewandt auf die charakte-
ristische Funktion von K in Q (Aufgabe!). Im Fall (ii) und (iii) benitzen wir das
Cavalierische Prinzip: Seéi R” = R x R und setzex = x* undy = (x2, ..., x").
Dann gilt fUr die Schnittmengen in der Hohe y bzw. Uber x:

D(K)y=)\'Ky, S(K)X=X62+KX5
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und wegen der Kompaktheit von K sind die Schnittmengen wieder kompakt und so-
mit integrierbar. Aus dem Verhalten des Mal3es unter Homothetien und Translationen
(6.1.2) folgt w(D(K)Y) = [A|uw(KY) und u(S(K)yx) = w(Ky). Nun zeigt 7.1.1, dass
w(D(K)) = [A|n(K)yund n(S(K)) = w(K). Andrerseitsistdet D = Aunddet S= 1,
und wir sind fertig.

Der nachste Satz zeigt, dass man den Betrag der Funktionaldeterminante einer
stetig differenzierbaren Abbildung a's infinitesimales Volumenverzerrungsverhaltnis
interpretieren kann.

8.2. Satz. S&U c R"offen, @ : U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung,
a € U und sai die Ableitung @’(a) invertierbar. Sai (Qk) eine Folge von kompakten
nichtausgearteten Wirfeln, die sich auf a zusammenziehen, d.h.: Wenn etwa Qx =
Brk (ax) der abgeschlossene Wurfel mit Mittel punkt ax und Radiusry ist, sosel ax — a
undri — O fir kK — oo. Dann gilt

lim p(P(Qx))
koo 1 (Qx)
Beweis. Eventuell nach Verkleinern von U (Umkehrsatz!) kann man annehmen,

dass @ (U) offenund @ : U — @ (U) ein Diffeomorphismus ist. Wir erledigen erst
den

Soezialfall: @’(a) = Idist die Einheitsmatrix.
Setze by = @ (ax) und b = @ (a). Wir behaupten: Zu jedem ¢ > 0 gibt eseinky € N,
sodassfir alek > ko gilt:
Bry/1+e) (b)) C @(Qi) C Bryae) (1) 2

Wenn dies gezeigt it, folgt fur die Inhalte

= |detd’'(a)|. Q)

2 n )
(ﬁrkg) < u(@(QW) < (Crd+¢)),

also nach Division durch 1 (Qy) = (2ry)", dass
( 1 )“ _ H(@(QW)
1+e¢ p(Qi)
und daraus die Behauptung im Spezialfall, weil ¢ > 0 beliebig war.

Nun beweisen wir (2). Da @’(a) = Id die Norm 1 hat, gibt es (Satz 4.8 von
Analysis2) ein$ > 0, sodass @ auf Bs(a) einer Lipschitzbedingung mit der Lipschitz-
Konstanten 1 + ¢ geniigt. Wahle k; so grof3, dass Qx C Bs(a) fur dlek > k;. Dann
folgt fir allex € Qx und alek > kj:

[P(X) — (@] = 1+ e)X —akl = (1+e)rk,

adso @(Qx) C Bieyr, (b). Wegen (@71 (b) = @'(@)~! = Id gibt es analog €in
o > 0, sodass @ ! auf B,(b) einer Lipschitzbedingung mit der Konstanten 1 + ¢
genuigt. Wahle ko > k; so groB3, dass B, 11+ (bk) C By (b) fir dlek > ko. Dasist
moglich, weil by — bundry — 0. Dann gilt fur y € By, /116 (04):

<1d+9",

Mk
1+¢ -
sodass @ (B, /14 (B)) C By (a) = Qk. Durch Anwenden von @ erhalten wir
Br,/1+e) (k) C @(Qy) und damit die behauptete Formel (2).

Der Beweis im allgemeinen Fall ergibt sich mit Hilfe von Lemma 8.1 durch An-
wenden des Speziafallesauf @'(a) 1o @.

27Hy) —al =@y — @ )| < L+e)y — b < (1+e) k.
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83. Lemma. Sei U C R" offen und K C U kompakt. Dann gibt es eine offene
Menge B mit kompaktem Abschluss B, sodass K ¢ Bund B c U.

Beweis. DasKomplement A = R" ~ U vonU ist abgeschlossenund AN K = ¢.
Daher ist der Abstand § = d(A, K) > 0(0.8). NunsetzeetwaB = {x : d(x, K) < §/
2}. Dadie Funktion x — d(x, K) stetigist, ist B offen und B = {x : d(x, K) < §/2}
ist nach Definition von é in U enthalten. Ferner folgt aus der Beschranktheit von K
leicht, dass auch B beschrankt ist. Also ist B kompakt.

8.4. Satz (Transformationssatz fiir messbhare Mengen). Seien U und V offen
imR"und @: U — V ein C!-Diffeomorphismus.

(@) @ induziert eine Bijektion zwischen den messbaren Teilmengen von U und V.

(b) Fir eine messbare Menge M ¢ U sind aquivalent:
(i) @(M)istintegrierbar;
(ii) dieFunktion | det @’| ist Uber M integrierbar.
Snd diese Bedingungen erfullt, dann gilt

W(@(M)) = fM | det @], (1)

Beweis. (a) Da® und @ ! stetig sind und nach 6.12 Nullmengen in Nullmengen
abbilden, folgt dies sofort aus 6.10.

(b) Wir setzen zur Abkiirzung f := | det @’| und filhren den Beweisin 4 Schritten.
1. Schritt. M = W ist ein kompakter Wurfel.

In diesem Fall existiert dasin (1) rechts stehende Integral nach Satz 2.9, und @ (M) ist
kompakt und somit integrierbar nach 6.6. Angenommen,

C:= |u(¢(W))—/ f|>0.
W

Zerlege W durch Halbieren aller Seiten in 2" Teilwirfel W® i = 1,...,2". Dann

gilt
2n
f = / f
/\N ; W

nach 4.1, und weiter auch, nach 6.2.6,
on _
p(@ W) = pu(e W),
i=1

denn (WD) N o (WD) = &o(WD N WD) (wegen der Injektivitat von @!) ist
nach Satz 6.12 eine Nullmenge. Also gibt es mindestens einen Index io, sodass fur
Q1 1= W gilt:

C
weo@- [ f|=5
1
denn andernfalls ware

\u(@(wn—/w f| =< i\u@(w(“))—/w fl < 2”-%=C.
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So fortfahrend erhalten wir eine Folge W = Qg D Q1 D ... vonineinandergeschach-
telten Wiirfeln, deren Durchmesser gegen Null gehen, mit der Eigenschaft

C
n@ @) - [ 1]z 5 @

Nach dem Schachtelungsprinzip 0.7 besteht der Durchschnitt der Qy aus genau einem
Punkt a, und nach Konstruktion gilt 1(Qx) = w(W)2~"€, Um zum Widerspruch
Zu kommen, verwenden wir Satz 8.2. Zunéchst schatzen wir die in (2) auftretende
Differenz nach oben ab:

u(@(Qk»—fQ f\sW@(Qk))—f(a)u(Qk)|+\f<a)u(Qk)—/Q fl
= @@ - f@n@ol+ [ 11-f@l.  @®

Nun folgt aus (2) und (3) nach Division durch . (Qx)

c ‘M((p(Qk)) - 1

AWy = | Qo Qo Jo,

Nach Satz 8.2 geht hier der erste Term fir Kk — oo gegen Null. Sei ¢ > 0 beliebig.

Wegen der Stetigkeit von f ina gibtesein§ > 0, sodass | f (X) — f(a@)| < ¢ fur dle
X € Bs(a). DaQx C Bs(a) fur alle geniigend grof3en k, folgt

L [ f@) <
n(Qw) Jo — n(Qx) Jo

Also geht auch der zweite Termin (4) fur k — oo gegen Null, und esfolgt C = 0, im
Widerspruch zur Annahme.
2. Schritt. M ist offen.

Schreibe M = | J7° W al's Vereinigung fast disjunkter kompakter Wirfel. Wegen der
Injektivitat und Nullmengentreue von @ sind die @ (W) wieder fast disjunkt, und
somit folgt aus dem ersten Schritt

k k k
p( o) =) u@w) = Zf f
i=1 i=1 i=1JW

Daher folgt nun die Behauptung fur k — oo aus 6.2(e) und 7.4(e).
3. Schritt. M = K ist kompakt.
Wihle eine offene Menge B > K mit kompaktem Abschluss B ¢ U (8.3). Dann

ist K = B ~ (B~ K), und die offenen Mengen B und B ~ K sind beschrankt, also
integrierbar. Nach dem 2. Schritt und den Rechenregeln 6.2.2 und 7.4.1 folgt

f(a)‘ + = f . @

¢ = ¢ firalle geniigend grof3en k.

pn(@(K)) = u(®(B)) — (@ (B~ K)) =f f—/ f =/ f.
B ~K K

4. Schritt. M ist eine beliebige integrierbare Menge.

Schreibe M = N U M’ mit einer Nullmenge N und M’ = [J7° K; wiein 6.10. Weil
@ (N) eine Nullmenge ist, genligt es wegen 5.11 den Fall M = M’ zu betrachten.
Dann ist aber (@ (K;)) = ij f nach dem 3. Schritt, und die Behauptung folgt aus
6.2(d) und 7.4(d).
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8.5. Satz (Transformationsformel). SeienU undV offenimR"undsei @ : U —
V ein @?-Diffeomorphismus. Fir eine messbare Menge M U und eine Funktion f
auf @ (M) sind folgende Bedingungen aquivalent.
(i) fistiber @ (M) integrierbar;
(i) (fo®)|detd’|ist Uber M integrierbar.
Sind diese Bedingungen erfullt, dann gilt

/ f=/(foq§)|detq)/|, (1)
®(M) M

oder in ausfulhrlicherer Schreibweise:

AP, ..., d"
fxdxl---dx“:ffqﬁu — 2t Zidut. .- du", 2
L(M) 00 M ( ()) a(ul,...,um @)
wobei
oL "
—88( A n) = det @’ (3
ut, . ..,um
gesetzt ist.

Bewels. Nach Zerlegung von f in positiven und negativen Anteil konnen wir
f>0amnehmen.SeiU =U xR,V=V xRund®:U — V durch

®(u)
é(u,t)_( t ) (UeU, teR)

| det @’ (u)|

definiert. Dannist @ ein G1-Diffeomorphismus mit Ableitung

=7 _ (p/(u) 0
(p(“’t)_( X |detq5’(u)|‘1>'

Daher ist | det @’| konstant gleich 1. Nach dem Transformationssatz 8.4 induziert also
@ eine malRerhaltende Bijektion zwischen den messbaren (bzw. integrierbaren) Teil-
mengen von U und V. Wiein 7.5 bezeichne O( f) die Ordinatenmenge von . Man
Uberlegt sich leicht, dass

®(O((f o @) det@'])) = O(f).

Nun folgt die Behauptung sofort aus der Charakterisierung der Integrierbarkeit und
des Integralsvon f durch die Ordinatenmengein 7.5.

Bemerkung. Dieser Satz gilt auch noch fir @-Diffeomorphismen. Der Beweis
erfordert allerdings weitergehende Hilfsmittel, siehe 9.15.

Oft tritt der Fall auf, dass @ auf seinem natiirlichen Definitionsbereich D diein 8.5
gemachten Voraussetzungen nicht erfillt, und erst die Einschrankung von @ auf eine
geeignete Teilmenge U ein Diffeomorphismusist. In solchen Fallen ist die folgende
Variante der Transformationsformel anwendbar.
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8.6. Korollar. Sei D ¢ R" offen, # : D — R" eine G?-Abbildung und M c D
messbar. Weiter sei U C D offen, und es gelte
(i) @|U istinjektivund det®’(u) # Ofir alleu € U,
(i) M ~ U ist eine Nullmenge.
Sei f eine Uber @ (M) integrierbare Funktion. Dann ist (f o @)|det®’| Uber M
integrierbar, und es gilt 8.5.1.

Beweis. Nach6.14 sind @(M) und @ (M NU) messhar, und nach 6.12ist & (M ~
U) eine Nullmenge. Nun folgt die Behauptung aus 8.5:

/ f:/ f:/ (fo(D)ldeth/|=/(fo<15)|det¢’|.
@ (M) @ (MNU) MNU M

8.7. Beispiele. (@) Polarkoordinatenim R2.

<x>:¢(r’¢):(rcps<p)’ (p,:(cpsw —rsm<0>’ oy
y rsing sing rcosg ar, @)

Hier ist @ zwar auf der ganzen (r, ¢)-Ebene definiert, aber nicht injektiv. Jedoch ist
die Einschrankung von @ auf den Streifen

U={r,¢):r >0, 0<¢ <27}

ein Diffeomorphismus von U auf V = R? ~ {(x, 0) : x > 0}. Damit kann man die
Transformationsformel in der Fassung 8.6 zum Beispiel anwenden auf den Fall des
Rechtecks

M=Qr={(¢):0<r <R, 0<¢ <21},

denn Qg ~ U istim Rand von Qg enthalten und damit eine Nullmenge. Das Bild von
Qr unter @ ist die abgeschlossene Kreisscheibe Kr vom Radius R, und man erhalt
damit:

Das Integral einer Uber Ky integrierbaren Funktion f lasst sich auswerten als

2 R
/ f(x, y)dxdy:/ / f(rcose,rsing)rdr de.
Kr o Jo

o]

(b) Berechnung von e dx.

0
Wieder verwenden wir 8.6, wobel @ wiein (a) und M der Streifen {(r, ¢) :r >0, 0 <
¢ < m/2} sel. Danniist (M) = R2 der abgeschlossene erste Quadrant im R?, und
die Transformationsformel zusammen mit dem Satz von Fubini ergibt

2,42 2 /2 o 2 T 1
/ e‘(x+y)dxdy:/e‘rrdrd<p=/ d(p/ e'rdr==.2.
R M 0 0 2 2

Andrerseits gilt wieder nach dem Satz von Fubini und der Funktional gleichung der

e-Funktion
2, \2 o 2 o 2 OO 2 2
ef(x +y)dX dy:/ efx dx / e*y dy = (/ e*X dX) .
0 0 0

J

2
+

2
+
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Durch Wurzel ziehen folgt also

/oo e dx= Y. 1)
0 2

(c) Zylinderkoordinaten im R sind gegeben durch

(’;) (rrgorf‘p> 10x.y.2) _
= (p s —_— = 1.
d Z . 9. 2)

Hier gelten ahnliche Regeln wie fur ebene Polarkoordinaten, weil die z-Koordinate
nicht transformiert wird.

(d) Polarkoordinaten im R3:

X I COS¢ COS¥ 3(x. Y. 2)
(y):@(r,<p,0)=<rsin<p cosﬁ), %:rzcosﬂ.
z rsing r. ¢, 9)

Hier ist wieder @ fur adle (r, ¢, ©) definiert und liefert einen Diffeomorphismus von
U={(r,e9):r>0 0<¢ <21, |V <n/2}
auf dieMengeV = R® < {(x, 0, 2) : x > 0}. Das Bild des Quaders
Qr=1{(r9, ¥):0<r <R, 0<¢<2r, |[#<n/2}

unter @ ist die Vollkugel mit Mittelpunkt O und Radius R. Der Bewels folgt aus dem
Spezialfall n = 1im folgenden Beispiel.
(e) Polarkoordinaten imR": Diesesind fir n > 2 und m := n — 2 definiert durch

I COSty COSHm_1 - - - COS1Y1 COSQ
I COS¥y, COSHm_1 - - - COSY SiNg

1
X' I COSYp, - - - COSD SNy
. =¢(r’¢aﬁl3’ﬂm)= : )

X" :
r coOS¥m SiNY¥m_1
r sindm
und fur sie gilt der folgende Satz.
8.8. Satz. Die Funktionaldeterminante ist

axt, ..., xM
A, ¢, 91, ..., 0m)

und fir @, = @ gilt die Rekursionsformel

=r"1cos" ¥y, cos™ L ¥y 1 -+ COSV, (1)

D 1(r, @, 01, ..., 0m_1) - COST
4>n(r,<p,w91,...,z9m):( n-1(l ¢ 1rgnﬁm’“ 1 ’“>. %)

Die Restriktion von @, auf

U={re¢ 01,....,%):r >0 0<¢p <27, |0 <n/2}
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ist injektiv und hat invertierbare Ableitung. Das Bild des Quaders
Qr={(r ¢, 01,....,9m) :0=<r <R, 0<¢ <27, 9| <7/2}

unter @ ist die Vollkugel Kr vom Radius R um den Nullpunkt im R". Das Bild des
Durchschnitts von Qg mit der Hyperebener = R ist die Sphére Sy * vom Radius R
imR".

Beweis. Fir n = 2 hat man die Polarkoordinaten im R? und die Behauptung folgt
aus Beispiel (8). Nun sei schon ||@,_1]| = r? bewiesen, wobei || - || die Euklidische
Norm bezeichnet. Dann ist wegen (2) || ®n12 = [|®Pn_1|? - €OS? O + r2sin? v, = r2.
Zum Beweis der Injektivitat auf U nehmen wir an, dass &, (r, ¢, 5) =&y, ¢, 5”),
wobei 3 = (91, ..., ¥m). Dannfolgtr? = (r')2und daherr = r’, weil r undr’ positiv
sind. Durch Vergleich der letzten Komponenten sieht man weiter sindy, = sin?d/
und daraus 9y = v, well |9n| < w/2 und |9/,| < 7/2, und der Sinus im Intervall
1 — /2, 7/2[ injektiv ist. Nunfolgt ¢ = ¢’ und ¢ = 9/ furi =1,...,m— 1nach
I nduktionsvoraussetzung.

Als Néchstes zeigen wir die Gultigkeit von Formel (1) ebenfalls durch Induktion.
Fir die Funktionalmatrix von @,, erhdt man aus (2)

COSVm - D), —SiNVy- Pn_g
o, = ( ) |
snd, 0...0 I coS¥m
Sei § diei-te Spaltevon @/ _;. Dannist

8¢n_l 1
= — —¢ —1-
S ar ront )

Daher lautet die Entwicklung von det @/, nach der letzten Zeile:

det®) = (=)™ sinYy, - det(cosdm - S, . .., COSTm - Si_1, — SNV - Pn_1)
+ (=1)™"r cosVy, - det(cosVm - D;,_;)
= (—=1)" sin® ¥, cos™ I 1 det(S, ..., Si_1, S) + 1 cos ¥y, det D/,
=1 sin® ¥y cos” Iy det(Sy, ..., Si_1) +r cos' ¥y, det P!,
= - (Sin* ¥y + C0S” ¥y) cos" I det®), ; =1 - cos" Iy, - det @, .

Diesist eine Rekursionsformel fiir det @/, aus der wegen det @, = r die behauptete
Formel (1) durch Induktion folgt.

Schliefdlich zeigen wir, dass das Bild von Qgr unter @ die Vollkugel Kg mit
Radius R ist. Hierbel folgt ®(Qr) C Kg aus ||®@n]| = r. Umgekehrt sei 0 #
X € Kg. Setzer = |x|| und &q = arcsin(x"/r). Dann ist X" = r sindy,, und
y = (1/r)(xL, ..., x" Y erfillt

2 ny2
iz =" 1 sin g, = co vy,

Also ist nach Induktionsvoraussetzung y = @, 1(r’, ¢, P4, ..., 0m_1) Mit r’ =
CoStn. Es folgt X = & (r, ¢, 91, ..., Um). Die letzte Behauptung ist klar wegen
[@nll =T.
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Als Anwendung berechnen wir nochmals das Volumen von K mittels der Trans-
formationsformel:

R 2 m /2 27 R"
n(KR) =/ r"ldr do 1_[ / cost ¥ d = C1---Ch_2,
0 0 ko1 Jon2 n

wobei

Ck = /_ " cos* ¥ d. (4)

/2

Hieraus bekommt man wieder die schon friher in 7.2(c) gefundenen Formeln fr das
Volumen der Einheitskugel.

89" DieLP-Raume

Ubersicht. In diesem Paragraphen fiihren wir die fir die hohere Analysis wichtigen £ P-Raume ein.
Dabei handelt essich, in Verallgemeinerung des Raumes £, um digjenigen lokal integrierbaren Funktionen,
deren p-te Potenz absolut integrierbar ist. Wir beweisen den fundamentalen Satz von Fischer-Riesz (9.11),
der besagt, dass diese Raume beziiglich der p-Norm (9.5.2) vollstandig sind. Die Quotienten LP = £P/ N
nach dem Raum der unwesentlichen Funktionen sind Banachraume; der Raum L2 ist sogar ein Hilber-
traum. Schliefdlich zeigen wir (9.14), dass sich die Funktionen in £P in der p-Norm beliebig genau durch
Treppenfunktionen approximieren lassen, und beniitzen dies zum Beweis einer verbesserten Variante der
Transformationsformel.

9.1. Definition (p-integrierbare Funktionen). In diesem Paragraphen betrach-
ten wir durchweg komplexwertige Funktionen f = f; + if, auf R". Eine solche
Funktion ist lokal integrierbar, wenn Real- und Imaginarteil f; und f, es sind (vgl.
5.3). Dannist| f| =,/ f2 + fZ nach 2.15 ebenfallslokal integrierbar. Wir bezeichnen
mit £L, = £L.(R"; C) die lokal integrierbaren Funktionen. Dies ist offenbar ein
komplexer Vektorraum.

Sei 1 < p < oo. Einelokal integrierbare Funktion f heif3t p-integrierbar, wenn
| f|P integrierbar ist, dso | f|P € £1(R"; R). (Die Verwendung des Buchstabens p in
diesem Zusammenhang ist traditionell und hat nichts mit einer Dimension, wei etwa
bei p-Formen oder p-Dichten, zu tun.) Statt 2-integrierbar sagt man auch quadratin-
tegrierbar. Die Menge der p-integrierbaren Funktionen bezeichen wir mit £P(R"; C)
und meist kurz mit £P. Ist M eine messhare Teilmenge des R", so sei, analog zu 7.3,
£P(M) dieMengedler f € £P, die ausserhalb M verschwinden.

Die Bedingung | f|P e £ ist nicht linear in f. Daher ist es nicht klar, dass £P
ein Untervektorraum von £} ist. Zum Beweis dieser Tatsache brauchen wir einige
Vorbereitungen. Im folgenden Lemmasei Q ein kompakter Quader.

9.2 Lemma. Sei o > 0, sel K C ]0, oo[ ein kompaktes Intervall, und sei g €
£1(Q) eine Funktion mit Werten in K. Dann ist auch g* € £(Q).

Beweis. DieredlleFunktiont — t* auf ]0, oo[ ist stetig differenzierbar und daher
lokal dehnungsbeschrankt. Also geniigt sie nach 0.12 auf K einer Lipschitzbedingung,
etwa [t} —t3| < Clty — to]. Wir zeigen die Integrierbarkeit von g* mit dem Cauchy-
Kriterium 2.7. Zu gegebenem ¢ > Owahle p: Q — R, wiein der Definition der
Integrierbarkeit fir g. Seien Z und Z’ zwei o-feine vertragliche Zerlegungen von Q,
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etwamit den Teilquadern Q; und Stitzstellen & und 5;. Dann gilt

|S2(9%) — Sz:(9™)] < Y |9 — 9m)*|(Qi)
iel
<C- Y |9&) — g(m)|u(Q) < 2:C,
iel

nach 2.7(a). Dae > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

9.3. Lemma. Sei ¢ > Oundsei f einelokal integrierbare Funktion.

(@) Esgebeenelokal integrierbare Funktion h mit | f|* < h. Dannist auch | f |*
lokal integrierbar.

(b) Die Aussage (a) gilt auch noch, wenn man ,, lokal integrierbar* durch ,, inte-
grierbar® ersetzt.

Beweis. (a) Firjedesk € N sei

Ok := min(k, max (| f1, %))

Dannist g« € £1(Q) firr jeden kompakten Quader Q, und gy hat Werte im kompak-

ten Intervall [1/k, k]. Nach Lemma 9.2 folgt also g € £(Q). Die g? konvergieren

punktweisegegen|f|°‘,undesgi|tg§‘|Q < 1—|—h|Q e £1(Q), wiemansichleicht tiber-

legt (unterscheide die Falle | f (x)| > 1und | f(x)| < 1). Alsoist | f|* € £1(Q) nach

dem Satz von der mgjorisierten Konvergenz. Da Q beliebig war, folgt die Behauptung.
(b) Nach (a) ist | f|* lokal integrierbar. Nun folgt die Behauptung aus 5.2(c).

9.4. Satz. £P ist ein Untervektorraumvon £, der mit f und g auch | f|, den
Real- und Imaginarteil von f und, fir reelles f und g, den positiven und negativen

Anteil fL sowie max(f, g) und min(f, g) enthalt.

Beweis. Offenbar ist mit f auch jedes skalare Vielfache p-integrierbar. Nun seien
f undgin£P. Dannist f +g e £t , asoauch |f + g|, und esgilt

1f4+glP < (1f1+191)° < (2max(| f|,1gD)” = 2P -max (| f|P, |gIP) =  h e £%,

wegen 5.2(b). Nach Lemma9.3(b), angewandt auf | f +g|unda = p,folgt | f +g|P €
£l Alsoist f + g e £P, und somit ist £P ein komplexer Vektorraum.

Auf Grund der Definitionen ist klar, dassmit f auch | f|in £P ist. Wegen | f|P =
|f|P e £listferner f € £P, und somit wegen der Vektorraumeigenschaft auch Real-
und Imaginarteil von f. Die Ubrigen Behauptungen folgen aus 2.13.1.

9.5. Die p-Norm und die LP-Raume. In Verallgemeinerung von 5.2(b) definie-
ren wir nun die p-Normauf £P durch

1= ([ 1917)"".

Offenbar gilt A f[lp = |A] - || f||p, und weiter
[flp=0 <<= feuw, (1)

dem Raum der fast Uberall verschwindenden Funktionen. Dies folgt aus der Charak-
terisierung der unwesentlichen Funktionen in 5.10(d), weil ja | f (x)|P = 0 dann und
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nur dann, wenn f (x) = 0. Insbesondereist aso die p-Norm trotz ihres Namens keine
Norm in dem in Analysis 2, definierten Sinn auf dem Vektorraum £P, sondern nur
eine Seminorm. Um zu normierten Raumen zu gelangen, setzen wir daher
LP:=LPR") = £P/N

und definieren die p-Norm einer Aquivalenzklasse[ f] € LP durch

Isal = RS 2
Wegen 5.11 ist das wohldefiniert. Analog setzt man

LP(M) := £P(M)/N N LP(M)

fur eine messbare Teilmenge M C R", und definiert die p-Norm auf diesem Raum
ebenfalls durch (2).

Wir werden als Nachstes zeigen, dass LP damit wirklich zu einem normierten
Raum wird. Nach Definition von LP ist klar, dass ||[ ]| = O nur fur [ f] = 0. Also
bleibt nur noch die Dreiecksungleichung zu beweisen. Wir beginnen mit einer Verall-
gemeinerung von Satz 5.2(c).

9.6. Lemma. Sdien f,g € £ undesgebeeinh e £ mit|fg| < h. Dannist
auch fg e £*.

Beweis. (a) Seienzunachst f und g reellwertig. Wir setzen
Ok ;= min(k, max(g, —k)).
Dann ist g« beschrankt und ebenfalls lokal integrierbar. Also ist fgx € £i. nach
Satz 5.2(c). Ferner gilt | fgk| < |fgl < h e £ Alsoist fge € £ nach Satz 5.2(d).

Schlieflich gilt fgx — fg punktweise, und daher ist fg € £ nach dem Satz von der
majorisierten Konvergenz.

(b) Nunseien f = f;+if, undg = g1 4192 komplexwertig. Danngilt | fi| < | f]
und |gi| < |g], und daher | figm| < |fg| < hfarl, m e {1, 2}. Nach dem unter (a)
Bewiesenenist aso figm € £*, und daher auch fg = (f191 — f202) +i (102 + f201).

1 1
9.7. Satz (Holdersche Ungleichung). Seien p > 1undqg > 1 und B + a =1
Weiter sei f € £Pundg e £9. Dannist fg € £! und esgilt
I falls < I fllp - lIgllg- (1)

Beweis. Ist || f|, = O oder |gll = O, dann verschwindet f oder g und damit
auch fg fast Uberal, und die behauptete Ungleichung (1) gilt trivialerweise. Sei also
| fllp # 0 # llgllq- Nach Division von f bzw. g durch || f ||, bzw. ||g|lq kbnnen wir
sogar || f||p = [19llq = 1 annehmen. Aus Analysis 1 ist bekannt, dass

fur alereellens, t > 0. Esfolgt

[FOOIP - 1g(x)[
f(x)] - +
[TOO]- 9] =< 0 | q

firallex e R". Hier steht rechtseine £1-Funktion. Nach Lemma9.6istaso fg € £1,
und durch Integration ergibt sich

1 1 1
fgl=lfalls < =IflI5+ =llglg = = +
fl gl =11gll IDI| Ip q||g||q 0

=1,

Qo

wie behauptet.
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9.8. Satz. Die p-Normerfillt die Dreiecksungleichung: Fur f, g € £P gilt
It +glle < 11 fllp+ 9l 1)
Daher ist || . ||, €ine Seminormauf £ und eine Norm auf L P.

Beweis. Fur p = 1folgt (1) trivial durch Integrationaus | f +g| < | f|+ |g|. Wir
nehmenaso 1l < p < oo an, und definieren g durch

1 1
S4+Z=1 2
p q
Dann gilt
f+alP=1f+gl-If+gP < (fl+Igh-If +glP™ ®
Nunist|f|P~1 < 1+|f|P e £, und daher ist nach Lemma9.3(a) auch | f |[P~* lokal

integrierbar. Weiter ist | f + g|P~! e £9; denn wegen (2) ist
(IF+gP ) =1f+g™ 9= |f +gP ez’

weil ja f 4 g nach Satz 9.4 p-integrierbar ist. Also folgt aus der Holderschen Unglei-
chung

1/q
S8+t < 1 0P g =1 [ [ (11 +9177)°]

=080 [ 15 +07] " =0t 1f + gg.
Ebenso beweist man
[1g 11 +aP < tgilo- 1+ g2
Nun ergibt Integration von (3)

1£+918 < (I Fllp +llgllp) - I F +glI2. @
ImFall || f + gllp = 0ist (1) trivial. Sonst folgt durch Division aus (4) wegen (2)
I+ gllg_p/Ol =[f+dgllp=filp+lallp

9.9. Vollstandigkeit. Sei V einreeller oder komplexer Vektorraum mit einer Se-
minorm | . ||. Eine Folge (ax) in V heifdt konvergent, wenn es ein a € V gibt mit
lim o Jla — akl] = 0. Wenn || . || keine Norm ist, so sind Limites in V in diesem
Sinne nicht mehr eindeutig! Das spielt aber in vielen Situationen keine grof3e Rolle,
und |&sst sich stets durch Ubergang zum Quotienten von V nach dem Unterraum der
Vektoren v mit ||v|| = O, in Anaogie zur Definition der L P-Raume in 9.5, beheben.

DieFolge (ax) heild eine Cauchyfolge, wenn sie das Cauchysche Konvergenzkrite-
rium erfullt: Zujedeme > Ogibteseinm € N, sodass ||a; — & || < ¢ furallei, j > m.
Aus der Dreiecksungleichung folgt leicht, dass jede konvergente Folge insbesondere
eine Cauchyfolge ist. Wir nennen V vollstandig, wenn umgekehrt jede Cauchyfolge
inV konvergiert.

Ein Banachraumist ein vollstandiger normierter Vektorraum. Unter einem Hilbert-
raum verstehen wir einen Banachraum, dessen Norm sich aus einem Skalarprodukt
(d.h., einer positiv definiten hermiteschen Sesquilinearform (. |.)) vermoge ||al| =
<a|a)l/ 2 exgibt.

Unser nachstes Ziel ist der Beweis der Vollstandigkeit der Raume £P (Satz von
Fischer-Riesz 9.11). Die wesentliche Arbeit steckt im folgenden Satz, in dem aus
technischen Griinden mit Reihen statt mit Folgen gearbeitet wird.
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9.10. Satz. Sai (gk) eine Folgein £P mit
A= lidklp < oo. €
k=0
Dann gibt es eine Nullmenge N, sodassfur allex ¢ N die Reihe

g0 =) G(X) @)

k=0

absolut konvergiert. Definiert man g(x) := 0fir x € N, soist g € £P und es gilt

k
Jlim g ; gf,=0 ©)

Beweis. Sa hy = Zikzo|gi |. Dann ist hy € £P nach 9.4. Offenbar bilden die
hx eine monoton wachsende Folge, und daher ist auch die Folge der integrierbaren
Funktionen hf monoton wachsend. Wegen der Dreiecksungleichung fir die p-Norm
gilt [hY = Ihllf < (X0 llgillp)” < AP. Also folgt aus dem verbesserten Satz
von der monotonen Konvergenz 5.13: Der Limes h(x) = lim o hk(X)P existiert
fur alle x mit Ausnahme einer Nullmenge N, und wenn man h(x) := 0 fir x ¢ N
setzt, soist h € £1. Ausder Stetigkeit der Funktion t — t¥/P folgt die Existenz von
h(x) 1= liMi 00 (X) = h(x)Y/P und damit die absolute Konvergenz der Reihe (2)
fur alle x ¢ N. Wir setzen wieder h(x) := 0 fir x ¢ N und zeigen als Nachstes,
dassh € £P ist. Weil hP = h e £, bleibt dazu nur nach die lokale Integrierbarkeit
von h zu zeigen. Nun gilt h¥P < 14+ h e £}, und daher ist h = h'/P € £1_ nach
Lemma9.3(a).

Wir kommen zum Beweis der p-Integrierbarkeit von g. Durch Nullsetzen der g
auf N (was offenbar (1) nicht stort) kdnnen wir annehmen, dass (2) fur allex € R"
gilt. Sei g := Z:(:o gi, und sei Q ein kompakter Quader. Dann ist sc € £(Q) und
Isc] < hx < h e £1(Q). Also folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz
fir Quader 4.7, dass g € £*(Q). Da Q beliebig war, ist g lokal integrierbar. Ferner
ist |g] < h,aso|g|P < hP = h € £, und somit folgt nach Lemma 9.3(b), dass
lg|P € £1. Alsoistg € £P.

Schliefdlich zeigen wir (3). Es gilt limg_ o |g — s|P = 0 punktweise. Ferner ist
|0 — skl < 19| + |s«| < h+ hg < 2h und somit |g — s|P < 2PhP e £1. Also lifert
der Satz von der majorisierten Konvergenz 5.6(b)

l —slP =i —slP= [ lim|g—sJ/P=0.
Jim g — sdlp kLrgoflg SN fkggolg %P=0

9.11. Satz von Fischer-Riesz. Sei M eine messhare Teilmenge des R" und sei
(fx) eine Cauchyfolge in £P(M). Dann gibt es eine Funktion f € £P(M) und eine
Teilfolge ( fy, ), sodass

lim fi00 = f0o  fur fast allex, 1)
lim [1f = fllp = 0. @

Insbesondereist £P(M) beziiglich der p-Norm vollstandig.
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Beweis. WahlelIndizesk; <k, < ... mit| fi — fj|l, < 27 fur alei, j > ki, und
setze gp = fi, und g := fi,, — fi, firl > 1. Dannistgo+ --- + g—1 = fi, und

S lall < gl + Y 27" = ligoll + 1 < oo
1=0 1=1

Nach Satz 9.10 gibt es also eine Funktion g € £P mit lim_, o, fy, (X) = g(x) fur fast
alex,undund lim_  |lg — fillp = 0. Definiere

. [gx) fdlsx e M,
f(x)"{o fallsx ¢ M.

Weil die f, ausserhalb M verschwinden, gilt g(x) = Ofir fast allex € CM, und somit
ist f = g fast Uberall. Daherist f € £P(M) und esgilt (1). Zum Beweisvon (2) sei
e > 0 gegeben. Wahlem so grof3, dass || fi — fj|lp < ¢ fur alei, ] > m. Wahle eine
| sogrof3, dassk > mund ||g — fillp < e. Danngilt |[f — fill, = lg — fillp <
g — fllp+ I fix, — fillp <& +e=2¢furalei > m.

9.12. Korollar. Sei M C R" messhar. Fir 1 < p < oo ist LP(M) mit der p-
Norm 9.5.2 ein Banachraum. Der Raum L2(M) ist mit dem Skalar produkt

([11]la]) = / fg )

en Hilbertraum.

Beweis. Dieerste Aussageist klar nach 9.11. Wegen 9.7 und 9.4 ist fg e £ fur
f,g € £2(M). Also ist die rechte Seite von (1) wohldefiniert, und nach 5.11 hangt
sie nur von den Klassen [ f] und [g] ab. Nun ist klar, dass (. |.) sesquilinear und

hermitesch ist. Da offenbar ([ f]|[ f]) = | [ f] ”3 folgt die Behauptung.

9.13. Treppenfunktionen. Unter einer Treppenfunktion verstehen wir eine end-
liche Linearkombination von charakteristischen Funktionen kompakter Quader, etwa

9= GXa- (1)

Die Treppenfunktionen bilden offenbar einen Vektorraum 7 = 7 (R"). Die charak-
teristische Funktion eines Quaders (und algemeiner einer beliebigen integrierbaren
Menge) ist gleich ihrer p-ten Potenz und damit p-integrierbar. Also ist wegen Satz 9.4
auch jede Treppenfunktionen p-integrierbar, d.h., esist 7 c £P.

Fur eine offeneMengeU c R" sai 7 (U) die Menge aller Treppenfunktionen wie
in(1) mit Q; c U.Danngiltanalog 7 (U) c £P(U) furalep > 1.

9.14. Satz (Approximation durch Treppenfunktionen). Sei U ¢ R" offen und
f € £P(U). Dann gibt es eine Folge (¢) von Treppenfunktionen in 7 (U), sodass
lim_ o @ (X) = f(x) fir fastallex, und lim_ | f — ¢ llp = 0.

Beweis. Nach Zerlegungvon f in Real- und Imaginarteil und weitere Zerlegungin
positiven und negativen Anteil sieht man wegen 9.4, dassesgeniigt, denFall f > 0zu
betrachten. Wir zeigen in einem ersten Beweisschritt, dass || f — ||, flr ein geeignetes
¥ € 7 (U) beliebig klein wird.
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Wegen 0 < f e £Pist || f||} = [ fPlly < oo. Nach Definition der 1-Norm in
5.1.1 gibt es daher zu gegebenem ¢ > 0 einen kompakten Quader Q, sodass fQ fP>

Jrn TP — ¢, oder
/l;anp<8. Q)

Weiter ist f P Uber Q integrierbar. Daher gibt es eine positive Funktion ¢ auf Q, sodass
1S (fP) — [Q fP| < ¢ fir alle Zerlegungen Z < o. Sel

'(xX) = min (¢(x), d(x,CU)) falsx e QNU,
e o fallsx € Q ~ U,

undsal Z = (&, Qj)ice €ine p’-feine Zerlegung von Q. Dannist Z auch p-fein, und
daher nach dem Lemmavon Henstock 4.3

Do P — )P < 2

icE Y Qi

Betrachte die Treppenfunktion

Y= fE)xq-

icE

Die Definition von ¢’ bewirkt, dass fir eine Stitzstelle & € U der zugehorige Tell-
quader Q; ganz in U liegt. Fur & ¢ U ist f(&) = 0. Das zeigt v € 7 (U). Well
die Q; fast digunkt sind, ist ¥ auf dem Inneren von Q; konstant gleich f (&). Fur
reelle a,b > 0 gilt die Ungleichung |a — b|P < |aP — bP| (Aufgabe!) und daher
[f —|P < |fP —P|. Esfolgt mit 4.1.2 und weil die Rander der Q; Nullmengen
sind:

AT PP — P_ P — P_ £ (£\P
/Q|f w|s/Q|f pP =3[ 1 =3 [ -t @P <2 @

icE Y Qi icE Y Qi

Die Funktion v verschwindet ausserhalb von Q. Somit sehen wir aus (1) und (2), dass

||f—1/f||g=/R|f—w|p=fR Q|f—w|p+/Q|f—w|p<e+28=Se,

wie behauptet.

Nach dem soeben Bewiesenen kdnnen wir nun Treppenfunktionen v € 7 (U)
so wahlen, dass || f — ¥l — Ofir k — oo. Insbesondere ist die Folge (y) eine
Cauchyfolge in £P. Nach dem Satz von Fischer-Riesz gibt esaso eing € £P und
eine Teilfolge (¢1) = (Y) mit ¢ — g punktweise fast tberall und ||g — ¥kl — O.
Hierausfolgt |9 — fllp < 19— Y«llp+ Yk — fll, flralek und somit |g— f ||, = 0.
Also gilt g = f fast Uberall, und daher konvergiert die Teilfolge ¢ auch punktweise
fast Uberall gegen f.

9.15. Die Transformationsformel fur G!-Diffeomorphismen. Mit dem Satz
von Fischer-Riesz und dem Approximationssatzes ist es nun moglich, die in 8.5 an-
gekiindigte verscharfte Version der Transformationsformel zu beweisen. Wir verwen-
den die Bezeichnungen von 8.5, setzen jetzt aber nur einen C!-Diffeomorphismus
@ : U — V voraus. Diein der Formulierung von 8.5 auftretende messbare Menge
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M c U konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit gleich U annehmen, in-
dem wir f durch Null auf ganz V fortsetzen. Ferner kdnnen wir durch Zerlegung in
positiven und negativen Anteil f > 0 annehmen. Wir definieren die Funktion f* auf
U durch f* := (f o ®@)|det ®’|.

Die Transformationsformel folgt fir den Fall, dass f = ¢ € 7 (V) eine Treppen-
funktion ist, leicht aus dem Transformationssatz 8.4. Dies|asst sich auch so formulie-
ren: Esist ¢* € £1(U) und die lineare Abbildung ¢ — ¢* von 7 (V) nach £*(U)

erhalt die 1-Norm:
||<a||1=/¢=/ o = 6" . 1)
\Y U

Nunsei f e £%(V) beliebig. Wahle ¢ € 7 (V) wie in 9.14. Wegen (1) bilden
die ¢ eine Cauchyfolge in £1(U). Also gibt es nach dem Satz von Fischer-Riesz
eing € £X(U) mit ||g — ¢l — O, und eine Teilfolge ¢ konvergiert punktweise
fast Uberall gegen g. Andrerseits gibt es eine Nullmenge N c V, sodass die ¢ auf
V ~ N punktweise gegen f konvergieren. Folglich konvergieren die Funktionen ¢ auf
U ~ @ 1(N) punktweise gegen f*. Weil ®~1: V — U nach Satz 6.12 Nullmengen
erhdlt, ist g = f* fast tberall. Also gilt f* € £(U), und wegen der Stetigkeit der
1-Norm (umgekehrte Dreiecksungleichung!) und (1) ist

[ F == fim ol = fim g1 =10 = [ £
\V — 0 — 0 U

Umgekehrt sei f eine Funktion auf V und f* € £1(U). Dann zeigt die Formel firr die
Ableitung der Umkehrabbildung, dass f = (f* o @~1)| det(®@~1)’|, und daher folgt
die Integrierbarkeit von f durch Anwendung des soeben Bewiesenen auf @ .

810. Alternierende Differentialformen

Ubersicht. Indiesem Abschnitt verallgemeinern wir diein Analysis 2 eingefiihrten 1- und 2-Formen
zu dternierenden Differentialformen beliebiger Stufe. Die grundlegenden Operationen sind das auffere
Produkt, die auf3ere Ableitung, und das Zuriickholen von Differentialformen unter differenzierbaren Abbil-
dungen.

10.1. AlternierendeMultilinearformen. Sei V ein Vektorraum Uber einem K or-
per K. Unter einer alternierenden Multilinearform der Stufe p, oder kurz einer p-Form,
auf V verstehen wir eine Abbildung « : VP — K, diein jedem ihrer Argumente
linear ist, und verschwindet, sobald zwel Argumente gleich sind. Wir bezeichnen mit
AltP(V) den Vektorraum der p-Formen auf V. Ganz anal og kann man auch p-Formen
mit Werten in einem anderen K -Vektorraum W betrachten.

Fur a € AltP(V) und B € Alt9(V) definieren wir das auRere Produkt o A B durch

@ABWL ... Vprg) = D SINEA (W) - - -2 Vr(p) Br(prd) - - -+ Vn(pra)):
7eS(p,q)

wobei G(p, q) die Menge aller Permutationen 7 in der symmetrischen Gruppe Sy
sai, fur die

() <...<x(p) und w(p+D <...<7w(p+Qq).

Dannista A B € AltPT9(V), und es gelten die folgenden Regeln:
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(i) DasProdukt ist assoziativ:
(@nB)AYy =aN(BAy).

(i) Das Produkt ist bilinear.
(iii) Das Produkt ist graduiert kommutativ:

anAB=(DMBAa.
Den Beweis findet man in Lehrbiichern der linearen Algebra.
Als Speziafélle notieren wir:

p=d=1: (@AB@ w) =a@®pw)—aw)p®),
p=1g=2: (@AP)nvzv)= Y a®)Bj, ).

zyklisch

10.2. Lemma. Seien A4, ..., Ap Linearformen auf einem Vektorraum V. Dann
gilt fur ihr aulReres Produkt A1 A ... A Ap und beliebige Vektoren vy, ..., vp € V:

(AL A .o Adp) (V1 ..., vp) = det (A (v))).

Beweis durch Induktion nach p. Fur p = 1ist dasklar. Fur den Induktionsschluss
setzenwiro = Ap und 8 = Ax A ... A Ap. Nun besteht G(1, p — 1) genau aus den p
Permutationen

@ @,.... 5N ==G02L....0,....p i=1...,p)

und das Vorzeichenvon r; ist (—1) 1. Also folgt nach Definition des auReren Produkts
und I nduktionsvoraussetzung

p .
@A B L ... vp) =Y (=D ()Br, ... Div ..., vp)
i=1

(=)' a1(v) det (1) (v0))

p
. j=2,..., p;K#i

i=1

= det (% (v))),

unter Verwendung des Entwicklungssatzes fiir Determinanten (Entwicklung nach der
ersten Zeile).

10.3. Satz. Sei V ein endlichdimensionaler Viektorraum tiber dem Korper K, sei
by, ..., b, eineBasisvon V und 8%, ..., " die dazu duale Basis von V*. Dann hat
AltP(V) die Basis

B =B A... ABY,

wobei | = (i1, ...,ip) die (aufsteigend geordneten) p-elementigen Teilmengen von

{1, ..., n} durchlauft. Die Dimension von AltP(V) ist daher (B)
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Beweis. Sei J = (j1,..., Jp) eineweitere aufsteigend geordnete Teilmenge. Auf
Grund von Lemma 10.2 und Standard-Eigenschaften der Determinante ist dann
| i v _ |1 fdlsl =J,
By, yp) = {O sonst.

Hieraus folgt die lineare Unabhangigkeit der 8'. Um zu zeigen, dass die g' ganz
AltP(V) aufspannen, definieren wir, firr beliebiges o € AltP(V), die Komponenten

a = a,.i, = a(b,...,b). Dannist
o= Zalﬂ',
|
denn beide Seiten sind alternierende Multilinearformen, dieftr ale (b, , . . ., by, ) tber-

einstimmen und daher gleich sind (Details als Aufgabe).

10.4. Definition (alternierende Differentialformen). Sei U c R" offen. Eine
alternierende Differentialform der Sufe p oder kurz eine p-Formauf U ist eine Funk-
tion

w:UxRHY =R (@)

mit der Eigenschaft, dass furr jedesfeste x € U die Funktion
wx : (v1,...,vp) = w(X;v1,...,Vp)
in AltP(R") ist. Nach Definition gilt also
wx(v1, ..., vp) = 0(X; V1, ..., Vp),
und man kann daher » auch auffassen a's eine Abbildung
w:U — AtP(R"), X+ wy. 2

Wir nennen o stetig, differenzierbar, integrierbar, . . ., genau dann, wenn die Abbil-
dung (2) die entsprechende Eigenschaft hat. Das ist sinnvoll, weil nach Satz 10.3 der
Wertebereich AltP(R™) ein endlichdimensionaler Vektorraum ist. Im Fall der Stetig-
keit bzw. Differenzierbarkeit bedeutet diese Definition dasselbe wie die Stetigkeit der
Abbildung (1) auf U x (R™)P, nicht jedoch im Fall der Integrierbarkeit.
Alternierende Differentialformen mit Werten in C oder noch allgemeiner mit Wer-
ten in irgend einem R¥ werden ganz anal og definiert. Die Menge der p-Formen auf U
bezeichnen wir mit 2P(U), die der komplexwertigen Formen mit 2P(U; C).

10.5. DasaulRereProdukt von Differentialformen. Selenw € 2PU)und ¢ €
29(U) Differentialformen auf der offenen Menge U < R". Dann wird w A ¢ €
PTA(U) definiert durch (w A ¥)x = wyx A ¥x. Wegen 10.1 bedeutet das also

(@ AP)(X;v1, ..., Vpyq) = (Wx A Px)(V1, ..., Upig)
= Z SN @ (X5 V1), - - - Va(p) ¥ (XS Vr(pt1)s - - > Un(ptap)
7eS&(p,a)

fur dlex € U und vi € R". Wir identifizieren die O-Formen mit den Funktionen auf
U.Dannist fw € £2°(U) durch

(fo)(X;v1,...,vp) = F(X)(X; vy, ..., vp)
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gegeben. Ausden Eigenschaften der aul3eren Multiplikationin 10.3 ergeben sich leicht
die folgenden Regeln:

(w1 A w2) AN w3z = w1 A (w2 A w3), @)
oAy = (DY Ao, %)
(frw1 + fowz) A = frw1 A Y + oz A, ()

Insbesondereist £2P(U) ein Modul ilber dem Ring £2°(U) aller Funktionen auf U .

Seien x1, ..., x" die Koordinatenfunktionen auf R". Dann ist dx' (x; v) = v' =
&' (v) fir beliebigesv € R" (sehe Analysis 2), mit anderen Worten: Esist (dx')y = &',
die duale Basis zur Standardbasis ¢ des R". Nach Definition der aul3eren Multiplika-
tion von Differentialformen ist daher

@xT A AdXP) = ([dX ) AL A @AXP) =T A A g, (4)
und daher folgt aus Lemma 10.2:
il il
Ul . Up
i2 i2
i i Ul e Up
@dx* Ao AdXP)(X; Vg, ..., vp) =det | - 5)
of v

10.6. Satz (Normalform). £2P(U) ist einfreier Modul vom Rang (2) Uber dem
Ring 2°U): jedesw € £2P(U) lasst sich schreiben als

o= Y fidx" Ao adxP =) fdx!, (1)
|

i1<---<ip

mit eindeutig bestimmten Funktionen fi, ;j, = f; € 2°%U). Die Differentialform w
ist genau dann von der Klasse C¥, wenn die Funktionen f, von der Klasse ¥ sind.

Beweis. Firjedeaufsteigend geordnete Teilmenge | = (i1, ..., ip)von{l, ..., n}
sei
fix) = fi_ i, =X 8a,...,86,). )

Dann folgt (1) aus Satz 10.3 und 10.5.4.

Zum Beweis der |etzten Aussage braucht man nur zu bemerken, dass (nach Identi-
fizierung von AltP(R™) mit R(®) vermoge der Basise') die f; genau die Komponenten
von o (betrachtet wiein 10.4.2) sind.

10.7. Spezialfalle. Differentialformen der Stufe 1 und 2 wurden schon in Analy-
sis 2 ausfuhrlich behandelt. Wir betrachten jetzt Formen der Stufenn und n — 1. Eine
n-Form hat die Gestalt

w=f pdx*A ... AdX",

ist also durch eine einzige Funktion f = f;_, bestimmt. Trotzdem ist eine n-Form
nicht dasselbe wie eine Funktion! Das zeigt sich besonders deutlich, wenn man an-
dere Koordinaten als die kartesischen verwendet oder wenn man das Verhalten unter
Abbildungen betrachtet, siehe 10.11. Gemal3 10.5.5 gilt explizit

w(X;V) = f(X) detv, (D]
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fur ein n-Tupel v = (vy, ..., vn) von Vektoren, identifiziert mit der n x n-Matrix mit
den Spalten vy, ..., vn.
Eine (n — 1)-Form ist gegeben durch

n
_ R 1 i n
w= E fip pdxtAL o AadX AL AdXE
i=1

Esist oft praktisch, w in der Form

a):i fiAi (2)
i=1

zu schreiben, wobei f! := (—1)'-1f, . _unddie (n — 1)-Formen A; durch

.d..n
A= (=D X AL AdX AL A DX (3)

definiert sind. ImR3ist also A; = dy A dz, Ay = dz A dx, Az = dx A dy.

Eine (n — 1)-Form ist also durch n Funktionen f1, ..., f" bestimmt und scheint
daher so etwaswieein Vektorfeld zu sein. Wiederum st das nicht der Fall, man ,, merkt*
das aber erst beim Ubergang zu anderen Koordinatensystemen oder beim Verhalten
unter Abbildungen.

Eine besonders wichtige (n — 1)-Form ist die Raunwinkelform

1 )
On1=3) X A 4

1/2

auf R" ~ {0}, wobei r = ((x})2 + --- 4+ (x™?)"" der Euklidische Abstand vom

Nullpunkt ist. Fir n = 2 erhalt man

xdy — ydx

die schonin Analysis 2, 89 betrachtete Winkelform, fir n = 3ist

o _ xdyAdz+ydzAdx +zdx Ady
2= (X2 + y2 + 72)3/2 :

10.8. Die auRRere Ableitung. In Verallgemeinerung der auferen Ableitung von
Funktionen (O-Formen) und 1-Formen in Analysis 2 definieren wir nun die aul3ere
Ableitung einer beliebigen stetig differenzierbaren p-Form o € £2P(U), dargestellt
wiein 10.6.1, durch

do = Z dfi1-~~ip AN dXi1 VANREIRIVAN dXip = Z fI dXI . (1)
|

i1<~~~<ip

Fur Beispieleim Fall p < 1 siehe Analysis 2. Die aul¥ere Ableitung einer n-Form ist
eine (n + 1)-Form und daher Null. Fir eine (n — 1)-Form, dargestellt wie in 10.7.2,

gilt '
d(éfiAi>:(ig—:(:)dxl/\-u/\dx”. )

i=1
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Zum Beweis beachte man, dass nach den Regeln fir das aul3ere Produkt
: n,af : —
df' A A :Z—kdxk/\(—l)'*ldxl/\---/\dx' A AdX
— X

= g—)f(:(—l)i‘ldxi AdXEA - ADX A - AdXT
= g—: dxt Ao AdX".
Hieraus ergibt sich zum Beispiel, unter Verwendung vonr dr = 3" x' dx', also % =
Xr—l, dass die aul3ere Ableitung der Raumwinkelform Null ist:
den_1 =0; ()]

denn

n 9 Xi n 1 ) (_n) Xi n n (Xi)Z
237(7) ZZ;(r_”JrXI =) = " ez =0
1= 1= 1=

Die Rechenregeln fur die &ul3ere Ableitung sind im folgenden Satz zusammengefasst.
10.9. Satz. Die aulRere Ableitung ist R-linear:

d(w + ¥) = dw + dy, d(cw) = cdw, Q)
und erfiillt eine Produktregel mit Vorzeichen: Fir w € 2PU) und v € 29(U) ist
dlwAy) =do Ay + (=1D)Po A dy. 2

Shliefdlich ist die doppelte aulRere Ableitung einer zweimal stetig differenzierbaren
Differentialform Null:
d(dw) = 0. (©)

Beweis. (1) ist klar auf Grund der Definition. Zum Beweisvon (2) genuigt eswegen
(1), @ und v als Monome anzunehmen, etwa w = f dx' und v = gdx’, wobei
I = (i1,...,ip)und J = (j1, ..., Jq). Bemerke zunachst, dassdw = df A dx' auch
dann gilt, wenn dieIndizesiy, ..., i, nicht aufsteigend sind; denn durch Vertauschung
der Faktoren dx'< kann man sieimmer in aufsteigende Reihenfolge bringen, und dabel
andert sich nur das Vorzeichen, sodass die Behauptung aus (1) folgt. Damit ergibt sich
nun

d(w A ¥) =d(fgdx' Adx?)
=d(fg) Adx' Adx’ = (gdf + f dg) Adx' Adx’
= df Adx") A (gdx?) + (=D)P(fdx') A (dg A dx?)
=dw Ay + (=D)Pw A dy.

Hierbei entsteht das Vorzeichen (—1)P durch das Vertauschen der 1-Form dg mit der
p-Form dx' wegen der graduierten Kommutativitat des aueren Produktes (10.5.2).

Fur (3) konnen wir wieder o = f dx' as Monom annehmen. Dann ist dow =
df A dx', und nach (2)

d(dw) = (d(df)) Adx' + (=D'df Ad(dx").
Nach Analysis 2, Satz 10.6 gilt d(df) = 0, und d(dx') = 0 ist klar nach Definition.
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10.10. Geschlosseneund exakte Formen. Eine (stetig differenzierbare) p-Form
w € 2P(U) heifdt geschlossen, fallsdw = 0, und exakt, fallsw = da firr ein geeignetes
zweimal stetig differenzierbaresa € 2P~(U). In diesem Fall nennt man « auch eine
Sammform von w. Nach 10.9.3 ist jede exakte Differentialform geschlossen, aber im
Allgemeinen nicht umgekehrt. Zum Beispiel werden wir sehen (siehe 16.13(b)), dass
die geschlossene Winkelform ®,_; auf R" ~ {0} nicht exakt ist.

10.11. Satz (Zurickholen unter Abbildungen). SeienU c R"und U’ ¢ R™
offenundsel F: U — U’ stetig differenzierbar. Fir w € 2P(U’) definiere

(Fro)(U; v, ..., vp) = w(F(@); F'(@uv1, ..., F'(@uvp), (@)

furalleu e U unduy, ..., vp € R". Dannist F*: 2P(U") — £2P(U) eine Abbildung
mit folgenden Eigenschaften:
(i) F*istR-linear.
(i) F*istmultiplikativ: F*(w A ¥) = F*(w) A F*(¥).
(iii) Falls F zweimal stetig differenzierbar ist, vertauscht F* mit der &ul3eren
Ableitung: F*(dw) = d(F*w).
(iv) 1stU” c R offenund G: U’ — U” stetig differenzierbar, dann gilt

(G o F) (w) = F*(G"(w))

fir o € 2PU").

Beweis. Die Ableitung F/'(u): R" — R™ ist einelineare Abbildung. Daher zeigt
(1), dass (F*w)(u; v4, . .., vp) Multilinear und alternierend als Funktion der Vektoren
v1, ..., Vp ist. Also ist F*(w) tatsachlich ein Element von £2P(U’). Die Eigenschaft
(i) ist klar auf Grund der Definition, und (ii) folgt leicht aus der Definition der auReren
Multiplikation und wieder der Linearitét von F’(u). Zum Beweisvon (iii) bezeichnen
wir die Koordinatenim R™ mit y*, ..., y™. Dannisty' o F = F' diei-te Komponente
von F. Wegen (i) und der Linearitét der duReren Ableitung kdnnen wir w = f dy'* A
... A dy'» as Monom annehmen. Dann ist F*(df) = d(f o F) nach Analysis 2,
Satz 9.5, also insbesondere F*(dy') = dF', und daher F*(w) = (f o F)dFt A--- A
dF'», wegen (ii). Weiter ist d(dF't A --- A dF'») = 0 nach den Regeln 10.9.2 und
10.9.3 fur die aulRere Ableitung, und esfolgt

d(F*0) =d((f o F)-dF"* A --- AdF™)
=d(f o F) AdF* A~ AdF" + (f o F)d(dF" A --- AdF'?)
= F*df) A F*(dy* A--- Ady'?) +0
= F*df Ady" A--- Ady®) = F*(d(fdy"* A--- A dy'))
= F*(dw).
Schliefdlichist (iv) eine leichte Folgerung aus der Definition (1) und der Kettenregel.

10.12. Beispiele. (a) Sei @ wiein 8.7 die Abbildung der Polarkoordinaten im R®
bzw. R". Dannist
@*(O,) = cosv - dp A dP Q)

und algemeiner, mitm =n — 2,

@*(On_1) = COSY, COSZ Py - - - COS" I - A A A1 A -+ A AP 2)
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Beweis as Aufgabe.
(b) Sei w = fdxtA--- AdX" eine n-Form und F: U — V eine Abbildung
zwischen offenen Mengen desR", gegebendurch x' o F = F'(u?, ..., u"). Dannist
: : ; “AF
F*(dx') =d(X' o F) =dF' = — du’.
(dx') =d(x' o F) > S du

j=1

Weil das aul3ere Produkt multilinear und alternierend ist, ergibt eine Standardrechnung
und die Entwicklungsformel fur die Determinante, dass

a(FL, ...,FM

1
ETTIRRTON dut A---Adu", (3)

FrdxtA---Adx") =dFiA--- AdF" =

mit der in 8.5.3 eingefiihrten Bezeichnung fur die Funktionaldeterminante. Allgemei-
ner gilt fir eine Abbildung einer offenen MengeU c RP nachV c R":

a(Fi1, ..., Fir) q

1 p
3L U u-A...AduP. @

F*dXx't A -+ AdXP) =

Details als Aufgabe.

10.13" Inneres Produkt von Differentialformen und Vektorfeldern. Sei w €
22°MU)und f: U — R" einVektorfeld auf U. Dann erhalt man durch Einsetzen von
f inw (an erster Stelle) eine (p — 1)-Formw L f, explizit:

(L FY(X;v2, ..., vp) = w(X; F(X), v2, ..., vp). (D]

ImFal p=0setztmanwL f ;= 0.Die(p—1)-Formw L f heif3t dasinnere Produkt
vonw und f. Statt w L f findet man auch die Bezeichnungen i s w oder i (f)w. Esist
leicht zu sehen, dassw L f inw und f bezliglich Funktionen linear ist. Weiter gelten
die folgenden Regeln:

(wL f)yL f =0, (2

(WAY)Lf =L f)Ay + (—DPoA L ). (3)
Die Operation w — w L f verhdt sich aso forma dhnlich wie die aul3ere Ableitung,
aber esist nur eine algebrai sche Ableitung; die Koeffizientenfunktionen von w oder f
werden nicht differenziert. Spezialfalle sind

dx)Le =35/, @xtA--AdxXMLE = A,

wobei der i-te Stardardbasisvektor g als konstantes Vektorfeld betrachtet wird. Statt
o L g findet man in der alteren Literatur die auf den ersten Blick abenteuerliche Be-

d
zeichnung 3 da:(i) . Bei naherem Hinsehen erweist sich dies jedoch als sehr verniinftig

(Aufgabel).
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811. Dichten

Ubersicht. p-dimensionale Dichten sind die,,richtigent* Integranden firr die Integration lber p(< n)-
dimensionale Teilmengenim R". Ein wichtiges Beispidl ist das sogenannte p-dimensionale Oberflachenele-
ment. Beim Zuriickholen unter Abbildungen verhalten sich Dichten @hnlich wie Differentialformen. Selbst
fur p = nist esvorteilhaft, Dichten statt Funktionen als | ntegranden zu verwenden: Zum einen wird der Ge-
brauch (leider nicht der Beweis!) der Transformationsformel einfacher in dem Sinne, dasssich der in 8.5.1
rechts stehende | ntegrand durch eine automati sche Rechnung wie beim Zuriickholen von Differentialformen
ergibt. Zum anderen erhalten wir eine natlirliche Interpretation der bisher nur formal eingefuihrten Schreib-
weise [y, f(X) dx®...dx". SchlieRlich erlaubt die Beniitzung von Dichten als I ntegranden die Ubertragung
der Integrationstheorie vom R" auf einen beliebigen n-dimensionalen VVektorraum, unabhangig von der Aus-
wahl einer Basis.

11.1. Definition (Dichten). Fur ein p-Tupel v = (vy, ..., vp) von Vektoren im
R" und eine Matrix A = (aj!) € Mat,(R) sei

das durch formale Multiplikation des Zeilenvektors v mit der Matrix A entstehende
p-Tupel von Vektoren. |dentifiziert man v mit der linearen Abbildungv: RP — R",
dieg +— v abbildet, und fasst A as lineare Selbstabbildung des RP auf, dann ist
VA = v o A die Zusammensetzung dieser Abbildungen.

Sei M c R" eine Teilmenge. Eine p-dimensionale Dichte, kurz p-Dichte, auf M
ist eine Abbildung o : M x (R™)P — R mit der Eigenschaft, dass fur alle x € M,
ve (RMPund A € Matp(R) gilt

(X; VA) = to(X; V) - | det A|. (D]

Die Menge der p-Dichten auf M bezeichnen wir mit 23°(M). Unter einer 0-Dichte
verstehen wir einfach eine Funktion auf M.

In der Literatur heil3en die n-Dichten auch skalare Dichten (im Unterschied zu
sogenannten Vektor- und Tensordichten) vom Gewicht 1, well | det A| in (1) den Ex-
ponenten 1 hat. Dichten anderen Gewichts sind entsprechend zu definieren.

Wie bel aternierenden Differentialformen kann man eine Dichte auf M auch auf-
fassen als eine Abbildung x +— twy von M in den Vektorraum aller Abbildungen
¢ (RMP — R mit der Eigenschaft ¢(VA) = ¢(v) | det A|. (Im Gegensatz zu alter-
nierenden Multilinearformen ist aber dieser Vektorraum fir 0 < p < n nicht mehr
endlichdimensional.) Wir sagen entsprechend dieser Auffassung, zwei Dichten to und
v seien auf einer Teilmenge M’ C M gleich, wenn wy = 1oy fir alle x € M’, wenn
siealso auf M’ x (R™)P Ubereinstimmen.

Wir nennen eine Dichte rv im Punkt x nicht negativ, geschrieben vy, > 0, wenn
(X; v) > 0flr alle v. Wegen des in (1) auftretenden Betrages der Determinante ist
dassinnvall. (Im Gegensatz dazu ist es nicht sinnvoll, fir eine Differentialform w eine
ahnliche Definition zu treffen, warum?) Wenn to, > O fur alle x im Definitionsbereich
von v, so schreiben wir o > 0. Beachte aber, dass man, wieder wegen (1) und anders
as fur eine Funktion, nicht sinnvollerweise von einem numerischen Wert von to im
Punkt x sprechen kann. Jedoch ist es immer noch moglich, eine Dichte r in ihren
positiven und negativen Anteil zu zerlegen, to = v, — to_, wobel

_ |y falstoy >0,
(0 = {o falls oy < 0,

und ro_ analog definiert ist. Schliefdlich folgt aus der Definition sofort, dass der Betrag
[to| einer Dichte v eine nicht negative Dichte ist.
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11.2. Beispiele. (@) Ist w eine p-Form auf M, dann ist der Betrag |w| eine p-

Dichte. In der Tat ist w(x; v) multilinear und alternierend in v, und daher zeigt eine
Standardrechnung der linearen Algebra, dass

i i
w(X;VA) = Z o(X; Vi, ..., Vi) A - ap

1
= Z CL)(X; Ur(1)s - -« Un(p)) af( ). ag(p)
reSp
= w(X; v)( > son(rya;®- '-ag(p)> =w(X;V)-detA. (1)
7€y

Hieraus folgt durch Ubergang zum Betrag, dass 11.1.1 firr ro = |w| erfilllt ist.
(b) Die Euklidische Norm ergibt eine 1-Dichte auf R" durch (x; v) — |v| =
3o ()2, genannt das Linienelement. Es wird aus historischen Griinden mit ds

bezei chnet, obwohl es nicht das Differential einer Funktion sist(!), und lasst sich mit
den Differentialformen dx' folgendermal3en ausdriicken:

ds = Xn:(dxi)z )
i=1

Der Beweis folgt sofort aus dx' (x; v) = v'.

(c) Wir veralgemeinern das vorige Beispiel und erinnern zunachst an die Defini-
tion der Gramschen Determinante von p Vektorenv = (vy, ..., vp) imR":

Gr(v) = det ((vi, v))) = det(v" - v),

wobei die spitzen Klammern das Standard-Skal arprodukt im R" bezeichnen und in der
zweiten Formel v as eine n x p-Matrix mit den Spalten vy, . .., vp aufgefasst wird.
Esfolgt

Gr(vA) = det (VA" - vA) = det (AT (V' V) A)
= det(AT) det(v"v) det(A) = Gr(v) det(A)? (3)

fir eine p x p-Matrix A. Dav'v stets positiv semidefinit ist, haben wir Gr(v) > 0, und
kdnnen somit eine p-Dichte do, = dof, genannt das p-dimensionale Oberflachenele-

ment im R", definieren als
dop(X; V) 1= /Gr(v). (@]

Auch hier bedeutet der Buchstabe d nicht das Differential einer Funktion, sondern
ist nur eine (leider) eingefuihrte Schreibweise. Statt do, sind auch die Bezeichnungen
dop, dFp, dS; usw. tblich. Um do,, durch Differentialformen auszudriicken, beniitzen
wir die sogenannte verallgemeinerte Lagrangesche Identitat, die man in geeigneten
L ehrbiichern der linearen Algebra findet:

vil1 . vip1
Uif L.oi2
Gr(v)= > det Pl (5)
i1<..<ip .

i ip
v c.. Up
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Wegen 10.5.5 lasst sich nun do,, schreiben als

dOp — Z (dxh A A dxip)2 = /Z(dx' )2, (6)
i1<...<ip I

wobei | die aufsteigend geordneten p-elementigen Teilmengenvon {1, ..., n} durch-
lauft. Offenbar ist ds = doy, und fir p = n — 1 und p = n haben wir offenbar

n
don_1 = ZA? don = [dx* A -+ A dX"].
=t

Letzteres heildt auch das n-dimensionale Volumenelement. Ein viel beniitzter Spezial-
fall ist der des 2-dimensionalen Oberflachenelementsim R3, das sich in Kartesischen
Koordinaten x, y, z als

do, = /(dx A dy)2 + (dy A dz)2 + (dz A dx)2 7

darstellt.

(d Sei H: R™ — R eine beliebige absolut homogene Funktion vom Grad
1, dh, HQy) = |AH(y) furdleir € Rundy € R™. Ferner seien wy, ..., wn
Differentialformen der Stufe p auf M C R". Dann erhdt man durch Einsetzen in H
eine p-dimensionale Dichte

H(wi,...,om) € 0°(M).

Diesfolgt sofort aus (1) und der absoluten Homogenitét von H. Die vorigen Beispiele
T oN\1/2
sind Speziafdle hiervon mit der homogenen Funktion H (y) = (ZT(y')Z) .

Wir zeigen nun, dass sich Dichten ahnlich verhalten wie Differentialformen, ins-
besondere was al gebrai sche Operationen und das Zurtickholen unter differenzierbaren
Abbildungen betrifft. Allerdings lassen sich auf3ere Produkte und eine auf3ere Ablei-
tung von Dichten nicht sinnvoll definieren.

11.3. Satz. Sei M C R".
() 20P(M) ist mit der tiblichen Addition von Funktionen und der Definition

(fro)(x; v) = f(X)(x; V)

ein Modul Uber dem Ring aller Funktionen auf M.
(b) (Normalform) Jede n-dimensionale Dichte tv lasst sich eindeutig schreiben
als
w=fldx" A AdX"| (1)

wobei f: M — Rdurch f(x) =to(X; ey, ..., &) gegebenist. Damitist 20" (M) ein
freier Modul vom Rang 1 Ulber dem Ring der Funktionen auf M.

(c) Esgiltmo(x;v) = 0, fallsv linear abhangig ist. Insbesondereist 25°P(M) =0
fur p > n.

Beweis. Die Moduleigenschaft in () ist eine simple Verifikation. Zum Beweis
von (b) definiere, zu gegebenem o € 20" (M), die Funktion f durch f (x) := to(X; €),
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wobel e = (ey, ..., &) dieStandardbasisdes R" sei. Bezeichnen wir fiir ein beliebiges
v € (RM" mit Adien x n-Matrix A mit den Spalten vy, ..., vy, dannist to(X; v) =
w(X; eA) = ro(x; e)| det A| = f(x) | det Al. Andrerseitsgilt nach 11.2.1 [dx* A - - - A
dx"[(x; v) = [(dXTA---AdX")(X; €A)| = [(dXEA---AdX")(X; €)] | det A| = | det A
Hieraus folgt (1). Die Eindeutigkeit von f sieht man durch Auswerten von (1) auf
(X; e).

Schliefdlich sei v € (R™)P linear abhangig. Dann gibt es eine p x p-Matrix A
mit VA = v und det A = 0. Hierzu betrachte den Zeilenraum Z der n x p-Matrix
v und definiere eine lineare Selbstabbildung A des Zeilenraums RP, gegeben durch
Multiplikation von rechts mit einer p x p-Matrix A, durch die Vorschrift, dass A auf
Z die ldentitat und auf einem komplementaren Unterraum Z’ zu Z im RP Null sein
soll. Wegen dimZ < p ist dann det A = 0 und leistet das Gewunschte. Nun folgt
o (X; V) = mo(x; VA) = | det A| o (X; v) = 0, wie behauptet.

Bemerkung. Im Gegensatz zu 2P(M) ist 20P(M) fir 0 < p < nasModul tber
dem Ring aller Funktionen auf M nicht endlich erzeugt. Daher kann man fir solche
Dichten auch keine Normalform angeben.

11.4. Satz (Zurickholen von Dichten unter Abbildungen). SeienU < R" und
U c RMoffenundsei F: U — U’ stetig differenzierbar. Fir ro € 20°(U’) definiere

(F*ro)(X; vy, ..., vp) = w(F(X); F'(X)v1, ..., F'(X)vp), Q)
fur allex € U und vy, ..., vp € R". Dannist F*(tv) eine p-Dichte auf U, und die

Abbildung F*: 20P(U") — 20P(U) hat folgende Eigenschaften:

(@ F*ist R-linear und erflllt F*(fro) = (f o F) F*(tv), fur Funktionen f auf
U’

(b) Fir eine p-Formw € 2PU) dilt F*(Jo|) = |F*(w)].

(©) 1stU” c R offenund G: U’ — U” stetig differenzierbar, dann gilt

(G o F)* () = F*(G*(w))

fur allerw € 20P(U").

Beweis. Wir zeigen, dass F*(tv) wieder eine p-Dichteist. Dazu sei A € Matp(R).
Interpretiert manv alslineare Abbildung RP — R", dannist F'(X)(VA) = F'(X)oVvo A
= F’(X)(vA), und esfolgt

(F*10)(x; VA) = ro(F (X); (F'(X)V) A)
=w(F(x); F'(X)v) | det A| = (F*m)(x; V) - | det A|.

Also ist F*(w) wieder eine Dichte. Die Eigenschaften (a) und (b) folgen sofort aus
den Definitionen, und (c) wie bel Differentialformen aus der Kettenregel.

11.5. Beispiele. () Sei @: U — U’ eine stetig differenzierbare Abbildung zwi-
schen offenen Mengen des R" und v € 25" (U”). Schreibt man to wiein 11.3.1, dann

gilt
®* () = &*(f [dx* A AdX"|) = (f o @) - |detd’| - [dut A--- Adu"|. (1)

Diesfolgt sofort aus den Regeln in 11.4 und 10.12.3.



811 83

(b) Sei U c RPoffenund F: U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung.

Wir bezeichnen die Koordinaten im RP mit ul, ..., uP. Dann ist die Zuriickholung
des p-dimensionaen Oberflachenelements gegeben durch
. _ oF AFN\Y2, o
F(dop)_Gr(w,...,m) du A - A duP|. @
Zum Beweis genuigt es nach 11.3(b), F*(doy) auf e = (ey, .. ., €y) auszuwerten und
die Definition 11.2.4 zu verwenden:
oF oF
F*(dop)(u; &) = do,(F(u); F'(u)e) = do,(U; —, ..., —
(dop)(u; € p(F(u); F(we p( e T
oF oF \1/2

(c) Die Zuriickholung des Linienelementsim R? unter der Polarkoordinatenabbil-
dung @ ist @*(ds) = ,/dr2 + r2de?, denn
®*(dx? + dy?) = (dx o @) + (dy o ®)?
= (cosg dr —r sing dg)? + (sing dr +r cosg dg)?
= (cos? ¢ + sin? @)dr? 4 r2(cos? ¢ + sin? )dg?
=dr? +r2dg¢?
weil sich die gemischten Terme wegheben.

(d) Eineahnliche Rechnung zeigt, dasssich dasLinienelement und das zweidimen-
sionale Oberflachenelement im R2 in Polarkoordinaten (vgl. 11.2.7) folgendermalien
ausdriicken:

@*(ds) = /dr2 +r2d92 + r2 cos? 9 de2, (3)

@*(doy) = r/(dr A d)2 + co ¥ (dr A dg)2 +r2cos? 9 (dg A dD)2.  (4)

(e) Sel @: R" — R" einelsometrie, also die Zusammensetzung einer Translation
und einer orthogonalen Abbildung. Dann ist @’(x) = T eine von x unabhangige
orthogonal e Abbildung, und daher gilt fir die Gramsche Determinante von p Vektoren
Gr(Tvy, ..., Tvp) = Gr(vy, ..., vp). Hieraus folgt sofort

die Invarianz des p-dimensionalen Oberflachenel ements unter |sometrien.

11.6. Integration von n-Dichten im R". Wir betrachten zunachst eine n-Dichte
w € W"'(M) auf ener messbaren Teilmenge M C R". Wir schreiben to wie in
Satz 11.3(b) und definieren: w heifldt Gber M integrierbar, fals f Uber M integrierbar
ist. Das Integral von w ist dann definiert als

/m:/ f |dx1/\---/\dx”|::/ fdxt...dx". (1)
M M M

Insbesondere legt dies nahe, den bisher nur symbolisch verwendeten Ausdruck du
bzw. dx* - - - dx" als das n-dimensional e Volumenel ement zu interpretieren:

dxt- .- dx" ;= dp = |dxt A - dX".
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Fur n = 1ist dasalerdings nicht konsistent!
Die Integraldreiecksungleichung gilt fur Dichten wie fur Funktionen:

|/Mm|§/M|m|, @)

wie sofort aus 2.12 und den Definitionen folgt.

Soweit ist das nichts Tiefsinniges. Der eigentliche Vorteil der Verwendung von
n-Dichten statt Funktionen als Integranden von n-fachen Integralen liegt darin, dass
die Transformationsformel nun die folgende einfachere Gestalt annimmt:

11.7. Satz. Esgenige @, U, V, M den Voraussetzungen der Transfor mationsfor-
mel 8.5, und sei v eine n-dimensionale Dichte auf @ (M). Dann sind &quivalent:
(i) roistUber @ (M) integrierbar;
(i) @*(w) ist Uber M integrierbar.
Snd diese Bedingungen erfillt, dann ist

/ m=/ ®* (10). (1)
@ (M) M

Beweis. Dies folgt sofort aus 8.5 und der Definition des Integrals einer Dichte
sowie 11.5.1.

11.8. Integration von p-Dichten langs Abbildungen. Der Wunsch, p-Dichten
Uber p-dimensionae Teilmengen in Analogie zum n-dimensionalen Fall 11.6 zu in-
tegrieren, scheitert zunachst schon daran, solche Teilmengen Uberhaupt sinnvoll zu
definieren. Diesist keineswegs trivial und wird im nachsten Paragraphen geschehen.
Hier begniigen wir uns mit der Integration langs einer Abbildung, die sofort auf den
schon in 11.6 behandelten Fall zurtickfiihrt.

Sel U c RPoffenund F: U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung. Ferner
sei to eine p-Dichteauf F(U) und M C U eine messhare Teilmenge. Dannist F*(v)
eine p-dimensionale Dichte auf U. Falls sieim Sinne von 11.6 Uber M integrierbar
ist, so nennen wir 1w langs F uber M integrierbar, und bezeichnen das Integral mit

/ 1o :=/ F*(m). @
(F,M) M

Ist speziell v = do, das p-dimensionale Oberflachenelement, dann heift

(F,M) M

(vgl. 11.5.2) die p-dimensionale Oberflache von F|M, falls das Integral existiert.
Letzteresist zum Beispid fir kompaktes M wegen 7.6 sicherlich der Fall. Dasist dso
die genaue Verallgemeinerung der in Analysis 2 definierten Bogenlange L (y) einer
Kurve y. Esist klar, dass diese Oberflache im Allgemeinen von der Abbildung F und
nicht nur von der Bildmenge F (M) abhangen wird.

Als Beispiel betrachten wir die Abbildung F : R?> — RS, die durch die Ein-
schrankung auf die Ebener = 1 der Polarkoordinatenabbildung von 8.7(d) gegeben
ist:

CoSg CoS?
) : 2

Flpo,0) =@, ¢,9) = (simp cos v
sin?®
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Sei P das Rechteck

P={(g,9):0<¢<21, —> <9 <

}.

N
N

Nach 8.8 ist F(P) = S?, und nach 11.5.4 ist F*(doy) = |cos® dg A do|, well ja
r o F =21undsomit F*(dr) = d(F or) = 0. Also erhdt man fir die Oberflache von
(F, P)

2 /2
/ d02=/ | cost dp A di?| =/ d<p/ cosv do = 4.
(F.P) P 0 —n/2

Das entspricht der bekannten Formel fur die Oberflache der Einheitssphéare im RS,
Hatten wir jedoch statt P das Rechteck P = [0, 4] x [—7/2, 7/2] genommen und
F wieder wie in (2) definiert, dann ware zwar F(P) = F(P) gewesen, aber die
doppelte Oberflache herausgekommen. Im zweiten Fall wird die Punktmenge S? von
der Abbildung F | P sozusagen zweimal durchlaufen.

11.97 Integration in n-dimensionalen abstrakten Vektorraumen. Diein den
Paragraphen 881—7 entwickelte Mal3- und Integrationstheorie im R" beruht ganz we-
sentlich auf der Auszeichnung der Standardbasis des R". Man denke nur an die aus-
gezeichnete Rolle, die die achsenparallelen Quader gespielt haben. Erst aus dem
Transformationssatz 8.4 folgt, dass der Begriff der messharen Menge im R" un-
abhangig von der Standardbasis ist. Damit kann man nun auch in einem ,,abstrakten”
n-dimensionalen reellen Vektorraum V (sogar einem affinen Raum und noch allgemei-
ner in einer abstrakten Mannigfaltigkeit) sinnvoll von messbharen Teilmengen reden,
indem man so vorgeht: Wahle eine Basis b in V, also einen Vektorraumisomorphis-
musb: R" — V. Dann heiRRe eine Teilmenge M C V messbar, wenn b~1(M) c R"
messbar ist. Dies ist unabhhangig von der Wahl der Basis, denn wenn c eine weitere
Basisist, dann giltja® = ctob € GLy(R), undc (M) = @ (b~1(M)) ist wegen
8.4 genau dann messbar, wenn b~1(M) esist.

Will maninV nicht nur von messharen Mengen sprechen, sondern ihnen auch ein
numerisches Mal3 zuordnen, dann wird es schon schwieriger. Der Versuch, einfach

w(M) = (b~ (M)) D

Zu setzen, fuhrt nicht so ohne weiteres zum Ziel; denn wegen 8.4.1 andert sich dies
ja um den Faktor | det @| bei Ubergang zu einer anderen Basis (man beachte, dass
hier | det @’| wegen der Linearitét von @ konstant gleich | det @ | ist). Hat dagegen V
ein ausgezeichnetes Euklidisches Skalarprodukt, so kann man sich bei der Wahl von
b auf Orthonormalbasen beschranken. Dann ist @ € O(n) eine orthogonale Matrix,
hat also | det @| = 1, und die Definition (1) wird sinnvall, ist aber von der Wahl des
Euklidischen Skalarproduktsin V abhangig.

Ahnlich liegen die Verhaltnisse, wenn man Funktionen auf V integrieren will. Der
Versuch, etwa [, f alsfb,l(M) f o b zu definieren, fuihrt zu denselben Schwierigkeiten
wie vorhin. Wieder kdnnte man sich durch (willkirliche) Wahl eines Skalarprodukts
auf V ausder Affare ziehen. Viel einfacher und eleganter ist es aber, nicht Funktionen,
sondern Dichten auf V zu integrieren. Das geht so: Eine Dichte auf einer Teilmenge
M c V wird genauso definiert wie im Fall des R" in 11.1, ebenso das Zuriickholen
von Dichten unter Abbildungen.
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Dann ist es sinnvoll, zu definieren: Eine n-dimensionalen Dichte tv auf M C V
heil}t integrierbar, falls b* () tber b—1(M) integrierbar ist, und das Integral fM o ist

durch
/ = / b* ()
M b-1(M)

wohldefiniert. Dass dies unabhangig von der Wahl von b ist, folgt leicht aus den
Rechenregeln und der Transformationsformel fur Dichten: Ist namlich auch ¢ eine
Basis von V, so gilt zunachst c o @ = b wie oben. Daher ist nach 11.7.1 b* () =
@*(c*(tv)) genau dann Uber N = b~%(M) integrierbar, wenn ¢*(ro) tber c3(M) =
@ (N) integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

/ b*(m):/ <D*(c*(m))=/ c*(m):/ c*(m).
b-1(M) N @ (N) (M)

812. Stuckweise glatte Mengen

Ubersicht. Wir definieren eine Klasse von kompakten p-dimensionalen Teilmengen des R", die so-
genannten stiickweise glatten Mengen oder kurz Stiicke, Uber die sich p-dimensionale Dichten (und unter
Zuhilfenahme einer Orientierung auch Differentialformen der Stufe p, siehe §13) sinnvall integrieren las-
sen. Dies sind Bilder von kompakten Teilmengen P des RP unter differenzierbaren Abbildungen F, die
auf einer gentigend grof3en offenen Teilmenge von P gewissen Regularitétsbedingungen geniigen (12.2).
Ein wichtiger Satz (12.11) betrifft den Parameterwechsel auf einem Stiick: Grob gesprochen besagt er, dass
zwei Parametrisierungen nach Entfernen geeigneter Nullmengen durch einen Diffeomorphismus im Para-
meterbereich auseinander hervorgehen. Daraus ergibt sich dann leicht die Wohldefiniertheit des Integrals
einer p-Dichte (12.12).

12.1. Differenzierbare Abbildungen auf nicht offenen Mengen. Zur Vereinfa-
chung werden wir von jetzt an unter ,differenzierbar* stets ,,beliebig oft stetig diffe-
renzierbar*, also von der Klasse ¢, verstehen.

Bisher wurden differenzierbare Abbildungen immer nur auf offenen Definitionsbe-
reichen betrachtet. Diesverallgemeinernwir nunwiefolgt. Sei M ¢ R™ einebeliebige
Teilmenge. Eine Abbildung f: M — N c R" heifdtim Punkt a € M differenzierbar,
fallssie sich in eine geeignete offene Umgebung von a differenzierbar fortsetzen | asst,
genauer: wenn es eine offene Umgebung U, von a und eine differenzierbare Abbil-
dung f: Uy — R" gibt, sodass f|U, = f|U,. Eine solche lokale Fortsetzung f ist
natiirlich nicht eindeutig bestimmt. Die Abbildung f heif3t differenzierbar schlechthin,
wenn sie in jedem Punkt von M in diesem Sinne differenzierbar ist. Fur offenes M
stimmt dieser Begriff von differenzierbar mit dem tiblichen tberein. Schliefdich heift
ein differenzierbares f : M — N ein Diffeomorphismus, wenn es bijektiv ist und die
Umkehrabbildung f~1: N — M differenzierbar ist.

Man Uberlegt sich leicht, dass eine differenzierbare Abbildung insbesondere stetig
ist, und dass die Zusammensetzung differenzierbarer Abbildungen wieder differen-
Zierbar ist. Ferner sind differenzierbare Abbildungen lokal dehnungsbeschrankt.

Se f: M — N differenzierbar. Im Allgemeinen ist es nicht sinnvall, von der
Ableitung von f in einem Punkt a € M zu sprechen, der kein innerer Punkt von M
ist. Man konnte zwar daran denken, die Ableitung von f ina alsdie Ableitung f:;(a)
einer differenzierbaren |okalen Fortsetzung zu erkl aren. Das hangt aber wesentlich von
der Wahl der Fortsetzung f ab, wie man leicht an dem Extremfall sieht, wo M nur
aus dem einzigen Punkt a besteht. Falls jedoch a im Abschluss des offenen Kerns M°
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liegt, soist f’(a) unabhangig von der Wahl von f. Inder Tat ist dann a = limy_, o ax
fur eine Folge ax € M° N U,, und daher gilt

t'(@) = Jim t'(ay) = Jim ' (ay) ()
wegen der Stetigkeit von f’. Dies zeigt einerseits, dass der rechts stehende Limes
nicht von der Wahl der Folge ay abhangt, und daher andrerseits f'(a) nur von f \M"
abhangt. Wir kénnen also sinnvoll f'(a) := f’(a) definieren, und dann ist klar, dass
f/ auf Me stetig ist.

Schliefdlich fihren wir die folgenden Begriffe ein: Seé U c R™ offen. Eine dif-
ferenzierbare Abbildung f : U — R" heift eine Immersion bzw. Submersion, fals
f’(u) fur alle u € U injektiv bzw. surjektiv ist. Im ersten Fall ist dann notwendig
m < n, im zweiten m > n.

12.2. Definition (stlickweise glatt). Sei p > 1. Eine Teilmenge X C R" heil3
stickweise glatt von der Dimension p oder kurz ein p-dimensionales Siick, falls sie
sich darstellen lasst als X = F(P), wobei (F, P) die folgenden Bedingungen erfillt:
P c RPistkompakt, F: P — R"ist differenzierbar, und es gibt einein P enthaltene
offene MengeU C RP mit den Eigenschaften

(i) P ~ U ist eine Nullmenge;

(i) P =U ist der Abschlussvon U;

(iii) F|U ist eineinjektive Immersion;

(ivy FUYNFMP~U)=0.

Wir nennen dann F eine Parametrisierung von X mit Parameterbereich P, und U
einen Regularitatsbereich von F. Unter einem O-dimensionalen Stiick verstehen wir
einfach eine endliche Punktmengeim R".

Bemerkungen. (a) Es wird nicht vorausgesetzt, dass P zusammenhangend ist.
Als stetiges Bild der kompakten Menge P ist X nach Satz 0.9 kompakt. Stiickwei-
se glatte nicht kompakte Mengen werden hier nicht betrachtet, dagegen werden wir
glatte, nicht notwendig kompakte Mengen (Mannigfaltigkeiten) weiter unten in 12.8
definieren.

(b) Ein Regularitatsbereich U < P von F ist nicht eindeutig bestimmt, vgl.
Lemma12.5. Wegen U C P°ist RdP C P ~ U und damit eine Nullmenge. Ferner
folgt aus (i), dass P = P° der Abschluss seines Inneren ist. Daher ist nach 12.1 die
Ableitung von F auf ganz P wohldefiniert und stetig. Invielen BeispidlenistU = P°.
Es wére jedoch unzweckmaliig, sich auf diesen Fall festzulegen.

(c) DieBedingung (ii) dient auch dazu, den Ausartungsfall P = N, einekompakte
nichtleere Nullmenge, zu verhindern. Jedoch ist P = ¢ und damit X = ¢ zugelassen.
ImFal P # ¢und p > 1ist notwendig P ~ U # ¢, denn sonst ware U eine offene
nicht leere kompakte Menge im RP.

(d) Aus (iii) folgt p < n fir nichtleeres X. Dass die Dimension p eines Stiicks
X wirklich nur von X und nicht von der Parametrisierung F abhangt, wird sich erst
gpater in 12.11 ergeben. Zunachst ist es ohne weiteres denkbar, dass sich dasselbe X
auch darstellen lasst als F1(Py) mit P, c R, aber p; # p. Dem leeren Stiick kann
man eigentlich keine Dimension zuordnen. Es vereinfacht aber die Formulierung von
Satzen, wenn man es fir jedes p a's p-dimensional betrachtet.

(e) Schliefdlich bemerken wir, dass

X = FU). @)
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Inder Tat gilt F(U) c X, weil X kompakt und daher abgeschlossen ist. Umgekehrt
sel a = F(b) € X. Wegen (ii) gibt es eine Folge (ux) in U mit b = limy_, « Uk, und
aus der Stetigkeit von F folgta = limg_, o, F(ux) € U.

12.3. Beispiele. (@) Die Sphare. Als erstes Beispiel betrachten wir wieder die
Parametrisierung F : P — S° der zweidimensionalen Sphiare S> wiein 11.8. Nach 8.7
ist tatsachlich F (R) = S?. Die Abbildung F ist beliebig oft stetig differenzierbar, und
auf U = P° eineinjektive Immersion. Das Bild von U unter F ist die Sphare vermin-
dert um den halben Grof¥kreis durch Nordpol, Stdpol und den Punkt e; = (1, 0, 0).
Der Rand N = Rd P des Rechtecks P ist a's Vereinigung von 4 Geradenstiicken eine
Nullmenge, und F(N) ist genau der soeben beschriebene halbe Grofkreis, also ist
auch die Bedingung (iv) erfillt.

Ahnlich sieht man mittels der Beschreibung durch n-dimensional e Polarkoordina-
ten, dassdie ™! ¢ R" ein (n — 1)-dimensionales Stiick ist.

(b) Eine Achterschleife im R? ist gegeben durch P = [—x/2, 37/2], F(t) =
(cost, sin2t):

HieristU = P ~ {—7/2, /2, 37 /2} ein Regularitatsbereich, nicht jedoch P°.

(c) Ein zZylindermantel (ohne Boden und Deckel) im R3 wird beschrieben durch
P = [0, 27] x [0, 1] und F(p,t) = (cosg, sing,t). Hier it U = P° ein Regula-
ritatsbereich.

(d) Einen Kegelmantel im R2 erhalt man durch die Abbildung F (¢, t) = (t cosg,
tsing, t) auf demselben Parameterbereich. Auch hier ist P° ein Regularitatsbereich.

Schliefdichlassen sich die n-dimensional en Stiicke el nigermalien einfach beschrei-
ben:

12.4. Lemma. Fir eine Teilmenge X C R" sind aquivalent:
(i) X st ein n-dimensionales Stiick;
(i) X ist kompakt, X = X°,und Rd X ist eine Nullmenge.

Beweis. (i) = (ii): Klarerweiseist X kompakt. Sei F eine Parametrisierung von
X mit Regularitétsbereich U. Wegen des Umkehrsatzes und der Injektivitat von F’(u)
furaleu e U ist klar, dass F(U) eine offene Teilmenge des R" ist, insbesondere also
F(U) c X°.Weiterisst Rd X = X~ X° ¢ X~ F(U) = F(P ~ U) eine Nullmenge
nach 6.12, undesgilt X = F(U) ¢ X° c X nach12.2.1. Folglichist X der Abschluss
seines Inneren.

(i) = (i): F =1d: P = X — X ist eine Parametrisierung von X mit Regula-
ritatsbereich X°.
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12.5. Lemma. Sei U einRegularitatsbereichvon F. Sei U’ ¢ U offenund U ~ U’
eine Nullmenge. Dann ist auch U’ ein Regularitatsbereich von F.

Bewels. Die Punkte (i), (iii) und (iv) von 12.2 fur U’ sind klar. Fur (ii) genligt es
zu zeigen, dassU C A := U/, denndannist P = U c U’. Nunist U ~ A offen
und w(P) = w(P ~A) + n(A) = pU ~ A) +plU) = uU ~ A +ul) =
wU ~ A) + u(P). Alsoist U ~ A eine offene Nullmenge und daher leer.

12.6. Satz (Fast disunkte Vereinigung von Stucken). Furi =1,..., mseen
Xi = Fi(P) p-dimensionale Stiicke und es sei N;j := F,"}(X;) eine Nullmenge, fir
i # j.(Indiesem Fall nennen wir die X; fast digunkt.) Dannist auch X; U --- U Xy,
ein p-dimensionales Siick.

Bemerkung. Es ware nicht sinnvoll, zwel Sticke fast disunkt zu nennen, wenn
ihr Durchschnitt eine Nullmenge im R" ist, denn nach 6.13 sind niederdimensionale
Stiicke immer Nullmengen beziiglich des n-dimensionalen Mal3es. Die Terminologie
»fast digunkt* bezieht sich daher in diesem Fall auf die Urbilder dieser Durchschnitte
unter den Parametrisierungsabbildungen.

Beweis. Fur p = Oist der Satz klar, wir nehmen daher p > 0 an. Indem man vor
die Abbildungen F; geeignete Translationen schaltet, kann man ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dassdie P, ¢ RP digunkt sind. Seien Ui Regularitats-
bereiche fir die F;, und sei

U = Ui ~ (9' N )-

Nach Lemma 12.5 ist dann U; ebenfalls ein Regularitatsbereich fur F, und nun gilt
FU)NX; =@firi #j.

Seien P, U und N die Vereinigungen der P, U; und N; := P, ~ U;, und definiere
F:P — R"durch F|R := F.Dannist P = U U N kompakt, U offen und N eine
Nullmenge, sowie F differenzierbar. AusU = U; U---UUp = U U--- U Uy folgt
die Bedingung (ii) von 12.2. Wegen der Disjunktheit der F; (U;) ist F auf U injektiv
und somit ist (iii) erfullt. Schliefdlich gilt wegen F; (Ui) N F(N;) = @, dass

FU)NF(N) = (U Fi<ui>) N (U F,-(N,—)) = JRWU)nFN)
i=1 j:l

i#]
clJrunnx =0
i#]
und daher ist auch (iv) von 12.2 erfillt.

12.7. Weitere Beispiele. (@) Der Rand eines Quaders Q c R"ist ein (n — 1)-
dimensionales Stiick.  Sei etwa Q = [al, b'] x --- x [a", b"] und seien

QM :=[al, b x - - x {b'} x - x [a", b"],
Q = [al, b x---x{a@}x---x[a" b", (1)
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seine 2n Randquader:

Betrachte die (n — 1)-dimensionalen Quader

P =[albx---x[a,b]x--x[a",b" c R

Wir bezeichnen die Koordinaten im R"% mit u?, .. ., u" und definieren Abbildungen
Fic: B — R"durch
FcW? ... ,ouM=@? ..., u,cutt ... um. 2)

(Firi = 1 bedeutet das natiirlich (c, u?, ..., u™)). Diese betten den Quader P, ,in der
Hoéhe ¢* in den R" ein. Fir c = a' bzw. ¢ = b' bekommen wir Parametrisierungen
Fi.+ = Fyp und F _ := F 4 der Randquader Qii von Q, und man sieht sofort, dass
(fir U; = P° und N; = Rd P,) damit die Q" Stiicke sind. SchlieRlich erfullen die Q"
die Bedingungen von Satz 12.6, und daher ist Rd Q ein (n — 1)-dimensionales Stiick.

(b) Im obigen Beispiel stossen zwei verschiedene Randquader von Q ihrerseits
hochstens an ihren Randern zusammen. Aber diese Bedingung i st kei neswegs notwen-
dig dafiir, dass die Vereinigung von zwei Quadern wieder ein Stiick ist, zum Beispidl:

=

12.8. Mannigfaltigkeiten. Eine Teilmenge X c R" heif3t in einem Punkt a € X
glatt von der Kodimension q und der Dimension p = n — q, falls es eine offene
Umgebung V von aim R" und eine Submersion g: V — RY gibt, sodass

XNV =g o).

In diesem Fall ist nach Analysis 2, Satz 8.5 der Tangentialraumvon X in a, also die
Menge aller Tangentialvektoren y (0) an differenzierbare, in der Nahe von O definierte
in X verlaufende Kurven mit y (0) = a, gegeben durch

Ta(X) = Kerg'(a). D

Dader Tangentialraum nur von a und X abhangt, gilt dies auch fur seine Dimension,
und dieseist nach dem Satz Uiber den Rang einer linearen Abbildung geraden—q = p.
Dies rechtfertigt die obige Definition. Die Menge X heif3t glatt von der Dimension p
oder eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn sie in jedem ihrer Punkte glatt von
der Dimension p ist.
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129. Lemma. Sai X = F(P) c R" ein Sick mit Regularitatsbereich U. Dann
gibt es zu jeder offene Menge U’ C U eine offene Menge V C R", sodass

F(U)=XNV.

Beweis. Wegen (iii) und (iv) von 12.2 ist F(U) = F(U") U F(U ~ U’) und
X = F(U’) U F(P ~ U’) (digunkte Vereinigungen). Als abgeschlossene Teilmenge
von P ist P ~ U’ kompakt, also ist esauch F (P ~ U’). Insbesondereist diese Menge
abgeschlossen im R™. Nun setzeV = CF (P ~ U’).

12.10. Satz. Sei X = F(P) ein p-dimensionales Stiick und U c P ein Regula-
ritdtsbereich von F. Dannist X in jedem Punkt a = F(b) von M := F(U) glatt von
der Dimension p, und F : U — M ist ein Diffeomorphismus. Insbesondere ist die
Umkehrabbildung F~1: M — U differenzierbar. Der Tangentialraumvon X in a ist
gegeben durch

Ta(X) = BildF'(b). Q)

Beweis. Wir zeigen zuerst die Differenzierbarkeit von F 1. Die Koordinaten auf
U c RPsgen mitul, ..., uP bezeichnet. Eventuell nach Umnummerierung der Ko-
ordinaten im R" kdnnen wir annehmen, dass die Unterdeterminante

d(FL,...,FP)
aul, ..., uP) ®) #0 (2)
ist. Seiq =n—pundsei 7 = pr;: R" = RP x RY — RP die Projektion auf
den ersten Faktor. Dann hat wegen (2) die Abbildung = o F nicht verschwindende
Funktionaldeterminante im Punkt b. Also gibt es nach dem Umkehrsatz eine offene
Umgebung U’ ¢ U von b und eine offene Menge U” C RP, sodasst o F: U’ —
U” c RP ein Diffeomorphismusist. Sei H: U” — U’ die Umkehrabbildung. Nach
Lemmal2.9ist F(U") = X NV fir geeignetes offenesV ¢ R". Daferner F(U’) C
7~1(U”), kann man ohne Einschrankung annehmen, dassV ¢ 7 ~1(U”), sonst ersetze
manV durchV Nz~ 1(U”). Dannistaber H o 7 : V — U’ differenzierbar, und esist
auf XNV gleichF~Y;denn(Hom)oF(u)=Ho(roF)u) =ufiraleueU’.
Alsoist H o 7 eine lokale differenzierbare Fortsetzung von F~1. Daa € M beliebig
war, zeigt dies die Differenzierbarkeit von F~1: M — U, und somitist F: U — M
ein Diffeomorphismus.
Nunsei g =n— punddefiniereg: V — RY durch

gx)=xPT —FPHHKL,...,xP) (i=1,...,0).

Offenbar ist g eine Submersion, und man iberlegt sich leicht, dassg=1(0) = F(U’) =
XNV.Alsoist X in a glatt von der Dimension p. Schliefdich erhalt man aus (g o
F)(u) = O fir dleu e U’ durch Differenzieren im Punkt b nach der Kettenregel
g@) o F'(b) =0, aso Ta(X) = Kerg'(a) D BildF’(b). Weil F eine Immersion und
g eine Submersion ist, haben diese beiden Vektorraume dieselbe Dimension p, und
sind daher gleich.

12.11. Satz (Parameterwechsel auf einem Stiick). Sei X ein nichtleeres Stick.
Firi = 1, 2 seien Fj Parametrisierungen von X mit Parameterbereichen P, C R
Dann gibt es Regularitatsbereiche Vi ¢ B, sodass F1 (V1) = F2(V2). Esgilt p1 = po,
und die Abbildung ¥ = FZ‘l o F1: V1 — Vs ist ein Diffeomorphismus.
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Beweis. Seien U; C P, Regularitétsbereicheund N; = P, ~ U;. Ferner sl A =
F (N, Mi = F(Up) und A= AU Ay sowieV = FH(X~ A) = FH(MiNMy)
Ui.

(@) Weil die A as stetige Bilder kompakter Mengen kompakt sind, ist es auch
A, insbesondere ist A abgeschlossen. Folglich ist F(l(A) abgeschlossen. Weiter gilt
Fr(A) = F{H(Fi(Np) U Fi(Fa(N2)) = Ny U FrY(Ay). Daher ist

Vi=FH X~ A) = Py~ (NLUFTH(A2) = U ~ F (A c Uy

offen, und ebenso ist V, C U, offen.

(b) Klarerweiseist F: Vi — X~ Abijektiv und somit auch ¥ = F{lo Fi: Vi —
X~ A — Vo.DaF,*: My — U, nach Satz 12.10 differenzierbar ist, gilt dasselbe
auch fur ¥. Durch Vertauschen der Rollen von F; und F, sieht man, dass auch die
Umkehrabbildung von ¥ differenzierbar ist. Also ist ¥ ein Diffeomorphismus.

(c) Eventuell nach Vertauschen der Rollen von F; und F, kdnnen wir p; < pp
annehmen. Wir zeigen, dass U, ~ V, eine Nullmenge ist. Nach Lemma 12.5 ist dann
V, ein Regularitatsbereich von F,. Betrachte die Abbildung

U:=F, o F: FT Y (Mp) — Uy,

die offenbar ¥ fortsetzt. Nach Satz 12.10 ist ¥ differenzierbar, insbesondere also
lokal dehnungsbeschrankt, aber es muss keine injektive Immersion mehr sein. Der
Definitionsbereich von ¥ ist V3 U Nj, wobei Nj = {u € N; : Fi(u) € My} =
Ny N F;1(My), und esist U ~ Vo = ¥ (N;). Da N; as Teilmenge einer Nullmenge
selber eine Nullmenge ist, folgt aus 6.12 und der stetigen Differenzierbarkeit von &,
dass auch lf/(Ni) eine Nullmenge ist. Weil U, offen und nicht leer ist, kann also V,
nicht leer sein. Daher ist nach (b) auch V; nicht leer und es muss p; = p, sein, denn
fureinu € Vi ist ¥'(u) : R — RP2 ein Vektorraumisomorphismus. Nun folgt aus
Symmetriegrinden, dass auch Py ~ V; eine Nullmenge ist.

12.12. Integration von Dichten Uber Sticke. Sei X C R" ein p-dimensionales
Stiick, und sei 1w eine p-dimensionale Dichte auf (einer Obermenge von) X. Ferner
sei F: P — X eineParametrisierung von X. Wir nennen ro Uber X integrierbar, falls
o wiein 11.8 langs F integrierbar ist, und definieren dann das Integral von v tber X

durch
/m::/ F*(to). @D
X P

Damit diese Definitionen sinnvoll sind, miissen wir zeigen, dass sie von der gewahlten
Parametrisierung nicht abhangen. Seien dso F : P, — X Parametrisierungen von X
mit Regularitétsbereichen Vi und ¥ : V; — Vo wiein 12.11. Danngilt Fy = Fo o @
auf V1. Well B, ~ V; eine Nullmenge ist, folgt mit der Transformationsformel 11.7.1

/ Ff(m):/ Ff(m):/ tp*(Fz*(m))=/ Fz*(m)=/ F; (o).
Py \1 Vi V, P>

Fir ein O-dimensionales Stiick X (also eine endliche Menge) und eine O-dimensionale
Dichte (also eine Funktion o) definieren wir das Integral von ro Uber X einfach alsdie
Summe )",y o(X).

Insbesondere hat es nun einen guten Sinn, das p-dimensionale MaR3 oder die p-
dimensionale Oberflache eines p-dimensionalen Stiicks durch

Hp(X) ::/;(dop 2
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Zu definieren, denn wegen der Kompaktheit von P und der Stetigkeit der Gramschen
Determinante der 9F /du’ auf P (vgl. 11.5.2) existiert das rechts stehende Integral.

Als Beispiel betrachten wir die Sphare S c R™. Seim=n—-2undF: P =
[0, 27] x [-m/2, /2™ — S'~1 die Parametrisierung durch spharische Koordina-
ten, d.h., die Einschrankung der n-dimensionalen Polarkoordinaten wie in 8.8 auf die
Hyperebener = 1:

COS¥m COS¥m_1 - - - COS1}, COS@
COS¥m COS¥m_1 - - - COSP1 SINg

COSDp, - - - COS SN
Fl,91,...,0m) = | . _ 3)

COSYm SN Ym_1
SinYm

Esgilt (Aufgabe!)
F*(don_1) = €OS¥1 COSZ Dy - - - COS™ I [dg A O A - -+ A A, (4)

und daher ist, mit denin 8.8.4 eingefiihrten Bezeichnungen,

Un_1(S"H = / CoS®; OS2 Wy - - - COS" ¥ do ddy - - - Ay = 27C1 - - - Cap.  (5)
p

Fur fast digunkte Stiicke Xy, . .., Xy wiein 12.6 sieht man leicht, dass eine Dichte
v genau dann Uber X = X3 U --- U Xy, integrierbar ist, wenn sie tUber jedes X;

integrierbar ist, und dass dann
m
/m:Z/ 0. (6)
X j=1 i

12.13. Der regulare und der singulare Teil eines Stiicks. Ein Punkt a eines
Stucks X heifdt ein regulérer Punkt, wenn es eine Parametrisierung F und einen Re-
gularitatsbereich U fur F gibt, sodassa € F(U). Die Menge aller regularen Punkte
bezeichnen wir mit X und nennen sie den regularen Teil von X. Wegen 12.2.1 ist
klar, dass der Abschluss Xeq ganz X ist.

Nach Satz 12.10ist X in jedem regularen Punkt glatt von den Dimension p, und
daher ist Xy €ine p-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die naheliegende Frage, ob um-
gekehrt jeder glatte Punkt von X regular ist, also Xreq genau aus den glatten Punkten
von X besteht, beantwortet Satz 12.15 positiv.

Das Komplement Xsng = X ~ Xg heifdt der singulare Teil von X. Dieser ist,
as der Durchschnitt aller F(P ~ U), wobel F alle Parametrisierungen von X und
U ale Regularitatsbereiche von F durchlauft, jedenfalls kompakt, kann aber auch
leer sein. Als Beispiel betrachten wir die Sphare X = S?. Indem man hinter die
Ubliche Parametrisierung F durch sphérische Koordinaten wiein 12.3(a) eine Drehung
um die z-Achse setzt, erhalt man eine Parametrisierung F mit demselben Parameter-
und Regularitatsbereich wie F, fiir die aber F(P ~ U) der entsprechend gedrehte
Halbgrofkreis durch Nord- und Stidpol und den Punkt e; ist. Daher ist Xgng enthalten
im Durchschnitt dieser beiden Mengen, besteht al so htchstens aus Nord- und Stidpol.
Schaltet man hinter F nun noch eine Drehung um eine andere Achse, so folgt mit
demselben Argument Xgng = ¥.
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Ein Stick X mit X;eg = X, d.h. Xgng = ¥, heild X regular oder nichtsingulér.
Jedes regulare Stiick ist also eine kompakte Mannigfaltigkeit. Aus einem berihm-
ten Satz der Differentialtopologie Uber die Triangulierbarkeit von Mannigfaltigkeiten)
folgt, dass umgekehrt auch jede kompakte Mannigfaltigkeit ein regulares Stiick ist.

Fur ein n-dimensionales Stiick X gilt

Inder Tat ist nach Lemmal2.4 dieidentische Abbildung X — X eineParametrisierung
mit Regularitétsbereich X°, und daher gilt X° C Xigq. Umgekehrt folgt aus dem
Umkehrsatz, dass jeder reguldre Punkt von X ein innerer Punkt sein muss. Schliefflich
ist X ~ X° = Rd X, weil X abgeschlossen ist.

12.14F Lemma. Sei X ¢ R"imPunktea € X glatt von der Dimension p. Dann
gibt es eine offene Umgebung W von a im R", eine offene Menge D < RP und einen
Diffeomorphismus G: D — X N'W.

Beweis. Sei V eine offene Umgebung vona und g: V — RY eine Submersion
mit g~1(0) = X N V. Nach Umnumerieren der Koordinaten konnen wir annehmen,

dass die Matrix ,
og' L1
axp+J(a) (I’J_ 9---aq)

invertierbar ist. Sel a = (a3, a2) € RP x RY. Nach dem Satz Uiber implizite Funktionen
(Analysis 2, Satz 8.2) gibt es offene Umgebungen U; von a im RP bzw. RY mit
Ui x U, C V, und eine differenzierbare Abbildung f : Uy — U,, sodass

9 1(0) N (Uy x Up) = {(u, f(u) : u e Ui

Nun setze D := Uy, W := U; x U, und definiere G durch G(u) = (u, f (u)). Wegen
W c Vund XNV =g~ 1(0)ist XNW = g1 (0)NW = G(D). Offenbarist G: D —
X N'W bijektiv und differenzierbar, und die Umkehrabbildung G™1: X "W — D ist
ebenfalls differenzierbar, denn sieist die Einschrankung der Projektion auf den R9.

12.15" Satz. Jeder glatte Punkt eines Stiicks ist ein regularer Punkt.

Beweis. Sei X ein p-dimensionales Stiick. Wir setzen p > 0 voraus, denn fur ein
nulldimensionales Stiick ist jeder Punkt glatt und (mit naheliegenden Konventionen)
auch regulér. Sei X im Punkt a glatt, etwa von der Dimensionr. Wir zeigen erst, dass
r = pseinmuss. Nach Definition der Glattheit (12.8) gibt es eine offene Umgebung V
von a und eine Submersiong: V — R"", sodass XNV = g~1(0). Dieszeigt, dass X
in jedem Punkt von X NV ebenfallsglatt von der Dimensionr ist. Nunsei F: P — X
eine Parametrisierung von X mit Regularitétsbereich U, und sei M = F(U). Dann
gilt X = M (12.2.1) und daher M NV # @ (siehe 0.3(a)). Nach 12.10 ist X in jedem
Punkt von M glatt von der Dimension p. Weil die Dimension einer Mannigfaltigkeit
nach 12.8 eindeutig bestimmt ist, folgt p=r.

Nun werden wir F zu einer Parametrisierung F mit Regularitatsbereich U so mo-
difizieren, dassa € F(U). WahleW, D und G wiein Lemma12.14. Nach Verkleinern
von W und D kann man wegen annehmen, dass D = By (c) ¢ RP und G(c) = a
ist. Ferner kdnnen wir durch Vorschalten einer geeigneten Trandation erreichen, dass
By () N P = ¢. Sei P, = B, (c) der abgeschlossene Wiirfel mit Mittel punkt ¢ und
Radiusr, und sei X; := G(Py). Dannist X; offenbar ein p-dimensionales Stiick mit
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Regularitatsbereich U; = B (c), und P; ~ U; ist gerade der Rand von P;. Ferner ist
G: U; - Mz = G(Up) ein Diffeomorphismus, insbesondere ist M1 offen in X.
Setzen wir S:= G(P; ~ Uy), soist X; = M1 U S(digunkte Vereinigung).

Weiter sei M, := M ~ X, und U, := F~1(M,) sowie P, := U,. Wegen der
Kompaktheit von X ist M, offenin X. Wegen M N F(P ~ U) = @ und der Stetigkeit
von F ist

U,={ueU:F@) ¢ Xy} @
eine offene Teilmenge von U. Wir setzen X, := F(P,). Weil P, as abgeschlossene
Teilmenge von P kompakt ist, gilt dies auch fir X,. Somitist M, ¢ X, = F(Uy) C
F(Uy) = My, dso

Xz = Mp. 2
Nach Definition gilt X; N M, = @. Esist auch
M; N Xy =0, (©)]

wegen M; N M, € X3 N My = @ und (2). Hieraus folgt weiter
XitNXoc(Mpu9SNX,CS @

Nun setzen wir

U:=U;UU,, P:=U=PUP,
und definieren F auf P durch
F|PL=G|P, F|P,=F|P..

Wegen der Digunktheit von By (¢) und P sind auch P; und P, disunkt. Somit ist
F wohldefiniert und es ist offenbar differenzierbar. Wir zeigen in mehreren Schrit-
ten, dass F eine Parametrisierung von X mit Regularitatsbereich U ist. Damit ist der
Beweis erbracht, denna = F(c) € F(U).

(@) DasBildvon F ist ganz X:

Offenbar gilt F(P) = G(Py) U F(P,) = X1 U X, C X, und andrerseits

X=M=(MNX) UM~ X;) CX;UM,y = X1U Xy,

nach (2).

(b) P~ U ist eine Nullmenge:

Esqgilt P~ U = (Py ~Up) U (P>~ Uy). Hier ist P; ~ U; der Rand des Quaders
P1 und somit eine Nullmenge. Weiter haben wir

P,~U; C (P~U)U(P.N U ~Uyp). ©)

Hierbei ist P ~ U eine Nullmenge, denn U ist ein Regularitatsbereich von F. Fir die
zweite in (5) rechts stehende Menge gilt

F(PR,NMU~Uy))CF(P)NFU~U) CcXoN(MNX)CcMNS, ()
wegen (1) und (4). Daher folgt
P,NU~Uy) cCcFIMNS). (7)

Nun ist die Abbildung ¥ = F~1 o G: G"%(M) — U nach Satz 12.10 differenzier-
bar, und esist G1(M N'S) ¢ Rd P; eine Nullmenge. Folglichist F"{(M N S) =
v (G (M N 9)) as Bild der Nullmenge G~1(M N S) unter der differenzierbaren
Abbildung ¥ nach 6.12 eine Nullmenge.
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(©) F|U ist eineinjektive Immersion:

Nach den Eigenschaften von F und G ist F auf U eine Immersion, und die Re-
striktion von F auf U; und U, ist injektiv. Daferner F(U;) N F(Uy) = MyN M, = ¢,
folgt die Behauptung.

(d) Esgilt FU)NnF(P~U) =g:

Wir haben

FIU)NF(P~U) = (M;UM,) N (SUF(P,~ Uy)).

Hierist (M;UM>) NS = @ klar,und M{NF(P,~U,) Cc M1N X, = @ nach (3). Also
bleibt nur noch M, N F (P, ~ Uy) = @ zu zeigen. Dazu verwenden wir (5) und (6):

M2NF(P,~Uy) € MaN (F(P~U)UMNS)) C (M2NF(P~U))U(MNS).

Der erste Term rechts ist enthalten in F(U) N F(P ~ U) = ¢, und der zweite in
Mo, N X1 =0.

Schlieflich ist nach Definition der Abschluss von U gerade P. Damit sind die
Punkte (i) — (iv) von 12.2 verifiziert, was zu bewei sen war.

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass X, ein Stiick und X die fast digjunkte Vereini-
gung von X1 und X, (wiein 12.6) ist.

813. Orientierungen und die Integration von Differentialfor men

Ubersicht. Wir definieren Orientierungen von reellen endlichdimensionalen Vektorraumen und Ori-
entierungen auf Teilmengen des R". Rechnerisch verhalten sich Orientierungen adhnlich wie n-Formen
(13.7). Das Produkt einer n-Form und einer Orientierung ist eine n-Dichte und kann somit integriert wer-
den (13.8). Schliefdlich werden auch (tangentiale) Orientierungen von Mannigfaltigkeiten und Stiicken ein-
gefuihrt (13.10) und damit das Integral einer p-Form Uber ein orientiertes Stiick definiert (13.8).

13.1. Definition (Orientierung eines Vektorraumes). Wir kommen nun zum
Begriff der Orientierung eines reellen endlichdimensionalen Vektorraumes V, der fir
den Anfanger immer etwas unheimlich ist. Grob gesprochen ist eine Orientierung
nichts anderes als eine Vorschrift, die jeder Basis von V in konsistenter Weise ein
Vorzeichen +1 zuordnet. Genauer sei Bas(V) dieMengeadler Basenb = (b, ..., by)
von V. Ware V der R", dann kdnnten wir einer Basis b ein kanonisches Vorzeichen
zuordnen durch die Vorschrift

¢can(D) := sgndetb, D

weil dann jadas n-tupel b der Spaltenvektoren als eine n x n-Matrix aufgefasst wer-
den kann. Im Fall eines beliebigen V ist das nicht moglich, und das Beste, was man
erreichen kann, ist zunachst jedem Paar von Basen a und b ein relatives \Vorzeichen
zuzuordnen durch die Vorschrift

sgn(a, b) := sgndet(a™! o b).

Diese Definition ist sinnvoll, denn die Basis b ist dasselbe wie der 1somorphismus
b: R" — V, der ¢ — b; abbildet. Alsoistatob: R" — R" ein Vektorraum-
I somorphismus und hat daher eine wohldefinierte von Null verschiedene Determinan-
te. Fur die relativen Vorzeichen gilt die Relation

sgn(a, b) sgn(b, ¢) = sgn(a, ©), 2
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wie man leicht aus der Determinantenmultiplikationsformel ableitet.

Die Zuordnung absoluter Vorzeichen zu Basen ist nicht ohne Willkir moglich. Wir
definieren: Eine Orientierung von V ist eine Funktion ¢ : Bas(V) — {+1}, sodass fur
dlea, b € Bas(V) gilt

@(a) sgn(a, b) = ¢(b). (©)]

Diese Bedingung besagt also einfach, dass die Vorzeichenzuordnung a — ¢(a) kon-
sistent ist in dem Sinne, dass zwei Basen, deren relatives Vorzeichen sgn(a, b) = +1
ist, dasselbe ¢ (a) = ¢(b) haben, wahrend sie andernfalls entgegengesetzes Vorzeichen
bekommen.

Beispiele. (a) Auf dem R" definiert (1) eine Orientierung, denn (3) folgt sofort
aus der Multiplikativitat der Determinante. Sie heifdt die kanonische Orientierung des
R".

(b) Ein beliebiger Vektorraum V hat mindestens eine Orientierung. Dazu fixieren
wir eine Basisa, und definieren ¢, (b) := sgn(a, b). Dannfolgt (3) aus(2). Wir nennen
@a die durch a definierte Orientierung. Speziell ist die kanonische Orientierung des
R" gerade ¢can = @e, WObE € = (€, .. ., &,) die Standardbasis desR" ist.

(c) Fals ¢ eine Orientierung von V ist, dann ist es auch —¢, genannt die entge-
gengesetzte Orientierung. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen.

13.2. Lemma. Die Menge Or(V) der Orientierungen eines n-dimensionalen re-
ellen Vektorraumes V hat genau zwei Elemente.

Beweis. Sei a einefeste Basisvon V. Dann sind ¢, und —¢, verschiedene Orien-
tierungen, denn esist p,(a) = 1 und (—¢a) (@) = —1. Andrerseits sei y eine beliebige
Orientierung von V und etwa v (a) = a € {£1}. Dann gilt ¥ = ag,; denn fir ein
beliebigesb € Bas(V) ist (ag,) (b) = ¥ (@) sgn(a, b) = v (b) wegen 13.1.3.

Wir bemerken, dass diesallesauch noch fir den Nullvektorraum gilt, mit der leeren
Menge als einziger Basis. FUr n > 0 ist keines der beiden Elemente von Or(V) vor
dem anderen ausgezeichnet (ausser in Spezialfallen wie dem R" selbst), dagegen hat
der Nullvektorraum die ausgezei chnete (kanonische) Orientierung ¢y, die der Basis ¢
die Zahl 41 zuordnet.

13.3. Orientierungen als Aquivalenzklassen von Basen. In der Literatur wer-
den Orientierungen meist al's Aquivalenzklassen von Basen definiert. Der Zusammen-
hang mit unserer Definition einer Orientierung ist der folgende: Die relative Vorzei-
chenfunktion sgn(b, c) liefert eine Aquivalenzrelation auf Bas(V) durch

b~c < sn(b,c) =+1

(dass dies wirklich eine Aquivalenzrelation ist, folgt sofort aus 13.1.2). Dann hat man
eine natiirliche Bijektion zwischen den Orientierungen und den Aquivalenzklassen
dieser Relation, indem man jeder Orientierung ¢ die Klasse {b € Bas(V) : ¢(b) =
+1} zuordnet. Die Details seien dem Leser Uiberlassen.

13.4. Erweiterung der Orientierungsdefinition. Sei ¢ eine Orientierung auf
dem n-dimensionalen Vektorraum V. Esist oft zweckmafdig, ¢ zu einer Funktion ¢ auf
beliebigen n-Tupeln v € V" mit Werten in {0, -1} fortzusetzen durch die Festsetzung

5(v) = p(v), falsv e Bas(V),
¢ =10 fallsv linear abhangig ist.
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Dann gilt fur ¢ die Regel
P(VA) = (V) sgndet A, 1)

fur dle A € Mat,(R). Hierist vA wiein 11.1 das formale Produkt von v mit A bzw.
die Zusammensetzung der Abbildungen A: R" — R"undv: R" — V, wobei |etztere
durch & — wv; gegeben ist. In der Tat sind beide Seiten von (1) Null, fals v keine
Basis oder A nicht invertierbar ist, und im verbleibenden Fall gilt ¢(VA) = ¢(VA) =
@(V) sgn(v, VA) = ¢(v) sgndet(v—vA) = ¢(v) sgndet A, nach 13.1.3.

Umgekehrt sel ¢: V" — {0, 1} eine Funktion mit der Eigenschaft (1), die nicht
konstant gleich Null ist. Dann ist die Einschrankung von ¢ auf Bas(V) eine Orientie-
rungvon V: Inder Tat gibt esmindestenseine Basisamita := ¢(a) # 0. Fur eine be-
liebige Basis b gilt dann, wenn wir A = a~b setzen, ¢(b) = ¢(aA) = a sgndet A =
asgn(a, b) = aga(b), und somit ist ¢| Bas(V) = ag, eine Orientierung.

Wr kénnen und werden daher oft eine Orientierung ¢ von V mit einer Abbildung
0 # ¢: V" — {0, £1} mit der Eigenschaft (1) identifizieren und in der Bezeichnung
keinen Unterschied machen.

13.5. Orientierungen auf Teilmengen desR". Sei M C R" eine beliebige Teil-
menge. Eine Orientierung auf M ist eine Abbildung £ : M x (R™" — {0, £1}, sodass
fur jedes x € M die Abbildung & : v — &(X; V) eine Orientierung des R" ist. Wir
bemerken hier, dassim Falle M = R" eine Orientierung auf M nicht mit einer Orien-
tierung von M = R" identifiziert werden kann; denn die Abbildung £: M — Or(R")
braucht nicht konstant zu sein! Genauer sollte man eine Orientierung &€ auf M alsein
Orientierungsfeld auf M bezeichnen, dasjedem x € M eine Orientierung &x zuordnet.

Wegen der in 13.4 gemachten Uberlegungen gilt also

E(X;VA) = E(X; V) sgndet A (x e M, ve (RMH", A e Mat,(R)), (@)

und & # O fir ale x € M. Man beachte die formale Ahnlichkeit von (1) mit der
Eigenschaft 11.1.1 von Dichten! Der einzige Unterschied ist das Vorzeichen anstatt
des Betrages der Determinante von A.

13.6. Beispiele. (a) Die Sandardorientierung o = o" von M ordnet jedem
Punkt x € R" die kanonische Orientierung desR" wiein 13.1.1 zu, also

o (X; V) = sgndetv
furalex € M, v e (R"". Kombiniert man diesmit 10.5.5im Fall p = n, so folgt
o=sgn(dx' A - AdX").

(b) Sei f: M — {£1} eine Funktion und & eine Orientierung auf M. Dann ist
f &, definiert wie bei Dichten und Differentialformen als

(foOHrxv) = F(X) E(X;v),

wieder eine Orientierung auf M.

(c) Ist w eine nirgends verschwindende n-Form auf M, dann ist sgn(w) eine
Orientierung auf M. Dies folgt sofort aus der Formel 11.2.1 durch Ubergang zum
Vorzeichen.

Hiermit lassen sich nun Orientierungen rechnerisch ganz ahnlich handhaben wie
Dichten oder Differentiaformen:
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13.7. Satz. Sei M C R".
(@) (Normaform) Jede Orientierung & auf M lasst sich schreiben als

g=ssgn(dxt A--- Adx" 1)

mit einer eindeutig bestimmten Funktions: M — {41}, die gegebenist durch s(x) =
£(x; ). Wir sagen, & sei stetig oder (lokal) integrierbar oder (Iokal) konstant, falls die
Funktion s die entsprechenden Eigenschaften hat.

(b) (Zuriickholen unter Abbildungen) Seien U und V offen im R" und sei & :
U — V dtetig differenzierbar mit nirgends verschwindender Funktional deter minante.
FOr eine Orientierung & auf V sei

DH(E)(X; V) 1= E(X; D' (X)V).

Dannist @*(&¢) eine Orientierung auf U. FUr diese Operation gelten (mit naheliegen-
den Anderungen) dieselben Regeln wie fir das Zuriickholen von Dichten und Diffe-
rentialformen.

(c) Bezeichnet man die Koordinaten auf U bzw. V mit u' bzw. x' und schreibt &
wiein (1), dann gilt explizt

a(xt, ..., xM
aul, ..., um

Beweis. Die Beweise verlaufen ganz ahnlich wie die entsprechenden fur Dichten
in 11.3(b) und 11.4 bzw. Differentialformen in 10.11. Wir fassen uns daher kurz.

(@ Seie = (ey,...,6&) die Standardbasis des R". Falls & in der Form 13.7
geschrieben ist, soist £(x; €) = s(x) eindeutig bestimmt. Umgekehrt definiere man s
durch diese Gleichung. Dann zeigt eine ahnliche Rechnung wie im Beweis von 11.3,
unter Verwendung von 13.5.1, dass (1) gilt.

(b) Wieim Beweis von 11.4 sieht man, dass fir @*(¢) die Eigenschaft 13.5.1
erflllt ist. Weiter ist (@*(&)(X;€) = E(P(X); @' (X)) = sgndetd’(x) # 0 nach
unserer Voraussetzung Uber die Funktionaldeterminante, also ist @*(&)x # O fur dle
X e U.

(c) Wegen der Rechenregeln fir das Zuriickholen und 10.12.3 ist

P*(§) = (so®)-syn sgn(dut A - Adu"). 2

@* (s sgn(dxt A -+ AdX™) = (so @) sgn (P*(dxt A --- A dX™))
= (So®) sgn((det @) du' A --- A du")
= (S0 @) syn(det ") sgn (du* A --- A du").

Bemerkung. Da die Funktion s in (1) nur die Werte =1 annehmen kann, ist eine
stetige Orientierung auf einer offenen Menge notwendigerweise lokal konstant und
damit beliebig oft differenzierbar.

13.8. Integration von n-Formen Uber orientierte Mengen. Die Bedeutung der
Orientierungen fir die Integrationstheorie liegt darin, dass man mit ihrer Hilfe Dif-
ferentialformen in Dichten verwandeln und dann wie in 11.6 integrieren kann. Sei
M C R", sai £ = ssgn(dx! A --- A dx") eine Orientierung auf M und sei w =
f dxt A -+ A dX" eine n-Form auf M. Dann gilt

Ew)(X; VA) = E(X; VAo (X; VA) = E(X; V) sgndet A - w(X; V) det A
= &(X; V)o(X; V)| det Al = (w)(X; V)| det A,
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furalev e (RM" und A € Mat,(R). Also ist £w eine n-Dichte, und man sieht leicht,
dass sie durch

Ew=sf -sgn(dx* A--- A dx") - (dxP A AdX") = s [dxt A A dX

gegeben ist.
Nun sei M eine messhare Menge und & eine lokal integrierbare Orientierung auf
M. DasPaar (M, &) nennen wir eine orientierte Menge und verwenden dafr auch die
Schreibweise
M=(M,E&).

Einen-Form w auf M heif}t Uber dieorientierte Menge 9t integrierbar, fallsdie Dichte
Ew Uber M integrierbar ist (vgl. 11.6), oder, was auf dassel be hinauskommt, wenn die
Funktion sf Uber M integrierbar ist. Das Integral von o tber 91 ist dann definiert als
das Integral von éw Uber M, aso

/zmw:/(M,g)w::/Méw:/MSf dxt A AdX"]. (1)

In vielen Fallen verwendet man die Standardorientierung des R", und trifft dann zur
Vereinfachung der Schreibweise die Abmachung, dass das Integral einer n-Form bei
nicht angegebener Orientierung als das Integral beziiglich der Standardorientierung zu

verstehen ist:
fw::/ a)=/f|dxl/\---/\dx”| 2)
M (M,0) M

Wir betonen aber ausdriicklich, dass dies nur fr n-Formen im R" gilt; bei den spater
betrachteten Integralen von p-Formen Uber p-dimensionale Stiicke ist immer die An-
gabe einer Orientierung erforderlich.

Aus den Definitionen und den bekannten Regeln fir die Integration ist klar, dass
Jon @ inw linear ist. Weiter &ndert sich bei Umorientierung das Vorzeichen: Definieren
wir die entgegengesetzt orientierte Menge durch

M= (M’ _5)7

/—Sﬁw: _/fmw. )

Die Integraldreiecksungleichung gilt in der folgenden Form:

| fmw] < fM 0. ()

Der Beweisfolgt sofort aus 11.6.2 und den Definitionen, well |§| = 1.

0 ist offenbar

Das gewdhnliche eindimensionale Integral /ab f (x) dx einer Funktion f Uber ein
kompaktes Intervall ist eigentlich das Integral der 1-Form w = f dx Uber [a, b] mit

der Standardorientierung:
b
/ f(x)dx:/ f dx.
a ([a,b],0)

Die bekannte Regel /7 f (x) dx = — f: f (x) dx ist ein Speziafall von (3).
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13.97 Satz (Transformationsformel firr Differentialformen). Sei @: U — V
ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen des R" und sei 9t = (M, &) ei-
ne orientierte Menge mit M C U. Ferner sei w eine n-Form auf @ (M). Definiere
die Orientierung @..(£) von @ (M) durch @, (&) = (®~1)*(£). Dannist @, (M) =
(®(M), D.(£)) eine orientierte Menge. Weiter ist w genau dann Uber @, (91) inte-
grierbar, wenn @*(w) Uber 90t integrierbar ist, und in diesem Fall gilt die Formel

f w:f " (@), )
D, (M) m

Beweis. Aus13.7.2 und der Stetigkeit der Funktional determinante von @2 folgt
mit 5.2(c) die lokale Integrierbarkeit von @, (§), und es gilt

¥ (D,(8) = P* (@ H*(§)) = (@ T o d)E =&.

Nun folgt die Behauptung aus der Transformationsformel fur Dichten 11.7 und der
Definition der Integrale Uber orientierte Mengen:

/ a)=/ <p*<s>w=f D" (0,(6) w)
D.(9M) @ (M) M

=/ D" (P:(8)) CD*(w):/ Efp*(w):/ ().
M M L

13.10. Orientierung von Mannigfaltigkeiten und Stucken. Sei M C R" ei-
ne p-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine tangentiale Orientierung von M ist eine
Abbildung &, die jedem Punkt a € M eine Orientierung &, des Tangentialraums
Ta(M) zuordnet. Wie gewohnt schreiben wir wieder £(a; v) = & (v), fira e M
undv € T,(M)P. Streng genommen ist damit & eine Funktion

g (1@ x Ta(M)P — {0, £1}.

aeM

Eine tangentiale Orientierung von M ist also wohl zu unterscheiden von einer Ori-
entierung auf der Menge M, die jagemal? 13.5 jedem a € M eine Orientierung des
umgebenden R" zuordnet. Komplementar zu den tangentialen Orientierungen kann
man auch transversale Orientierungen von M betrachten, die jedem Punkt a € M ei-
ne Orientierung des Normalenraums T,(M)+ zuordnen. Solche werden wir aber nicht
brauchen.

Unter einer Orientierung eines Stiickes X verstehen wir eine tangentiale Orientie-
rung des reguléaren Teils Xeg, der janach 12.13 eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist. In den singularen Punkten von X existiert der Tangentialraum nicht mehr, und
daher ist auch eine Orientierung dort nicht mehr sinnvoll definierbar.

Sei speziell X ein O-dimensionales Stiick, also eine endliche Menge. Dannist X in
jedem seiner Punkte a glatt, mit Tangentialraum T, (X) = {0}. Nach den Bemerkungen
Uber die Orientierungen des Nullvektorraums in 13.2 ist dann eine Orientierung von
X einfach eine Abbildung von X in die Menge {£1}.

Sei wieder X ein beliebiges Stuck und F: P — X eine Parametrisierung von X,
mit RegularitatsbereichU C P. Dannist F(U) C Xg Nach 12.13, und wir kdnnen &
nach U zuriickholen durch die tibliche Formel

F*(&)(u; v) = E(F(W); F'(uv) D
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furu € U undv € (RP)P. Wirerinnerndaran, dass F'(u) : RP — Tg ) (X) einlsomor-
phismus der Vektorraumeist, und daher eine Basisvon RP in eine Basis von Tg ) (X)
abbildet. Folglich ist F*(&) tatsachlich eine Orientierung auf U. Die Orientierung &
von X heildt stetig oder (lokal) integrierbar, falls F*(&) fur ale Parametrisierungen
von X die entsprechende Eigenschaft hat. Stetige Orientierungen braucht es nicht zu
geben! Beispiel: Mobiusband.

Zur expliziten Berechnung von F*(¢) benitzt man die Normalform 13.7.1. Wir

bezeichnen mit ul, ..., uP die Koordinaten in U. Dann ist F*(£) = sg sgn(du® A
-« A duP), mit
oF oF
= F* ‘@) =&(F): F/ =&FWU); —, ..., —). 2
Sk (U) (&)(u; €) = E(F(u); F(we) = &§(F(u); sul T 3up )

13.11. Beispiel. Die Sandardorientierung der Sphare. Wir betrachten die Sphare
X = §"1 ¢ R". Jeder Punkt ist reguldr, und T,(X) = (Ra)* ist das orthogonale
Komplement der Geraden Ra (beziiglich des Euklidischen Skalarprodukts). Fir eine
Basisv = (vy, ..., vh_1) VOn To(X) ist daher (a, vy, ..., vh—1) €neBasisdesR", und
somit ist es sinnvoll, eine Orientierung & von X durch

§(a; v) 1= sgndet(a, v) (1)

zu definieren. Wir nennen £ die Standardorientierung von S™~1. Diese Orientierung
ist stetig. In der Tat ist, fr eine beliebige Parametrisierung F mit Regularitétsbereich
U, nach der soeben angestellten Uberlegung (F (u); F’(u)) eine Basisdes R", und die
Abbildung u — (F(u); F’(u)) ist stetig. Also ist s(u) = sgndet(F(u); F'(u)) eine
stetige Funktion auf U.

Sem=n-2undse F: P — X dieParametrisierung durch spharische Koordi-
naten ¢, ¥4, ..., ¥m wiein 12.12.3. Hierist U = P° =]0,27[ x| — n/2, 7 /2[™ ein
Regularitatsbereich. Wir behaupten, dass F*(¢) die Standardorientierung im Parame-
terraum ist, al'so

F*(&) =sgn(de A ddg A --- Addy). 2

Zum Beweis verwenden wir 13.10.2 und setzen zur Abkirzung 5 = (P, ..., Um).
Sei @ die Polarkoordinatenabbildung von 8.7(€), sodass also F (g, ) = @ (1, ¢, 9).
Nach 8.8.3 it die erste Spalte von &'(1, ¢, 5) gleich @ (1, ¢, 5) = F(p, 5). Daher
folgt aus 8.8.1

- oF OoF oF
SF(p, ¥) =Sgndet(|:(¢, 0); ﬁ, 3—191’”" o
m

= sgn(cos ¥y Cos? I - - - CoS™ ) = +1;

) =sondet (1,0, )

denn (¢, 5) € P, insbesondere |¢i| < 7/2 und somit cos®d; > 0.

13.12. Integration von Differentialformen tiber orientierte Stiicke. Ahnlich
wie eine orientierte Menge ist ein orientiertes Sick ein Paar X = (X, &), bestehend
aus einem p-dimensionalen Stiick X und einer tangentiaen lokal integrierbaren Ori-
entierung £ auf Xg.

Sei w eine p-Form auf einer offenen Obermenge von X. Ist F eine Parametrisie-
rung von X mit Regularitatsbereich U ¢ P, dannist F*(w) eine p-Form auf P und
F*(&) eine Orientierung auf U. Daher ist wegen 13.8 F*(£) F*(w) eine p-Dichte auf

-
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U, diewir irgendwie (zum Beispiel durch Null) auf P fortsetzen. Wiein 12.12.1 und
13.8 definieren wir: w heil?t Uber das orientierte Stiick X = (X, &) integrierbar, falls
F*(&) F*(w) Uber P integrierbar ist, und definieren dann das Integral durch

/a)::/ a)::/ F &) F*(w). @
x (X,6) P

Weil P ~ U eine Nullmenge ist, spielt die Art der Fortsetzung auf ganz P weder fur
die Integrierbarkeit noch fir den Wert des Integrals eine Rolle. FUr stetiges w existiert
das Integral Uber X immer. Ahnlich wie in 12.12 sieht man, dass diese Definitionen
von der Wahl der Parametrisierung unabhangig sind (Aufgabe!).

Fur O-dimensionales X ist nach 13.10 eine Orientierung einfach eine Abbildung
& X — {£1}, und wir definieren das Integral einer 0-Form, also einer Funktion, f
Uber X durch )",y &(x) T (x).

Beispiel. Sei £ die Standardorientierung der Sphare S und sei ®,_; die Raum-
winkelform auf R™ ~ {0}. Wir setzen wieder m = n — 2. Nach 10.12.2 und 13.11.2
ist

F*(&)F*(On_1) = cOS COS 5 - - - COS" ¥ |de A dF1 A -+ A dm],

und daher gilt wegen 12.12.4 sowie 12.12.5

/ On_1 = an—l(Sn71) # 0. (2)
(818

814. Der Gaul3sche Integralsatz

Ubersicht. Wir formulieren den fundamentalen GauRschen Integralsatz 14.8, die n-dimensionale Ver-
allgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung, der das Integral der auReren Ab-
leitung einer (n — 1)-Form w Uber eine stiickweise glatt berandete orientierte Menge X = (X, &) asdas
Integral von o Uber den Rand von X ausdriickt. Dazu muss der Rand mit der richtigen, von & induzierten
Orientierung (14.6) versehen werden, was mit Hilfe der in glatten Randpunkten wohldefinierten aulReren
Normalen von X geschieht (14.3). Der technisch aufwendige Beweis des Gauf3schen Integralsatzes wird
erst im nachsten Paragraphen erbracht.

14.1. Stuckweiseglatt berandeteMengen. EineTeilmenge X C R" heifdt stiick-
weise glatt berandet, wenn sie die folgenden Bedingungen erfullt:

(i) X ist kompakt und gleich dem Abschlussihres Inneren: X = X°;

(i) der Randvon X ist ein (n — 1)-dimensionales Stiick.

In diesem Fall heiRen die Punkte desreguléren Teils (siehe 12.13) von Rd X dieglatten
Randpunkte von X.

Wie schon in 12.6 bemerkt, ist ein niederdimensionales Stiick eine Nullmenge im

R". Daher zeigt 12.4, dass wir die Bedingung (i) in der Definition auch durch
(i X isteinn-dimensionales Stiick
ersetzen kdnnen.

Beigpiele. (a) Ein nicht ausgearteter kompakter Quader ist stiickweise glatt be-
randet, denn er erfullt (i) nach 1.1.1, und sein Rand ist nach 12.7(a) ein (n — 1)-
dimensionales Stiick. Die glatten Randpunkte sind genau die Punkte im relativen In-
neren der Randquader.



104 Analysisll|

(b) Dien-dimensionae Vollkugel (mit Radius 1 und Mittelpunkt 0) ist stiickweise
glatt berandet: 1hr Rand ist die Sphare S~ und diese ist nach 12.3(a) ein (n — 1)-
dimensionales Stuck. Jeder Randpunkt ist glatt.

(c) Ahnlich sient man leicht, dass Mengen wieein Vollzylinder, ein Tetraeder, eine
Pyramide mit stiickweise glatt berandeter Grundflache usw. stiickweise glatt berandet
sind.

(d) EineTeilmenge X C R ist genau dann stiickweise glatt berandet, wenn siedie
disunkte Vereinigung von endlich vielen Intervallen ist (Aufgabe!).

(e) Nicht jedes n-dimensionale Stiick ist stiickweise glatt berandet: Sei etwa X C

. - 1 1 :
R die Vereinigung der Intervalle [E’ 2k—1] (k > 1) zusammen mit dem Nullpunkt.

Dannist X ein eindimensionales Stiick mit Rand {0} U {E : k > 1}, und ist daher nicht
stiickweise glatt berandet. Ein zweidimensionales Beispid ist etwadie Teilmenge des

R?, dievon der Horizontalen y = 1, den Vertikalen x = Ound x = 1 und dem Graphen
der Funktion y = x sin(1/x) begrenzt wird.

14.2. AuRere Vektoren. Sei X c R" stiickweise glatt berandet und Y = Rd X.
Unser néchstes Ziel ist zu zeigen, dass eine stetige Orientierung auf X° in natirlicher
Weise eine stetige Orientierung von Y induziert (14.6). Dazu brauchen wir den Begriff
des nach aussen weisenden Vektors in einem glatten Randpunkt a € Yieg:

'ﬂ v

Die genaue Definition lautet: Ein Vektor v € R" heif3t ein aufferer Vektor von X im
Punkt a, wenn er folgende Bedingungen erfullt:
(i) vé¢Ta(Y);

(ii) esgibteine > 0,sodassa+tv ¢ Xfurale0 <t < e.
Die Bedingung (i) ist wesentlich und folgt nicht aus (ii), Beispiel: Ist X eine Vollkugel
und 0 # v € Ta(Y), danngilta+tv ¢ X furallet # 0.

Anschaulich ist klar, dass die aul3eren Vektoren gerade einen der beiden offenen
Halbraumebilden, indie R" <~ T, (Y) zerfallt, aber der Beweis dieser Tatsacheist nicht
einfach:

14.3. Satz (Uber die aulBeren Vektoren und die auRereNormale). Se X ¢ R"
stiickweise glatt berandet mit Rand Y, und sei a ein glatter Randpunkt von X.

(@) Es gibt eine offene Umgebung V von a und eine Submersiong: V — R,
sodassY NV = g~1(0) ist und die Mengen X° NV und CX NV zusammenhangend
und durch

X°NV={xeV:gx) <0, CXNnV={xeV:gx) >0} (1)
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gegeben sind.

(b) EinVektor v ist genau dann ein &ul3erer Viektor von X ina, wenng’(a)v > 0.Es
gibt genau einen aulReren Veektor ny (a) der Euklidischen Lange 1, der auf T,(Y) senk-
recht steht, genannt die auRere Normale von X in a. Das auf Y, definierte Vektorfeld
ny ist differenzerbar.

Beweis. Sei V eine offene Umgebung vona und g: V — R eine Submersion mit
g~1(0) = YNV. Nach Umnummerierung der Koordinaten konnenwir (3g/ax*)(a) #
0 annehmen. Betrachte die Abbildung ¢ = (g, x?—a?,...,x"—a": V — R". Dann
giltp(a) = Ound ¢’ (a) ist invertierbar. Nach dem Umkehrsatz kdnnen wir daher, nach
Verkleinern von V, annehmen, dass ¢ ein Diffeomorphismusvon V auf | — 8, §[" ist.
Dann sind die Mengen

Voi={xeV:gx) <0}, Vi:={xeV:gXx) >0} 2

zusammenhangend, denn V_ = ¢~ 1(] -8, 0] x ] — 8, §["1) ist das Bild eines offenen
Quaders unter einem Diffeomorphismus, und analog fur V..

Weil X der Abschlussseinesinnerenist, liegeninjeder Umgebung von a, insbeson-
dereasoin V, noch Punktevon X°. Offenbar ist V die digunkte Vereinigung von V..,
V_undg1(0) = VNY.Wegen X°NY = @istdaher X°NV = X°N (VL UV_) # .

Nun behaupten wir:

X°NV_#0P = V_CX. 3

In der Tat ist der R" die digunkte Vereinigung von X°, Y = Rd X und CX, und CX ist
offen.WegenVNY =g 1(0)ist V_NY = ¢@. Alsoist V_ = (V_N X°) U (V_NCX)
die disunkte Vereinigung von zwei offenen Mengen. Weil V_ zusammenhangend und
X° NV nicht leer ist, muss V_ NV leer sein (siehe Analysis 2, 5.9). Das beweist (3).
Ebenso zeigt man, dass X° NV, # @ dielnklusion V, C X° nach sich zieht. Hatte
schliefdlich X° mit V. und V_ nicht leeren Durchschnitt, sowareV = V_u((VnY)uU
V., C X und somit a ein innerer Punkt von X, im Widerspruch zu a € Rd X. Indem
man also gegebenenfalls g durch —g ersetzt, wobei sich die Rollen von V_ und V..
vertauschen, kann man annehmen, dass

X°NnvV=V_, CXnV=V,. (4)
Wegen (2) ist damit (1) bewiesen.

Als Néachstes zeigen wir (b) gleich fur einen beliebigen Punkt y € Y NV anstelle
von a. Zum Beweis betrachten wir die fir gentigend kleine reellet definierte Funktion
f(t) := g(y + tv). Esist f(0) = Ound f(0) = g'(y)v. Wenn dso g'(y)v > O
ist, dann gibt esein ¢ > 0, sodass f (t) > 0 und daher wegen (4) y + tv ¢ X flr
0 <t < e. Alsoistv einaulerer Vektor von X in'y. Umgekehrt sei dasder Fall. Dann
isty+tv ¢ XfirO <t < eunddaher f(t) > 0nach (1). Dag(y) = 0, folgt durch
Differenzieren 0 < f(0) = g/(y)v, und es muss sogar echt positiv sein, denn sonst
warev € Ty(Y) = Kerg'(y).

Der Normalenraum von Ty (Y) ist eindimensional. Daher ist die Existenz und Ein-
deutigkeit der auReren Normalen klar. Fir sie gilt die Formel

grad, g
= y= (5)
I grad, g
denn grad, g steht senkrecht auf Ker g'(y) = Ty(Y), und ist ein aulerer Vektor, well
g'(y)grad, g = || grad, gll?> > 0. Aus dieser Formel erkennt man auch die Differen-

zierbarkeit von ny : Yy — R", denn die rechte Seite von (5) ist noch fur allex € V
anstelle von y sinnvoll und zeigt, dass sich ny differenzierbar auf V fortsetzen lasst.

nx(y) =
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14.4 Bemerkung. Sei D c R" eine offene Menge. In der Literatur (siehe etwa
K. Konigsberger, Analysis 2) heift ein Punkt a € Rd D ein regulérer oder glatter
Randpunkt von D, wenn es eine offene Umgebung V von a und eine differenzierbare
Funktion g: V — R mit nirgends verschwindender Ableitung gibt, sodass

DNV ={xeD:g(x) <0} Q)

Esist dann leicht zu sehen, dass (Rd D) NV = g~1(0), und daher ist der Rand von D
im Punkt a wirklich glatt (und von der Kodimension 1). Umgekehrt stimmt es nicht:
Beispielsweise sind die Punkte der positiven x-Achse glatte Punkte des Randes von
D = R2~ [0, oo[, aber D hat iberhaupt keine regularen Randpunkte.

Nun sei X eine stiickweise glatt berandete Menge wie in 14.1. Wie hangen dann
die regularen Randpunkte von X° mit den in 14.1 definierten glatten Randpunkten von
X zusammen? Antwort: Beide Begriffe stimmen Uberein. Bezeichnen wir namlich
den Rand von X wieder mit Y, so ist wegen Satz 14.3(a) jeder Punkt a € Y €N
regularer Randpunkt von X°. Umgekehrt sei a ein reguldrer Randpunkt von X° im
obigen Sinne und seien V und g wiein (1) gewahit. Wegen Bedingung (i) in 14.1 ist
RAX° =X~ X°=X~X°=RdX = Y.AlsoistY ina glatt von der Kodimension
1, und nach Satz 12.15 gilt a € Y.

145. Lemma. Sei M c R" eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei
& eine (n-dimensionale) Orientierung auf der Menge M.

@ s f: M — R"en \Vektorfeld, das nirgends tangential an M ist, also
f(x) ¢ Tx(M) fur allex € M. Danninduziert f einetangentiale Orientierung & L f
durch

EL Hxv =8 F),v), 1)
fur allex e M undv e (T,(M)" L.

(b) Ist g einweiteresnirgendstangentialesVektorfeldauf M, sogilté L f = &L g
dann und nur dann, wenn f (x) und g(x) fur allex € M im selben offenen Halbraum
von R" ~ Ty (M) liegen.

Beweis. (a) Beachte, dass die rechte Seite von (1) fur eine Basis v von T,(M)

gleich+1ist, dennwegen f (a) ¢ Ta(M)ist (f (a), v) eéineBasisdesR". Zum Beweis
der Orientierungseigenschaft von &£ L f sal A € Mat,_1(R). Dann ist

€L 06V =50 (00,0 3 2))

= &(X; f(X),v)-sgndet(é 2) = (L f)(x;v)-sgndet A.

(b) Weil T,(M) eine Hyperebeneist, zerfallt R" <~ T, (M) in zwei disunkte offene
Halbraume, etwa H; und H,. Elementare lineare Algebra zeigt, dass f (x) = Ag(X) +
w MmitA # 0und w € Ty(M). Dabel ist A > 0 dann und nur dann, wenn f (x) und

g(x) im selben Halbraum liegen. Sei v = (v, ..., vy) €ine Basisvon Ty (M) und etwa
w =", Avi. Dann gilt
ELHxv) =629 +w,V)
A
Ao 1
=S(Xa (g(x)’UZ""vvn) : .. )
An 1
= &(X; g(X), V) sgn(A) = (§ L 9)(X; V) sgn(a).
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Hieraus folgt die Behauptung.

Beispiel. Sei M = S™! die Sphéare. Dann ist das Einheitsnormalenfeld n(x) =
X €in nirgends tangentiales Vektorfeld. Die Orientierung ¢" L n ist diein 13.11.1
eingefiihrte Standardorientierung von S"2.

14.6. Randorientierung und Randintegral. Sei X c R" stiickweise glatt be-
randet mit Rand Y, und sei £ eine stetige Orientierung auf X°. Wir behaupten, dass
sich & eindeutig zu einer stetigen, wieder mit £ bezeichneten Orientierung auf X°U Yieg
fortsetzen lasst. Dazu sei a € Yy Und V €ine Umgebung von a wie in Satz 14.3(a).
Dannist X° NV zusammenhangend. Wegen der Stetigkeit von & und der in 13.7 ge-
machten Bemerkung gilt daher £(x; v) = s(x) sgndetv und s(X) = a € {£1} ist
unabhangig von x € X° N V. Also lasst sich & durch £(y; v) = o sgndetv eindeutig
stetig auf Yyeg NV (und sogar auf ganz V) fortsetzen. Schliefdlich setzen wir & irgend-
wie auf ganz X fort, und bezeichnen diese Fortsetzung der Einfachheit halber auch
wieder mit £. Die Fortsetzung von & auf ganz X ist im Allgemeinen nicht mehr stetig,
siehe 14.7(c). Fur das Integral einer n-Form tber X spielt das aber keine Rolle, denn
der Rand von X ist eine n-dimensionale Nullmenge. Jedenfallsist & auf X fast Uber-
al stetig, insbesondere lokal integrierbar, und somit ist X := (X, &) eine orientierte
Menge im Sinne von 13.8.

Nach Lemma 14.5 induziert & und ein beliebiges aul3eres Vektorfeld f, zum Bei-
spiel das aullere Normalenfeld ny, eine tangentiale Orientierung auf Yeq, die wir mit

dE=EL f =&Lny 1)

bezeichnen. Wir nennen sie die induzerte Orientierung des Randes, und erhalten so
ein orientiertes (n — 1)-dimensionales Stiick

) == 0X = (Y, 0§), 2

genannt der orientierte Rand von X.

DieOrientierung 9£ vonY ist stetig. Um dieseinzusehen, sei etwaé = s sgn(dx*a
-~ AdXM) wiein 13.7, und F eine Parametrisierung von Y. Bezeichnen wir die Koor-
dinaten in R"! mit u?, ..., u", dann ist wegen 13.10.2 (das dortige X und £ ist jetzt
durch Y und 0¢ zu ersetzen!)

F*(9€) = se sgn(du® A - - - A du™), (3)
wobei

Sk (U) = (F*(38))(u; & = £(F (u); nx(F(u)), F'(w)
= s(F(u)) sgndet (nx(F(u)), F'(w)) 4
furu e U c P. Wegen der Stetigkeit von ny und der stetigen Differenzierbarkeit von
F sowieder Stetigkeit von s auf Y ist ¢ stetig, und das bedeutet nach 13.7(a) gerade

die Stetigkeit von F*(9&).
Nun sel w eine stetige (n — 1)-Form auf X. Dann existiert das Integral

/ a):=/ a)=/ F*(98)F*(0), )
X (Y,08) P

denn F*(w) = fdu? A --- A du" mit einer stetigen Funktion f auf der kompakten
Menge P, und F*(3&) = sg sgn(du? A - - - A du") ist wegen der Stetigkeit von sg auf
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U und weil P ~ U eine Nullmenge ist, nach 5.12 lokal integrierbar. Wir nennen (5)
das Randintegral von w (beztiglich X). Ist speziell ¢ = o die Standardorientierung des
R", so verwenden wir, analog zu 13.8.2, die einfachere Schreibweise

Schliefdlich sagen wir, die Parametrisierung F von Rd X sei beziiglich & korrekt ori-
entiert, wenn sg konstant gleich 1 ist.

14.7. Beispiele. (@) Sel X = Q ein nicht ausgearteter Quader und ¢ = o die
Standardorientierung desR". Mit den Bezeichnungen von 12.7 ist der regulare Teil des
Randes von Q die Vereinigung der (Qiﬂt)reg = F4i(P°), und esgilt ng(a) = +e fir
a € (Q")reg. Wir behaupten, dass firr die wiein 14.6.4 definierten Vorzeichenfaktoren
gilt:

sr, =+(—1' L (1)

In der Tat ist nach Definition der F 1 (vgl. 12.7.2)

oF &+ oF &+ _ oF &+ _ oFi 4+ _
auz - ’ ’ aul _a—].? au|+1 _a+l$ ’ aun —en,
und somit wegen 14.6.4 und (1)

Sr, =Sgndet(+€,€1,...,6-1,641,...,6) = +(—1)L,

(b) Sei X die Einheitsvollkugel im R" und wieder ¢ = o". Dann ist RAX =
S 1 und ny(a) = a. Daher ist hier die induzierte Orientierung gerade die Standard-
orientierung wie in 13.11.1. Fur die spharische Koordinatenabbildung F gilt sg =
+1 nach 13.11.2. Diese Parametrisierung des Randes der Vollkugel ist also korrekt
orientiert.

(c) Sei speziell X ¢ R2. Dann ist eine Parametrisierung des Randes Y eine
stickwei se glatte Kurve y, und die Randorientierung entspricht einer Durchlaufungs-
richtung dieser Kurve. Falls ¢ = o die Standardorientierung des R? ist, dann ist 9&
dadurch gekennzeichnet, dass beim Durchlaufen des Randes das Innere von X zur
Linken liegt:

Dies folgt einfach daraus, dass y korrekt orientiert, also s, = +1 ist dann und nur
dann, wenn die Basis nx(y (1)), y (t)) des R? die Standardorientierung des R? re-
prasentiert, also der zweite Vektor aus dem ersten bis auf einen positiven Faktor durch
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eine Drehung um 90 Grad gegen den Uhrzeiger hervorgeht. Entsprechend liegt das
Innere beim Durchlaufen dort rechts, wo £ = —o ist:

g

Dies ist auch ein Beispiel dafiir, wo sich die angegebene stetige Orientierung & auf
dem Inneren von X nicht stetig auf ganz X fortsetzen lasst: Hier zerfdlt X° in zwel
disunkte offene Mengen U, in der rechten und U_ in der linken Halbebene. Da der
Nullpunkt in U, liegt, miisste eine stetige Fortsetzung von & im Nullpunkt gleich der
Standardorientierung des R? sein, wegen 0 € U_ mit demselben Argument aber auch
gleich ihrem Negativen, Widerspruch.

14.8. Der Integralsatz von GaulR. Sei X C R" stiickweise glatt berandet, sei &
einestetige Orientierung auf X° und sel w eine stetig differenzierbare (n— 1)-Formauf
einer offenen Umgebung von X. Dann gilt mit den in 14.6 eingefUhrten Bezeichnungen

Im Spezialfall der Standardorientierung lautet die Formel mit den in 13.8 und
14.6.6 eingefiihrten Konventionen einfacher

Der Beweis dieses Satzesin voller Allgemeinheit erfordert eine Reihe neuer Tech-
niken und wird daher erst im nachsten Paragraphen behandelt. Hier bringen wir nur
den Beweisim Spezidfall eines Quaders, der sich leicht auf den Satz von Fubini und
den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zurtickfilhren lasst.

Beweis des GaulRschen Satzes fir einen Quader. Sei

wiein 10.7.2 und in 10.8.2. Weil Q° zusammenhangend ist, gilt £ = +o, sodass wir,
eventuell nach einem trivialen Vorzeichenwechsel, & = ¢ annehmen konnen. Dann
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ergibt der Satz von Fubini und der Hauptsatz der Differential- und Integral rechnung

ot
/M—Zﬁaﬂ o

/ / —dx)dxl---d/x\i---dxn
a OX!

=Z/ fiod, . e X xydxt e dX - dX"
—Z/ floxd, o xhal, x L x™dxt - dx - dx.
Andrersaitsist F*, (Ax) = Oflri # k; dennin A kommt ein Faktor dx' vor, wahrend
X' o Fj 1 = const und daher F*, (dx') = d(x' o F 1) = 0. Furi = kist
Fro(A) =R (=D dx A - X A X )= (=" tdu? A Adu",

und daher nach 14.7.1

Fr08) - Fi(o)=£f % ... ua, u ™t u" [du A

mita’ :=a' unda, := b'. Fir das Randintegral bekommen wir also

n
/w:Z/ fl?, ... u, b, u* o uMdut. . dut
9Q i=1 YR
n
—Z/ fld ..., ua, utt . uMydu?...du".
— R
Daesauf die Bezeichnung der | ntegrationsvariablen nicht ankommt, fol gt die Behaup-

tung.

14.9. Anwendung: Berechnung von Inhalten durch Randintegrale. Fir ein
stiickwei se glatt berandetes X ¢ R" ist

M(X)=/\dx1/\-~-/\dx”]=/ dxt Ao AdX".
X X.o™)

Falls man also irgendeine (n — 1)-Form w mit dw = dx* A - - - A dx" hat, so gilt nach

Gauid
[L(X)=/ .
X

Zum Beispidl ist
dxt Ao adx" =d(xPdX? A A dX")

oder in einer symmetrischeren Form

n

dxt A Adx" = %d(inAi),

i=1

nach 10.8.2.
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14.10" Der Satz von Gauf in Divergenzform. In Anwendungen in der Physik
wird oft die sogenannte Divergenzform des Gaul3schen Integral satzes verwendet. Da-
bei betrachtet man ein stetig differenzierbares Vektorfeld f = 3", f'e und definiert
die Divergenzvon f (in koordinatenabhangiger Weise!) durch

N, ofl

div(f) = —
= X

Dann lasst sich die Gaulsche Formel fir die Standardorientierung folgendermassen
umschreiben:

/ div(f)do, = / (f,nx) do,_;. Q)
X Rd X

Beweis. Wir erinnern an das aufl3ere Produkt [v] = [vg,...,vp_1] von n — 1
Vektoren v = (vy, ..., vp_1) im R" (siehe Lehrbiicher der linearen Algebra). Dieses

ist eindeutig bestimmt durch die Bedingung
(x, [v]) = det(x, V) 2

fur allex € R", und hat die Eigenschaften

[V] Lu fori=1,...,n—1, (3)
IVIIIZ = Gr(v), )
o R
i P vi;l e vi;l
V] = (=)' 'det| 1., e (5)
vy ... U7
172 1A

Sel F: P — Rd X eine Parametrisierung des Randes von X mit Regularitétsbereich
U. Dann gilt fir u € U diefolgende Formel fur die auf3ere Normale:

nx(F(u)) - Gr(F")*? = sgndet(nx (F (), F'(u)) - [g—ui o %} . (6
In der Tat liegt die rechte Seite wegen (3) im eindimensionalen Normalenraum von
Rd X im Punkte F (u) und unterscheidet sich daher von der linken Seite nur um einen
Faktor, und dieser ist +1, wie man durch Ubergang zur Euklidischen Lange in (6)
wegen (4) sieht. Durch Bilden des Skalarprodukts beider Seiten mit der auf3eren Nor-
malen ergibt sich dann wegen (2), dass dieser Faktor +1 ist.
Betrachte nun die (n — 1)-Form w = Y ', f'A;, mit der auReren Ableitung
dow = div(f)dx A--- Adx" (10.8.2). Dann bleibt zum Beweis von (1) wegen 14.8.2

nur noch
/w=/ (. 1) don_s @)
X X

Zu zeigen. Die rechte Seite ist wegen 11.5.2 und (6) gleich

f F((f,nx)) F*(don-1) =f (f oF,nxoF)Gr(F)Y?|du* A - A du"?|
P P

= / (f o F,[F]) syndet(nx o F, F') [du® A -+ A du™|.
P
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Zur Bestimmung der linken Seite von (7) zeigen wir erst
F*(A) =[F dut A - Adu™ 2,
In der Tat ist F*(A;) ein Viefachesvon du® A - - - A du™ 1, und dieses Vielfacheist

(F*(4A) (u; & = A (F(u); F'(u))
==C—lf’l(dxlA---/\HQTA-~-dX”>(F(U% F'(w) =[FT]"

wegen 10.5.5 und (5). Daher ist die linke Seite von (7) wegen 14.6.4 gleich

/F*(%”)F*(@:f > (F1 e F)Fr (0™ F*(4)
P P

i=1
=/ (i(fi © F)[F/]i)SF |dul/\ .../\dun—1|
P izl

= / (f o F,[F]) sgndet(ny o F, F') [dut A --- A du™t
P

’

wie behauptet.

§15" Beweis des GauRschen I ntegralsatzes

Ubersicht. Beim Beweis des Gauf3schen I ntegral satzes werden eine Reihe neuer Begriffe und Tech-
niken benétigt. Wir beginnen mit Charakterisierung der Kompaktheit durch die endliche Uberdeckungs-
eigenschaft. Wichtig ist der Begriff des Tragers einer Funktion oder Differentialform (15.2.1). Mit Hilfe
einer Partition der Eins (15.6) lassen sich globale Aussagen lokalisieren. Damit wird der Gaufsche Inte-
gralsatz im Speziafall bewiesen, wo der Trager der Differentialform w die sogenannte Ausnahmemenge A
(im Wesentlichen die Menge der singularen Punkte des Randes von X) nicht trifft (15.8). Der Beweisim
allgemeinen Fall beruht wesentlich darauf, dass A eine (n — 1)-dimensionalen Nullmenge (15.10) ist. Dies
ermoglicht es, @ durch Differentialformen wy, fiir die der Satz schon gilt, so zu approximieren, dass sich
dann der algemeine Fall durch den Grenzilbergang k — oo aus dem Spezialfall ergibt (15.14).

15.1. Uber deckungssatz von Heine-Borel. Jede offene Uberdeckung einer kom-
pakten Menge K C R" enthalt eine endliche Teiliberdeckung.

Beweis. Sei U eine Familie offener Mengen mit K C | U. Weil K beschrankt
ist, gibt eseinen kompakten Quader Q mit K ¢ Q. Fur jedesx € K wéhleeinUy € U
mit X € Uy und ein o(X) > 0 mit B,y (X) C Uy. Firx € Q ~ K sei o(x) = d(x, K)
der Abstand von x zu K, der wegen der Abgeschlossenheit von K positiv ist. Nach
Lemma 2.2 gibt es eine o-feine Zerlegung Z = (&, Qi)ice von Q. Nach Definition
von g ist klar, dassfir eine Stittzstelle & € Q ~ K auch Q; ¢ Q ~ K ist. Andrerseits
gilt Qi C By (&) C Uy firg € K. Setzenwir F :={i € E: & € K}, sofolgt

KclJQclJu..

ieF ieF

und damit die Behauptung.
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15.2. Definition (Trager). Sel f eine Funktion auf einer Teilmenge des R" mit
Werten in R. Der Trager von f ist der Abschluss der Menge der Nichtnullstellen von
f:

Tr(f) :={x: f(xX) #0}. (D]
Man Uberlegt sich leicht die Regeln
Tr(f +9) C Tr(f) UTr(g), @)
Tr(fg) C Tr(f) N Tr(g). 3
Fur vektorwertige Funktionen f = (f1, ..., k) definieren wir den Trager wie in

(1). Dann ist der Trager von f die Vereinigung der Trager der Komponenten ', und
die Regeln (2) und (3) bleiben erhalten, letztere bei Multiplikation mit einer skalaren
Funktion g. Schliefdich definieren wir den Tréger Tr(w) einer Differentialform » ganz
analog as den Abschluss der Menge aller x mit wy # 0, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, als den Trager der vektorwertigen Funktion mit den Komponenten f,
wenn » wie in 10.6.1 dargestellt ist. FUr den Trager der aueren Ableitung und der
Zuruickholung einer Differentialform gelten die Regeln

Tr(F*(w)) c F~1(Tr(w)), (4)
Tr(dw) C Tr(w). ©)

Der Bewels sei dem Leser Uberlassen. Ferner ist die folgende einfache Bemerkung
nitzlich: Sei U offen und f die Nullfortsetzung einer Funktion f auf den R". Dann
gilt y

feckU) und Tr(f)cU = f eC*RM. (6)
In der Tat ist der R" die Vereinigung der offenen Mengen U und C Tr(f), und f ist
auf jeder dieser Mengen von der Klasse CX. Fiir Differentialformen statt Funktionen
gilt (6) genauso.

15.3. Lemma. (@) Esgibt eine €*°-Funktion H auf Rmit0 < H <1, Tr(H) =
[—2,2], H(xX) = 1f0r |x] < 1und |H'(X)| < 2flr allex € R:

o '\“‘ H ,

(b) Furae R"undr > Osel

—1-
T
VN
x.
=1
Q
SN—"

Har (X) =
i=1
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Danngilt0 < Hay <1, Tr(Har) C Bx (@), Har(X) = 1fur allex € B, (a), und

D

2
oHar ' | furr < |x —al < 2r.
—(X)| < {f
ox!

0 sonst.
Beweis. (a) DieFunktion

0 L furt <0,
() = ep(—3) furt>0

ist von der Klasse € (Aufgabe!). Daher ist dies auch fir f(x) := e- ¢(1 — x?) der
Fal, und man stellt leicht fest, dass0 < f < 1, f(0) = 1und Tr(f) = [-1, 1].
Folglich ist auch die Funktion

—f(2x—-3) falsl<x <2,

f(2x + 3) fals—2 < x < —1,
F(x) = {
0 sonst

von der Klasse C*°. Setzt man noch C = f_ll f (x) dx, dann hat

H(x) = é/x F()dt

e9]

die gewlinschten Eigenschaften (Details als Aufgabe).

(b) Bisauf (1) folgen die Eigenschaften von H,, sofort aus den entsprechenden
von H. Die Ableitung von Hy, ist nach der Produkt- und der Kettenregel

= ([ )

i#]

Hierausfolgt (1) wegen der Eigenschaften von H.

Wir nennen H, auch die Hutfunktion zu den konzentrischen Wirfeln B, (a) C
Bar ().

154. Lemma. S& K ¢ V ¢ R", K kompakt, V offen. Dann gibt es eine C*°-
Funktion h auf R" mit den Eigenschaften
(i) h hat kompakten Trager Tr(h) C V,
(i) 0<h<1],
(iii) h(x) =1furallex € K.

Beweis. Wahle zu jedem x € K einry > 0 so, dass By, (X) C V. Nach dem
Heine-Borel schen Uberdeckungssatz gibt es eine endliche Teilmenge E c K, sodass
K in der Vereinigung der By, (a), a € E, enthalten ist. Setze s := ), ¢ Har, mit
Har, wie in 15.3. Nach 15.2.2 ist Tr(s) in der Vereinigung der By, (a) (a € E)
enthalten, also kompakt und in V enthalten. Weiter liegt jedes x € K in einem der
Br,(a) (a € E) und daher gilt s(x) > 1. Nun setze h(x) := 1 — H(2s(x)), mit H
wie in 15.3. Wegen der Eigenschaften von H giltdann 0 < h < 1. Fir x € K ist
2s(x) > 2, aso H(2s(x)) = 0 und somit h(x) = 1. Schliefdlich gilt Tr(h) C Tr(s);
denn wenn h(x) # 0, dannist H(2s(x)) < 1, dso 2s(x) > 1 und daher x € Tr(s).
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155 Lemma. Sei K kompakt und enthalten in der Vereinigung endlich vieler
offener Mengen V4, ..., V. Dann gibt es kompakte Mengen K; C V;, sodass K C
KiU---UKp.

Beweis. Wahlezujedemx € K einry > 0soklein, dass Br, (X) C Vi fur einen
geeigneten Index j (x) € {1, ..., m}. Nach dem Heine-Borelschen Uberdeckungssatz
gibt es eine endliche Teilmenge E C K mit K C | J,.g Br.(a). Nun setze

Ki=[J B.®@.

acE,j(a)=i

15.6. Satz von der Partition der Eins. S& K ¢ R" kompakt und enthalten in
der Vereinigung V1 U - - - U Vy, endlich vieler offener Mengen V. Dann gibt es ¢*°-
Funktionen f; auf R™ mit den Eigenschaften

(i) f; hat kompakten Trager Tr(f;) C Vi,

(i) 0<fi<1,

@iy S, fi(x) = 1furallex € K.

Beweis. Wahle kompakte K; C V; wiein 15.5, und Funktionen h; fur K; c V;
wie in 154. Setzes '= Y ", hy und V = {x : s(x) > 0}. Dann it K C V.
Wahleh zu K ¢ V wiein 15.4, und sai f; die Nullfortsetzung von hijh/s. Dann ist
Tr(hih/s) ¢ Tr(hj) NTr(h) Cc Vi NV nach15.2.3, alsoist f; von der Klasse C* nach
15.2.6 und es gilt (i). Eigenschaft (ii) ist klar nach Definition. Fir x € K isth(x) =1
und somit >0 fi(x) = Y., hi(X)/s(x) = 1. Damit ist auch (iii) gezeigt.

15.7. Lemma. Sei X stuckweise glatt berandet, undsei F: P — Y = RdX
eine Parametrisierung des Randes von X mit Regularitatsbereich U. Sei a = F(b)
(b € U) ein glatter Randpunkt von X und v ein auflferer Vektor von X in a. Definiere
®:R x P — R"durch

d(t,u) =tv+ F).

Danngibteseine > 0, sodass ¢ ein Diffeomorphismusvon B, (0, b) =] —¢, e[ x B, (b)
auf eine offene beschrankte Umgebung W = & (B, (0, b)) von a ist, und die Durch-
schnitte von X und Y mit W durch

XAW =& —¢,0] x B.(b)), YNW = &0} x B.(b)) €\

beschrieben werden.

Beweis. Wahle zunachst eine offene Umgebung V von a und eine Submersion
g:V - Rwiein Satz 14.3. Es gilt ®(0,b) = F(b) = a € V. Daher gibt es
aus Stetigkeitsgrinden ein ¢ > 0, sodass B,(b) ¢ U und W := &(B,(b,0)) C V.
Offenbar ist W C @ ([—¢, ¢] x P) und somit wegen der Stetigkeit von ¢ und der
Kompaktheit von P beschrankt.

Wir bezeichnen die Koordinaten auf R x P ¢ R" mit ul, u?, ..., u". Dann sind
die Spalten der Matrix @'(0, b) durch (& /dut)(0,b) = v und (8®/du')(0, b) =
(3F /au')(b),i = 2, ..., n, gegeben. Dadie (dF /du')(b) eine Basisvon T.(Y) bilden
undv ¢ Ta(Y), ist @'(b, 0) invertierbar. Also kdnnen wir nach dem Umkehrsatz durch
Verkleinern von ¢ erreichen, dass @ ein Diffeomorphismus von B, (b, 0) auf sein Bild
W ist.

Nun betrachte die Funktion h := go ® auf ] —¢, e[ x B, (b). Esgilt (3h/du)(0) =
g@v > 0, denn v ist ein aulRerer Vektor (Satz 14.3(b)). Daher konnen wir durch
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neuerliches Verkleinern von ¢ erreichen, dassdh/aut auf ganz] — e, [ x B, (b) positiv
ist. Dannist die Funktiont — h(t, u) fir jedesu € B, (b) im Intervall | — ¢, ¢[ streng
monoton wachsend, und sie verschwindet fir t = 0, denn h(0, u) = g(F(u)) = 0,
weil F(u) € Y = g~1(0). Also ist das Vorzeichen von h(t, u) gleich dem Vorzeichen
von t. Wegen 14.3.1 bedeutet dies:

®(]—¢e,0[ x Bs(b) Cc X°NW,
@0} x B;(bh) cYNW,
@(]0, e[ x B, (b)) c CX NnW.

In diesen Inklusionen muss aber sogar die Gleichheit stehen, denn die Vereinigung der
links stehenden Mengen ist ganz W und die rechts stehenden Mengen sind disjunkt.
Nunfolgt (1) aus X = X° UY.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Beweis des Gaul3schen Integral sat-
zes. Wir verwenden die in 14.6 und 14.8 eingefiihrten Bezeichnungen und Vorausset-
zungen. Ferner fixieren wir eine Parametrisierung F: P — Y = Rd X des Randes
von X mit Regularitatsbereich U. Nach 12.2(i) ist P ~ U eine Nullmenge im R"1.
Die Menge

A:=F(P~U)

heif3t auch die Ausnahmemenge. Offenbar gilt Ygng C A.

15.8. Lemma. Der Gaul3sche Integralsatz gilt unter der zusétzlichen Vorausset-
zung Tr(w) N A= @.

Beweis. Wir behandeln erst drei Spezialfalle.
(& Tr(w) C Q°, wobei Q ein kompakter, in X enthaltener Quader sai.

In diesem Fall ist das Randintegral trivialerweise Null. Andrerseits folgt nach der
schon bewiesenen Gauf¥formel fur Q (14.8), dass [, dw = f(Q,g) do = [rq Q.06) @ =
0, denn w verschwindet auf dem Rand von Q.

(b) Tr(w) Cc W, mit W = & (B, (0, b)) wiein Lemma 15.7.

Wegen der Beschranktheit von W ist der Trager von o kompakt, und somit auch
Tr(@*(w)) = @ 1(Tr(w)). Folglich gibt es ein positives § < ¢, sodass Tr(®*(w)) C
Bs(0, b). Wir setzen R := B;s(b) ¢ R"™*und Q :=[-§,0] x R C B,(0, b). Wegen
15.7.1 gilt Tr(w) N X C @(Q), und daher ist nach der Transformationsformel fir
Dichten 11.7.1, der Vertauschbarkeit der aueren Ableitung mit dem Zuriickholen,
und der Gaulformel fir Quader:

/da):/ dw:/ Sda):/ P*(E)P* (dw)
X (9(Q).%) @(Q) Q

_ / d(0* (@) = / ().
(Q.2*(§)) (RAQ,30*(£))

Wegen Tr(®*(w)) C] — 6, 8[ x R° verschwindet @*(w) auf alen Seiten von Q mit
Ausnahme der Seite Q; = {0} x R, in der Bezeichnung von 12.7.

Zur Berechnung des verbleibenden Anteils im Randintegral von @*(w) parame-
trisieren wir Qf durch F1 . : R — Qf, u — (0,u), wie in 12.7(a). Dann gilt
F = @ o Fy 4 undfolglich Ff, (&% (w)) = F*(w). Als Nachstes berechnen wir die
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Randorientierung F;', (9(2*(£))). Die aullere Normale von Q auf der Seite Qf ist
gerade der Einheitsvektor e;, sodass

(@ ) =2*¢)Le

auf Qf, nach 14.6.1. Aus der Definition von @ in 15.7 ist klar, dass
0P
¢/(O’ u) -6 = E(O’ u) =v

fur dleu € B, (b). Also bildet @ das aulRere Vektorfeld e, auf {0} x B, (b) geradein
das (konstante) aulRere Vektorfeld v auf Y N W ab. Esfolgt

Q¥ (&) =P ELv) =PT(E)L e = 0D7(E).
Daher gilt
Fi'y (097(8)) = Ff (@7(08)) = (@ o F1 )" (05) = F*(38).

Schlief’lichist Tr(F*(w)) € F~1(Tr(w)) C R. Somit erhaltenwir fiir das Randintegral
von @*(w):

/ d*(w) = / Fi (02 ®) Ff L (2% (w)
(RAQ,30*(£)) R

2/ F*(aé)F*(w)=/ F*(aé)F*(w)zf ,
R P X

und damit ist (b) bewiesen.

(¢) w verschwindet auf X.

Dannist das Randintegral klarerweise Null. Weiter verschwindet dw jedenfalls auf
X°, und weil der Abschlussvon X° ganz X ist, auch auf X. Alsoist auch [, dw = 0.

Der allgemeine Fall wird mit Hilfe einer Partition der Eins erledigt. Zu jedem
a € X N Trw wahle eine offene Umgebung V (a) wiefolgt: Fallsa € X°, sal V(a) =
Q°, fur einen geeigneten kompakten Quader Q ¢ X mita € Q°.Ista = F(b) €
FU),dannse V(a) = & (B, (0, b)) wiein Lemma15.7. Die V (a) bilden eine offene
Uberdeckung der kompakten Menge X N Trw. Nach Satz 15.1 wird diese bereits
von endlich vielen V(g), i = 1,..., m, Uberdeckt. Sei fi,..., fm, eine zugehorige
Partition der Eins, und sei @ = fjw. Dann verschwindet wp == w — Y7 w; auf X,
und fir i > 1 sind die w;j vom Typ (a) oder (b). Also gilt die Gauformel fir jedes w;
und daher durch Summation auch fir w.

Als Nachstes nehmen wir den Fall in Angriff, wo der Trager von w die Ausnah-
memenge A trifft. Hier ist eswesentlich, dass A nicht nur eine Nullmengeist, sondern
sogar eine besonders,, dinneé’ Nullmenge, weil sie jadas Bild unter F der Nullmenge
P~ U c R"!ist. Die Prazisierung (und Verallgemeinerung) dieser Vorstellung ist
der Begriff der p-dimensionalen Nullmenge im R", dem wir uns nun zuwenden. Erst
ein Lemma Uber kompakte Nullmengen.
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159. Lemma. Sai N C RP eine kompakte Nullmenge. Dann gibt es zu jedem
positiven ¢ endlich viele offene Wrfel Wy, ..., Wy mit N € Wy U --- U W, und

Z:n:lﬂ(vvl) <e.

Beweis. Wahlewiein 6.9 abzahlbar viele kompakte Wirfel W, mit N c ([ J7° W,
und Y77 (W) < ¢/2. Sei etwa W, der Abschluss des offenen Wiirfels mit Mittel-
punkt a, und Radiusry und sei A := 2P, Dann bilden die Wi := By, (a) (k € N)
eine offene Uberdeckung von N. Nach Heine-Borel ist N schon in endlich vielen
davon enthalten, etwa N € Wy U -+ U Wiy, und 37" (W) = AP T (W) <
237 W) < 2s/2=c¢.

15.10. Definition (p-dimensionaleNullmenge). Sel p < n. Einekompakte Teil-
menge A C R" heilét eine p-dimensionale Nullmenge, fallses zu jedem ¢ > 0 endlich
viele offene Wirfel W, mit Radienr; gibt, die A Uberdecken, und sodass Zim:lrip < e.
Man beachte den hier auftretenden Exponenten p. Esist leicht zu sehen, dass eine p-
dimensionale Nullmenge auch eine g-dimensionale Nullmengeist, sofern p < q, aber
nicht umgekehrt. Je kleiner p ist, desto starker ist die Eigenschaft, p-dimensionale
Nullmenge zu sein. Nicht kompakte p-dimensionale Nullmengen werden wir nicht
brauchen; der interessierte Leser sei auf Biicher Glber geometrische Maldtheorie unter
dem Stichwort ,,Hausdorffmaf3' verwiesen.

1511. Lemma. S&i p < n, sei N C RP eine kompakte Nullmenge und F :
N — R" eine lokal dehnungsbeschrankte Abbildung. Dann ist F(N) c R" eine
p-dimensionale Nullmenge.

Beweis. Wegen Satz 0.12 genuigt F auf N einer Lipschitzbedingung, etwamit der
Konstanten L. Uberdecke N wiein Lemma 15.9 mit endlich vielen Wiirfeln W/, etwa
mit Radius s und Mittelpunkt by, sodass 1" w(W/) < g/LP. Dannist F(N N'W))
enthalten in einem Wurfel W, vom Radiusr; := 2Ls und geeignetem Mittel punkt &;:
Wenn NNW/ = #, ist nichts zu beweisen; andernfallsfixiereeinb e NNW/. Dann gilt
furallex e NNW/, dass|x — b| < diamW, = 2s und daher |F (x) — F(b)| < 2Ls;,
und die Behauptung stimmt fur & := F(b). Hieraus folgt nun F(N) c 7' W, und

1 =@LPYTS = LP YT u(W) <e.
15.12. Lemma. Sei A ¢ R" eine kompakte p-dimensionale Nullmenge und sei

3k > 0 eine Nullfolge. Zu jedemk € N wahle offene Wurfel Wiy, i = 1, ..., mg, mit
Radienr;y, sodass

ANWy #@ furallei,k, Q)
Mg

AC Vii= Wi, 2
i=1

My

Z(rik)p < k. ©)

i=1

Dann gibt eszu jedem x ¢ A einen Index ko, sodass x ¢ Vi fur allek > kg. Insbeson-
dereist

ﬂvk = A (4)
k=1

Beweis. Wir bemerken zunachst, dass die Bedingung (1) keine Schwierigkeiten
macht, denn wenn (2) und (3) fir Wk gelten, so kann man immer die Wk, die A nicht
treffen, weglassen.
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Fireinx ¢ Aists :=d(x, A) > 0, weil A abgeschlossen ist. Gabe es kein ko mit
der behaupteten Eigenschaft, dann gabe es eine Folge von Indizesk; < ky < ... und
zugehorige Wurfel W, , mit x € Wi, i, . Nach Voraussetzung (1) ist AN W i, # 9.
Also ist der Durchmesser diam(W, ,) = 2ri, x, > 8, und daher wegen (3)

\P b
0<(§> EIZ(ri,kl,) < &,

i=1
fur alev € N, im Widerspruch zu lim,_, « 8, = 0. Nunist (4) klar.

15.13. Topffunktionen. Komplementar zu der in 15.3 betrachteten Hutfunktion
Ha.r definieren wir die Topffunktion T, := 1 — Ha zu einem Paar konzentrischer
Wirfel B; (a) C By (a). Allgemeiner seien Wy, . .., Wy, kompakte Wirfel mit Mittel-
punkten & und Radienr;, und seien W,* die konzentrischen Wurfel mit den doppelten
Radien. Wir setzen

m m m
g:i= HTa;,rw Vi=| Jw, v*i= UWi*. (1)
i=1 =1 i=1

Dann ist die Funktion g stetig differenzierbar auf R", und hat die folgenden Eigen-
schaften:

0<g=1l, ()

Tr(g) c CVv, (3)

gx)=1 fir x¢V*, (4)
a9 m.2

W(X)‘ < ZEXW;*- (5)

Hier folgen die Eigenschaften (2)—(4) leicht ausder Definition und den entsprechenden
Eigenschaften der Hutfunktionen, und (5) aus 15.3.1 und dT,, = —dH,, sowie

39 < ATar,
W:Z<HT"’”') aijr'

i=1 14

15.14. Beweis des Gauf3schen Integralsatzes. Nach Lemma15.11 ist die Aus-
nahmemenge A = F(P ~ U) eine (n — 1)-dimensionale Nullmenge. Zu 8y = 1/k
wahle offene

Warfel Wi mit Radien rj, wie in Lemma 15.12. Die konzentrischen Warfel Wi
mit den doppelten Radien erflllen dann ebenfalls die Voraussetzungen von Lem-
ma 15.12 mit §; = 2"~16y. Fur jedesk € N sei gi eine Topffunktion wie in 15.13.1
fur die Warfelfamilie Wi, i = 1,..., my, und seien V. und V* analog zu 15.13.1
definiert. Dann gilt

Tr(gk) € CVk c CA (1)

wegen 15.12.2 und 15.13.3. Weiter ist

lim gk =1— xa. 2
k— 00



120 Analysisll|

In der Tat verschwinden alle gx auf A nach (1). Fur ein x ¢ A gibt es dagegen nach
Lemma 15.12, angewandt auf die W, einen Index ko, sodass x ¢ V" fur allek > ko.
Alsoist gk (x) = 1 nach 15.13.4, und wir haben (2) gezeigt.

Wegen (1) und 15.2.3 ist Tr(gkw) N A = @. Also gilt die Gaul¥formel fur diese
Differentialformen nach 15.8, und wir erhalten mit der Produktregel fir die aulere

Ableitung
/ d(gko) = / dgk A @ +/ kdo= [ go. (©)]
X X X X
Wir behaupten
lim | dgk Aw =0. (@]
k*)OO x

Inder Tat sei etwaw = 7 fl A wiein 10.7.2. Danniist

dgk/\a):(Zggtfl)(dxl/\--'/\dx”).
j=1

Weil w auf der kompakten Menge X stetigist, sind die f I beschrankt, etwa | fi| < C.
Daher folgt nun wegen 15.13.5

A 2nC
|dok A o] 52‘8—%)-0-|dx1/\m/\dx”| <Z:—kxw*
j=1 i=1

dxt Ao Adx"],
und mit 13.8.4 weiter, weil (W) = 4"r ]},
2nC
‘/dgk/\a)| f]dgk/\a)\ Z / Wi

2nC 2n4"C
= Z T KW = 2n4C ;«ik)"—l <=

dxt A - A dX"|

und daraus die Behauptung (4).

Als Nachstes betrachte das Verhalten der Integrale Giber g dw fir k — oco. Wegen
(2) konvergieren die gx dw auf X° punktweise gegen dw, und sie sind wegen 15.13.2
durch |dw| beschrankt. Ferner ist die stetige Dichte |dw| Uber die kompakte Menge
X integrierbar. Schliefflich ist X ~ X° = F(P) nach 6.13 eine Nullmenge. Also
liefert der Satz von der mgjorisierten Konvergenz (in einer auf der Hand liegenden
Umformulierung fur Differentialformen)

Iim/gkdw:/dw.
k—oo Jx x

Es bleiben die Randintegrale der gkw zu betrachten. Hier gilt

0w = [ FO8F @) = [ (@ IFGOF @) )
X P P

und aus (2) folgt limg_,oo(gk © F) = xp — xpwu = xu. Daher konvergieren die
Integranden von (5) auf U punktweise gegen F*(3&) F*(w) und sind wieder durch die
integrierbare Dichte |F*(w)| beschrankt. Weil P ~ U eine Nullmenge ist, ergibt der
Satz von der majorisierten Konvergenz

lim Okw = / F*0&8)F"(w) = / ,
k=00 Jox P 9x
und die Gauldformel 14.8.1 folgt aus (3) fur k — oo.
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816. Der Satz von Stokes

Ubersicht. Der Satzvon Stokesfiir ein p-dimensional esorientiertes Stiick X besagt die Existenz eines
(p— 1)-dimensionalen orientierten Stiickes9), sodassfir alle (p — 1)-Formen o die Formel [, dw = f&D 1)
gilt. Wir zeigen, dass 2) eindeutig bestimmt ist (16.6); es heif¥ die Berandung von X und wird mit X
bezeichnet. Fir p = nist dies mit der in 814 eingefiihrten Terminologie konsistent (16.14). Ein Stiick mit
leerer Berandung heifdt geschlossen. Ahnlich wie bei Differentialformen gilt die Regel 8(9%) = 0 (16.12).

16.1. Problemstellung. Der Satz von Stokesist die niederdimensionale Variante
des Gauf3schen Integralsatzes. Anstelle einer stiickweise glatt berandeten Menge X C
R" mit einer stetigen Orientierung & auf X° wie in 14.8 tritt ein p-dimensionales
stetig orientiertes Stuck X = (X, &), anstelle des (topologischen) Randes Rd X und
seiner induzierten Orientierung 98 = & L ny wiein 14.6 tritt ein geeignetes (p — 1)-
dimensionales orientiertes Stiick P = (Y, n). Dann besagt der Satz von Stokes 16.10,
ganz analog zu 14.8.1, firr jede stetig differenzierbare (p— 1)-Form w auf einer offenen
Umgebung von X die Gultigkeit der Formel

/xdw:[gw. @)

Soweit scheint das ganz einfach zu sein. Die Schwierigkeiten liegen jedoch in der
richtigen Definition des ,,Randes’ Y von X und der Definition der Randorientierung
n. Das (bisher noch hypothetische) (p — 1)-dimensionale Stuck Y kann namlich nicht
einfach as der Rand von X im ublichen topologischen Sinne definiert werden, weil
X fur p < n Uberhaupt nur aus Randpunkten besteht. Da uns (Y, 1) nur insofern
interessiert, als wir eine (p — 1)-Form dariiber integrieren kdnnen, stellen wir die
frihere Vorgangsweise auf den Kopf und fiihren den Begriff der Berandung ein, bei
dem die gewiinschte Formel (1) gleich in die Definition eingebaut wird.

In diesem Paragraphen wird unter einem orientierten Stiick stets ein Stiick mit
stetiger Orientierung verstanden.

16.2. Definition (Berandung eines orientierten Stiicks). Eine Testformist eine
Differentialform der Klasse ¢*° mit kompaktem Trager auf R". Testformen der Stufe
Null heif3en auch Testfunktionen. Ein orientiertes p-dimensionales Stick X = (X, &)
heifdt berandet, wenn es ein orientiertes (p — 1)-dimensionales Stiick 9) = (Y, n)
gibt, sodass fur alle Testformen der Stufe p — 1 die Formel 16.1.1 gilt. In diesem Fall
heif3t 2) eine Berandung oder, zur Unterscheidung vom topol ogischen Rand, auch ein
analytischer Rand von X.

Bemerkungen. (a) In der Definition der Berandung wird die Gultigkeit der Formel
16.1.1 nur fur Testformen verlangt. Dies hat seinen Grund darin, dass diese Klasse von
Formen unter aulRerer Ableitung abgeschlossen und relativ kleinist, sodassalso 16.1.1
(zumindest prinzipiell) leichter verifiziert werden kann. Zum Auffinden von Y ist auch
Satz 16.8 hilfreich, der besagt, dass Y C Xgng Sein muss. Andrerseits ist die Klasse
der Testformen so grof3, dass X durch seine Integralwerte fxa) eindeutig bestimmt
ist (Satz 16.5). Der eigentliche Satz von Stokes 16.10 besagt dann die Gultigkeit von
16.1.1 fir stetig differenzierbare Differentialformen auf einer offenen Umgebung von
X, und wird durch ein Approximationsverfahren erbracht.

(b) Aus dem Eindeutigkeitssatz 16.5 folgt (Korollar 16.6), dass ein analytischer
Rand, fallser existiert, eindeutig bestimmt ist. Daher ist essinnvoll, von der Berandung
von X zu sprechen und sie wiein 814 mit

2 = 9%
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Zu bezeichnen.

(c) Unsere Definition liefert fir p = n genau die in 814 betrachteten stiickwei-
se glatt berandeten Mengen: Der Gauf3sche Integralsatz besagt, dass ein stiickweise
glatt berandetes X im analytischen Sinne berandet ist, und die Umkehrung wird in
Satz 16.14 gezeigt.

(d) Die Nichtexistenz der Berandung eines Stiickes X kann ihren Grund in der zu
komplizierten Geometrie dessinguléaren Teils Xgng = X~ Xy (v0l. Beispielein 14.1)
oder im schlechten Verhalten der Orientierung & haben. Insbesondere ist es wichtig,
sich klarzumachen, dass die Existenz der Berandung keine rein geometrische Eigen-
schaft des Stiickes X ist, sondern auch wesentlich von der Orientierung & abhangt. Es
kann auch ohne weiteres vorkommen, dass (X, &) berandet ist, aber diese Eigenschaft
bei Wahl einer anderen Orientierung &’ verloren geht, siehe 16.3(c).

16.3. Beispiele. (a) Der Zylindermantel. Sei X der Zylindermantel im R mit
der Parametrisierung

F:Q=1[021] x[0,1] - X, F(p,t)=(cose,sSng,t).

Qr

Als Orientierung wahlen wir die durch die dulfere Normale n = nz des Vollzylinders
Z={(X,y,2) :x2+Yy?<1,0<z<1}induzierte, aso

£(a; v1, v2) = o (a; n(a), vy, v2) = sgndet(n(a), vy, v2),

fir dle a € X Und vy, v2 € Ta(X). Wenn etwa a = F(g,t), S0 ist n(a) =
(cosg, sing, 0). Esist naheliegend zu vermuten, dass die Berandung von (X, &) die
Vereinigung der zwei Kreise Yo := St x {0} = F(Q;) undY; = S! x {1} = F(Q3)
ist, mit Orientierung n; auf Y; wie in der Skizze angegeben. Diese Vermutung |asst
sich leicht rechnerisch bestétigen. Dazu wenden wir einfach den Satz von Gauf? auf
F*(w) und das Parameterrechteck Q mit der zuriickgeholten Orientierung F*(¢) an.
Dieseist wegen

. 9F 5F cosg —sng O
(F (5))(u;e1,ez)=$(F(U);8—,¥>=sgndet sng cosp O0)=1
¢ 0 0 1

gerade die Standardorientierung o2 = o des R?. Also liefert der Satz von Gauld und
die Vertauschbarkeit des Zurtickholens mit der auf3eren Ableitung

f da):/ dF*(w):/ F*(w)
(X,8) Q 0Q
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/ F(@) / F (@) )
(Qf.oLen) (Q.oLen)

+/ F*(@) —/ F*(w). @
(QF.oLe) (Q;.0Le)

Hierbel heben sich die beiden Integralein (1) auf: Mit den Bezeichnungen von 12.7(a)
ist, wegen der Periodizitét von sinund cos, F o F1_ = F o Fy 4 : [0, 1] — X, mit
Bild die (in der Abbildung doppelt gezeichnete) Mantellinie {(1,0,2) : 0 < z < 1},
und folglich

1 1
/ F*<w>=/ Fr. (F*@)) =/ (F o F1)* (@)
(Q].oLe) 0 0

1
=/ (Fo Fl,_>*(w>=/ F* ().
0 Q.oLen

f F*(w) :/ ,
(QF.oLe) (Y1,m1)

denn G := FoF, . : [0, 27] — Y; ist eine Parametrisierung von Y; und die Orientie-
rung G*(ny) ist gerade die Orientierung F5 , (o L €).

Ahnlichist daszweite Summandin (2) das|ntegral f%’no) w Uber denunterenKreis
Yo. Damit ist also die Stokesformel 16.1.1und 9(X, &) = (Y, n) = (Yo, no) U (Y1, 1)
nachgewiesen.

Andrerseitsist

(b) Der Kegelmantel. Hierist X = {(X,V,2) : X2+ y?> =272, 0 < z < 1}, mit
Parametrisierung F (¢, t) = (tcose, tsing,t) auf demselben Parameterrechteck Q
wieim Beispiel des Zylindermantels.

Y1 =F(Q))

Wieder verwenden wir die Orientierung nach der aufieren Normalen des Vol lkegels,

1 [ COsg
n(F(p,1)) = 7 (Sim/)).
-1

Jetzt ist F(Q,) = {0}, das entsprechende Integral in (2) also Null. Als Berandung
verbleibt die wie oben orientierte Kreisinie (Y1, n1), die beiden Integrale in (1) heben
sich wieder auf.
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(c) DasDach. Se X die Vereinigung von zwei nicht in einer Ebene liegenden
Rechtecken R; und R, im R®, die eine Kante K gemeinsam haben. Hier ist Xieg die
Vereinigung der relativen Inneren der Rechtecke, und demgemal’ gibt es, bis auf einen
globalen Vorzeichenfaktor, zwei wesentlich verschiedene stetige Orientierungen £ und
&’ von X wiein der Skizze angegeben:

Mit Hilfe des Gauf3schen Integralsatzes verifiziert man leicht, dass (X, &) as Beran-
dung die stark ausgezogene Kurve hat, weil sich die Integrale Uber die gemeinsame
Kante K wegen der von R; und R; induzierten entgegengesetzten Orientierung weghe-
ben. Dagegen ist (X, &) nicht berandet, denn jetzt miisste das Integral Uber K doppelt
gezahlt werden, also K die Vielfachheit 2 bekommen. Es ist moglich, eine Theorie
verallgemeinerter Orientierungen mit Vielfachheiten zu entwickeln, die solche Falle
noch erfasst. Dies liegt jedoch ausserhalb des Rahmens dieser Vorlesung.

Man beachte, dass eine solche Situation nur bei niederdimensionalen Stiicken auf-
treten kann. Ein n-dimensionales Stiick mit stiickweise glattem Rand ist nach dem
Gauf3schen Integralsatz fir jede Wahl einer stetigen Orientierung berandet.

(d) Je nach Geschmack kann man das vorige Beispiel as ein Dach oder as ein
Buch (mit nur zwei Bléttern) interpretieren. Verallgemeinerungen auf mehr als zwei
Blatter sind leicht moglich:

L1 I
L1 [~

Wir kommen nun zu dem schon angekindigten Eindeutigkeitssatz, und beweisen
erst ein Lemma.
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16.4. Lemma. Sai X C R" ein p-dimensionales Suick und & eine stetige Orien-
tierung auf X. S&i V C R" eine offene Teilmenge mit V N X # ¢. Dann gibt es eine
Testform o der Stufe p mit Tro € V und [, o # 0.

Beweis. Sei F: P — X eine Parametrisierung von X mit Regularitétsbereich
U.Esgilt VN FU) # @, denn X ist der Abschluss von F(U) (siehe 12.2.1), also
liegen in jeder Umgebung eines Punktes von V N X, insbesondere also in V selber,
noch Punkte von F(U). Sei dsoa = F(b) € V N F(U). Durch Umnumerieren der
Koordinaten kann man erreichen, dass die Unterdeterminante

im Punkte b nicht verschwindet. Wegen der Stetigkeit von F und f gibt es einen
offenen Wirfel U’ = Bs(b) ¢ U umb mit F(U") ¢ V und f(u) # O fur ale
u € U’. Durch geeignetes Verkleinern von V konnen wir nach 12.9 erreichen, dass
VN X=FU).Sa h eine Hutfunktion zu {a} und V wiein 15.4,as00 < h < 1,
h(@ = 1und Trh C V,und sei @ := hdx! A --- A dxP. Die stetige Orientierung
F*(&) = ssgn(du® A - - - A duP) ist auf der zusammenhangenden Menge U’ konstant.
Dannist nach 10.12.4

F*(w)F*¢) = (ho F)fs|du' A--- AduP

’

und die Funktion u — h(F(u)) f (u)s(u) auf U ist stetig, hat ihren Trager in U’, ist
im Punkt b von Null verschieden und wechselt auf U’ ihr Vorzeichen nicht. Also folgt
aus Korollar 2.10, dass [, w = [, F*(w)F*(§) = [, F*(@)F*(€) # 0.

16.5. Eindeutigkeitssatz. Ein stetig orientiertes Stiick ist durch seine Integral-
werte auf den Testformen eindeutig bestimmt: Saen X = (X, &) (i = 1, 2) zZwei p-
dimensionale stetig orientierte Stiicke im R" mit der Eigenschaft, dass [, @ = [, o
fur alle Testformen der Sufe p. Dannist X; = X, und & = &.

Beweis. Angenommen, X; ~ X, # . Dannist V := 0 X5 offenund V N X1 # 0.
Nach Lemma 16.4 gibt es eine Testform » mit Trager in V und fxl o # 0. Andrer-
seits verschwindet » auf der offenen Umgebung C Trw von X,, sodass /xz o = 0,
Widerspruch. Alsoist X3 € Xz, und aus Symmetriegrinden X; = X, =: X.

Es bleibt noch die Gleichheit der Orientierungen zu zeigen. Sei F: P — X eine
Parametrisierung von X mit Regularitatsbereich U. Angenommen, F*(&;) und F*(&;)
sind im Punkt b € U verschieden, also wegen 13.2 entgegengesetzt. Sei U’ c U eine
zusammenhangende offene Umgebungvonb und V ¢ R" offenmit X NV = F(U)
(vgl. 12.9). Wehle wiein 16.4 eine Testform & mit Tro C V und [, ., @ # 0. Well
F*(&1) und F*(&) aus Stetigkeitsgrinden auf U’ konstant und im Punkt b entgegen-
gesetzt sind, gilt F*(&1) = —F* (&) auf U’. Andrerseitsist Tr F*(w) € U’ und daher
f(X,sl) w= fU/ F*(w)F*(&) = _fU/ F*(w)F*(&) = _f(X,éz) w, Widerspruch.

16.6. Korollar. DieBerandungeinesorientierten Stiicks X ist eindeutig bestimm.

Beweis. Sind 9); Berandungen von X, dann gilt [, o = [, dw = [, o firadle
Testformen w der Stufe p — 1. Also folgt die Behauptung aus Satz 16.5.

Als Nachstes zeigen wir, dass die Berandung im singularen Teil eines Stiickes
enthalten ist. Auch dies erfordert einen Hilfssatz.
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16.7. Lemma. Sai X = (X, &) ein p-dimensionales orientiertes Stiick. Dann gilt
fur alle Testformen » der Stufe p — 1:

x

Beweis. Wir betrachten erst den folgenden Spezialfall: Es gibt eine Parametrisie-
rung F: P — X, einen Regularitatsbereich U C P und einen kompakten Quader
Q c U, sodass Tr(w) N X C F(Q°).

Dannist Tr F*(dw) C Tr F*(w) C Q°, und F*(&) ist eine stetige Orientierung
auf Q°. Also folgt nach dem Gauf3schen Integralsatz fir Q:

/dw:/ F*(s)F*(dw):/ d(F*(w)):/ F*(w) =0,
x Q (Q.F*®) 3(Q.F*(©)

weil F*(w) auf dem Rand von Q verschwindet.

Der allgemeine Fall wird mit Hilfe einer Partition der Eins auf den Speziafall
zurtckgefuhrt. Wegen Tr(w) N Xgng = @ ist Tr(w) N X = Tr(w) N Xeg. Also gibt es
zujedema € Tr(w) N X eine Parametrisierung F,: P, — X mit Regularitatsbereich
Ua und einen Punkt b, € Uy, sodass F;(b;) = a. Wahle einen kompakten Quader
Qa mit by € Q3 und Q, C U,, sowie eine offene Menge V, C R", sodass F(Q3) =
X N Vg, was nach Lemma 12.9 moglichist. Fir ein a € Tr(w) ~ X wahle eine offene
Umgebung Va ¢ CX. Dann bilden die V, eine offene Uberdeckung der kompakten
Menge Tr(w). Nach Heine-Borel gibt es eine endliche Teiluberdeckung Va,, . . ., Va,,
und nach Satz 15.6 eine zugehorige Partition der Eins fq, ..., f. Diew; = fiw
erfullen die Voraussetzungen des Speziafalles, und es gilt = Y™, ;. Nun folgt
der Satz durch Summation aus [, dw; = 0.

16.8. Satz. Fur ein berandetes Stiick X = (X, &) mit Berandung 2) = (Y, n) gilt
Y C Xsing.

Beweis. Nach 12.13 ist Xgng kompakt, insbesondere abgeschlossen. Daher ist
V = CXgng Offen. Ware Y NV # ¢, dann gabe es nach Lemma 16.4 eine Testform
 der Stufe p — 1 mit Tr(w) C V und [, @ # 0. Aber [0 = [, dw = 0 nach
Lemma 16.7, weil Tr(w) N Xgng = ¥, Widerspruch.

Bemerkung. Das Beispiel des Kegelmantels (16.3(b)) zeigt, dass Gleichheit im
Allgemeinen nicht zutrifft: Dort besteht namlich Xgng ausder KreislinieY = St x {1}
und der Kegelspitze {0}. Andrerseits ist fur n-dimensionale berandete Stiicke nach
Satz 16.14 und 12.13.1 immer Y = Rd X = Xgng.

16.97 Lemma (Approximation durch Testfunktionen). Sei f eine stetig diffe-
renzierbare Funktion mit kompaktem Trager auf R". Dann lasst sich f samt seinen
ersten Ableitungen durch eine Testfunktion gleichmafdig approximieren, d.h., zu jedem
¢ > 0 gibt es eine ¢*°-Funktion g mit kompaktem Trager, sodass | f (X) — g(X)| < &
und )a—f.(x) — a—g.(x)‘ < g, firallex e R"undallei =1,...,n.

ax! ax!

Beweis. Sel h eine nicht negative ¢*°-Funktion h mit Trager im Wirfel W =
B1(0) und [,h = 1. Man erhdt h zum Beispiel durch Multiplikation mit einer
positiven Konstanten aus der Hutfunktion Hg 1,> von 15.3. Fir A > 0 sei

£, (x) :/ f(x — AOh(t) dt. (1)
Rn
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Wir zeigen, dass f, fur geniigend kleines A die gewlinschten Eigenschaften hat. Der
Integrand von (1) ist (als Funktion von t) offenbar stetig mit Trager enthalten in W.
Hieraus folgt die Existenz des Integrals. Ferner ist der Integrand Null, wenn x ¢
Tr(f)+ AW. Daher hat f;, kompakten Trager enthaltenin Tr(f) + AW. Um zu sehen,
dass f, eine C*°-Funktion ist, verwenden wir, bel festem x, die Transformation @ :

R' > RNt = &(U) = ~— Dannist ®'(u) = —A—1Id, also | det&’| = A", und
die Transformationsformel liefert

X—U
f,(x) = f (wh(
Rn
Weil h eine ¢*°-Funktion ist, folgt nun aus (2) und Satz 7.10 durch Induktion dasselbe
fur f,. Schlie@lich gilt wegen [h =1

)2~ du. )

.00 — f(x) :/ (f(x—at) — f(x))h(t) dt. ©)

n

Weil f kompakten Trager hat, folgt aus Satz 0.11 leicht, dass f auf ganz R" gleich-
massig stetig ist. Esgibt also ein §g > 0, sodass | f (y) — f(X)| < ¢ fur ale x, y mit
ly — X|] < 8o. Wegen Tr(h) ¢ W brauchen wir das Integral in (3) nur Uber |t] < 1 zu
erstrecken. Fir A < §gistdann | f (x — At) — f(X)| < & und somit auch

[f,(x) — T(X)| < /eh(t)dt =¢.

Nach 7.10 gilt

a_f*_(x) = / 8—f_(x — At) h(t) dt.
3X| RN 8X'

WEeil die partiellen Ableitungen von f ebenfalls stetig mit kompaktem Trager sind,
folgt mit denselben Schliissen die Existenz positiver §;, sodass

af)\ (X) 8f (X)‘ <
—_— - — &
aX! aX! -
fur alex und alex < §i. Nun setzeman g = f, fur A = min(dg, 81, ..., n).

16.10. Satzvon Stokes. Sal X = (X, &) ein p-dimensionales orientiertes beran-
detes Stick mit Berandung X = 2) = (Y, n). Dann gilt fur alle (p — 1)-Formen
der Klasse @ auf einer offenen Umgebung von X die Formel

fou=f -

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass die rechte Seite von (1) sinnvoll ist: Nach 16.8
gilt insbesondere Y ¢ X und somit ist w auf einer Umgebung von Y definiert.

Nun zeigen wir, dass wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit » auf ganz R"
definiert und mit kompakten Trager annehmen konnen. Sei etwa w auf der offenen
MengeV D X definiert. Wahle eine offene Menge B © X mit kompaktem Abschluss
B c V (Lemma 8.3). Wahle eine C>°-Funktion h mit kompaktem Trager Trh ¢ V
und h| B = 1(Lemmal5.4). Dannlasst sich hw durch Null zu einer Differentialform o
der Klasse G mit kompaktem Trager auf ganz R" fortsetzen, und es gilt cb| B = w|B,
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aso auch do|B = dw|B. Folglichist [y w = [, @ und [} dw = [, ®. Wir kbnnen
also w durch @ ersetzen und daher w auf ganz R" definiert mit kompaktem Trager
annehmen.

Sei w = Y, fi dx' wiein 10.6.1, wobei | die aufsteigend geordneten (p — 1)-
elementigen Teilmengen von {1, ..., n} durchlauft, und die f, auf R" stetig differen-
Zierbar mit kompaktem Trager sind. Sei ¢ > 0 beliebig. Wahle dazu ¢°°-Funktionen
g1 mit kompaktem Trager wiein Lemma 16.9, und sei ' = Y_, g, dx'. Dann ist o’
eine Testform, und aus 11.2.6 und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

1/2
Iw—w/ISZIH—g||~|dX'|§Ze|dX'|fs(pn1) dop1. (2
| _

Ahnlichist
, . of  ag . L .
|da)—da)|Slzjzzl)a—xlj—a—x”-wxlAdx'|§slzj;|dxl/\dx'|

n 1/2
=ey Y ldxd adx'[=ep) ] |dx’| < p@ dop, (3

=117 J

wobel J die aufsteigend geordneten p-elementigen Teilmengenvon {1, .. ., n} durch-
lauft. Integration von (2) und (3) liefert wegen 12.12.2

n o\ 2
‘[yw—[yw’ Sf\(iw—wﬂfe(p_l) pp-1(Y),
m\ /2
‘/xda)—/xda)’ 5/)(|da)—dw’| §8p(p) pp(X).

WEeil (1) fur ' gilt und & beliebig war, folgt die Behauptung.

16.11. Geschlossene Stiicke. Das leere Stiick ¢ (dem wir gemal3 unseren Kon-
ventionen in 12.2(d) jede Dimension zuschreiben) versehen mit seiner einzig mogli-
chen Orientierung @ bezeichnen wir mit 0 = (¢, ¢). Ein p-dimensionales orientier-
tes Stick X = (X, &) heifdt geschlossen, wenn die Berandung existiert und leer ist:
90X = 0. Nach Definition der Berandung bedeutet das also nichts anderes als

/%da)zo )

fur alle Testformen w der Stufe p — 1.

Ein Beispiel ist die 2-Sphare mit ihrer Standardorientierung & wiein 13.11.1. Der
Beweis kann, unter Verwendung sphérischer Koordinaten F (¢, %) = (cosg cos?,
sing cos¥, sin®) mit dem Parameterrechteck P = [0, 2] x [—x/2, w/2], durch di-
rekte Rechnung erbracht werden (Aufgabe!), folgt jedoch auch aus dem folgenden
Satz. Der Begriff ,,geschlossent* fur Sticke ist nicht zu verwechseln mit ,,abgeschlos-
sert' im topologischen Sinn. Vielmehr sind geschlossene Stiicke die hoherdimensiona-
le Verallgemeinerung von geschlossene Kurven. Ferner hat dieser Begriff fur Stiicke
eine gewisse Verwandschaft mit dem gleichnamigen fur Differentialformen. Dieszeigt
auch das Analogon 16.12.1 fur Stiicke der Regel dda = O fir Differentialformen.
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16.12. Satz. (@) DieBerandung einesorientierten Stticks X ist geschlossen, kurz
3(3%) = 0. (1)

(b) Ein nichtsingulares orientiertes Siick ist geschlossen.

Beweis. (a) Sei w eine Testform der Stufe p — 2. Dannist dw eine Testform der
Stufe p — 1. Wegen ddw = O folgt

/dw:/ddw:O,
2 x

und das besagt nach 16.11.1 gerade 09) = 0.

(b) Das folgt sofort aus Lemma 16.7 und der Definition eines geschlossenen
Stucks.

16.13. Korollar. (a) Die Sphare S"~! mit der Sandardorientierung £ ist ge-
schlossen.
(b) Die Raumwinkelform ®,_; auf R" ~ {0} ist nicht exakt.

Beweis. (@) Sei K die Einheitsvollkugel (in der Euklidischen Norm) mit der
Standardorientierung o. Nach dem Gaufschen Integralsatz ist & = (K, o) ein n-
dimensionales berandetes Stiick mit Berandung 88 = (S"1, £), und damit folgt die
Behauptung aus 16.12(a). (Man kdnnte auch 16.12(b) verwenden, weil die Sphare ein
nichtsingulares Stiick ist.)

(b) Ware ®,,_1 = dw fr eine (n— 2)-Form w auf R" ~ {0}, dann ware das I ntegral
von @p_; tber (S, £) wegen der Geschlossenheit der Sphare und Satz 16.10 gleich
Null. Nach 13.12.2 ist dies jedoch nicht der Fall.

16.14F Konsistenzsatz. Sei X ¢ R" ein n-dimensionales Stiick und sei ¢ eine
stetige Orientierung auf X°. Die folgenden Bedingungen sind &quivalent:

(i) X ist stiickweise glatt berandet im Snne von 14.1, d.h., der topologische

Rand Rd X ist ein (n — 1)-dimensionales Stiick;

(i) X = (X, &) ist berandet im Snne der Definition 16.2.

Snd diese Bedingungen erfiillt, dannist der analytische Rand Q) = (Y, ) gegeben
durchY = RdX und n = & L ny; die Bezeichnungen in 14.6 und 16.2 sind also
konsistent.

Beweis. (i) = (ii): Der Gaul3sche Integral satz besagt, dass X im Sinne von 16.2
berandet ist, mit Berandung (Rd X, &£ L ny).

(i) = (i): S& Y = (Y, n) die Berandung von X im Sinne von 16.2. Wir zeigen
Y = Rd X. Nach Satz 16.8 und 12.13.1ist Y C Xgng = Rd X.

Umgekehrt sei a € Rd X aber a ¢ Y. Wegen der Abgeschlossenheit von'Y gibt
es eine offene Kugel V = Bs(a) mit V. NY = ¢. Weiter ist V N CX # @, weil a
ein Randpunkt von X ist, und esist V N X° £ @, weil a € X und X der Abschluss
seines Innerenist. Wir konstruieren eine Testform w der Stufen—1mit Tro C V und
der Eigenschaft, dass f3€ dw # 0. Das liefert dann den gesuchten Widerspruch, denn
wegen Tro NY = @ist [y w = 0.

Wiahle Punktecy € VN X° undc; € V NECX. Erganze den Vektor by := ¢1 —cg zu
einer Basisb = (by, ..., b,) vonR", und sai |v|* die Maximumnorm beziiglich dieser
Basis; aso |v[* = max(|AY[,..., |A"]) fur v = Y A'by. Nach Analysis 2, Satz 2.3
ist diese Norm zur tblichen Maximumnorm aquivalent. Sei d*(x, y) = |X — y|* der
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Abstand beziiglich dieser Norm. Weil V konvex ist, liegt die abgeschlossene Stecke
S =[cy, 1] ganzin V, und daher ist der Abstand zwischen der kompakten Menge S
und der abgeschlossenen Menge CV positiv. Folglich gibt esein & > 0, sodass

P:={x:d"X,S <e¢}CV.

Durch Verkleinern von ¢ kdnnen wir erreichen, dass fir die abgeschlossenen Kugeln
Ke(G) i={X:|Xx — ¢|* < ¢} (bezliglich der Norm | |*) gilt:

K.(co) cVNX® und K.(c;) cVNECX. (@)

Insbesondereist dann e < 1/2, weil ja|c; — ¢o|* = 1. Die gesuchte Differentialform
druickt sich am einfachsten in Koordinaten aus, die dem Problem angepasst sind. Dazu

selen vyl y": R" — R die affinen Koordinaten zur Basis b mit Ursprung co, also

y' (c0+Zj”:1)J bj) = A'. DieKoordinaten von ¢, in diesen Koordinaten sind offenbar
(1,0,...,0). Wir Uberlassen es dem Leser zu zeigen, dass P und K. (c;) durch

P={x:—e<y'X) <l+e [yY(X)|<efiri>2), 2

Ke(Co) = {x 1 y' (0| < e firi > 1), €)

Ke(C) = {X: [y' 0 — 1] <&, [y (0] < & furi > 2) (4)

beschrieben werden.
Sei H die Hutfunktion von Lemma 15.3(a). Wir definieren ¢*°-Funktionen h und
g auf R durch

2t t
h(t) := H(:), g(t) :=/ (h(s) —h(s—1)ds,

—&

sodassalso g'(t) = h(t) — h(t — 1) (Skizze!). Man sieht leicht, dass

Tr(h) C [—¢&,e], Tr(g) C [—e, 1+ ¢], (5)
Tr(g) C [—e,e]U[1l—¢,1+¢], (6)

sowie [“_ h(t)dt > 0.
Nun definieren wir

® = [g(yl) I1 h(yi)] dy? A+ Ady".

i=2

Aus (2) und (5) folgt Tr(w) c P c V. Nach den Regeln fur die aul3ere Ableitung ist

dew = [g’(yl) 11 h(yi)] dyt Ao Ady”

i=2

= [(hoy) —hy* =) [ThoH [dy* A Ady” ™
i=2

und daher, wegen (3), (4) und (6),

Tr(dw) C K.(Co) U K.(¢p).
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Nach (1) giltaso X N Tr(dw) C K.(Cp). Die stetige Orientierung & ist auf der zusam-
menhangenden Menge K, (Cp) konstant gleich +o . Ferner verschwindet h(y* — 1) auf
K¢ (cp). Daher folgt aus (7)

n
da)::t/ dw:i/ h(y)|o -dyt A--- Ady".
/x (Ke(Co),0) Ke(Co) [E ]

Nungilto -dy* A--- Ady" = sgn(detb)|dy® A - - - A dy"|, wie man durch Auswerten
beider Seiten auf (x; b) erkennt (beniitze dy' (x; b)) = 5}). Sei @ : R" — R" der
durch®(Al, ..., A" = co+ Y Alb; gegebene Diffeomorphismus. Dannist K. (cp) =
& ([—¢,e]") undy 0@ = X' ist dieiiblichei-te Koordinatenfunktion auf R™. Also gilt
(h(yH ---h(y"))od® = h(x1) ---h(x") und @*(Jdy* A- - -Ady"|) = [dXA---AdX"].
Daher liefert die Transformationsformel und der Satz von Fubini

i/ dw:/ heyh - -h(y™ |dy! A -+ Ady"”|
X Ke(Co)

:/ h(xh ... h(x") [dxt A - A dX"|
[—e.e]
€ n
=( hmm)¢a
Dasist der gesuchte Widerspruch.

Die letzte Behauptung des Satzes ergibt sich sofort aus der Eindeutigkeit der Be-
randung 16.6.



132

Bezeichnungen und Konventionen

AcCB ...l Aist (echte oder unechte) Teilmenge von B
CadM ................ Kardinalitat einer Menge M

CM Komplement
M abgeschlossene Hillle, Abschluss

M offener Kern, Inneres

RAM ... ................ (topologischer) Rand

N nattrliche Zahlen {0, 1, 2, .. .}

Z ganze Zahlen

R reelle Zahlen

Ry . nichtnegative reelle Zahlen

Ri: oo positive reelle Zahlen

C komplexe Zahlen

K o reelle oder komplexe Zahlen

SN e Vorzeichen

Re,Im ................. Realteil, Imaginarteil

Matp(K) ... p x g-Matrizen mit Koeffizienten in K
Math,(K) ..o n x n-Matrizen mit Koeffizienten in K
diag(Aq, ..., A) ....... Diagonal (block)matrix

detA ... Determinante

e=(©e,...,6) ........ Standardbasis des R"
X Koordinatenfunktionen im R"

LT e Absolutbetrag, Norm

Illp oo p-Norm

B@ ................. offene Kugel mit Radiusr und Mittel punkt a
72 Ableitung einer Kurve

§—L(a) =g f@ ....... partielle Ableitung

1 n

ot TH Funktional determinante

a(xt, ..., xm

Cx k-mal stetig partiell differenzierbar
ff@ .. (totale) Ableitung von f ina

af Differential von f

gad, f ... Gradientvon f ina

[a,b] .. abgeschlossenes Intervall, Streckevona nach b
la,b[ ..o offenes Intervall

[a,b[und]a,b] ........ halboffene Intervalle

Wy N Lebesgue-Mal3im R"

Sy o Riemannsche Summe von f zur Zerlegung Z
Z<0 i Zerlegung Z feiner ds o

feg ...l Tensorprodukt von Funktionen

O(f)y ... Ordinatenmenge einer Funktion

M eeei charakteristische Funktion einer Menge
MY, My oo horizontal e und vertikale Schnittmenge
EXMY integrierbare Funktionen auf M
N lokal integrierbare Funktionen
N unwesentliche Funktionen

EP p-integrierbare Funktionen

LP p-integrierbare Funktionen modulo A
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T Treppenfunktionen

Gp symmetrische Gruppe

AltP dternierende Multilinearformen p-ter Stufe
P Differentialformen p-ter Stufe

Al Basisfir 21

D (W) e Zuriickholen einer Differentialform

D (), @*(E)  .......... Zuriickholen einer Dichte oder Orientierung
do ... auere Ableitung einer Differentialform
WLAWY e auReres Produkt von Differentialformen
oL f inneres Produkt von Differentialform und Vektorfeld
0 e Dichte

WP p-dimensionale Dichten

ds . Linienelement

do, ...l p-dimensional es Oberflachenel ement

Xregs Xsing  wvvvvrvnevnnn. regulérer und singulérer Teil eines Stiicks
mp(X) o p-dimensionales Mal3 eines Stiicks X

Gr Gramsche Determinante

Bas(V) ................ Menge der Basen eines Vektorraums V
or(V) v Menge der Orientierungen von V

E Orientierung auf einer Menge oder Mannigfaltigkeit
o, 0" . Standardorientierung des R"
M=(M,&),X=(X§) orientierte Menge, orientiertes Stiick

[ 1 S aulReres Einheitsnormalenfeld

0E, LN ..., induzierte Orientierung des Randes

dvf ... Divergenz eines Vektorfeldes f

[, ..., vn1] el auRReres Produkt von Vektoren

Tr Trager einer Funktion oder Differentialform
0X Berandung, analytischer Rand

Fur Zwecke der linearen Algebra, insbesondere die tblichen Regeln Uber Produkte
von Vektoren und Matrizen, wird unter K" der Vektorraum der Spaltenvektoren mit
Koeffizienten in K verstanden, und es werden die Komponenten eines Spaltenvektors
v € K" mit oberen Indizes nummeriert, al'so

)

Aus Grunden der typographischen Beguemlichkeit weichen wir jedoch oft von dieser
Konvention ab und schreiben v auch as Zeilenvektor.
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—, £P(M) 67

—, LP(M) 68

Volumen

— der Vollkugel 48, 63
Volumenelement 79



Vorzeichenzuordnung 94
Wirfel 1

Zerlegung 9

—, Existenz o-feiner — 10

—, particlle 26-28

—, vertragliche —en 14

—, Zusammensetzung von —en 10

Zuriickholen

— des Oberflachenelements 81
— von n-Dichten 81

— von Dichten 80

— von Differentialformen 75
— von Orientierungen 97

Zylinderkoordinaten 61
Zylindermantel 86, 119
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