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Aufgabe 4.1. (4 Punkte)
Beweise die Bemerkung aus dem Beweis von Satz 1.5.17 der Vorlesung. Für n ∈ N gilt

sin2(nt) = 2(1 + cos(nt)) · sin2

(
nt

2

)
.

Aufgabe 4.2. (4 Punkte)
Es sei f ∈ C1π, d.h., eine stetig differenzierbare, 2π-periodische Funktion. Zeige, dass unter
diesen Voraussetzungen die Ableitung des de la Vallée Poussin-Mittels Vnf gemäß (1.5.16)
die erste Ableitung von f gleichmäßig approximiert, d.h.

lim
n→∞

‖f ′ − (Vnf)′‖Cπ = 0.

Hinweis: Es darf ohne Beweis folgende alternative Darstellung von Vnf benutzt werden,

Vnf(x) =
(2n)!!

(2n− 1)!!
· 1

2π

π∫
−π

f(t) cos2n
(
t− x

2

)
dt.

Dabei ist n!! das Produkt aller natürlichen Zahlen, die kleiner oder gleich n sind und mit
n gerade oder ungerade sind. Beispielsweise ist 6!! = 2 · 4 · 6.

Aufgabe 4.3. (4 Punkte)
Es sei f ∈ Cπ. Zeige, dass das n-te Fourier-Polynom Snf gemäß (1.5.12) den L2-Approximationsfehler
unter allen trigonometrischen Polynomen vom Grad n minimiert, d.h.

‖f − Snf‖L2 6 ‖f − T‖L2

für jedes trigonometrische Polynom T 6= Snf , T (x) =
∑n

k=−n αke
ikx, vom Grad n.

Folgere, dass (Snf)n∈N im quadratischen Mittel gegen f konvergiert, d.h.,

lim
n→∞

‖f − Snf‖L2 = 0.

Aufgabe 4.4. (mündlich)
Es sei I ⊆ R ein Intervall und f ∈ C0(Ī), d.h. beschränkt und gleichmäßig stetig. Zeige
folgende Eigenschaften des Stetigkeitsmoduls ω(f, δ, I) gemäß (2.1.1).

(i) ω ist subadditiv, d.h., ω(f, δ1 + δ2, I) 6 ω(f, δ1, I) + ω(f, δ2, I) für alle δ1, δ2 > 0.

(ii) ω ist stetig auf R+.


