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Aufgabe 6.1. (4 Punkte)

(i) Es sei X versehen mit der Norm ‖ · ‖X ein Banachraum und Y ⊂ X ein abgeschlos-
sener Unterraum mit dim(Y ) <∞. Sei f ∈ X.
Die Norm ‖·‖X sei strikt konvex, d.h., für alle g, h ∈ X, g 6= h, mit ‖g‖X = ‖h‖X = 1
und alle α, β > 0 mit α+ β = 1 gilt ‖αg + βh‖X < 1.
Zeige, dass es in diesem Fall genau eine beste Approximation von f durch Y gibt.

(ii) Es sei C([−1, 1]) der Raum der stetigen Funktionen über dem Intervall [−1, 1]. Zeige
anhand dieses Beispiels, dass die L1-Norm nicht strikt konvex ist.

Aufgabe 6.2. (4 Punkte)
Es seien 1 6 p 6 ∞ und f ∈ Xp. Zeige für r ∈ N und δ > 0 folgende Eigenschaften der
Glattheitsmoduli ωr(f, δ)Lp :

(i) ωr(f, λδ)Lp 6 (m+ 1)rωr(f, δ)Lp für alle λ > 0 mit m < λ 6 m+ 1,m ∈ N.

(ii) ωr(f, nδ)Lp 6 nrωr(f, δ)Lp für alle n ∈ N.

(iii) ωr(f, δ)Lp 6 2r−kωk(f, δ)Lp für alle 0 6 k 6 r.

Aufgabe 6.3. (4 Punkte)
Es sei Ψ ∈ C∞0 (R) mit supp Ψ ⊂ [−1, 1] und Ψ(x) = 1 für x ∈ [−1

2 ,
1
2 ]. Betrachte die

2π-periodische Funktion

f(x) =

{
Ψ(x)x log (|x|) , −π 6 x 6 π, x 6= 0
0 , x = 0

.

Zeige, dass f ∈ B1
∞(L∞) \ Λ1

∞(L∞) gilt.

Aufgabe 6.4. (mündlich)
Beweise: Es existieren von f unabhängige Konstanten c, C > 0, so dass für die Seminorm
|f |Bs

p∞ (vgl. Definition 2.5.1) gilt:

c · sup
k∈N0

2ksω(f, 2−k)Lp 6 |f |Bs
p∞ 6 C · sup

k∈N0

2ksω(f, 2−k)Lp .


