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Aufgabe 7.1. (4 Punkte)
Es sei Ψ ∈ C∞0 (R) mit supp Ψ ⊂ [−1, 1] und Ψ(x) = 1 für x ∈ [−1

2 ,
1
2 ]. Betrachte die

2π-periodische Funktion

f(x) =

{
Ψ(x)x log (|x|) , −π 6 x 6 π, x 6= 0
0 , x = 0

.

Zeige, dass f ∈ B1
∞(L∞) \ Λ1

∞(L∞) gilt.

Aufgabe 7.2. (4 Punkte)
Es seien I := [a, b], |I| < ∞, und f ∈ Cr(I) mit r ∈ N. Zeige die Abschätzung aus
Bemerkung 2.6.2 der Vorlesung:

|(∆r
hf)(x)| 6 |f (r)(ξ)| · |h|r, ξ ∈ (x, x+ rh).

Aufgabe 7.3. (4 Punkte)
Es seien r ∈ N, 1 6 p 6∞, T := [−π, π] und f ∈ Xp. Zeige, dass es eine Konstante C > 0
und ein m ∈ N gibt, so dass die Abschätzung

ωr(f, δ)Lp 6 Cδr

 m∑
j=0

(2jδ)−rωr+1(f, 2
jδ)Lp +

‖f‖Lp(T )

(2π)r

 , δ > 0,

gilt.

Aufgabe 7.4. (4 Punkte)

(i) Es sei (X, ‖ · ‖X) ein Banachraum und Y ⊂ X ein abgeschlossener Unterraum end-
licher Dimension. Zeige: Ist T ein lineares, beschränktes Funktional auf X, das auf
Y verschwindet, T (g) = 0 für alle g ∈ Y , so gilt die Abschätzung

|T (f)| 6 ‖T‖ · E(f, Y,X) für alle f ∈ X.

(ii) Betrachte speziell den Fall X := (C([−1, 1]), ‖ · ‖∞) und Y := Π1. Weise nach, dass
für die beste Approximation E(f, Y,X) der Funktion f(x) := ex, x ∈ [−1, 1], gilt:

E(f, Y,X) >
1

4
.

Aufgabe 7.5. (mündlich)
Es sei T g

n = {h ∈ Tn : h gerade}. Zeige, dass die Funktion fk(x) := (cos (x))k ein trigo-
nometrisches Polynom vom Grad k ist. Folgere, dass {1, cos (x), (cos (x))2, . . . , (cos (x))n}
eine Basis von T g

n ist.


