Philipps-Universitédt Marburg Sommer-Semester 2019
Fachbereich Mathematik und Informatik
Prof. Dr. S. Dahlke, L. Sawatzki

Ubungen zur Vorlesung
NUMERISCHE BEHANDLUNG ELLIPTISCHER PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
1. Aufgabenblatt

Aufgabe 1.1. (10 Punkte)
Beweise Bemerkung 1.2.1 der Vorlesung:

Der Differentialoperator
d

L= Z 8x18$j Zaz ($)

ij=1 i=1

ist elliptisch im Gebiet Q C R? genau dann, wenn

d
Z x)&&5 > c(2)|1€)13 mit c(z) > 0 fiir alle z € Q, & € R™.

Aufgabe 1.2. (3+3+4=10 Punkte)

Beweise Lemma 1.2.4 der Vorlesung:

d
Seien A, B € R¥™*4 Tr(A) := 3. ay;. Zeige:

=1
(i) a;; > 0 und Tr(A) > 0, falls A positiv semidefinit.

ij=1

(iii) Tr(A - B) > 0, falls A, B positiv semidefinit und symmetrisch.

Aufgabe 1.3. (6+6=12 Punkte)

(i) Betrachte den Lebesgue-Raum L, () iiber einer beliebigen Menge 2 C R%. Dazu sei

(fﬂ |f ()P dﬂ?)l/p, 1<p<oo,

esssup,cq | f(2)], p = 00,

I fllz, @ =

sowie
Ly(Q) :={f: Q@ — R messbar : ||f||.,q) < oo}
Wir definieren jetzt eine Aquivalenzrelation fiir messbar Funktionen durch

frg= f—g=0fi.



Damit ist der Lebesgue-Raum definiert durch

Zeige, dass L,(2) fiir alle 1 < p < oo ein Banachraum ist, d.h. || - ||z, ist eine Norm, die Elemen-
te in L,(€2) sind wohldefiniert und der Raum ist linear und vollstdndig. Warum ist £,(£2) keine
Banachraum?

(ii) Betrachte den Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen C*(€2) versehen mit der Norm

1ller = 32 1Dl

lal<k

und zeige, dass dies ein Banachraum ist.

Aufgabe 1.4. (2+2+2+2=8 Punkte)
Klassifiziere die folgenden partiellen Differentialgleichungen und ihre Bedingungen:

(i) Die Diffusionsgleichung

fox(x,t) = fe(x,t), (x,t) € Q% (0,00),
f(0,t) = f2(0,t) =0, (x,t) € 9Q x (0, 00),

(ii) Die Poissongleichung
—Af =9 in Qv
f =0, auf 99.
(iii) Die Burgergleichung

fo+ ffe=pfee inQx (0700)’
f=0 auf 90 x (0, 00),
f(z,0) = g(x) fir alle z € Q.

(iv) Die Schwingungsgleichung

Tofox = pfee — g(x,t) in Qx (0,00), Tp,p>0,
f(z,0) = (), fr(x,0) = p(z), firalle z € Q.
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