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Numerische Behandlung elliptischer partieller Differentialgleichungen

2. Aufgabenblatt

Aufgabe 2.1. (6 Punkte)
Es sei Ω ⊂ Rd offen. Zeige:

(i) Besitzt u ∈ L2(Ω) die schwache Ableitung v = Dαu ∈ L2(Ω) und ist u auf Ω (klassisch) stetig
differenzierbar mit klassischer Ableitung w = Dαu, so gilt v = w fast überall in Ω.

(ii) Besitzt u ∈ L2(Ω) die schwache Ableitung v = Dαu ∈ L2(Ω) und besitzt wiederum v die schwache
Ableitung w = Dβv ∈ L2(Ω), so gilt w = Dα+βu im schwachen Sinne.

Aufgabe 2.2. (8 Punkte)
Es seien Ω ⊂ Rd ein Gebiet und Hk

0 (Ω), k ∈ N0, die Vervollständigung von C∞0 (Ω) bzgl. der Norm
‖ · ‖Hk(Ω) in L2(Ω). Zeige:

(i) Hk
0 (Ω) ⊂ Hk(Ω) ist ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (2.2.5) und entsprechender Norm.

(ii) Es gilt H0
0 (Ω) = H0(Ω) = L2(Ω).

Aufgabe 2.3. (12 Punkte)
Sei Ω = (−1, 1) ⊂ R.

(i) Konstruiere jeweils eine Funktion u aus H1(Ω) \H2(Ω), H1(Ω) \ C1(Ω) und H1(Ω) \ C0(Ω).

(ii) Betrachte die Funktion u : Ω→ R, gegeben durch

u(x) :=

x+ 1, −1 < x ≤ 0,

1− x, 0 < x < 1.

Bestimme alle s > 0 mit u ∈ Hs(Ω).



Aufgabe 2.4. (8 Punkte)
Zeige Lemma 2.2.11. aus der Vorlesung:

Es sei u ∈ C∞0 (Rd). Beweise für einen beliebigen Index α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd0 folgende Rechenregeln der
Fourier-Transformation (2.2.13):

(i) F(Dαu(x))(ξ) = i|α|ξαF(u(x))(ξ),

(ii) Dα(F(u(x)))(ξ) = (−i)|α|F(xαu(x))(ξ).

Aufgabe 2.5. (6 Punkte)
Beweise die Abschätzung (2.2.21), die für den Beweis von Satz 2.2.14 benötigt wird:

Es existiert eine von k ∈ N abhängige Konstante C = C(k) mit

1
C

(1 + ‖ξ‖22)k ≤
∑
|α|≤k

|ξα|2 ≤ C(1 + ‖ξ‖22)k, für alle ξ ∈ Rd.
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