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Ubungen zur Vorlesung
NUMERISCHE BEHANDLUNG ELLIPTISCHER PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
3. Aufgabenblatt

Aufgabe 3.1. (10 Punkte)

(i) Es sei (X, - ||x) ein normierter linearer Raum mit Dualraum X’ = L(X,R). Zeige: X’ ist ein
|2 ()]
llzllx -

(if) Sind (X, - |lx) und (Y,| - ||y) Banachrdume und X stetig und dicht in Y eingebettet, so ist ¥’
stetig in X' eingebettet.

Banachraum mit Norm [|2'||x/ := supg_s,c x

(iii) Es seien (X, ||+ ||x) und (Y, ] - |[y) Hilbertraume und X sei stetig und dicht in Y eingebettet. Zeige,
dass dann Y’ stetig und dicht in X’ eingebettet ist.

Aufgabe 3.2. (10 Punkte)

Beweise Lemma 2.3.2 der Vorlesung:

Es seien (X, | - ||x) und (Y,] - |ly) normierte Riume und T € L(X,Y"). Zeige: Fiir jedes ' € Y’ wird
durch die Beziehung

(Tx,y Yy xy = (z,2")xxx/, fiir alle z € X,

ein eindeutiges «’ € X’ definiert. Fiir die so wohldefinierte Abbildung 7" : 3’ — 2’ gilt: T" € L(Y', X")
mit, [[|77[[| = [[[T]]-

Aufgabe 3.3. (10 Punkte)
Beweise Lemma 2.5.4 aus der Vorlesung:

Es sei V' ein Hilbertraum. Zeige:

(i) A e L(V,V') gehort genau dann zu einer stetigen Bilinearform a: V x V — R, d.h.
a(xvy): <A$7y>V’XV7 xaye‘/a
wenn A’ zu a*(z,y) = a(y, x) gehort.

(ii) Ist a eine symmetrische stetige Bilinearform, so gilt A = A'.

Aufgabe 3.4. (10 Punkte)
Es seien (U, || - |lv) und (V; || - |[v) Hilbertrdume, die einen Gelfand-Dreier bilden, d.h.,

VcUucV’

mit stetigen und dichten Einbettungen. Weiter sei T' € L(V', V). Zeige:

(i) T gehort auch zu L(V', V"), L(U,U), L(V,V) und L(U, V).

(ii) Ist die Einbettung V' C U kompakt, sosind T' € L(V', V'), T € L(U,U), T € L(V,V), T € L(V',U)
und T € L(U,V) kompakt.
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