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Ubungen zur Vorlesung
NUMERISCHE BEHANDLUNG ELLIPTISCHER PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
5. Aufgabenblatt

Aufgabe 5.1. (10 Punkte)
Es sei (V|| - ||v) ein Hilbertraum. Zeige:

(i) Ist W C V ein abgeschlossener Teilraum mit dquivalenter Norm und a(-,-) eine V-elliptische Bili-

nearform, dann ist a(-,-) auch W-elliptisch.
(ii) Ist Vo C V,dimVy = N < oo mit || - ||vy = || - ||v, so gilt

[fllv, < IIfllve,  fiir alle f € V",

Aufgabe 5.2. (10 Punkte)

Zeige Lemma 4.1.7 aus der Vorlesung:

(i) Falls a(-,-) symmetrisch ist, so ist dies auch L.
(ii) Ist a(,-) symmetrisch und V-elliptisch, dann ist £ positiv definit und u¥ 16st das Variationsproblem

Ju™N) < J(u) = a(u,u) — 2f(u) fir alle u € V.

Aufgabe 5.3. (5 Punkte)
Zeige Bemerkung 4.2.3 aus der Vorlesung:
Sei a(-, -) stetig und eine geschachtelte Folge von Unterrdumen (V;);eny von V mit V; C V44 fir alle i € N

sowie | J, .y Vi dicht in V' gegeben. Dann folgt

ieN

lim d(u,V;) = lim
11— 00

. inf |lu—v;|ly =0 firalleueV.
i—00 €V

v; €V
Aufgabe 5.4. (15 Punkte)
Betrachte zu Q = B(0,1) = {(z,y) € R? : 2% + y? < 1} die Poisson-Gleichung mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen
—Au=11inQ, wu =0 auf 99.
Berechne eine Naherungslosung dieses Problems mit Hilfe des Galerkin-Verfahrens und des Ansatzraumes

Vi := span {b1, ba, b3, by }, wobei
bi(r, ) = sin(mr)(1 +sin(p)), ba(r,p) =sin(37r)(1 +sin(p)), bs(r,¢) =sin(nwr), ba(r,¢) = sin(37r).

Hinweis: Berechne alle Integrale in Polarkoordinaten. Dabei konnen Integrale auch mit technischen
Hilfsmitteln berechnet werden.

Zusatzaufgabe (20 Punkte)

Berechne die exakte Losung der Differentialgleichung mit homogenen Randbedingungen aus Aufgabe 5.4
und vergleiche diese mit der errechneten Néherungslosung. Diskutiere den gewédhlten Ansatzraum Vj im

Hinblick auf die analytischen Eigenschaften der exakten Losung.
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