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6. Aufgabenblatt

Aufgabe 6.1. (10 Punkte)
Sei 0 C R? ein beschriinktes Gebiet mit 0 € Q2. Dann gilt u := ||-||* € H'(Q2), falls s € {0}U(1—4%,00).

Aufgabe 6.2. (10 Punkte)

(i) Sei © CR? ein beschriinktes Gebiet, d > 2. Zeige, dass
V = {ulg :u € C*(R?) harmonisch }
ein unendlich-dimensionaler, linearer Teilraum von H*'(f2) ist.
(ii) Was bedeutet dies fiir H(Q)\HE(Q)?
(iii) Im Fall d =1 gilt H(Q) = H}(Q) & [I'. Was bedeutet dies fiir (i) und (ii)?
Aufgabe 6.3. (10 Punkte)

Es sei (X, ||-]|x) ein normierter Raum, X’ = L(X,R) sein Dualraum und X" = (X', R) dessen Dualraum,

der so genannte Bidualraum.

(i) Es werde die Abbildung
k: X = X" (k(z)(2') =2'(z), zeX,2’ X,

definiert. Zeige, dass k eine lineare, injektive Isometrie ist, die so genannte kanonische Abbildung
von X nach X",

(ii) Zeige, dass k(X) vollstdndig ist, wenn X vollstandig ist.

(iii) Ist X ein Banachraum und k eine surjektive Abbildung, so bezeichnet man X als reflexiven Ba-

nachraum. Zeige: X ist genau dann reflexiv, wenn X' reflexiv ist.

(iv) Zeige: Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Aufgabe 6.4. (10 Punkte)
Es seien Q C R? ein beschréinktes Gebiet mit Lipschitzrand 99, g € Ly(2) und ¢ € Lo(09). Zeige, dass
dann durch

flv) = /g(x)v(:r) dx—i—/(p(x)v(x) dr, ve HY(Q)

Q o0

ein lineares Funktional f € (H!(Q2))’ gegeben ist mit

1l @y < Clgllar@y + lellm-1200)), C>0.



Aufgabe 6.5. (10 Punkte)
Betrachte die Differentialgleichung

"

u”’(z) =z -sin(z), = € (0,2m),
u(0) = u(2m) = 0.

Bestimme naherungsweise die Losung der Differentialgleichung mit linearen finiten Elementen und 7

duqidistanten Knoten 0 < 21 < ... < x7 < 2.
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