Chapitre 4

ESPACES DE DISTRIBUTIONS

Version du 7 septembre 2004

Claude Portenier ANALYSE FONCTIONNELLE 231



4.1 Une maniére d’interpréter la notion de dualité

4.1 Une maniére d’interpréter la notion de dualité

Exemple physique

Soient I un ensemble de fonctions-test sur un espace métrique X et m une intégrale de
Radon sur X , canoniques pour le probléme considéré, par exemple un ouvert X de R™ et
I'intégrale de Lebesgue A . Une fonction m-mesurable f sur X décrivant un certain phénomeéne
est en général connue par l'intermédiaire de moyennes pondérées de f :

(Alfm) = [ fam;
ce sont des "mesures” de f a l’aide des "appareils” ¢ . La forme semi-linéaire

(ol f-m):p— (o[ f-m),

i.e. 'intégrale de densité f par rapport & m , est donc plus naturelle que la fonction f elle-méme.

Ceci va nous conduire a la théorie des distributions. Voici une maniére de comprendre la
nécessité de leur utilisation, et le role tout a fait naturel qu’elles jouent. Considérons une boule
de billard et le probléme de la réflexion sur une bande :

Admettons que, pour tout a,b € R tels que a < b, il existe un appareil qui, entre les temps
a et b , mesure la variation de la seconde coordonné p de I'impulsion. On obtient

(a) = a sia<7T<<b
10 sinon

pour un certain a > 0 , dépendant de la vitesse et de ’angle d’incidence, et 7 le temps du choc.
Si ce phénomeéne est décrit par une fonction force de composante F' , la loi de Newton F' = p

entraine
b b
p@—mwz/pz/F=/mwF-
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Une maniére d’interpréter la notion de dualité 4.1

1

e (R) , le théoréme de Lebesgue montre que

Si F' est continue, voire méme F' € L

/1[a,b]'F—>0 si a<7T<betb—a—0,

ce qui est absurde. Il n’existe donc pas de fonction force. Par quoi faut-il la remplacer ?
En fait ’expérience nous fournit la correspondance

Lap) — a1y (7)
puis
a-e:pr—a-@(1):ER)— C,

ou & (R) désigne I'espace vectoriel des fonctions en escalier sur R . Cela nécessite évidemment
une caractérisation convenable d’un appareil par une fonction, dite test, 'addition de deux
fonctions s’exprimant par un certain amalgamme des appareils correspondants. Remarquons en
outre que dans le cas classique, 'opération de moyenne pondérée de F'

@H/@-F,

est plus proche de la réalité expérimentale, une fonction n’étant connue ponctuellement que
par certaines limites de telles moyennes.

Ceci montre qu’il est plus général et plus naturel de considérer des formes linéaires (semi-
linéaires si 1'on travail sur le corps des nombres complexes C ) que des fonctions. L’espace
vectoriel des fonctions-test peut étre de nature trés différente suivant les besoins :

& (R) pour les probabilités (théorie de la mesure)
K (R) pour 'analyse (théorie de l'intégration)

D (R) ou S (R) pour I'analyse fonctionnelle (théorie des distributions).

Nous allons dans la suite concentrer notre attention sur le dernier cas, la théorie de I'inté-
gration ne suffisant pas. Par exemple en électrodynamique, il est nécessaire de pouvoir dériver
les intégrales de Dirac e, pour formaliser la notion de dipodle.

Exemple économique

On interpréte F' (= R™ ) comme un ensemble de corbeilles (de biens) qu'un certain fabricant
pourrait produire. Le vecteur

@ZZ%"%’
j=1

désigne la corbeille contenant ¢, du j-itme bien. Le dual F’ ( = R" ) est interprété comme un
ensemble d’économies :

i () est le priz de la corbeille ¢ réalisable dans ’économie g .

La linéarité de p traduit bien la maniere de payer! On se donne une fonction de codt f: F' —
R :

f (@) est le codt de production de la corbeille .

Claude Portenier ESPACES DE DISTRIBUTIONS 233



4.1 Une maniére d’interpréter la notion de dualité

Alors
w1 (p) — f(p) estle profit fait sur la corbeille ¢ dans ’économie p ,
donc

fo () = supep (1 (@) — f(p)]

est le profit mazimum réalisable dans I’économie 1 . Remarquons que dans certains cas il existe
une corbeille ¢, . telle que

F2 () = 1 (amax) = f (Pmax)
qui engendre donc le profit maximum dans 1’économie p .
Le nombre p () — f° (1) est le cout de production ”idéal” de la corbeille ¢ qu’il ne faudrait
pas dépasser pour réaliser le profit maximum dans 1’économie p , donc

£ () = sup,ep (1 () — £ (1)]

est le plus grand cotit ”idéal” de production de la corbeille ¢ .

Nous avons vu en 3.9 que f° et f°° sont des fonctions convexes s.c.i.. Si f est convexe et
s.c.i. # 0o , alors le théoreme de Fenchel (théoréme 3.9) exprime que

f=r,

donc que le cotit de la corbeille ¢ est égal au cotit ”idéal” maximal de ¢ .
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4.2 Les intégrales de Radon comme fonctions
généralisées

Dans ce paragraphe X désigne un espace localement compact.

DEFINITION 1 Si p est une intégrale de Radon positive, nous désignerons par N (1) Ves-
pace vectoriel des fonctions localement p-négligeables et nous poserons

Lioe (1) == Lioe (1) / N (1)

Remarquons que si f = g localement u-p.p. , alors ¢ f = ¢-g p-p.p. pour tout ¢ € K (X) ,
puisque ¢ - f et ¢ - g sont p-modérées (cf. lemme 1.16).

DEFINITION 2 Nous munirons Li._(u) de la topologie localement convexe définie par les
semi-normes

f%/ls@-fl dp  pour p € K (X) .
Les semi-normes
fre [ 1l du pow K € 800
K

forment un systéme équivalent, car

/Iso-f| dﬂéllsolloo-/ |f| du
supp ¢

[istdus [ g1 dn

en choisissant x € K (X) telle que x > 1k .

et

LEMME Les applications canoniques
K (X) — L* () = Ly (1)
sont continues et d’image dense.

En effet, pour tout K € R(X) et p € K(X,K),ona

loll? = / o2 dp < 1 (K) - ol

ce qui prouve la continuité de la premiére application. Elle est d’'image dense d’aprés le théoréeme
de densité pour L? (1) (cf. cours d’Analyse [17], théoréme 15.15). Quant & la seconde, elle est
injective par le lemme 1.16.iv et continue, car pour tout ¢ € K (X) et £ € L? (i) , on a

/Iso-ﬁl dp < gl - 1€l -
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Pour la densité soit f € L (u) , K € R(X)ete>0.0nalg-f €L (1x-pu) et, puisque

loc

[ (X)] est dense dans L' (1) , il existe ¢ € K (X) C L? (1) tel que
Jlw=slan= o= 111 tedn <<
K

ce qu’il fallait démontrer.

Rappelons I'exemple 3.4.8.

THEOREME

(i)  Sip est une intégrale de Radon positive, alors l’application
fr=1Ffn:Lig (1) — M(X)

est injective et continue.

(ii)  Si pour tout ouvert O #0 , on a pn(O) >0, alors
pr—@-p: LX) — M(X)

est injective, continue et d’image dense.

Démonstration de (i) Remarquons tout d’abord, en écrivant f comme combinaison liné-
aire de fonctions positives, que f-pu € M(X) .Si f-p=0,o0na [¢-fdu= 0 pour tout
p € K(X),donc f = 0localement u-p.p. puisque K (X) est un espace test (cf. exemple 1.16.2).
La continuité découle du lemme 3.7 car on a

|<<P|f',u>|</|<,0-f| du .

Démonstration de (ii) K (X) se plonge injectivement dans L? (11) (cf. remarque 1.2.1), donc
dans Li _(u) , et par suite dans M (X) par (i). Cette application est continue par le lemme.

Finalement la densité découle du corollaire 3.10.ii car, pour tout 1 € K (X)) , si (¢| K (X) - ) =
{0} ,ie. [ -@du =0 pour tout ¢ € K (X) , on obtient [ || du=0,doncy=0. g

REMARQUE 1 Dans le cas général, on a
K (X) — L? (1) = L (1) — M (X) .

I1 ne faut pas oublier que 'image [K (X)] de K (X) dans M (X) dépend de U'intégrale p , dite
pivot , que l'on a choisie. S’il faut préciser, on désigne cette image par K (X) - u . On pourrait
aussi écrire L _(u) - p pour 'image de L () .

loc loc

REMARQUE 2 Sous 'hypothése de (ii), on a
K (X) = L? (1) = Ly, (1) — M (X)

et toutes ces applications sont d’image dense.

Puisque M (X) est séquentiellement complet par le théoréme de Banach-Steinhaus (corol-
laire 3.1) et 'exemple 2.13.2, cet espace est une complétion séquentielle de K (X) - o (ou de
L. (n) ) pour la topologie induite par la topologie faible o (M (X),K (X)) de M (X) . Cela
nous permet de dire que les intégrales de Radon sont des fonctions généralisées , les fonctions

de L _ (u) étant identifiées avec les intégrales de Radon de la forme Li _ (u)- 1 correspondantes.
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Les intégrales de Radon comme fonctions généralisées 4.2

Remarquons que 'image de la fonction 1 est 1-p =y, donc p est la fonction (généralisée)
1!

EXEMPLE 1 Pour tout z € X , I'intégrale de Dirac ¢, définie par

(ples) =@ (x) pour tout ¢ € K (X)

est une fonction généralisée bien connue des physiciens. On représente souvent £, comme la
limite dans M (X) d’une suite (fi),eny € Libe (1) ; on écrit

Ex = hmk .fk ;

mais cette limite ne peut pas étre représentée par une fonction! Rappelons que, par définition
de la topologie faible sur M (X) , cela signifie que

w@%=wkﬁ=hmM¢Mwm=ﬂmm/¢-ﬁwt

pour tout ¢ € K (X) .

EXEMPLE 2 Soit p une fonction croissante sur un intervalle ouvert J de R . 1l est clair que

Aww~*/¢@ﬁh@)

est une forme linéaire positive sur K (J) (cf. cours d’Analyse [17], exemple 14.6.2). Nous verrons
dans les exemples 3 et 4 de 4.4 la correspondance réciproque entre A\, et p .

On peut construire une fonction p strictement croissante et continue, qui définisse 'intégrale
de Hausdorff sur I’ensemble de Cantor. Rappelons que cet ensemble a une mesure de Lebesgue
nulle! Le graphe approximatif de cette fonction est

1-
0.8+
0.6¢
0.4+

0.2+

00 0.2 04 0.6 0.8 1

Comme exemple simple

)\::)\id:gpv—>/4p
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est I'intégrale de Lebesgue.
On dit, pour t € J , que

hy = 1[t,oo[mJ

est la fonction de Heaviside en t . On a

/g—odht=w<w=<¢|et> ,

ce qui montre que A, est intégrale de Dirac ; en ¢t . Par commodité en écrit h et 6 pour hy
et gg .

EXEMPLE 3 Voici encore un espace d’intégrales, donc de fonctions généralisées, que nous
rencontrerons. On pose

MY (X):=C0(X) .
L’injection canonique K (X) — C° (X) est évidemment continue et d’image dense par le théo-
réeme de Stone-Weierstrafl. Son application adjointe, qui est application de restriction
H— fex) - M (X) — M (X)

est aussi injective, continue et d’image dense. On voit immédiatement que toute intégrale de
Radon bornée , i.e telle que |u|* (X) < oo , définit par

<,0i—>/<pd,u:C0(X)—>K

une forme linéaire continue sur C° (X)) . On peut montrer que toute forme linéaire continue sur
C% (X) est de cette forme (cf. Dieudonné, ibid., XIII.20). On a

el = 1] (X)
Si v est une intégrale de Radon quelconque sur X et f € L (u) , alors f - u € MP(X) et
1wl =11,

ce qui montre que
L' (1) = M" (X)5 = C*(X);
est une isométrie et que

L' (1) — M" (X) = C" (X),

o

est continue.
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4.3 Les distributions

Dans tout les paragraphes qui suivent X désigne un ouvert de R" .

DEFINITION On dit qu'une forme linéaire continue p sur D (X) , ie. p € D(X)" , est
une distribution , ou une fonction généralisée . Nous considérerons toujours la semi-dualité
(D(X)|D(X)") définie par
(plp) = (@, 1)
Par définition de la topologie localement convexe finale sur D (X) (cf. exemple 2.10.3), la
proposition 2.10 montre qu’une forme linéaire p sur D (X) est une distribution si, et seulement

si, pour tout compact K C X , la restriction de p & D (X, K) est continue, ce qui signifie qu’il
existe k € N et ¢ € R, tels que

(@l w)| < c-pri(p) pourtout p € D(X,K) .

THEOREME

(i)  L’injection canonique D (X) — K (X) est continue et d’image dense. Son application
adjointe, qui est l’application de restriction

f+— fpexy s M(X) — D(X)",
est aussi injective, continue et d’image dense.
(11) Il en est de méme de D (R") — S (R") et S (R") — L? (R") , ainsi que de leur application
adjointe
B e - S(RY — D(RY) et € €A L2 (RY) — S(RY) .
En outre, si l'on prend lintégrale de Lebesque N\ comme pivot, D (X) est dense dans
D (X)), de méme que D (R") dans S (R")" .

Démonstration de (i) La continuité est immeédiate par la proposition 2.10, car pour tout
K € R(X) , l'espace D (X, K) est continiment plongé dans K (X, K) , la norme |-[| x
de ce dernier espace étant aussi par restriction une norme sur D (X, K) , et l'injection ca-
nonique K (X, K) — K (X) est continue. Quant a la densité, elle découle du théoréeme de
Stone-Weierstraf, puisque K (X, K) . = C'(K°) et D(X,K ) x- €st une sous-algebre invo-

lutive séparant fortement les points de K° . Calculons I'adjointe ;7 : M (X) — D (X) de
j:D(X)— K(X):pourtout p € D(X)et pec M(X),ona

(¢ UTN>D(X) = (Gl ) pmexy = (P | oo >D(X) ;
d’ou le résultat par le corollaire 3.10.iv.
Démonstration de (ii) Pour tout K € R(R") et p € D(R",K) , on a
(id)" - 0% (i)

Pk (‘P) = MaXueNn |al, <k s MaXaeNn |al, <k Haangoo,K =

] <
[ee]

00, K
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()| e (o)
ce qui prouve la continuité de D (R", K) — S (R") , donc celle de D (R™) — S (R") par la
proposition 2.10. Pour prouver celle de S (R") — L? (u) , il suffit de constater que, pour tout
peS(R™) ,ona

ol = [ )™ ol ) i <

2

(id)* - ¢

: / (id) 7" dX <

o)

< ( [ dA) ()’

/(id>_2kd)\<oo — 2k:>g.

et que

Pour la densité considérons tout d’abord la fonction x € D (R, ) définie par

0 0<zr<1
x(x):=4¢ e*-exp (_Wl(?—z)) sil<z<?2
0 2<

0.8

0.6

0.4

0.2

00 05 1 15 2 25 3

X
On a

/1264-exp (_(a:—l)%@—x)) dr ~ .38382

Définissons alors la fonction p € D (R, ) par

1 xT
S L X .
p() o /Ox

Omn a
=1 0<zr<1
p(r)< €10,1] si 1<z<?2
=0 2<zz
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Cette fonction nous permet alors de définir les fonctions p;, € D (R™) pour | € N* par

—(l=F
Pl(iﬂ)-—p( I ) .

Pour tout ¢ € S (R™) , nous allons montrer que ¢ = lim; p, - ¢ dans S (R™) ; pour cela estimons

() -0 (= 1) - ]| <

o)

pr (P — ) = maxja| <k

émax|a|1<k Z (g) .

0< B

(6]
) [ 2 (ﬁ)] S
0<B<a

Le membre de droite tend vers 0 car on a

(i) -0 (o= 1) - 07| <

(o)

<id>k+1 i aa(,p

| ma e 0) 5 (- 1)

()

H(id>_1 (o — 1)HOO = SUDPgcRrn 1+ |$|2

= SUPyer, y>1 ST

1+1-y 1

1) 2

et

s t
)~ - 0% (o, — D) < 1001l < 5F

i pour |of, <k,a#0.

En effet par récurrence on obtient

7 () = ip - (2) o (%) ,

ott P{* sont des polynomes tels que By = 1, P¢ = 0sia # 0, degP® < 1sij < |a, et
deg Py = |a|, . Notre assertion est évidemment vraie pour a = 0 . On a alors

loely j 22
(e = Sopr - (7)o (%) -

en ayant posé
0 i=0
Ptk = & O PY Py st j=1,...,]al
Ty - Pf j=lal, +1
Ceci finit de prouver la densité de D (R™) dans S (R") .

La densité de S (R™) dans L? (R™) découle de celle de D (R™) , qui elle provient de (i) et du
lemme 4.2, ou bien directement de ’exemple 1.16.3.
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Le calcul de d’adjointe de D (R™) — S (R") se fait comme dans (i). Calculons maintenant
celle de j : S (R") — L2 (R") . Pour tout ¢ € S (R") et £ € L? (R") , on a

<so|ﬂ5>=(j¢|5>=/¢-£dA=<so|£-A> |

Le reste découle du corollaire 3.10.iv. g

REMARQUE Comme D (X) est séquentiellement complet par le théoréme de Banach-
Steinhaus (corollaire 3.1) et l’exemple 2.13.3, cet espace est une complétion séquentielle de
D(X) (ou de Li_(X) ). Comme pour les intégrales de Radon, cela justifie le terme de fonc-
tions généralisées. L’'importance de cet espace de distributions provient du fait que 'on peut

généraliser la notion de dérivée partielle et que toute distribution est indéfiniment dérivable.

Il en est de méme de S (R™)" . On dit que c’est 'espace des distributions tempérées .
Plus généralement si F' est un espace test de fonctions par rapport a p (cf. définition 1.16.2),
dont I'injection canonique dans L? (1) est continue, par adjonction on obtient le diagramme

F s L*(u) — FT .

Dorénavant nous identifierons une fonction f € L] _(X)
avec la distribution f -\ € D (X)' correspondante.

Nous écrirons donc simplement f a la place de f - A si aucune confusion n’en
résulte.

Soient F' et GG des espaces localement convexes et j : F' — G une application linéaire
continue d’image dense. Son application adjointe, qui est I'application de restriction

1/»—>1/|F:GT—>FT,

est injective. L'un des problémes fondamentaux, dit de régularité , est le suivant : Si p € FT |
quand a-t-on p € G ? Plus précisément, quand existe-t-il v € GT tel que p = v|r ! Le probléme
le plus simple de ce type est de donner des conditions assurant qu’une fonction f € Li (R") C
D (R")" appartienne a S (R") .

PROPOSITION  Soit y € FT . Pour que p € GT , il faut et il suffit que pu soit continue

pour la topologie induite par G sur F .

La condition est évidemment nécessaire. La réciproque est aussi immédiate par le théoréme
de Hahn-Banach 3.6.

EXEMPLE 1 Pour tout x € X , on désigne en général par ¢, la restriction de I'intégrale de
Dirac €, & D (X) et on dit que c’est la distribution de Dirac en x . Nous ne ferons par contre
aucune distinction lorsque nous considérerons une intégrale comme une distribution.

EXEMPLE 2 (Intégrales a croissance modérée) Soit p une intégrale de Radon sur R™ .
S’il existe k € N tel que

/ (i)™ || < oo .
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on dit que i est a croissance modérée et on désigne par M™4 (R™) I'espace vectoriel des ces
intégrales. On a

Mmod (Rn) C S(Rn), )
En effet, pour tout ¢ € D (R") , on a
(el 1) </|90| d |pl =/ (d)" - Je] - (i)™ d|p| < (/ (i)~ d|N|) i ()
ce qui prouve que jiprn) est continue pour la topologie de S (R") . o

Dans beaucoup de situations il est nécessaire de connaitre le prolongement de fypgn) &
S (R™) , que nous noterons évidemment par x . La derniére inégalité ci-dessus est encore valable
pour tout ¢ € S (R™) , ce qui montre que ¢ est u-intégrable et que ¢ — [P du est une forme
semi-linéaire continue sur S (R") . On en déduit que

(<p|,u>:/¢d,u pour tout ¢ € S (R") .

EXEMPLE 3 (Fonctions a croissance modérée et a croissance lente) Nous désigne-

rons par L ., (R™) l'espace vectoriel des fonctions & croissance modérée , i.e. Uensemble des
f e Ll _(R") telles que
/ Lud)\ < 00
(id)

pour un certain k¥ € N | et par Li._(R") ensemble des fonctions f a croissance lente , i.e.

I'ensemble des f € Li . (R") telles que

loc

<id>—’-fH < 0

(o)

pour un certain [ € N .

(a) Ona
Ll

LR Cc L, (R") ¢ M™4(R") c S(R") .

mod

En effet
/* f]- ()™ dx < || (ia) - f”m : / (Y™ dx < oo

en choisissant k£ > 7 +1 , ce qui prouve la premiere inclusion. La deuxiéme est évidente, puisque
|f - Al =1f]- A et la troisiéme découle de 'exemple 2.

(b) Ona

P (R") C Li, (R")

len

ou P (R™) désigne ’espace vectoriel des polynémes sur R™ . Plus généralement, toute fonction
majorée par un polynéme est & croissance lente et réciproquement.
(c) Pour tout p € [1,00] , on a

17 (R") C L, (R") .

Si f € L? (R") , alors

/ £ G ax < |If, -

(id>_qu < 00
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en choisissant k& > 2% . O

REMARQUE On a donc des injections canoniques d’image dense
D(X) = K (X) — L*(X) — Ly, (X) — M (X) = D(X)",

ainsi que
<o
%,
®
(\
‘17%0
®
e
S (R™) S (R”)'
VR VAN
D(R") L*(R") D(R™)
NSNS
K (R™) M (R™)
\C/
&
NE

EXEMPLE 4 Pour tout A € C" , nous poserons

2mi-( A|z)

ex(z) :=e pour tout z € R" |

ou
(M) =) X
=1
On a Ao ¢ L1 (R™) si, et seulement si, A € R" | car
2N — 2n-(mAlid)

Plus généralement on montre, comme dans l’exercice lci-dessous, que e2™(Mid) ¢ D (R™)" pour
tout A € C" et que 2™ Mid) ¢ S(R™) si, et seulement si, A € R™ .

EXERCICE 1 On a évidemment exp € D (R)" , mais exp ¢ S (R)’ .

On le démontre en utilisant la méthode de la bosse glissante. Il suffit de choisir un ¢ € D (R)
tel que supp ¢ C [0, 1] et de considérer la suite (¢ (¢ —1)),cy -

EXERCICE 2 On a évidemment exp - cos (exp) € D (R)" , mais aussi
exp - cos (exp) € S (R) .
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Mais attention, 'expression de (| exp - cos (exp)) pour ¢ € S (R) n’est pas celle que ’on espére.

On intégre par partie, ce qui revient a utiliser les idées du numéro suivant.

EXERCICE 3 (Suite de Dirac) Soit f € L' (R") tel que [ fdX =1 . Pour tout z € R”
et ¢ > 0, on définit la fonction f, . sur R” par

fe) =51 (L5)

Montrer que, pour toute fonction g € L* (R™) continue en x , on a

g (x) =lim._ /g “fredX.

En particulier
6, =lim. . fr. dans D(R")" et S(R") .

On dit que (fs.)..o est une suite de Dirac .

EXERCICE 4 Construire une fonction f € L' (R) C Ll _, (R) mais telle que

mod

)t f]| =

oo pour tout [ € N .
EXERCICE 5 Montrer que si u € S(R") et (p|u) > 0 pour tout ¢ € S, (R") , alors

U c Mmod (Rn) .

Utiliser les fonctions p; qui ont été introduites dans la démonstration du théoréeme 3.3.ii.
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4.4 Dérivation

SifelCW(X)etje{l,...,n}, pour tout ¢ € D(X) , on peut choisir une partition de
I'unité (p;),cy indéfiniment dérivable sur R™ , associée au réseau de maille € := % -d (supp 0,CX )
(cf. cours d’Analyse [17] 17.4). On a alors

o = [Soceasan=3 [as arn=-3 [5009) ra=

- [, [(Zp) -90] FdN=— (050 F N

en ayant utilisé le théoréme de Fubini et la formule d’intégration par partie.

LEMME L’application linéaire
9;: D(X) — D(X):or—05p
est continue. En particulier, si i € D (X)' est une distribution, alors la forme semi-linéaire
1) 005 = o — (0| )
est continue.
En effet, pour tout K € R(X) et k € N, on a
Prck (05) = maxa) <k 0“0l x < Prcry1(p)  pour tout p € D (X, K) .
Ceci montre que
0;:D(X,K) —D(X,K) —D(X)
est continue, d’oll notre assertion par la proposition 2.10.

Ceci nous conduit a poser la

DEFINITION Pour tout u € D(X) et j € {1,...,n} , on définit une distribution
|910) == — |u) 0 8; € D(X)
ce qui revient a poser
(1) i= — Byl ) pour tout ¢ € D(X) .

On dit que c’est la j-iéme dérivée partielle de p (au sens des distributions). Plus généralement,
si a € N* | on définit la distribution 9%y € D (X)' par

0% = 01" 05%...00
On a
(p| o) = (—1)1*1 (3% )
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REMARQUE 1 Le calcul du début montre par récurrence que si f € C®) (X), alors pour
tout € N™ tel que ||, < k , la dérivée 0% au sens des distributions de f coincide avec la
dérivée classique 0°f | i.e.

O*(f-A)=0f-X.
Ceci justifie I'identification de f € Li _(X) avec la fonction généralisée f - \ .

REMARQUE 2 Le lemme montre que 0* : D (X) — D (X) : ¢ — 0% est continue. La
définition peut étre formulée a I’aide de ’adjonction. On a

O = ()0 D(X) —D(X) : pr— ()0
-0; , donc @* = (ﬁ)'a|1 -0“ ,ona
gt =9~
en considérant les applications @* dans les bons espaces. Ceci montre en particulier que 9° :
D(X) — D(X) est continue.

Si l'on pose @, :=

27rz

On dit que @ est formellement auto-adjoint car @' est un prolongement de @° :
D(X) — D(X)

A L=

D(X) — D(X)

Nous reviendrons plus tard sur cette notion (cf. définition 7.3).
Un des problémes de base consiste a étudier les espaces @ (L2 (X)) et surtout

(@) (L2 (X)) NL2 (X) .

Faisons quelques calcules dans ’espace des distributions sur R .

EXEMPLE 1 Calculons

0 0o
(p|0]id|) = — (0¢| |id]) = /&p x| dx = 0y (z) - xdr — Op (x) - xdr =
—00 0

:_/0 e )dm+/0 e )da;_/m-signum(x) dz = (o] signum) .

—0o0

Ceci montre que

0 ]id| = signum .

EXEMPLE 2 De méme, on a

<90|0signum>=—<0solsignum>=/_ dp (z) dz — Omaw(ﬂf)dﬂfst(O)ﬂo(O)=<90|25> :

ce qui montre que

Osignum = 26 .
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Avec un calcul analogue on obtient
aht - 615 .

Plus généralement :

EXEMPLE 3 Soit F' une fonction absolument continue sur un intervalle ouvert J de R (cf.
cours d’Analyse [17], définition 15.19.3). Rappelons qu’il existe une unique fonction f € Ll _(J)
telle que, pour tout 7 € J , on ait

“ [

Alors la dérivée (au sens des distributions) OF de F' est f , donc coincide avec la notion de
dérivée d’une fonction absolument continue.

En effet, pour tout ¢ € D (J) , il existe a,b € J tels que supp ¢ C |a, b et en intégrant par
parties (cf. cours d’Analyse [17], théoréme 16.4), on obtient

(| OF) = /390 F=—5 F|+/90f (ol f) - o

EXEMPLE 4 Soit p une fonction croissante sur J . Etant donné ¢ € D(J) et (x;) une
subdivision de son support, il existe y; € [z}, z;41] tel que
¢ (zje1) — ¢ (7))
g (y;) = .
Tjt1 = Tj

Par le théoreme de Lebesgue, il vient alors

(¢l 0p) = —(0¢|p) = /34,0 pd\ = — /&p 2—) do =

= —limz&p (yj) - p(xj—) - (zj41 — ;) = — hmz ¢ (jr1) = (x;)] - p(z—) =
= —lim [ng(a:]) cp(xjo1—) — ng (z;) } = hmZQO (;) i—) —p(Tji—1—)] =
Z/Todp:(solm ,

car Y 0 (y;) - 1ju;.z;,,[ converge ponctuellement vers g et Y -p(z;—) « Ly, 2;,,[ vers p(o—) .
Ainsi

REMARQUE 3 Avant la théorie des distributions, les électrotechniciens et les physiciens
ont “résolu” le probléme du choc d’une boule de billard en introduisant un nouvel objet 6 , dite
fonction de Dirac , ayant les propriétés suivantes :

6(z) =0 pourtoutx#0 et 6(0)=o0,

/5@)@::1!
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On en “déduisait” que

h(:n):/t 6(x)dr ,ie. Oh=96,

— 00

puis que

[o@-e@di=[e@ h@)]" - [op@) ) do=— ["op@) do=0) .

Ces calculs sont analogues a ceux que nous avons faits ci-dessus, a la seule différence que
les objets avec lesquels nous travaillons sont maintenant mathématiquement bien définis.

EXEMPLE 5 Soient J un intervalle ouvert de R , 7 € J et p : J — R une fonction
croissante (continue & gauche) telle que p (7+) = 0 (cf. exemple 4.2.2). Considérons I’application

X:J— M) :t— x(t,-)

définie par
1]t,oo[ﬁJ Tt
x (L) = si pour tout t € J .
—1]—oo,t]mJ t<T
T, .
I 1
0 ! ’
o 0
T :///
T t
0
0
-1

Montrons que I'application x est A -intégrable dans M (J) . Remarquons tout d’abord que

1]7_@[ TT
x(,z)= si pour tout x € J ,
—1[$ 7] A < T
donc pour tout a,b € J telsque a < 7 < bet x € [a,b] ,on a
|X(t )] < (1) -
Pour tout ¢ € K (J. , il vient alors
elx (6.} < /w X (0] o < 1 (1) (0= @) [l oy < 0= 0) - ol
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ce qui montre que x est scalairement A -intégrable et (faiblement) bornée dans M (J) . Nous
pouvons donc appliquer le théoréme 3.12.ii.
Puisque

o (@)] - Ix (& 2)] < Lagy (@) Lo (8) - 1ol
nous pouvons appliquer le théoréme de Fubini et nous obtenons finalement

[ttty an o Z/(/w(l‘)-x(tw) da:) I\ (1) =

= [5@- ([ xt) a3, 0)) do =[50 lplo-) = p ()] do -

:/mp(iB) dr = (¢l p) ,

ce qui prouve que
/X(t, ) dA, (t) =p dans M (J) .

L’injection canonique j : M (J) — D(J) étant continue, les applications &, = jo ¢ et
X = j o x sont aussi \,-intégrables dans D (J)' (cf. 3.12, lemme (iii) et exemple 2). Comme
9:D(J) — D(J) est continue, on en déduit que

apza(/x(t,-) d\, (t)) — /@x(t,-) dX, (t) = /6tdAp t) =X\, .

Nous avons redémontré le résultat de 'exemple 3 ci-dessus.

EXERCICE Soient J un intervalle ouvert de R et v € D (J) . Montrer que 1’équation
différentielle Oy = v posséde dans D (.J)" une unique solution & une constante additive preés.

Décomposer D (J) a l'aide de la forme linéaire A; , montrer que 0 : D (J) — Ker A, est
-1
bijective et calculer O .
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4.5 Multiplication

Soient g € C*) (X) et f € Li (X).OnaM,f :=g-f € Li_(X) et, pour tout ¢ € D (X)
ona

(Ao 1) = [e-g-fdr=(g-¢l1) .
puisque g - p € D (X) .

LEMME L’application bilinéaire
C(X)x D(X) —D(X): (g9,9) — g-¢
est séparément continue. En particulier, si p € D(X) est une distribution, alors la forme
semi-linéaire
1) o Mg = o — (G- | 1)

est continue.

Etant donné g € C() (X) , K € R(X) ,k€Netp € D(X,K) ,ona

ik (9 ¢) = maxja) <k 0% (9 ©)l|oo i < MK <k Y (g) [0%g- 0P|y <

B<a

< e 3 (5) 100 107l < 0 e () a6

B<La

ce qui montre d’une part la continuité de
M,:D(X,K) — D(X,K) — D(X) ,
d’ot la continuité de M, : D (X) — D (X) par la proposition 2.10, et d’autre part celle de
0 p:CNX)—D(X,K)—=D(X). g

Ceci nous conduit a poser la

DEFINITION  Pour tout g € C®) (X) et 4 € D(X)", on définit une distribution
|Mgp) =g - p) = |) o Mz € D(X)"
ce qui revient a poser
(plg-p)=(g-plp) pourtout p € D(X) .
On dit que c’est la distribution produit de g et .

REMARQUE 1 Le calcul du début montre que, pour tout f € Ll (X) , on a
g-(f-N)=I(g-f)-X,

i.e. la multiplication de de f par g au sens des distributions coincide avec ce produit au sens
classique des fonctions.
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REMARQUE 2 La définition signifie que
Mg:Mg:D(X)'—>D(X)':,u»—>g-,u.
Ceci montre en particulier que M, : D (X)" — D (X)' est continue.

Remarquons que M, est formellement auto-adjoint si, et seulement si, g est réelle.

EXEMPLE 1 Pour tout z € X, on a

g'6z:g($)'6r .
En particulier, id -6 = 0 . Si ’on utilise, comme les physiciens, les fonctions de Dirac de variable
t,ona

gt)-6(t—z)=g(x) o(t—=) .
En effet, pour tout ¢ € D (X) , il vient
(plg-b6a) = (G- ¢l6:) =g () - p(x) = g(x)- (] 6:) = (plg(x)-6:) - D

EXEMPLE 2 Pour tout p € M (X) , la distribution g - 1 coincide avec 'intégrale de densité
g par rappport a u .

En effet, pour tout ¢ € D(X) , on a
(elg-pm)=(g-vlw Z/g@duz/Ed(g-u) :
Le résultat en découle, puisque l'intégrale g - p1 est univoquement déterminée par sa restriction
aD(X). o
PROPOSITION Ona
9 (g-p1) =0;9-p+g-u .
Plus généralement on a la formule de Leibniz

0% (g-p) =) (g) 0% 0" P .

B<a
En effet
(0109 -+ g-0m) = (0;9 - 0| n) + (G- @l Q) = (855 - ¢l 1) = (9; (G- )| ) =
= —(9- 95l p) = = (050l g - p1) = (] 05 (g - 1)) -
La formule de Leibniz en découle par récurrence.

EXEMPLE 3 Pour tout x € X ,on a
G- 06, =g (x)- 06, — 09 (x) - by .
En particulier id-06 = —6 sur R .
En effet
g9(x)- 060 = 0; (g (x)-6) =0 (g 6z) = 059 - 62 + g - 062 = 09 (x) - 6 () + g - Ojba ,

d’ou le résultat.
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Le physicien écrira

gt)- O (t—x)=g(x) O (t—x)—0g(z)-6(t—x) .
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4.6 Translation

DEFINITION 1 Si f est une fonction sur R™ , pour tout y € R" , on définit la fonction
translatée T, f = f, par

fy () ;== f(z—y) pourtout x € R".

Si f € Li_(R"™) , alors pour tout ¢ € D (R") , on a

loc

<¢|fy>=/m-f(z—y) dm:/w(a:+y)-f(:ﬂ) dr={p_|f) .

LEMME L’application
D(Rn) x R* — 'D(Rn) : ((p,y) =,

., . L . . . . . . . /
est linéaire en la premiére variable et séparément continue. En particulier, si p € D (R"™) est
une distribution sur R™ , alors la forme semi-linéaire

) oIy : o — <90—y} ,u>
est continue.
Pour tout K €e R(R") ,keN,p e DR",K)ety € R" ,on a
supp ¢, =suppp +y C K +y
et
Picryr (#y) = maxia), < [|0°0y | ey = M0ty b 107 Pl ic = Prci (9)
ce qui montre la continuité de
T,:D(R",K) —D[R",K+y) —D(R") ,

donc aussi celle de T}, : D (R") — D (R") par la proposition 2.10.
Etant donné z € R™ , on a

Tp =Typ =Ty (Typ) = Ty
il suffit donc de prouver la continuité de
y+— ¢, B(0,1) —DR", K+ B(0,1)) — D(R")
en 0. Maissiye B(0,1), il vient
PE+B(0,1).k (‘Py - 90) = MaX|a|, <k Haa (‘Py - 90) Hoo,K—&-B(O,l) -

= max|a|1<k

(), — o

Utilisant la continuité uniforme de chaque fonction 0%p , pour tout € > 0 , il existe un § > 0
tel que l'on ait

@), =] (2)| = 10 (z = y) = ¢ () <& si ly| <O et fal, <k

00, K+B(0,1)
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On a alors

Pr+BOE (P, — @) <e syl <6. o

Ceci nous conduit a poser la

DEFINITION 2 Pour tout y € R” et u € D (R")" , on définit une distribution
| Tyu) = |py) = |p) o Ty € D (R,

ce qui revient & poser

(pliy) = (oo 1) -
On dit que c’est la distribution translatée de p par y .

REMARQUE 1 Le calcul ci-dessus montre que
(f-A), =Ty .

Il est évident que h; et 6; sont les translatées de h et 6 .

REMARQUE 2 La définition signifie que
T, =T,: D[R — DR : pr— p, .

Ceci prouve en particulier que T}, : D (R")" — D (R")’ est continue.

REMARQUE 3 L’invariance par translation de l'intégrale de Lebesgue montre que
T, : L* (R") — L*(R")

est un opérateur unitaire, i.e.

—1
Tr=T,=T,.

REMARQUE 4 Sipe M(R"), alors p, € M (R") et, pour toute fonction f sur R" , on a
fell (,uy) si, et seulement si, f_, € L' (1) . Dans ce cas on a

[ tan,= [ty

On se souvient facilement de cette formule en 'écrivant sous la forme

[t@ dny@ = [ 1@ due-) = [Fasw du@ = [ 1@

Il suffit de constater, de maniére analogue & ce que nous venons de faire, que
pr— ¢, K(R") — K (R")

est continue, puis de montrer que, pour toute fonction f : R* — R , on a

(e
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PROPOSITION

(i)  Pour tout p € D (R") , lapplication
yr— ¢, :R" — D(R")

est partiellement dérivable en 0 et, pour tout j =1,...,n, on a
. 1 .
limy,_ e [SD_h.ej — 4,0} =0;¢ dans D(R") .

i)  Pour tout u € D(R") , on a
(i) 0 (R™)",

1
Ojpn = limy_o 7 [,u_h_ej - ,u} dans D (R™)" .
Démonstration de (i) En posant K := suppy + By (0,1) , pour tout h € [—1,1] , on
a ,—11 . [go_h_e], — 4,0} € D(R", K) . En utilisant la seconde inégalité de la moyenne (cf. cours
d’Analyse [17], proposition 11.2.ii), pour tout £ > 0 et tout h € [—§,6] , on obtient

PKk (%L : [Sp—h.ej - 90} - @g@) =

% : [a%p_h_ej () — 0% (m)} — 0%0;0 (x)

= MaX|a|, <k SUDgef

—-[0% (x + h-ej) — 0% (v)] — 0;0%p ()| <

= MaXja|, <k SUPzek S

S| =

< MaX|q|, <k SUPgek SUPKe|_s,6) |07 (¥ + h - ;) — 0% ()]

et le membre de droite tend vers 0 par la continuité uniforme des fonctions 0%y .

Démonstration de (ii) Pour tout ¢ € D (R") , il vient
. 1 ) 1
(6l == {0yl = = (i - [0, = 0] ) =timnmo g+ (e, = ] |1 =
1

“nes (oo, =) =Wmnea e ione, =] ) o
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4.7 Dilatation

REMARQUE Les systémes de semi-normes (pKk)keN,Keﬁ(X) s (Pr) ey €t (pK,le(X,K))keN ,
que nous avons introduits dans les exemples 5 et 6 de 2.1, 5 et 6 de 2.3 et 3 de 2.10, ne sont pas
tres pratiques lorsqu’il est nécessaire d’utiliser la formule de dérivation des fonctions composées.
Nous allons construire d’autres systémes de semi-normes équivalents.

Soient X un ouvert de R" et f : X — R™ une fonction k-fois (totalement) dérivable (cf.
cours d’Analyse [17], 11.5). On a

Df: X — L(R"R™) et D2f:X — L(R",L(R",R™)) .

Comme en 3.13, on voit facilement que £ (R", £ (R"™ R™)) est isomorphe a Iespace vectoriel
des applications bilinéaires Lo (R™ x R™ R™) définies sur R” x R" et a valeurs dans R™ . Pour
tout v1,v2 € R™ , on a

D?*f (x) (v1,v2) = [sz (z)v1] v = ((812811]“ () =1,..m vl) vy =

lo=1,...,n
= Z (Z L0, f () 'Ul,h) gy, -

la=1 \l;=1
Plus généralement
DVf: X — Ly, ([R”]k ,Rm)

est a valeurs dans I’espace vectoriel des applications k-linéaires et on a

Dkf (ZL’) (’Ul, e ,’Uk) Z ( (Z alk . 811 ULll) t . ) * Uk, -

=1 =1

Rappelons que D*f (z) est une application k-linéaire symétrique (cf. Dieudonné [6], 8.12.14).
En se rappelant le critére de continuité pour une application bilinéaire (cf. proposition 2.4),

il est naturel d’introduire la norme d’une application k-linéaire s € L, ([R”]k ,Rm) par

HsH = Supvl,...,vkeR",|v1|,...,|'uk|<1 |5 ('Ub s 7Uk)| .

Pour tout @ € N™ | on a alors

f (x) =00 ...0%f(x) =Dhf(z) | en,....en, ... e1,...,e1 | ,
—_—— ———

an-fois a1 -fois
donc
0°f ()] < || f ()] -
D’autre part

|D¥ f ()] < Z( (Zm,k. O, f )|>...><k:n-maxaeNan:k|8af(:n)|.

=1 =1
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Ceci nous montre que 1’'on peut remplacer les semi-normes pg i, et py par

Tk (P) = maxj—o HDijm’K pour tout ¢ € C(>) (X)

et

T (p) 1= maxj—o,.k pour tout p € S(R") .

DEFINITION 1 Si f est une fonction sur R" , pour tout A € GL (R") , on définit la fonction
D4f par

Dyf (z):= |detA|_% - f (;1113) .

En particulier si h € R* := R~ {0} , on pose Dy, f := Dp1af et on dit que c’est la fonction
dilatée de f par h; on a

N3

_n x
Duf (@)= W% £ (5) -
Si f € LL_(R"™) , alors pour tout ¢ € D (R") , on a

loc
(p|Daf) = /m- det A| 72 - f (;lla:) dz —

f) -

:/|detA|% p(An) - f(2) dr = { D

LEMME L’application
D(R") x GL(R") — D (R") : (p, A) — Dap

., . L . . . . . . . /
est linéaire en la premiére variable et séparément continue. En particulier, si p € D (R"™) est
une distribution sur R™ , alors la forme semi-linéaire

) o Dt p—s <Dj4190) u>
est continue.
Pour tout K € R(R") ,keN,peD(R", K)et heR*,ona
supp Dagp = A (supp ) C A (K)
et

<

, -1
D’ (gp o A)

HOO,A

’oo,A(K)

T

A

o

’_A

[)-
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Dilatation 4.7

=u,...,

car
, -1 , -1 /-1 -1 , -1 /-1 -1
D’ (gpo A) = (Dip)o A (A,...,A) P (DVp) o A (Avl,...,Avj) .
jfois /77

Ceci montre la continuité de
donc aussi celle de Dy : D (R") — D (R™) par la proposition 2.10.

Etant donné B € GL (R") , on a

Dpp —Dap = Dy (DZEB“D - @) ;

par ce que nous venons de démontrer, il suffit donc de prouver la continuité de
1 1
Ar— Dyp: B (Id’i) — D (R”,B (Id,é) (K)) — D (R")

enId . Mais si A € B (Id, ) , il vient

1 ) -1 /-1 -1 )
det A]72 - (Dig) o A (A, o A) — Diy

= maX;—o,...k
j-fois

’oo,B(l,%)(K)

Utilisant la continuité uniforme de chaque application D7¢ , puisqu’elles sont continues & sup-
port compact, pour tout € > 0 , il existe un ¢ > 0 tel que, si [|[A —Id|| < § , on ait

' det A% - (Dig) (Zz) (_Al’;.éo;; Z) ~ Do) <
< |det A3 H [(Df@) (Zx) — Diy (z)} (Z’;.éo;; Z) ’
tldet A} - H (Dig) (x) (Z’;.éo;; }11) ~ Dig(x)

+ (des 4172 1) [ (D) (@)]) <

< |det A5 - HA g H(ngp) (_Alx) ~ Dig(x)

j—l

[[(D%¢) @)

-1

1 -1 J
et [l 2[4

+ (ldet 4172 1) - || (D7) (@) <=,

puisque
-1 -1

H(ngo) (7) (A,...,A) — D’y ()

j-fois

<
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<

’ h

, -1 -1 -1
(ngp) (x) (Id,...,Id,A —Id,A,...,A)

position j

J
53
=1

j—l

(D7) @) -

-1

A

1 J
<|i-u]-3
=1

On a alors

TB(1a.3)(K)k (Dap—p)<e si||[A-Id||<é. o

Ceci nous conduit & poser la définition

DEFINITION 2 Pour tout A € GL (R") et € D (R")" , on définit une distribution
Dap) =)o D,
ce qui revient & poser
(¢l Dap) == (Da-1¢| )  pour tout ¢ € D(R") .
On dit que Dyp := Dy.1qp0 est la distribution dilatée de p par h .

REMARQUE 1 Le calcul ci-dessus montre que
Da(f-A)=Daf ).

REMARQUE 2 La définition signifie que
D' =Dy :DR"Y — DR : p+— Dup .
A

Ceci prouve en particulier que D, : D (R")" — D (R")" est continue.
La formule de changement de variables montre que

D4 :L2(R") — L* (R")

est un opérateur unitaire, i.e.

—1
Dy=D.=Dy.

(i)

DEFINITION 3 Le cas particulier h = —1 de la symétrie centrale se note souvent

En effet

2
Wsz/mmP- mz/mmwwﬂw”mmm%wm?

\

f=D_f et ,LVL:: D_qp .

Vv
On dit que f (et )/L ) est la fonction (la distribution) symétrique de f (de p ).
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REMARQUE 3 Sipue M(R"), alors Dau € M (R") et, pour toute fonction f sur R , on
a f € LY (Dypu) si, et seulement si, D_ 1f € L' (i) . Dans ce cas on a

[ #aan= [ D sau.

On se souvient facilement de cette formule en 'écrivant sous la forme

1 -1 1
/f ) dDap (x /f -|det A|72 du (A:B) = / |det A|2 - f (Ax) dp (x) =

— [Dyr @ duta)

EXEMPLE Pour tout x € R" , on a
Db, = |det A|? - 6,4, .
En particulier (617)v =0§_, et g =4.
En effet, pour tout ¢ € D (R") , on a
(9l Dade) = ( |det A[* - o0 A| 6, ) = [det Al - p(Az) = |det A* - (p] 8a2) -

Les physiciens écrivent, a I'aide des fonctions de Dirac de variable ¢ ,
-1
o (At—:n) = |det A| -6 (t — Az) ,

en particulier § (—t) =6 (t) et 6 (—t—x)=06(t+ ) .
En effet

—1 1
) (At—:n) = |det A|2 - Db, (t) = |det A] - 64, () = |det A| - 6 (t — Azx) .
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4.8 Opérations et leurs liaisons dans D (R")' et S (R")

DEFINITION 1 On désigne par C°) (R™) D'espace vectoriel des fonctions indéfiniment dé-

temp
rivables g sur R™ , dont toutes les dérivées sont a croissance lente, i.e. telles que, pour tout

a € N" | on ait
H(id>_m . 8“9“00 < 00

pour un certain m € N . On dit que ces fonctions sont tempérées .

Dans ce paragraphe, on se donne o« € N* | g € Ct(g;)p (R") ,y e R"et A € GL(R") . On
vérifie immédiatement que I'on peut définir les applications linéaires

aa7 M97 TZJ? DAS(Rn)_)S(Rn)

de la méme maniére que dans D (R") .

THEOREME Les applications 0% , M, , T, et Dy : S(R*) — S (R™) sont continues,
S (R™)" est laissé invariant par les applications correspondantes dans D (R™)' , leurs restrictions
a S (R™) sont continues et on a les mémes formules dans la semi-dualité (S (R™)| S (R™)") que

dans (D (R™)| D (R™)") .

La continuité de ces application se démontre de la méme maniére que dans les lemmes 4.4 &
4.7, en remplacant les semi-normes pg  par py . Le reste de la démonstration est immédiat en
considérant les diagrammes commutatifs suivants, ® désignant I'une des applications (—1)*-0* ,
M; , T, et D;ll dans S (R") :

DR — S(RY) SR — DR
Spgny | I & et B 7 T ®Olpgn
D([R") — S(R") S(R" — DR
En effet <I>|TD(R”) est l'application correspondant respectivement a 0% , M, , T, et D, dans

D (R™)’ (cf. les remarques 4.4.2 4 4.7.2).

EXERCICE 1 Caractériser C° (R™) comme ’ensemble des multiplicateurs de S (R"™) dans

temp
C(*) (R™) , i.e. comme l’ensemble des g € C™) (R") telles que, pour tout ¢ € S (R") , on ait
g-p € S (R") ou, plus généralement comme I’ensemble des distributions 1 € D (R") telles que,
pour tout ¢ € S (R") , on ait ¢ - u € S (R") — D (R") .

Remarquer que si g € C*) (R") \ Ct(g;)p (R™) on peut construire une suite (z3),cy C R”
telle que, pour un o € N” et tout k£ € N | on ait
[ox] +2 < |zp| et (z) - [8% ()| > 1.

11 suffit alors de considérer la fonction

o= 3 (m) ™ x(o—m) € S(R)

neN
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pour x € D (R") bien choisi.

REMARQUE 1 La formule de Leibniz 4.5, liant 0% et M, , ainsi que la proposition 4.6, sont
aussi valables dans S (R")" .

Les liaisons entre les autres applications sont les suivantes :

PROPOSITION Ona
(1)
1e% (o3 1e% 1 103

aTy:Tya et aDh:W'Dha .

(1)
M,T, =T,M, , et M,D,=|h|? - DyMp,, .
h
(iii)
T,Dy = DyTy .
On démontre ces formules dans S (R") , donc aussi dans D (R") , puis dans S (R")" et

D (R™)’ par adjonction.

EXEMPLE 1 Utilisant 'exemple 4.7, on obtient immédiatement
D08, = hl*h - 9Dy, = hl*h - |h|% - (0°6),, .
En particulier on a (8(5‘@,)v = —(06)_ , » Ce que les physiciens écrivent sous la forme

98 (—t —y) = —96(t+y) .

DEFINITION 2 Soit X un ouvert de R™ . On dit que F est un espace de distributions (sur
X ) si F est un sous-espace vectoriel de D (X)" muni d’'une topologie localement convexe telle
que 'injection canonique F' < D (X)' soit continue.

Etant donné m € N et ¢, € C*)(X) pour a € N" tel que |a, < m , on dit que

L:D(X) —DX):p— > ca
o]y <m

est un opérateur différentiel a coefficients indéfiniment dérivables . 1l est dit d’ordre m s’il existe
a € N” tel que |of, =m et c, #0 .

Plus généralement, si F' est un espace de distributions et ¢, des fonctions sur X telles que
les produits ¢, - @*p soient définis si & € N" et ||, < m , on dit que

L:F—D(X):pr— Z Co - P*p

o]y <m

est un opérateur différentiel .

COROLLAIRE Soient F' et G des espaces de Fréchet de distributions et L un opérateur
différentiel a coefficients indéfiniment dérivables.

(i) SiL(F)CG, alors L:F — G est continu.
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(ii) Soit L : F — G est une bijection, i.e. si l’équation différentielle Ly = v posséde, pour
-1
tout v € G, une unique solution p € F |, alors L : G — F' est continu, i.e. cette solution

dépend continiment du second membre.

Démonstration de (i) En effet L : D(X) — D (X) est faiblement continu, donc Gr L
est fermé dans D (X)' x D (X)' . Mais comme l'injection canonique F x G — D (X)" x D (X)'
est continue, le graphe de L : ' — G , qui est égal & Gr LN F' x G , est fermé dans F' X G
d’ou le résultat par le théoréme du graphe fermé 3.14 pour les espace de Fréchet.

Démonstration de (ii) C’est immédiat par le théoréeme d’isomorphie 3.14 pour les espace
de Fréchet. 4

REMARQUE 2 Le point (i) est évidemment généralisable a un opérateur différentiel quel-
conque L : F — D (X)' faiblement continu. Mais remarquons que dans beaucoup de situations
la continuité d’un opérateur diftérentiel L est immédiate & vérifier.

EXEMPLE 2 Soit X une partie ouverte de R™ et m € NU{oco} . Nous désignerons par
cim)b (Y) I’espace vectoriel des fonctions m-fois continiiment dérivable f sur X telles que, pour
tout a € N" satisfaisant & ||, < m , la dérivée partielle 0 f posséde un (unique) prologement
continu borné sur X . Muni de la norme

11 = maxja), <m [[0°f]l .

C’est évidemment un espace de Banach si m < oo . Muni des semi-normes || f||¥) pour k € N si
m = oo , ¢’est un espace de Fréchet.

Si L est un opérateur différentiel & coefficients continus bornés sur X , et s’il existe un
sous-espace vectoriel fermé F C C(™)? (Y ) , défini par exemple par des conditions au bord,
tel que L : F — C°(X) soit une bijection, alors 'unique solution f € F de Lf = g dépend
continiiment de g € C° (X)) .

En effet il est clair que L est continu, puisque
12l < D7 Dalluo 18 lloo < Y Nlealloo - /IS - o
o]y <m lafy<m

Cet exemple peut étre varié & I'infini, le vrai probléme étant dans une situation pratique
donnée de trouver les bons espaces, les bonnes normes et de prouver la bijectivité !

EXERCICE 2 Montrer que Inlid| € S (R)" et que, pour tout ¢ € S (R) , on a
. . — 1
(] & (In [id])) = lim. o / o (@) —da .
RN\ ]J—¢,e] T
Ceci montre que
1 . 1
PP| =] :¢r—lim._ p(x) —dx
id RN ]J—¢,e] T
est une distribution tempérée sur R , dite partie principale de Cauchy , et que

9 (Inid|) = PP (é) .

264 ESPACES DE DISTRIBUTIONS Claude Portenier



Opérations et leurs liaisons dans D (R")" et S (R")’ 4.8

EXERCICE 3 Soient ;1 € D (R)" et ¢ € C . Montrer que y est solution de I’équation id -y = ¢
dans D (R)’ si, et seulement s'il existe un « € C tel que

,u:a-(S—l—c-PP(,l) .
id

(a) Montrer que, pour tout ¢ € D (R) tel que ¥ (0) =0,ona ¢ (z) ==z fol Y’ (zs) ds pour
tout z € R .
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4.9 Transformation de Fourier dans S (R")

DEFINITION 1 Soit u € M®(R") . Pour tout A € R* , on pose

Fu(A) = (ex]p) = / e 4 (1)

On dit que Fu est la transformée de Fourier de p .
Si f € L' (R") , alors

FFO) = F(f ) (V) = / e-2miNes | f ()

Le lecteur est prié de ne pas confondre la variable A € R™ et 'intégrale de Lebesgue A
( = Agr ) sur R" . Bien que la situation soit symétrique, il est préférable dans les applications
de faire une distinction entre ’espace R™ des positions de variable x et ’espace R™ des valeurs
propres (simultanées) de variable \ .

EXEMPLE 1 Pour tout x € R” ,on a
f(sz — e—27ri-idoz )
En particulier 76 =1 .

En effet
féz ()\) — /6—27ri~>\oy déz (y) — 6—27ri~idoz .0

REMARQUE 1 Sil’oninterpréte f (ou g ) comme la description d’un phénomeéne dépendant
de la position z , la fonction

T 627rz-uoz . Rn (C

décrit un phénomeéne élémentaire (multi)périodique de (multi)fréquence v (le physicien préfére
cette lettre!). Dans la direction e; il est périodique de fréquence v; et de période T; = Vi . Dans
J

la direction 7 il est de fréquence |v| et de période ﬁ .

Une onde plane monochromatique progressive se propageant dans R™ est décrite par la
fonction

(t, CL’) — ei-(koz—wt) ,

ou k est le vecteur d’onde et w > 0 la pulsation . Cette onde restreinte a tout hyperplan
orthogonal & k£ d’équation ke x = cst est un phénomeéne périodique de la variable ¢ de fréquence

v = 5= . Désignons par o = 2—’; le vecteur nombre d’onde ; si v désigne la vitesse de déplacement

de cette onde (dans l’espace de variable = ) dans la direction ﬁ ,ie ke (’U -t ﬁ) —wt = cst
on av-|k| = w et par suite v- |o| = v . Pour chaque temps ¢ fixe, cette onde est dans la direction
|—Z| de fréquence |o| et de longueur d’onde A = = . On a alors

lo|

A\ = v et ei-(koz—wt) _ 627ri-((roz—yt) _ 627Fi|0|'(‘%:‘°1‘—'0t) )
v
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Rappelons (cf. exemple 4.2.3) que L' (R") — M?® (R"); est une isométrie.

DEFINITION 2 Pour toute fonction f sur R™ | on pose

V

f=f=T.

C’est une involution, i.e. f* = fet (a- f)" =a - f* pour tout a € C .

PROPOSITION La transformation de Fourier définit une application linéaire
F: M (R") — C*(R")

continue de norme < 1, i.e.

|F e < Il pour tout € M (R") .
En outre

Fu'=Fp
et, pour tout y € R" , v € R" et h e R~ {0} , on a
Fly=M. ,F , T,F =FM.,, et FDy=D1F .

En particulier

1Fflloo < IfIl pour tout f € L (R™) .

D’apreés le théoréme de continuité d’une intégrale dépendant d’un parametre (cf. cours
d’Analyse [17].15.5), il est clair que Fpu est une fonction continue et, pour tout A € R™ | on a

Fu(V)| < / 273 | || (2) = | (R”) = [

et évidemment
FFOV) </|f<a:>| dz = | £, -

D’autre part

. \
Fur )= [ i (@) = [ e (o) = Fu )
f’Ty,u ()\) — /6—27ri->\oz d,u (Cl'f . y) — /6—27ri->\o(z+y) d,u (I’) — e—27ri->\oy i f',u ()\) ’

Tl,}",u ()\) _ /6—27ri~(>\—y)oz d,u (l’) _ /6—27ri~>\oz627ri~yoz d,u (l’) — F (627ri~yoid . ,u) ()\)
et
f-Dh,u ()\) _ |h|—% . /6—27ri~>\oz d,u (%) _ |h|% . /6—2m'~h>\oz d,u (l’) _

=[] - Fu(hd) = Dy Fu ()

ce qui prouve les formules.

REMARQUE 2 Le théoréme de Bochner consiste a caractériser I'image F (/\/li (R”)) par la
transformation de Fourier des intégrales de Radon positives comme ’ensemble des fonctions de
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type positif , i.e. des fonctions f : R™ — C telles que pour toutes suites finies (z;) C R”

et (o) ., C C, on ait

Jj=1,....m

j=1,...,

Z(Tk-f(znk—:m)-al>0.

k=1

EXEMPLE 2 Pour tout ¢ > 0, la fonction e~ ldh ¢ L' (R") et

. "1 pr;\-!
f’e—27r6-|1d|1 — . <_]> .
IENE

=

En outre []7_, + - <p1"j>_1 eL'(R") et [ - <p1"j>_1 d\ = 1 . Elle définit donc une suite
de Dirac au sens de 'exercice 4.3.3.

Par le théoréme de Fubini, on a

n
f’e—27r6-|1d|1 ()\) — /6—27rz->\oz X e—27r<€-|1'|1 dr = H/G—QWZ'AJ’I'J’ . 6_27"5'|1'j| dl’j —
J=1

n

n -1
Cominizs , 1 Aj
_ | | e 2mi- AT e 2me- |z d$j — | | — ./ ,
. ET €
j=1

j=1

car en intégrant deux fois par parties on obtient

/ e gmmelel gy — 9. / cos (2m - Ax) - e 2" dy =
- 0

o)

123 (™
=— - / cos (2m - \z) - e T dz
0

~1
/6—27ri->\z . e—27r6-|z| dr = i X 1 — i . é
em 1424 em \e¢ ’

DEFINITION 3 Nous utiliserons I'opérateur de Laplace modifié A défini par

& 1
j=1

donc

d’ou le résultat.

THEOREME L’application F est un isomorphisme de S (R™) sur S (R™) , dont l’application
réciproque est donnée par

1 )

.7:7 — /62m~>\o<> 'Y()\) d)\
et
Fy=(F) = Fy =

3

pour tout vy € S (R™) .
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En outre, pour tout ¢ € S (R") , on a les formules
PFe=F(-id]"-¢) et F(§p)=id"-Fop.
En particulier
F(+alFe) =G -Fo et [+4"Fo=F (@) o) .
L’involution ¢ — ¢* : S (R") — S (R") est continue.

En effet

<<p|f*>Z/m-f(—y)dyz/w(—y)-f(y) dy =17 .

Le théoréme de dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un parameétre (cf. cours d’Analyse
[17] 15.5) montre immédiatement que Fp est indéfiniment dérivable et que I'on peut dériver
sous le signe intégral :

o) = [ e (@) do = [ [al T o (a) do = F (@) )

D’autre part en utilisant le théoréme de Fubini et en intégrant par partie, on obtient

F (@) (V) = / e 0 () di = (—1)° / P o () de = A Fio (A)

On en déduit successivement les formules

F(Bo) =D F(#e) = (Z pr3~> Fip=lid]* - Fo

et
k

F ([1 + Al 4,0) =F (Z (") .4&@) — (%) - lid]* - Fo = (id)* - Fo .

=0

Il vient alors
(id)* - g Fop = (id)" - F([—id]* - o) = F ([1 + A" ([—id)* - 90)) :
En outre
el < (/ (i)~ L2) dA) Pz (9)

donc

()t 9T = maxia, <

F(+ A i 9)|| <

(o)

P (Fp) = maxia|, <k

<
1

L+ A1 (—id" - )

< MaX|q| <k

< (/ ()81 d)\) $MaX|af, <k P 2] 41 ([1 + A (- id]a-gp)) .

Ceci montre que Fp € S (R") et que F est continue, puisque les dérivations et la multiplication
par un polynome sont continues dans S (R™) .
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Pour la formule d’inversion, il nous suffit de prouver que, pour tout ¢ € S (R") et z € R" |
on a

[ mpmyan= [er (([ermm o) dy) ar=p)

car par symétrie on obtient évidemment

/6_2””“” (/ eFmreT Ly (v) dl/) dr =~ (A) pourtouty € S(R") et A€ R".

Remarquons que nous avons affaire a une intégration successive, mais que l'on ne peut pas
utiliser directement le théoréme de Fubini! Pour pouvoir le faire nous allons introduire un

facteur de convergence, en I'occurence la fonction e=2"lidh par rapport a la variable A qui fait
difficulté.

Comme Fo € L! (R") et
e 2l <1 et lim._ge 2™ =1  ponctuellement,

le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue, puis le théoréme de Fubini et 'exemple 2
ci-dessus montrent que

/egﬂ—i.)\.m ) (/ e—27ri~>\oy . (p(y) d’y) d\ = lime_,o/e_%e"Ml . (/ 627ri~>\0(1‘—y) “p (y) dy) d\ =
= lim, / ( / e 2milymm)ed e—m'“'ldA) e (y) dy =

. o . Sl Jyi—a\

_ 2me-|id| o X _ R ) . =

= lim,. g / Fe (y —z) ¢ (y) dy = lim._, / | |1 o < . > o (y) dy =
]:

. L e\t _
_hme_,o/]l:[lgﬂ <;> ely+z) dy=p(x)

en utilisant ’exercice 4.3.3 sur les suites de Dirac.
1 —1
Les formules liant F & F étant évidentes, il est alors clair que F et F sont continues, donc

que F est un isomorphisme de S (R") sur lui-méme. Finalement on a py (¢*) = px () , ce qui
prouve la continuité de ¢ — ©* .

EXERCICE 1 Pour tout a > 0, on a

Femwid® _ \/I e~ 5id?
a

La démonstration est laissée en exercice. Le théoréme permet d’établir une équation diffé-
. . . e raid? ,
rentielle ordinaire, qui est satisfaite par Fe "*19" et que ’on peut résoudre.

La démonstration du théoréme peut aussi se faire en utilisant le facteur de convergence

id|? : —-i 2 —.1 2 . N . .
e~ puisque Fe ™" = =" conduit aussi & une suite de Dirac.

COROLLAIRE (Lemme de Riemann-Lebesgue) On a
F (L' (R") c C°(R") .
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En effet F (S (R")) = S (R") C C° (R"™) , donc
FL'RY) = F(S®) ) CFES®RY) CC®Y)

puisque F : L' (R*) — C’(R"™) est continue par la proposition et C° (R") est un sous-espace
vectoriel fermé de C® (R") .
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4.10 Transformation de Fourier dans S (R”)/

LEMME Pour tout f € L* (R") et u € Mb (R

)
/f CFuN) d= | Ff(z) du(z) .

n a

En particulier, on a

(V[ Fu) = <3-17

,u> pour tout v € S (R") .

(R*) et o € S(R™) , on a
(ol f7) = (e*| f) -

Grace au théoréme de Fubini on obtient

[rormman= s ( [ an (;E)) i\ =
[ (e o i) e - [ @ dut

(1) = [ Fnir= [ Prau= (75w = ( 4| u) -

En outre pour tout f € L}

mod

On a alors

Finalement

<s0|f*>Z/M-f(—y)dyz/so(—y)-f(y) dy={o'1f) . o

Puisque F et ¢* sont des applications continues (théoréme 4.9), ce lemme nous conduit a
poser la

DEFINITION Si g € S(R") est une distribution tempérée, on définit une distribution
tempérée

-1
| Fu) o= |p)o FeSERY,
ce qui revient & poser
-1
M Fw) = <fv

On dit que c’est la transformée de Fourier de p .
De méme

,u> pour tout v € S (R") .

(| p*) := (p*| ) pour tout p € S (R")

définit une involution p — p* sur S (R*)" .
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Grace a la remarque 3.4.5 et la définition 4.7.3 on a

N Y,
==

REMARQUE 1 Le calcul ci-dessus montre que la transformée de Fourier de p1 au sens des
distributions est la méme que celle calculée ponctuellement. En particulier

F(f-N=Ff-X.

La définition signifie que
i\ T
F = (.7:) SR — S(R™) .

Ceci prouve en particulier que F : S (R") — S (R")’ est continue.

THEOREME La transformation de Fourier F est un isomorphisme de S (R™)" sur S (R™)",
dont application réciproque est donnée par

._7-1,u = Flu= .7:,tvL = (Fp)"  pour tout p € S (R") .
En outre, on a les formules

FP* = MigeF et @*°F = FM_iq~ ,
donc aussi
F1+4) = Mg F et [1+ AP F = F Mgy

ainsi que

FIy=M.,F , OF =FM., et FDy=D1F,
pour tout y € R , A € R™ et h € R\ {0} et

En utilisant le théoréme 4.9, on a
-1 -1

fof:fof:IdS(Rn) y

i\ T i\ T
(f') OfT:fTO(f) :Ids(Rn)’ 3

ce qui montre bien que F' est I'application réciproque de la transformation de Fourier dans
-1 -1
S (R")" . En outre, comme F = FD_; = D_F dans S(R") , donc F = FD_, = D_F ,
par adjonction on obtient les premieres formules. Il en est de méme des suivantes, puisque les
mémes formules sont valables dans S (R™) (proposition 4.9). Quant a la derniére, on a
. -1
M Fw) = <f g

-G

) =17 = 217

donc

pour tout vy € S (R") . o
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EXEMPLE 1 Pour tout x e R* ;A € R" et « € N*, on a
F(§6,) =id* e 9% et F (id*-¥) = (—1)lh . 976,
En particulier sur R on a
Fs, = e 2mide of F (627ri~>\~id) — 5,
et encore plus particuliérement
Fo=1 e Fl=6.

Utilisant ’exemple 4.9.1, on a
F(9*6,) =id* - Fé, = id” e 2miider
puis
j-Mei -1
f (lda .627rz~)\01d) = ff (@Q(S—)\) = ffD_l (@aé—)\) = (—1)|a|1 . @QD—l(S—)\ — (_1)|a|1 . @Q(SA

en ayant utilisé la proposition 4.8.i.

PROPOSITION  Pour tout v € M™(R") | I’application
€o i A ey : R" — S (R

est continue, v-intégrable dans S (R™)" et
-1
/eA dv(\) = Fv dans S (R™)

Siv e MP(R"™) , alors [exdv(\) € C°(R™) et on peut calculer ponctuellement et on
retrouve la définition classique :

(/ekdy()\)) (z):/eA (2) dv(\) = Fv(~a) .

En effet, pour tout ¢ € S(R") , la fonction (y¢|e,) = Fp € S(R") est continue et v-
intégrable. En outre
-1
F 1/> ,

[ teen aroy = [Foimav W|y>:<¢

d’ott la formule. Pour tout g € L (v) , on a g - v € M™°4(R") , donc e, est v-intégrable dans
S (R™)".
La seconde partie est immédiate par le théoréme de Fubini. On a

<<,0 /eAdV(A)> :/(/m-e%”wdx) dv (\) =
- /W- (/e%i'm dy()\)) dz = (p|(Fv)') . o

REMARQUE 2 Le calcul dans le cas général v € M™°4 (R") peut souvent étre effectué en
utilisant une suite (fy),.y de fonctions sur R” telle que f - v € M° (R") et v = limy, fj, - v dans
S (R™)" . On a alors

/eA dv (\) = ._7-1 (limg fi - v) = limy [F (fi - v)]" dans S (R™)’
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EXEMPLE 2 En particulier

-1 a1 _
0=F1l=FAgn = / e? A )\ dans S (R™) .

n

Attention, cette formule semble avoir un sens dans M (R") | mais I’application e, n’est pas
scalairement A-intégrable dans la semi-dualité (K (R™)| M (R™)) , car il existe des fonctions
v € K (R") telles que Fp ne soit pas A-intégrable.

EXERCICE 1 Montrer que les applications
Ar—(ey), et Ar—sin(2r-Aey)- e, :R” — S (R

sont Agn-intégrables dans S (R") et que

—1 i
f-e—27r.1doy :/ (e)\)y d\ = 6y ,

.7-"sin(27r-idoy):/ sin(27r-)\oy)-eAd)\:2—Z,(6_y—6y) .

n

EXERCICE 2 Montrer que I'application
A— A% ey R" — S (R
est Agn-intégrable dans S (R") et que

-1
fida:/ A¥cexdh = 3% .

EXERCICE 3 Montrer que
-1 1 1 1
flR+ :/IR+€)\d)\:§6—2—mPP(E)
1

-1 1 1

dans S(R)" (cf. 4.8, exercices 2 et 3).
En particulier

et

-1 1 1
Fsignum = [ signum (\) - ey d\ = —— - PP (Ti) ,

R e 1

ainsi que
/cos(27r-)\-id) d)\zl-(? et /sin(27r-)\-id) d)\:i - PP (l)
R 2 R 2m id
dans S (R)" .

EXERCICE 4 Montrer que la condition v € M™°4 (R") est nécessaire pour que I’application
e, soit v-intégrable dans S (R*)" .
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4.11 Espaces de Sobolev

THEOREME (de Plancherel) La transformation de Fourier F : S (R*) — S (R")" in-
duit une application unitaire

F:L*(R") — L*(R") .

Pour tout v € S (R™) , le théoréme 4.9 et le lemme 4.10 montrent que
2

-1 1 -1 1
'fv = | Fy-Frydr= fv-fvdkz/v-vdkz I
2
—1
donc que F : (S (R™), [||l) — (S (R™),||-]|,) est une isométrie surjective. Mais en identifiant

(S (R™), |I-]l,), = L2 (R")], avec L2 (R") , I'adjointe (f) - L2 (R") — L2 (R") (cf. 3.17) est

aussi une isométrie surjective, donc une application unitaire. Il suffit alors de considérer les
diagrammes commutatifs suivants

SR = (SE&"),]-[l)

L

Fooq 1
SERY = (SERY, [,

et
L2 (R") — S(R"

CREEIC

12(R") — S(R")

1\ * -1 T
) (P
L2 (R™)

REMARQUE La premiére partie de la démonstration montre que
F (SR, -lly) — (SR, [,

pour pouvoir conclure : on a

est une isométrie surjective, donc qu’elle se prolonge de maniére unique en une application

unitaire dans L? (R") . La seconde partie de la démonstration est nécessaire pour prouver que
. . . . !/

ce prolongement est induit par la transformation de Fourier dans S (R")" .
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DEFINITION 1 Nous désignerons par L2, (R™) Pensemble des fonctions f € Li _ (R")
telles que

/ |f| - d\ < oo
(id)

pour un certain £ € N . On dit qu’elles sont & croissance quadratique modérée .

Rappelons que les fonctions a croissance modérées ont été définies dans ’exemple 4.3.3.

LEMME Ona
L (R") C L (R") = | J L (R", (i) ™)
keN
et

f-geLl ((R™) pourtout f,g € L2 4 (R") .

mod mod

En particulier

L oa (R") C Liyq (R)

mod

La premiere partie est évidente. Quant a la derniere assertion, on a

-l NS AN
/ i P S (/ (id>kd)\> (/ (id>kd)\> =

si k est assez grand.

DEFINITION 2 Pour tout s € R, on dit que ’espace de Hilbert

-1

HO (R™) == F (L (R", (id)")) ,

muni du produit scalaire transporté, est I’espace de Sobolev d’ordre s sur R™ . La norme associée
est donc

1€112,0) = 1€l gays -
On pose
(%) (R") = ﬂ H) (R™) et H () (R™) := U HE (R") .

seR seR

La suite (H (R"))S r de sous-espaces vectoriels de S (R™)" est évidemment croissante, on
a

HO (R") = L* (R")
par le théoreme de Plancherel, et
-1
H (RY) = F (ﬂ L*(R", <id>5>> :
seR

ainsi que

HE®) (R?) = F (L2,q (RY))
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par le lemme. L’exemple 3.8.2 montre que L? (R, (id) ) est le semi-dual fort de L? (R", (id)*) ,
donc que

H (R = HED (R .

PROPOSITION

(i) D (R") est dense dans H'® (R™) pour tout s € R .

(ii) Sim € N, alors H™ (R") est ’ensemble des & € L?(R™) tels que, pour tout o € N™
satisfaisant a ||, < m , la dérivée 0*E au sens des distributions appartienne o L? (R™) , i.e.

H (RY) = {€ € L* (R") | 9°¢ € L* (R") si |al, <m} .
En outre

Hf“;,(m) = Z Ca ||@QH§

laf;<m

pour certaines constantes c, € R7 .

Démonstration de (i) Comme (id)* € Li_(R") , on a L?(R", (id)*) = L2 ({(id)* - \) .

en déduit que K (R") est dense dans L? (R”, (id)®) par le lemme 4.2, donc aussi D( ") par le
théoréme 4.3.i, et par suite S (R™) . Ceci montre que S (R") est dense dans H® (R") , donc
aussi D (R™) par le théoréme 4.3.ii.

Démonstration de (ii) Remarquons tout d’abord que pour tout 3 € N” tel que ||, < m
on a }idﬁ}2 < |id|2|ﬁ|1 < (id)™ et que

-5 (1) (&) - p o

loo;<m

pour certaines constantes ¢, € R ; ainsi

/}ldﬁ Fe|* dx < /|]—“§| ()™ dr= Y ca- / lid* - Fe? dX .

laf;<m

Ceci montre que & € H™ (R") , i.e. F€ € L2 (R", (id)™) , est équivalent &

Po¢ = F (id”-F¢) € F (L*(R™)) = L* (R")

pour tous ces (3 . Dans ce cas on obtient

€12 /|f£| Gy = 3 o /|1da FePdA= Y o |92 . o

laf; <m o], <m

Cette proposition nous permet de poser la

DEFINITION 3 Soient X un ouvert de R™ et m € N . On dit que
H™ (X) ={¢ e L*(X) | 0" € L*(X) si |a], <m}
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est 'espace de Sobolev d’ordre m sur X . Pour simplifier, on munit cet espace de la norme, et
du produit scalaire correspondant, défini par

€05y = D 1975 -

|a|1<m

On vérifie facilement que c’est un espace de Hilbert et que, dans le cas X = R" | cette
nouvelle norme est équivalente & ’ancienne.

DEFINITION 4 On désigne par H(™? (X) I’adhérence de D (X) dans H™ (X) .
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4.12 Convolution des fonctions et des distributions

THEOREME (de Young) Soient p.q € [1,00] tels que ; 14 l > 1. Pour tout f € L? (R")
et g € L1 (R") , la fonction f(x — o) - g est intégrable pour presque tous les x € R™ |

*g—/fo— (v) dy € L' (R")

s’appelle le produit de convolution de f et g et, en posant % =1- L

11 ona
p q

LP(R") « LY (R") c L"(R") et || f=*gll, <Ifll,- llgll,
On a

frg=gx*f.
Certains cas particuliers sont importants

(i) Si ;1) —I—é =1,i4.e r =00, lafonction f(x —-)-g est intégrable pour tous les v € R™ ,
donc f * g est partout définie et

L? (R") « LY (R") c L= (R") et [|f*gll <IfIl,- llgll,
Si en plus p,q € |1,00] , alors

L7 (R") + L (R") C C° (R") .
En outre
L*(R")+L'(R") CL*R") , [If*glle <Ifll-llglly

C(k),b (Rn) % Ll (Rn) C C(k),b (Rn)
et
0% (f*g)=(0°f)xg pour tout f € CH*(R"™) et g € L' (R") .

(ii) Sip=q=1,ier =1, la fonction f(x — ) g est intégrable pour presque tous les
zeR™, ona

L' (R") +L'(R") c L' (R") et |[f =gl <[l lgll, -

Muni du produit de convolution L' (R™) est une algébre commutative et, pour tout f,q €
L' (R") , ona

F(fxg)=Ff-Fg.

La démonstration se fait en plusieurs étapes. On démontre tout d’abord (i), qui correspond
au cas r = oo , puis (ii). Ces démonstrations sont laissées en exercice. Pour (ii) utiliser la
formule du changement de variables et les théorémes de Tonelli et Fubini. Par exemple on a

F(frg) () = [ e ( [16e-050 dy) i =

N // e 2MNCE) L f (2) - g (y) dzdy = Ff (A) - Fg () .
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Si p = 00 ou ¢ = o0, on a nécessairement r = 0o . Nous pouvons donc supposer que
p,q,r € [1,00[ . Grace a l'inégalité de Holder généralisée (exercice 1 ci-dessous) et (ii), pour
presque tous les © € R™ , on a

1]z = o) - g, = '

1 1_1

(15 @ —o)-1a)” - (1P =) - (19| <

X
1

1_1 1_1
p T T

<117 @ = ©) - Igl”

i o)

11

q
1 1

3=

= A Nl - (1P < 19l” (@) < o0,
ie.
(Fx9) @) < (11 1gl) @) <A1 Nl # - (177 1ol (@)

puis

£+ gll; = || (11 19"

<A gty 1+ gl

<
1
<A lgllg™ - WA - Mgy = A1, - gllg - o

EXERCICE 1 (Inégalité de Holder généralisée) Soient u une intégrale de Radon sur X
et (@), , CRy tel que Y77 a; = 1. Pour toute suite (f3);=1,. n de fonctions >0, on a

.....
n

I1s

Jj=1

n
< LI
1 J=l

en ayant posé oo® =1 .

EXERCICE 2

(a)  Montrer que pour toute intégrale de Radon u et tout p € [1,00] , on a
L7 (u) C LY (p) + L% ()

(b) Soient p,q € [1,00] tels que ;l) +2>lett:=1- Il) -
applications évidemment bilinéaires gloqbalement continues

(fi9) — fxyg

é . Par bilinéarité on définit des

entre les espaces suivants :
[Ll (R™) + L” (R")} X [Ll (R™) + L4 (R”)} — L' (R") + LY (R™) + L* (R") + L™ (R™") ,
L' (R*) x [L'(R") + L™ (R")] — L' (R") + L™ (R") ,
[L'(R") + L* (R")] x [L"(R") + L*(R*)] — L' (R") + L* (R") + C° (R")
et
[L' (R") NL? (R")] x [L! (R") NL? (R")] — L' (R*) N L2 (R") .

La norme des espaces en question est définie dans les exemples 2.1.7 et 2.10.6 pour la somme
et la définition 2.4.2 pour l'intersection.
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REMARQUE 1 Si f, g satisfont aux hypotheses du théoréeme de Young, la fonction
Rn—>M(Rn) :y|—>f(y)-gy-)\Rn
est Agn-intégrable dans M (R") et

/f<y>-gy-ARndy=<f*g>-ARn.

C’est immédiat par définition (cf. définition 3.12.3 et proposition 3.12) car si s € [1, 00[ est
telquel+l=1 on a

[15w) - teladl v < [ 1l @ (/ £y Iglﬂf—)dy)daféllsoHs'Hf*gHr,

@ — |||, est une semi-norme continue sur K (R") et

/f (e lgy) dy—/@(év)-(/f(y)-g(m—y) dy) dr=(p[f*g-Ae) . 0O

REMARQUE 2 Si f € L' (R") + L* (R") , alors pour tout ¢,7 € S (R") , on a
(ol f)y = (4" x| f) .

En effet les théorémes de Tonelli et Fubini montrent que

(ol f) = / (/¢ (z—y )d$:/(/m¢(l‘—y)dx)-f(y)dy:
/(/¢m— )dﬂf)-f(y)dy=<¢**so|f>- .

REMARQUE 3 Pour tout ¢,9 € S(R™) , on a (p*1)" = p*xp™ .

En effet pour tout x € R , on a

<¢*w>*<x>=/w<—x—y>-w<y> dy:/so<—x+y>-w<—y>dy=¢*w*<x> .

DEFINITION 1 On désigne par M™P (R") le sous-espace vectoriel des intégrales de Radon

posur R™ | dites a décroissance rapide , telles que, pour tout £ € N | la fonction (id>k soit
- 1ntegrable De méme soit Ly, (R") le sous-espace vectoriel de L' (R") formé des fonctions f

telles que, pour tout k € N on ait (id)* - f € L' (R") et

(k) decl (R) : {f cck R") | 9°f € Lrap (R™) pour tout a € N" tel que |af; < k:} .

Ces remarques vont nous permettre de donner une premieére généralisation de la convolution
en tenant compte du lemme 3.12.iii. Mais tout d’abord encore un peu de technique.

LEMME
(i) Pourtouty e R" etk € N, ona

pe (¥,) < 25 ()" p (¥)
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(ii) Sip e M™P(R™) , il existe une fonction s.c.i. p > 1 telle que
(id)*
p

<oo et /pd|,u|<oo.

(o)

(iii) Les applications bilinéaires

CEIP(R") x S (R") — S (R™) : (g,) — g~ ¥
et

COMP(RY) x S(R*) — S(R™) : (g,v) — g v

sont séparément continues.

Démonstration de (i) En effet grace au lemme 2.1 il vient

(@) - 0% (z —y)| =

. k o
Dk (¢y) = MaX|q|, <k ’(1d> -0 zﬂyHOO = MaX|q|, <k SUD,cRn

= maX|a|1<k SupzeRn

@ +y)*- 07 ()] <

k k
<27 (y)" - maxa|, <k SUPepn

(@) 0% (@) = 2 ()" e () -
Démonstration de (ii) Nous pouvons supposer que p est positive et il suffit de définir

Il - Gi)*

= Su — .
P g ) dp

On a évidemment p > 1 (prendre kK =0 ) et

(id) 2 [ (id) d'u<oo.
p el
D’autre part
’ ] - i)' < - Gd)’
d:su/maxzm_—dgsu/ ————— | du <
/PN Pk ( 1=0,....k 12’-f(id>ld,u> 1% Pk (;2l-f(id>ld,u> 1%

<« |l

<Supk27 =2 |pll < oo
1=0

Ceci montre en particulier que p est presque partout finie. Est-ce que p est croissante ?
Démonstration de (iii) Remarquons que C(*)* (R") C Ct(g;)p (R™) . La démonstration est
identique a celle du lemme 4.5.

COROLLAIRE Soient € M™ (R") , v € §(R") et € S(R") .

(i)  La fonction
Ve : R" — S(R™) 1y +— v,
est v-intégrable dans S (R™)" ; on dit que

u*vrz/vydu(y)
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est la convolution de pu par v .
(ii) La fonction

Y, :R* — S(R") 1y — ¢,
est p-intégrable dans S (R™) et on a

(/¢ dp(y )-Aanu*(¢-ARn) :

u*¢:=/¢ydu(y)

On écrit

et, si f €Ll (1)

(f - Awn) #00 = 5
(iii) On a

(plpxv) = {u" *plv)
0% (u*v) =p*x0% pour tout o € N™ |
et, si f € Ck)dec (R
0 ((f - ARn) * 1/) = (0°f - Agn) x v pour tout o € N" tel que |af; <k
(iv) La fonction
e_o: R — COM(RY) 1y — e,

est p-intégrable dans C(>)* (R™) et on a

Fp= /e—ydu (v) .
ainst que

Fluxv)=Fu-Fv.
(v)  La fonction

(7)ol v) v — (W), v) = (¢ (z —0)|v)
est tempérée, elle est égale a la distribution v x v et on a
0% (Y *v)=0%*v=1yx*(0%) pour tout « € N* .

En particulier si v € M™4 (R"™) |, alors
viv(e) = [o@-y) driy) .

Démonstration de (i) En effet il existe & € N tel que |[(¢|u)| < ¢ - pr(p) pour tout
v € §(R™); grace au lemme (i) il vient alors

Jitelwdl dn) = [1(e ] dut) <c- [ o) duto) <
<2.c. (/W du) () |

ce qui prouve l'intégrabilté (cf. définition 3.12.3 et proposition 3.12).
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Démonstration de (ii) Avec les notation du lemme (ii), 'inégalité

pk( Oy ) <2 pi (¥) - ) <2 pp () - ()

p(y) p(y) P e

(o)

montre que % tend vers 0 & l'infini.

Pour tout K € K(R™) , I'image 9, (K) C S (R") est une partie compacte de S (R™) ,
puisque v, est continue (lemme 4.6 étendu a S (R™) ), donc ¢s (¢, (K)) est compacte par
I’exercice 3.9.2.b et elle contient % (K) puisque p > 1 . L’exercice 3.9.3 montre alors que %
est contenue dans une partie convexe compacte de S (R™) . Mais comme p est p-intégrable et

Y
¢<> =p- 70 )
la remarque 3.12.5 fait a propos du théoréeme 3.12.i finit de prouver que 1, est p-intégrable

dans S (R") .
Puisque P'injection canonique S (R") — S (R™)' est continue, le lemme 3.12.iii montre alors
que
(/%du(y)) - Agn z/wy-ARndu(y)Z/(¢-ARn)y dp (y) = p* (P - Agn) .

Etant donné f € L. _(R") , pour tout z € R , on a

[, ) >>=

=/f<y>-w<x—y> dy=f*d(a) ,
done (f - Agn) x 0 = fx1) .

Démonstration de (iii) Pour tout ¢ € S (R™) , on a

(elusv) = [t duw) = [(o v} dut) = [ (o,]v) dibw) =

=/<V}90y> dji (y) = <V T (y)> =</90de* (¥)

et (lemme 3.12.iii)
0% (u*xv)=0" (/Vyd,u ) /8“ vy) dp(y

- /(8ay)y du (y) = px 0%
Si f € C®decl (R7) et v € N™ est tel que |af, <k , alors
(ol (- A+ v) ) = (“) - ((f - dn) 5 (0°0) 0) = (=1) - (0% (%) = | ) =

= ((07f)" * ol ) = (] (O%f) = p) -

Démonstration de (iv) Pour tout o € N*  ona @%e_, = (—1)lh -y“-e_, et un raisonnement
comme dans (i) montre que e_, est u-intégrable dans C(*)* (R”) . Comme l'injection canonique

rap (

(7 2w+ ) ( <

V>=<u*w|V>-
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C(®)b (R™) < S (R")" est continue,

/e—y du(y) = Fp

par la proposition 4.10. Utilisant le lemme 3.12.iii et le lemme (iii) ci-dessus, on en déduit que

F(p*v) Zf(/vydu(y)) Z/fvydu(y) Z/e—y-fvdu(y) =

(Jesi) 770 70

Démonstration de (v) Puisque ¢" o = p*¢" = [¢(y) - ("), dy dans S (R") par (ii),
on obtient

(elv ) = @ < plvh = [0 (), |v) dy = (0@ (@)I) |

ce qui montre que ¥ xv = ((¢0"),| v) . Il nous reste a prouver que ( ("), |v) € Ct(g;)p (R™) . Mais
la remarque 4.8.1 nous permet, pour tout y € R" et j =1,...,n , de calculer
8]-1/> .

limao 3+ [{ @ yne, |7) = (@), V)] = (8 ), v) = = (@),
On a donc ((¢*),|v) € C) (R™) par récurrence et
O ("), | v) = (=1)*h - (%), | )
D’autre part, il existe par la continuité de 0%v sur S (R™) un m € N tel que, en utilisant le
lemme (i), on ait

(@), omv)| <om ((0),) <27 )™ o (47)
et par suite
[(0) ™ 0 (W) | W), < 2™ pm (%) < 00 .

La derniére formule est évidente, puisque

¢w<x>=<<w*>m|v>=/<w*>z<y>dv<y>= be—y) dr(y) . o

REMARQUE 4 Dans la démonstration ci-dessus (ii) nous avons utilisé la commutativité de
la convolution dans S (R") pour montrer que 1" xp = [ (¢"),-¢ (y) dy dans S (R") . Ce résultat
se généralise au cas d'un groupe localement compact non-commutatif non-nécessairement uni-
modulaire en introduisant I'intégrale de Haar a droite! Il serait également nécessaire de définir
VK.

REMARQUE 5 Nous aurions pu définir p* v par la premiére formule de (iii) en remarquant
que 'on peut définir directement p * ¢ par

uw(m)z/w(:ﬂ—y) du(y) pour tout z € R",

en vérifiant que pu* p € S (R™) , puis en montrant que
pro:S(R") — S(R") :pr— pxgp

est continue.
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En effet pour tout £ € N, grace au lemme 2.1 il vient

pr ({1 % ) = max|a| <k

0 [ptia— dut)| <

o)

|G- 0% (% )| = maxiay <u

k
< 27 - maxja| <k

[ =it 0% 6a-y) - )" d <y>H <

(o)

L (fora) -

q A ([ d) s o) - o

<id>k+ |5]+1 . 8

Gt g -

k
<2 - MaX ||, <k

<2k

Ces inégalités montrent également que le produit de convolution
S(R") x S(R") — SR") : (¢, ¥) — p* ¢

est une application bilinéaire (globalement) continue.

REMARQUE 6 La démonstration de (iv) peut aussi se faire sans utiliser (ii), mais en expri-
mant le produit de convolution 9" * ¢ comme une limite de sommes de Riemann dans S (R") .
Il me semble toutefois plus naturel d’introduire 'intégration vectorielle.

Nous pouvons maintenant donner une seconde généralisation de la convolution :

DEFINITION 2 On dit qu'une distribution p € S (R") est & décroissance rapide si, pour
tout p € S(R") ,onaxp € S(R™) . On désigne par S (]R”);ap I’ensemble de ces distributions.

Pour tout v € S (R")" , on définit alors le produit de convolution de u et v par

(blpxv) = (" *p)|v) .

COROLLAIRE Soient pe S(R*) _etveS(RY) .

rap

(i) Onap eSR"),, pxveSR" et

supp p x v C suppp + suppv .
(ii) On a M (R"*) C S (R")!

rap

(iii) La transformation de Fourier F est une bijection de S (]R”);ap sur Ct(g;)p(R”) telle que
Flpxv)=Fp-Fuv.

Démonstration de (i) Pour tout v € S (R") , on a

(Y[ p) = (") p) = (v x| p) = (Y x| p) = (7| (V" % p)") ,
donc ¢ x p* = (" * p)* € S(R™) , ce qui montre que p* € S (]R”);ap .
L’application ¢ — 9% p : S (R") — S (R™) est continue par le théoréme du graphe fermé
3.14, car si (V) ,en €t (Vg * p)ren tendent respectivement vers 9 et 171 dans S (R") , pour tout
y €R", ona

0 () = gy p () = i ( (u7), | 0) = (@), ) =050 (¥) |

Claude Portenier ESPACES DE DISTRIBUTIONS 287



4.12 Convolution des fonctions et des distributions

donc QZ = 1) * p . On en déduit évidemment que p *x v € S (R")" . La formule sur les supports
est laissée en exercice.

Démonstration de (ii) Cette assertion est aussi laissée en exercice.
Démonstration de (iii) Comme F est une bijection de S (R") sur S (R") et que, pour tout
vye SR ,onay-Fp=2F (._7-17 *p) € S(R™) grace au corollaire (iv), 'exercice 4.8.1
montre que Fp € Ct(;fl)p(R”) . Réciproquement, si g € Ct(g;)p(R”) , pour tout ¥ € S(R™) , on a
P * ._7-19 = ._7-1(.7:¢ -g) € S(R™) , donc ._7-19 € S(R")_ . On a alors

y> -

o) = (P

-1
M*V>=<fv*u*

= (v Fu|Fv) = (7| Fu- Fv) = ()| Fp-Fv) . o

<v|f<uw>>=<3-%

EXEMPLE On peut montrer que toute distribution p & support compact , ie. p € £ (R™)",
est a décroissance rapide. On a donc

ER") — S(R"),

rap ’
et la fonction tempérée Fu est donnée par
Fulo) = <X_627ri-ido<>
pour tout xy € S (R") telle que x - = p .
En particulier, pour tout x € R", on a

)

O ¥V =1, .

EXERCICE 3 On dit que

—1
H:L*(R) — L*(R) : £ — —mi - F (signum - F¢)
est la transformation de Hilbert .

(a) Montrer que, pour tout £ € L? (R) , 'application y — & (y) - PP (%)y est A\g-intégrable

dans S (R)' et que
1 1
Hﬁz/ﬁ(y)-PP(ﬁ)ydyz:f*PP(ﬁ) .

Calculer Hy ponctuellement pour tout ¢ € S (R) , puis (H, |5(R))T : L% (R) — S (R) de
deux maniéres différentes.

(b) Montrer que, pour tout £ € L?(R) , on a

HE =l [ £ W iy = tm, o, I )
{lid—y/ze} 1d —Y {i=et Y

(c) Montrer que, pour tout f € L' (R) tel que Ff € L' (R) , on a

=t [ S0y, [ )
e {ly>e} Y

dy dans L*(R) .

dy ponctuellement .
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(d) Montrer que pour tout ¢, € D(R) , on a

(el 110) =t [ [ 22) V1Y) gy
|z—y|>e r—Yy

REMARQUE 7 La transformation de Hilbert est donc définie par le noyau
2 €D (R xR) MR xR)

tel que
H:D(R)— K(R) — M(R) = D(R) : ¢ — Hi

soit donné par

(o H) = (0 9| >—hmH)+//| |>%y()dxdy
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