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Kapitel 1

GRUNDLAGEN DER TOPOLOGIE

Es werden die wichtigsten topologischen Begriffe, die in der Vorlesung gebraucht werden,
zusammengestellt. Manche Beweise aus Analysis, Kapitel 10, kann man fast wortwortlich
iibernehmen.

Offene und abgeschlossene Mengen

DEFINITION Sei X eine Menge. Eine Teilmenge ¥ der Potenzmenge 3 (X) von X heifit
eine Topologie auf X | falls gilt :

(T1)  Ist § eine Familie von Mengen aus T , so ist (Jye; O € T .
(T2)  Ist € eine endliche Familie von Mengen aus T , soist (], _, O €T .

(X, %) heiBt dann topologischer Raum . Fine Menge O C X heifit offen , falls O € ¥ ist.
Eine Menge A C X heifit abgeschlossen , falls CA := X \ A offen ist. Statt (X,T) schreibt man
hiufig nur X .

BEISPIEL Seien X ein metrischer Raum mit Metrik d und fiir x € X , e >0
B.(z):={y € X |d(z,y) <e} und Du(z):={y€X|d(zy) <e} .
Durch
T:={0OC X |Vx €O Je>0mit B (x) C O}

ist eine Topologie auf X definiert (siche Satz 10.12). In diesem Sinne ist jedem metrischen
Raum ein topologischer Raum zugeordnet.

DEFINITION Ein topologischer Raum heifit metrisierbar , wenn seine Topologie durch
eine Metrik definiert werden kann.
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TOPOLOGIE

BEISPIEL Sei X ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X . Durch
Ty :{OﬂY|O€T}

ist eine Topologie auf Y definiert, die sogenannte induzierte Topologie .
Ist X ein metrischer Raum, so ist ¥y gleich der Topologie, die von der auf Y induzierten
Metrik erzeugt wird (siehe Aufgabe 10.12).

DEFINITION Fiir A C X definiert man A° , das Innere von A , durch

A° = U O .

O offen,C A

Ein Element x € A heift innerer Punkt von A , falls eine offene Menge O existiert mit = €
O C A . Ist z ein innerer Punkt von A | so nennt man A eine Umgebung von x . Durch

A= ﬂ F

F abgeschlossen,DA

ist der Abschluff von A definiert.

Die Menge A° ist die groite offene Menge, die in A enthalten ist. Die Menge der inneren
Punkte von A ist gerade A° . Die Menge A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthélt.

BEISPIEL Seien X ein metrischer Raum, x € X und € > 0. Die Mengen B, (z) und D, (z)
sind eine abgeschlossene bzw. eine offene Umgebung von x . Sie werden abgeschlossene bzw.
offene Kugel mit Zentrum x und Radius € genannt. Es gilt

D.(z) C B:(x) und D.(x)C B.(z)° .

Diese Inklusionen sind i.a. echt.

SATZ Fiir Teilmengen A, B eines topologischen Raumes X gilt :

(i) A offen <— A°=A

(i) A abgeschlossen <— A=A
(iii) A°NB° = (ANB)

(i) AUB—AUB

(v) A°UB°cC(AUB)°

(i) AABCANE

(vii) X NA°=X A

(viti) X N A= (X ~ A)°

Siehe die Aufgaben in 10.16 (franzosische Fassung).
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TOPOLOGIE
Stetigkeit

DEFINITION Seien X, Y topologische Rdume. Eine Funktion f : X — Y heif}t stetig in
xz € X , falls zu jeder offenen Menge O in Y mit f (x) € O eine offene Menge U in X mit z € U
und f(U) C O existiert.

Die Funktion f heifit stetig , falls f stetig in jedem z € X ist.

HAUPTSATZ Seine X,Y topologische Rdaume. Fiir eine Funktion f : X — Y sind
folgende Aussagen dquivalent :

(i) f ist stetig.

(ii)  f~1(O) ist offen fiir alle offenen Mengen O in'Y .

(iii) f~'(F) ist abgeschlossen fiir alle abgeschlossenen Mengen F in'Y .

(iv) f (Z) C f(A) fir alle Mengen A C X .

Siehe Satz 10.16. Nur die Aquivalenz mit Aussage (iv) wurde nicht bewiesen.
(iii) = (iv) Ist AC X ,soist f! (f (A)) abgeschlossen und f~! (f (A)) D fHf(A) D
A . Daraus folgt f~! (f (A)) > A und somit f (4) C f (f—1 (f (A))) c f(A).

(iv) = (iii)  Sei F in Y abgeschlossen. Fiir A := f~ (F) gilt dann f (A) C f(A) C F =F
und somit A C f~'(F)=ACA,dh A= Aoder f~!(F) ist abgeschlossen. ¢

BEISPIEL Sei X ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X , versehen mit der
induzierten Topologie. Dann ist die kanonische Injektion ¥ — X stetig.

SATZ Sind die Funktionen f: X — Y und g: Y — Z stetig, so ist die Funktion
h=gof:X Ty 2z
stetig.

Dieser Satz wurde nicht topologisch bewiesen (siehe Hauptsatz 7.3). Der Beweis ist aber
ganz einfach.

Konvergenz

DEFINITION Eine Folge (74),.y in X heifit konvergent gegen x € X , wenn zu jeder
offenen Menge U mit x € U ein N € N existiert, so daf3 gilt

rpeU firallek > N .

BEISPIEL Sei X ein metrischer Raum. Eine Folge (z),.y in X konvergiert genau dann
beziiglich der kanonischen Topologie gegen © € X , wenn sie beziiglich der Metrik gegen z
konvergiert.

SATZ Seien X,Y topologische Riume. FEs gilt :

(i)  Ist eine Funktion f : X — Y stetig in x € X und eine Folge (z1),cy gegen x konvergent,
so konvergiert die Folge (f (xx)),cn gegen f(x) .
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TOPOLOGIE
(i) Sei A C X undx € X . Emistiert eine Folge (x),.y C A , die gegen x konvergiert, so
istxr e A .

Wir erinnern daran, daf§ die Umkehrungen obiger Aussagen im folgenden Fall richtig sind :
HAUPTSATZ Seien X,Y topologische Riume und X metrisierbar.

(i) Seix € X . Eine Funktion f : X — Y st genau dann stetig in = , falls fiir jede gegen
x konvergente Folge (xy),cy die Folge (f (xx)),en gegen f(x) konvergiert.

(ii) Fir AC X und x € X ist genau dann x € A , falls eine Folge (7k)pey C A emistiert, die
gegen x konvergiert.

BEMERKUNG In allgemeinen topologischen Riumen it sich Stetigkeit und Abschlufl
nicht durch Folgen charakterisieren. Man braucht dafiir die “verallgemeinerten Folgen” : die
Netze oder die Filter.

Hausdorfiraume

DEFINITION Ein topologischer Raum X heifit Hausdorffraum , wenn fiir alle x,y € X
mit x # y offene Mengen O,U mit z € O , y € U und O NU = () existieren.

Insbesondere ist in einem Hausdorffraum jede einpunktige Menge abgeschlossen.
BEISPIEL Jeder metrische Raum ist ein Hausdorffraum.
DEFINITION Eine Menge A in einem topologischen Raum X heiit dicht , wenn A = X .
HAUPTSATZ Seien X,Y Hausdorffraiume und A eine dichte Menge in X .

(i) Sind f,g: X — Y stetige Abbildungen mit fla = gja , soist f =g .
(i) Ist f: X — Y stetig mit dichtem Bild, so ist f (A) dicht in'Y .
Beweis von (i). Man beweist, dafl die Menge {f = g} abgeschlossen ist und A enthélt.

Beweis von (ii).  Nach Hauptsatz 2 gilt

also

Kompakte Riume

DEFINITION  Sei X ein Hausdorffraum. Eine Menge K C X heifit kompakt , wenn jede
offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Ist X kompakt, so heifit X
ein kompakter Raum .

BEISPIEL Ist X ein metrischer Raum, so ist K C X genau dann kompakt, falls jede Folge
in K eine konvergente Teilfolge besitzt (siche Hauptsatz 10.17).
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TOPOLOGIE

HAUPTSATZ Seien X,Y Hausdorffraume.

(i) Ist f: X —Y stetig und K C X kompakt, so ist f(K) kompakt.
(i) Ist K C X kompakt, so ist K abgeschlossen.
(i) Ist AC K C X , A abgeschlossen und K kompakt, so ist A kompakt.

Beweis von (i). Hauptsatz 10.19.

Beweis von (ii).  Der Beweis von Korollar 10.17 geht iiber Folgen. Sei z € X ~\ K . Da X
ein Hausdorffraum ist, existieren fiir jedes y € K offene Umgebungen U, von y und V, von
zmit U, NV, =0 . Weil (Uy)yeK eine offene Uberdeckung von K ist, gibt es eine endliche
Teilmenge £ C K , so daf} (U,) yep Doch eine Uberdeckung von K ist. Dann ist V := ﬂye 2V
eine Umgebung von z , die | J ver Uy s also auch K nicht trifft. Dies zeigt, dal X ~. K offen ist.

Beweis von (iii). Da X N A offen ist, ist genau dann U eine offene Uberdeckung von A , wenn
UU{X \ A} eine offene Uberdeckung von K ist. [

KOROLLAR Genau dann ist eine Teilmenge K C X kompakt, wenn K bzgl. der induzier-
ten Topologie ein kompakter Raum ist.

Siehe Aufgabe 10.17.4 (franzosische Fassung).
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Kapitel 2

GRUNDLAGEN DER

INTEGRATIONSTHEORIE

Sei X ein topologischer Hausdorffraum.

Hier werden die wichtigsten Definitionen und Sitze aus Analysis, Kapitel 14 bis 17 zusam-
mengefafit.

N.u.h. Funktionen

DEFINITION Eine Funktion f : X — R heiit nach unten halbstetig (n.u.h.) auf X | falls
fiir alle v € R die Menge {f > v} offen ist.
Wir bezeichnen mit SK (X) die Menge aller n.u.h. Funktionen

S:X—>H§::RU{OO} ,
fiir die eine kompakte Teilmenge K C X mit
s 20 auferhalb von K

existiert.
Sei K (X) die Menge aller reellen, stetigen Funktionen ¢ auf X | fiir die eine kompakte
Teilmenge K C X mit

¢ =0 aullerhalb von K

existiert.
X heilt lokal kompakt , wenn jeder Punkt in X eine kompakte Umgebung besitzt.
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INTEGRATIONSTHEORIE

Radon-Integrale
DEFINITION Ein lineares Funktional p : SK(X) — R heifit Radon-Integral auf X |, falls
es requldr ist, d.h. falls fiir alle s € SKC (X)) gilt

p(s) = SUDiesic(x),—t<s —H (t)

Eine Linearform 7 auf I (X)) heifit positiv , wenn 7 () > 0 fiir alle ¢ € K, (X) gilt.

HAUPTSATZ Sei X ein topologischer Raum.

(i)  Sind p ein Radon-Integral auf X und F eine nicht leere und nach oben gerichtete Familie
aus SK (X)) , dann gilt die Bourbaki-Eigenschaft

p(sup F) = sup,er p(s) -

(ii) Ist X ein lokal kompakter Raum, dann besitzt jede positive Linearform 7 auf IC (X)) eine
eindeutige Fortsetzung p auf SK (X)) zu einem Radon-Integral.

BEISPIEL Ist X eine offene Teilmenge von R™ | so kann man also fiir ¢ € K (X)) definieren

/Xgo:: /b ( (/aingo(:vl,...,:vn) d:vn)...) dry

mit a;,b; e Rftir 5 =1,...,n, so dafl

supp ¢ C H laj, bj] .

J=1

Dies hingt nicht von der Wahl der a;, b; ab.
Man kann zeigen (vgl. Analysis, Hauptsatz 14.7), dal man die Reihenfolge der Integrationen
vertauschen kann.

Die Abbildung
Txi/C(X)—>R:¢|—>/ ©
X

ist eine positive Linearform.

DEFINITION Man bezeichnet mit Ax das zugehorige Radon-Integral auf X . Es heifit
Lebesgue-Integral auf X .

Integrierbarkeit

Im folgenden sei u stets ein Radon-Integral auf X .
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INTEGRATIONSTHEORIE

DEFINITION Fiir jede Funktion f : X — R definiert man ihr Oberintegral durch

/ f dpu = inf s sop ()

/*fdurz—/*(—f)du-
/*fdué/*fdu-

DEFINITION Eine Funktion f: X — R heiit p-integrierbar , falls

und ihr Unterintegral durch

Es gilt

*

—oo</*fd,u:/ fdu < oo

[tau= [ fau= [ s
das Integral von f bzgl. i .

Eine Funktion f : X — C heifit p-integrierbar , falls Re f und Im f p-integrierbar sind.

In diesem Fall nennt man
/fd,u::/Refd,u+i-/Imfd,u

das Integral von f bzgl. i .

ist. In diesem Fall nennt man

SATZ Sei J ein offenes Intervall in R .

(1)  Seien [a,b] ein kompaktes Intervall in J , f eine beschrinkte Funktion auf [a,b] und fo
ihre Fortsetzung durch 0 auferhalb [a,b] . Ist f Riemann-integrierbar, so ist fo Aj-integrierbar,

und es gilt
b
[han=[ 1.

Insbesondere sind alle Funktion in C ([a,b]) und T ([a,b]) durch Fortsetzung mit 0 aufSerhalb
von [a,b] bzgl. \j integrierbar.

(ii) Sei f eine positive , stetige Funktion auf J . Genau dann ist f \j-integrierbar, wenn
das Integral f;ﬁ‘] f konvergent ist. In diesem Fall gilt

sup J b
Jran= [ f s | 1
inf J a

HAUPTSATZ Sei (fi) eine wachsende Folge von Funktionen auf X .
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INTEGRATIONSTHEORIE

(i) Ist f fedp > —oo , dann gilt die Daniell-Eigenschaft

*

[ suwsedn=suw, [ fudu

(ii) Satz von Beppo Levi Sind alle f, p-integrierbare Funktionen, so ist supy fr genau
dann p-integrierbar, wenn

*

Supk/fkd,u<oo oder /Supkfkd,u<oo.

In diesem Fall gilt
/SUPk Jedp = Squ/fk du .

DEFINITION Man bezeichnet mit
L), Le(p) und Lg(p)

die Menge aller Funktionen
f:X—DR bzw. R und C,

die p-integrierbar sind.

KOROLLAR L (i) ist ein involutiver Vektorverband, auf dem [ o dy eine positive Linear-
form ist. Fir alle f € LE (u) gilt

/?duzm und ‘/fdu‘é/lfldu-

Nullmengen

DEFINITION Fiir alle Teilmengen A von X nennen wir

*

p(A) 32/ Ladp

das duflere Maf$ von A bzgl. u .
Eine Menge A heifit p-integrierbar , falls 14 € £ (1) ist. Man nennt dann

1 (A) 32/1Adﬂ

das Mafl von A bzgl. u . Mit J (1) bezeichnen wir die Menge aller u-integrierbaren Mengen.
Eine Menge N heifit p-Nullmenge , falls

N e€J(p) und p(N) =0

ist.
KOROLLAR

(i) Sei (Ny) eine Folge von p-Nullmengen. Ist N C Jyen Ni , 50 ist N eine p-Nullmenge.
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INTEGRATIONSTHEORIE
(ii) Sei f: X — R mit f f du < oo . Dann ist {f = oo} eine p-Nullmenge.
Insbesondere ist { f ¢ R} eine p-Nullmenge, falls [, f dp > —oo und [ f dp < oo .

DEFINITION Sei P eine Aussage, die von z € X abhiingt. Man sagt “P ist u-fast tiberall
(p— f.i. ) wahr”, falls die Menge der x € X |, fiir die P (z) falsch ist, eine p-Nullmenge ist.

Satz von Lebesgue

LEMMA (von Fatou) Sei (f) C RY eine Folge von Funktionen, die eine p-integrierbare
Minorante besitzt. Dann gilt

/ liminfy fr dp < liminfk/ fedu .
HAUPTSATZ (der dominierten Konvergenz von Lebesgue) Sei (fy) eine Folge in

LY (p) oder in L& () , die punktweise u — f.i. gegen eine Funktion f konvergiert. Gibt es
eine p-integrierbare Funktion g , so daf$ fir alle k

\fel <g p-fi

/f duzlimk/fkdu.

Absolut konvergente Integrale

gilt, so ist f p-integrierbar mit

SATZ Seien J ein offenes Intervall in R und f eine stetige Funktion auf J . Genau dann

st f Aj-integrierbar, wenn das Integral fli?,‘] | f| konvergent ist. In diesem Fall ist das Integral

fisup‘] f konvergent, und es gilt

nf J
sup J b
/f d>\J :/ f:hma—>ian+,b—>supJ—/ f .
inf J a

Abhingigkeit von einem Parameter

HAUPTSATZ (Stetigkeit) Seien X,Y metrische Riume, v ein Radon-Integral auf Y ,
f: X xY — C eine Funktion und £ € X . Es existiere eine Umgebung U von & mit

(i) f(x,-):Y — C ist v-integrierbar fiir alle x € U .

(i) f(,y): X — C ist stetig in & fir v-fast alley € Y .

(i) Es gibt eine v-integrierbare Funktion g:Y —— R, , so daf fiir alle x € U gilt :
|f (z,-)| < g v-fast iberall.

Dann ist die Funktion
/f(',y) dV(y):a:'—>/f(:v,-) dv:U — C

i & stetig.

Claude Portenier GRUNDLAGEN FUR DIE FUNKTIONALANALYSIS 13



INTEGRATIONSTHEORIE

HAUPTSATZ (Differenzierbarkeit) Seien J ein Intervall in R ,Y ein metrischer Raum,
v ein Radon-Integral aufY , f: J XY — C und 7 € J . FEs existiere eine Umgebung U von
T miat

(i) f(t,)):Y — C ist v-integrierbar fir allet € U .
(i) f(-,y):J— C ist differenzierbar mit Ableitung O1f (-,y) fir v-fast alley € Y .
(iii) FEs gibt eine v-integrierbare Funktion g : Y — R, , so dafs

sup,ep |OLf (¢, )| < g  v-fast dberall.

Dann ist 01 f (t,-) v-integrierbar fiir alle t € U , und die Funktion

[rem wtyio— [ 1) wiv—c

st in T differenzierbar mit Ableitung

a(/fmwdww)vwi/aﬂn»w.

Mef3barkeit

Mef3bare Mengen und Funktionen
DEFINITION  Wir bezeichnen mit 9 (1) die Menge aller p-mefibaren Mengen ; das sind
die Teilmengen M von X , fiir die

MNAeT(p) firaleAeT(u)

gilt. B
Eine Funktion f: X — R heillt u-mefbar , falls

{f>~veM(u) firaleyeR

gilt. Eine Funktion f : X — C heif3t 97 (x)-mefbar, falls Re f und Im f 9% (;)-meBbar sind.
Die Menge aller dieser Funktionen mit Werten in R bzw. R und C wird mit

M(p) , Mg(p) und Mc(p) .

bezeichnet.
Sei R (X)) die Menge aller kompakten Teilmengen von X . Man sagt, dafl eine Funktion f
auf jedem Kompaktum p-integrierbar ist, wenn fiir alle K € & (X) gilt 1x - f € L (i) .

KOROLLAR Mc (p) ist eine involutive Verbandsalgebra, d.h. fir alle f,g € Mc (1) und
a e C gilt

a'f:f+gvf'gv |f| 7?6/\4@(“) :

Ist f # 0 dberall, dann ist % € Mc (p) , und fir jede Folge (fr) C Mc (un) , die punktweise
konvergent ist, gilt limy, fr, € Mc (u) .

Claude Portenier GRUNDLAGEN FUR DIE FUNKTIONALANALYSIS 14



INTEGRATIONSTHEORIE

Integrierbarkeitskriterium

HAUPTSATZ FEine Funktion f : X — R (oder C ) ist genau dann p-integrierbar, wenn
f p-mefsbar ist und

/|f|d,u<oo oder —oo</fd,u</fd,u<oo

gilt.

Moderate Funktionen

DEFINITION Eine Funktion f heifit pu-moderat , falls eine (wachsende) Folge p-integrier-
barer Mengen (Ay) existiert, so daf§ f auBerhalb von |J Ay verschwindet. Eine Teilmenge A
von X heiflt y-moderat wenn 1,4 p-moderat ist.

SATZ Sei f eine Funktion auf X .

(i)  Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent :
(a) f ist u-moderat.
(b)  Es gibt eine Folge (Gy) von offenen p-integrierbaren Mengen, so daff f auferhalb

von
e
verschwindet.

(¢c) FEs gibt eine Folge (K;) C 8(X) und eine p-Nullmenge N , so dafl f aufSerhalb von

(Ur)un

verschwindet.

(i) Ist f p-moderat und >0 , so gilt

*

/ fdp = supgegx) / I - f dp .

(i) Ist f p-moderat, p-mefbar und [, fdp > —oco , so gilt

[1du=[ tau.

(iv) Ist A eine p-mefibare und p-moderate Teilmenge von X |, so gilt

pr(A) = SUPKer(x),KcA M (K) .

LP-Raume

DEFINITION  Sei p € [1,00] . Fiir jede Funktion f : X — R (oder C ), setzt man

* 1/p
11, = (/ i d#) eR, fallspe[l,o0]
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INTEGRATIONSTHEORIE

und
£l = inf (MR, | |fl < Mpu- fii} €E, .

Man bezeichnet mit £P (1) bzw. L (1) die Menge aller p-mefibaren Funktionen f mit
Werten in R bzw. C , fiir die || f||, < oo gilt. Man sagt, daf f p-fach u-integrierbar bzw.
p-beschrankt ist.

SATZ Seien p,q € [1,00] mit % +% =1 und f,g: X — R (oder C ) . Dann gilt

& la- fll = |al-[|fll, firallea € R (oder C ).
(ii)
1£,=0 > =0 u—fi..
(iii)
fI<lgl p=fi. = |fll, < llgll, -
(i)

fl<Iflle p— foiie.
(v) st || fll, < oo, dann ist f endlich pu— f.i. .
(vi) Holder-Ungleichung :

1f - glly < A1 - llglly -
(vii) Minkowsky-Ungleichung :
I1f+*gll, < £, + llgll, -

(viii) Abzdhlbare Subadditivitdt : Fir jede Folge (fi) von positiven Funktionen gilt

I8 < Xlads -

KOROLLAR  Lf (p) ist ein Vektorraum.

DEFINITION Wir bezeichnen mit N (1) die Menge aller Funktionen f : X — C mit
f =0 pu— f.. und setzen

LE () = Lo (w)/ N (n) -
HAUPTSATZ (von Riesz-Fischer) L% (u) ist mit der p-Norm
1= I,

ein Banachraum. Priziser: Ist ([fi]) eine Cauchy-Folge in LY. (u) , dann existiert eine Teil-
folge o von N und eine Funktion g € LP (u) , so dafs (fa(l)) gegen eine Funktion f € L% ()
punktweise i — f.ii. konvergiert und | fa(l)| < g fiir alle | ist. Fs gilt dann

[f] = limy, [fi] in LE (1) -
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Dichtheitssatz

HAUPTSATZ Ist X lokal kompakt und ist p € [1,00[ , dann ist K¢ (X) dicht in LE (1) |
d.h. fiir jedes f € LY () und jedes € > 0 existiert ¢ € K¢ (X) mit

If—¢lp <e.

DEFINITION Seien J ein Intervall in R und ¢ : J — C . Wir nennen ¢ eine Trep-
penfunktion , falls ein Intervall [a,b] C J existiert, so dafl suppy C [a,b] und Regpyy,,
Im ¢, € 7 ([a,b]) gilt. Wir bezeichnen mit 7¢ (J) der Vektorraum dieser Funktionen.

KOROLLAR  Ist J ein Intervall in R , dann ist Tc (J) dicht in LE (\y) fir allep € [1,00] .

Lokal integrierbare und absolut stetige Funktionen

DEFINITION Eine Funktion f auf X mit Werten in R oder C heifit lokal p-integrierbar |
wenn fiir jedes x € X eine offene Umgebung V' von z existiert, so dal die Funktion 1y - f u-
integrierbar ist. Wir bezeichnen mit £} . (1) bzw. L], (1) die Menge aller dieser Funktionen,
sowie

Llloc,(C (lu) = ‘Clloc,(c (ILL)/N(ILL) .

SATZ FEine p-integrierbare Funktion ist lokal p-integrierbar. Eine lokal p-integrierbare Funk-
tion ist auf jedem Kompaktum p-integrierbar. Die Umkehrung ist richtig, falls X lokal kompakt
15t.

DEFINITION Fiir alle a,b € R setzt man 1, := { Lias

LEMMA Sei J ein Intervall in R .

(i)  Fir alle a,b,c € J gilt
1a,b + 1b,c - 1a,c .

(i) Eine Funktion f auf J ist genau dann lokal \j-integrierbar, wenn fir jedes kompakte
Intervall [a,b] C J die Funktion 1j, 4 - f Aj-integrierbar ist.
In diesem Fall betrachtet man fiir € J und ¢ € C die Funktion

F:J—>(C:a:|—>c+/ f(t)dt:c+/17,m-fd)u.

Dann gilt

(i1i) F ist stetig.

(iv) Ist F wachsend, so folgt f > 0 \j— f.ii. . Ist insbesondere FF =0 , soist f =0 A\j— f.i.,
d.h. f ist durch F eindeutig bestimmi.

(v) Ist f in x stetig, so ist F in x differenzierbar und F' (x) = f(x) .

DEFINITION Eine Funktion F' obiger Gestalt heifit (lokal) absolut stetig . Die Menge
dieser Funktionen wird mit AC (J) bezeichnet.
Wir nennen f die (verallgemeinerte) Ableitung von F' ; sie wird mit 0F bezeichnet.
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HAUPTSATZ (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung) Seien .J
ein Intervall in R und F' : J — C eine lokal lipschitzstetige Funktion, die fast tiberall differen-
zierbar ist. Dann ist F' , durch 0 definiert, wo F' nicht differenzierbar ist, lokal )\ j-integrierbar,
und es gilt

F(y) :F(a:)+/yF’(t)dt fiir alle x,y € J .

Zerlegung eines Radon-Integrals

Im folgenden sind X und Y metrische Réume,
oder allgemeiner topologische Hausdorffriume,
i und v sind Radon-Integrale auf X bzw. Y .

DEFINITION Seien p und v Radon-Integrale auf X bzw. Y und ('“y)yey eine Familie von

Radon-Integralen auf X , d.h. eine Abbildung ¥ — M, (X) . Wir nennen ('“y)yey eine

Zerlegung von p bzgl. v und schreiben

uz/ude(y) :

wenn

*

(s) = / 1, (5) dv (9)
fiir alle s € SKC(X) gilt.

BEISPIEL Fiir jedes Radon-Integral p auf X gilt

uz/eydu(y) :

BEISPIEL Lebesgue-Integrale und Cavalieri-Prinzip.

Seien X C R™ und Y C R™ offene Mengen und Ax und Ay die entspechenden Lebesgue-
Integrale. Fiir jedes y € Y definiert die positive Linearform

KX xY)—R:o—Ax(p(y))
ein Radon-Integral Ax, auf X xY . Es gilt

AXxy :/AX,y dy (y) .

Analog gilt

>\X><Y :/Ar’y d)\X (CL') .

HAUPTSATZ (Sukzessive Integration) Seiu = [ p,dv(y) eine Zerlegung von i .
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(i) Ist f: X — R (oder C ) p-integrierbar, dann ist f p,-integrierbar fiir v-fast alley € Y .
Definiert man [ f dp,, durch 0 in deny , fir die f nicht p,-integrierbar ist, so ist die Funktion
[ [ du, v-integrierbar, und es gilt

fran-(fsm) o

Ist [ reell, dann sind die Funktionen f* f du, und [ ' f du, v-integrierbar, und es gilt

/fduoz/*fduoz/*fduo v fii. .

(i) Ist A eine pu-Nullmenge, dann ist A fiir v-fast alle y € Y eine i, -Nullmenge.

Integrabilitéitssatz

HAUPTSATZ Seien p = f,uy dv (y) eine Zerlegung von p und f eine reelle oder kompleze
p-mefibare und p-moderate Funktion auf X . Dann gilt

(i) f ist p,-mefbar fiir v-fast alle y € Y . Die Funktion f |f| du., ist v-mef$bar und es gilt

/*|f| duz/* (/*|f| duy) v (y) -

(ii) Insbesondere ist f genau dann p-integrierbar, wenn f p-meflbar ist und
[ ([ 1) v <o

(iii) Ist A eine u-mefbare und p-moderate Teilmenge und ist A eine ju,-Nullmenge fiir v-fast
alley € Y , dann ist A eine u-Nullmenge.

gilt.

Die Satze von Fubini und Tonelli

Sind g und v zwei Radon-Integrale auf X bzw. Y | so kann man zeigen, dal ein Radon-
Integral p ® v auf X x Y derart existiert, daB fiir alle s € S (X x Y) gilt

* *

pev(s)= [ nlsta) dr) = [ vis) du) .
d.h.
M®V=/ux,yd1/(y)Z/vx,ydu(m) -

Die Radon-Integrale iy, und v, y auf X x Y sind die Bilder (vgl. 16) von p bzw. v unter den
Abbildungen

Jyirr— (z,y): X — X xY und ,j:y— (z,y):Y — X xY,
d.h. fiir alle s € SK (X x Y) gilt

pxy(s):=p(s(hy) wnd vey(s):=v(s(z,)) .
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In Beispiel 10.2 haben wir eigentlich gezeigt, falls X und Y offene Mengen in R™ bzw. R™ |
daB

Axxy = Ax ® Ay

gilt.
Der Hauptsatz 10 iiber sukzessive Integrationen wird der

HAUPTSATZ (von Fubini) Sei f eine Funktion auf X XY , die u ® v-integrierbar ist.
Dann sind fiir v-fast alle y € Y bzw. fir p-fast alle x € X die Funktionen f (-,y) und
f(z,-) p- bzw. v-integrierbar. Die Funktionen

yi—>/f d,uund:vi—>/f

— geeignet definiert — sind dann v- bzw. p-integrierbar, und es gilt

/fd,u@uz/(/fxydu ) /(/f:vydy )du(m).

Der Integrabilitéitssatz 11 wird der

HAUPTSATZ (von Tonelli) Sei f eine u® v-moderate Funktion auf X XY .

(i) st f p® v-mefbar, so sind fir v-fast alle y € Y und p-fast alle v € X die Funktionen
f(y) und f(x,-) p- bzw. v-mefSbar.
Die Funktionen

yH/Lf Wl du und xH/If )| d

sind v- bzw. p-mefbar, und es gilt

/*|f| du®l/=/* (/*If(:v,y)ldu(:v)) d,,@,):/* (/*|f(:v,y)|dV(y)) du(z)

(ii) Insbesondere ist f genau dann p & v-integrierbar, wenn f p ® v-mefibar ist und

/* (/ £ (z,y)] du(x)) dv (y) =/* (/ |f (z,9)| dy(y)) dp (z) < o0
qgilt.

(iii) Ist A eine p® v-mefbare und p ® v-moderate Menge und ist A, == {z € X | (z,y) € A}
eine u-Nullmenge fir v-fast alley € Y , oder ;A :={y €Y | (z,y) € A} ist eine v-Nullmenge
fiir p-fast alle x € X , dann ist A eine p ® v-Nullmenge.

LEMMA Ist N C X eine pu-Nullmenge und B eine v-moderate Menge, so ist N X B eine
i @ v-Nullmenge.

DEFINITION Sind f und g reelle oder komplexe Funktionen auf X bzw. Y , so definiert
man die Funktion f ® g: X x Y — R (oder C ) durch

f@gx,y):=f(z)-g(y) firallex e XundyeY .

KOROLLAR Secien f und g reelle oder komplexe Funktionen auf X bzw. Y .
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(i)  Sind f und g p- bzw. v-integrierbar, dann ist f ® g pu ® v-integrierbar, und es gilt
/f®gd,u®u= (/fd,u)-(/gdy) .

(i) Sind f und g p- bzw. v-mefbar, dann ist f ® g pu ® v-mefSbar.

Fall von R"

DEFINITION Wir bezeichnen mit A" das Lebesgue-Integral auf R . Es gilt

d.h. A" ist das Produkt von n Kopien des Lebesgue-Integrals auf R . Fiir alle n, m € N* gilt
AN = NP AT

BEISPIEL Die abzihlbaren Teilmengen sowie Hyperebenen und Spéren in R™ sind A"-
Nullmengen.

HAUPTSATZ (Partielle Integration) Seien J ein Intervall in R , F,G € AC (J) und
a,be J . Dann gilt

b b
/8F-G:F-G|Z—/ F-0G .

Die Transformationsformel

HAUPTSATZ Seien X , Y offene Mengen in R™ und ® : Y — X ein Diffeomorphismus.

Dann gilt
P (|det D(I)| . )\y) = )\X s
d.h.
Ax = [ 1det D ()] - 2oy Ay (1)
KOROLLAR

(i)  Fiir jede Funktion f: X — R ist

/fd)\X:/fo¢-|detD¢|d>\y.

(ii) Eine reell- oder komplexwertige Funktion f ist genau dann A\x-integrierbar, wenn die
Funktion f o ® - |Det D®| \y-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/fdAX:/fo¢-|detD¢| d\y .

(i1i) Eine reell- oder komplezwertige Funktion f auf X ist genau dann Ax-mefsbar, wenn fo®
Ay -mefsbar ist.
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(iv) Eine Menge A C X ist genau dann eine \x-Nullmenge, wenn @' (A) eine Ay -Nullmenge
15t.

Affine Transformation
Sei ¢ : R* — R" eine affine bijektive Transformation, d.h.
O:x+— Ar+b
mit A € GL, (R) undbe R".
Fiir jede Funktion f : R* — R gilt

/f(y)dy=|detA|-/ f(Az +b) do .

Insbesondere ist das Lebesgue-Integral unter orthogonalen Transformationen und Translationen
invariant, d.h.

/f(y)dy:/f(Aa:+b)d:E ,falls A€ 0, (R) ,

und fiir alle r € R* gilt
[ twdy=pir [ foa) o

Parallelotop

Sei (vj),_, ., eine Folge von Vektoren im R" . Wir bezeichnen mit

Ploy, ... v = {:v:Zaj-vj
j=1

das Parallelotop mit Seitenvektoren v; .
Es gilt

Oéozjélfﬂrjzl,...,n}

A" (P v, ... v,]) = |det (vg,...,0,)

|det D®| - Ay heifit das Volumenelement bzgl. der krummilinigen Koordinaten , die durch ®
definiert sind.

Polarkoordinaten im R" .
Die Abbildung

®, 10, 00[ x J—m, w[ x | -2, 2["F — R* N R_ x {0} x R* "2

P-COSP, “COSPy 1" eunen... * COS (g * COS Py
PrCOSPy * e “ COS (4 * COS (V3 - SIN Py
PrCOSP, * v © COS (p, * SIN g

(0, Pos s py) — PrCOSQ, v - sin @,
p-sing,
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ist ein Diffeomorphismus mit

det D®,, (p, g, ..., p,) = p" - cos" 2, -cos" P, ;... CO8 P .
Zum Beispiel gilt
n/2
T
AN'B”(r) = ————-1".

Dabei wurde benutzt, dafl

Rotationsinvariante Funktionen
Eine Funktion f : R™ — R (oder C ) ist genau dann rotationsinvariant (oder invariant

unter orthogonale Transformationen), wenn eine Funktion f : R, — R (oder C ) mit
F@)=f(lz)) fir alle z € R

existiert.
Eine rotationsinvariante Funktion f : x —— f(|z|) ist genau dann A"-integrierbar, wenn

die Funktion r — f(r) "1 Ao, oo[-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

n_ZW% * Cn—1
/fd)\—r(g)/of(r)r dr .

Die Funktion Ign () - ﬁ ist genau dann \"-integrierbar, wenn s < n . In diesem Fall gilt

/ 1 2.2
B~ (1) |£E’| (n — S) T (5)

Integration von Punktmassen

Seien p : Y — R, eine v-mefibare Funktion und p : ¥ — X eine Lusin v-mef$bare
Abbildung, d.h. fiir jede kompakte Teilmenge L von Y und jedes € > 0 existiert eine kompakte
Teilmenge L' C L mit

v(LNL')<e und pp ist stetig.
Wir betrachten jetzt die wichtigsten Integrale von Punktmassen.

BEISPIEL Bild eines Radon-Integrals.

Sei p = 1 und man setze voraus, dal ¥ moderat ist oder p stetig. Das Radon-Integral

p) = [ ey dv (v

auf X heifit das Bild von v unter p .

Die Integrierbarkeitsbedingung bedeutet, dafl p Lusin v-mef3bar ist und daf fiir alle z € X
eine offene Umgebung U von x mit v* (p~' (U)) < oo existiert. Man sagt dann, dafl p v-
etgentlich ist.
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BEISPIELL Radon-Integrale mit Dichten.

Sei X =Y | p=1id und man setze voraus, dafl ¥ moderat ist oder p n.u.h. ist. Man nennt
das Radon-Integral

p,,/::/p(y)-gydu(y)

auf Y das Radon-Integral mit Dichte p bzgl. v .
Die Integrierbarkeitsbedingung bedeutet, daf p € £, 5, (v) . Eine Abginderung von p auf
einer v-Nullmenge &ndert p - v nicht.

BEISPIEL Induziertes Radon-Integral.
Sei X eine nicht-leere v-mefibare Teilmenge von Y . Fiir 2y € X ist die Abbildung
Y ye X
q:Y — X :y— si
Z yeY X

Lusin v-meBbar. Fiir jede Funktion f : X — R (oder C ) , gilt foq-1x = f; , wobei f, die
Fortsetzung von f mit 0 auflerhalb von X ist.
Man sagt, daf3 das Radon-Integral

vx = /1X (y) - gty v (y)

von v auf X induziert ist.
Es ist vy := 0 und fiir jedes s € SK (X) gilt

*

VX(S):/ sodv .

Dieses Radon-Integral hiéingt vom Punkt zy nicht ab !

DEFINITION Man spricht von dem Radon-Integral

p(p-u>=/p<y>-sp<y>dv<y> .

als Integral von Punktmassen .

HAUPTSATZ (MeBbarkeitssatz) Sei f : X — R (oder C ) eine p(p - v)-moderate
Funktion.

(i)  f ist genau dann p (p - v)-meflbar, wenn f op- p v-mefbar ist. In diesem Fall gilt

/|f|dpp ) /|f|op oy

(i) f ist genau dann p (p - v)-integrierbar, wenn f op-p v-integrierbar ist, und es gilt

/fdp(p-V)Z/fop-pdV-

(iii) Fine Teilmenge A C X ist genau dann eine p (p - v)-Nullmenge, wenn p = 0 v — f.i. auf
-1 .
p (A) gilt.
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SATZ Seien X eine v-mefibare Teilmenge von'Y und j : X — Y die kanonische Injektion.
Dann gilt

j (V X) =1 X vV.
BEISPIEL Sind [ und J Intervalle in R mit / C J und j : I — J die kanonische Injektion,
dann gilt
()\J)I = )\[ U.Ild j()\[) = 1[')\] .
Haben I und J dieselben Endpunkte, dann ist j (A\;) = A; .
BEISPIEL Seien [ ein Intervall in R und F' : I — R eine lokal absolut stetige Funktion.

Seien a,b € I mit a < b und wir bezeichnen mit I (F (a), F' (b)) das abgeschlossene Intervall
mit Endpunkten F' (a) und F (b) .

HAUPTSATZ Sei f : F(la,b])) — C . Ist fo F-0F Agy-integrierbar , dann ist f
AI(F(a),F(b)-Integrierbar, und es gilt

F(b) b
/ f(S)dSZ/fOF(t)-c‘?F(t)dt.
F(a) a

Ist F' wachsend, d.h. OF > 0, so ist das Bild von OF - A\, unter F' das Radon-Integral
AF(ap)) - In diesem Fall ist f genau dann Ap(q ) -integrierbar, wenn foF'-OF Ay -integrierbar
15t.

Im allgemeinen ist F' ([a,b]) # I (F (a), F (b)) .

KOROLLAR Scien I und J Intervalle in R und F': [ — J , G : J — R lokal absolut
stetige Funktionen. Ist 0G o F - OF lokal Aj-integrierbar, dann ist Go F lokal absolut stetig und
es gilt

O(GoF)=0GoF-0F .
Die Bedingung ist insbesondere erfillt falls 0G € Ly2. (M\y) , d.-h. G ist lokal lipschitzstetig.

loc

Das Lebesgue-Integral auf einer Untermannigfaltigkeit

Im weiteren bezeichne X eine Untermannigfaltigkeit mit Rand der Dimension m in R™ .

DEFINITION Sei v : U — R” eine lokale reguléire Parametrisierung von X . Fiir k,] =
1,...,m definiert man

gz’l U — R:ur—"Dy(u) Dy (u)e, o e; = Opy (u) @ Oy (u) .
Die Abbildung
G := (gg’l) cu — "Dy (u) Dy (u) = (gg’l (u)) : U — Mg (m x m)
heiit metrischer Tensor bzgl. der Parametrisierung v . Man bezeichnet
g" (u) == det"D~ (u) Dy (u) = det G (u)

als Gramsche Determinante bzgl. der Parametrisierung -y .
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HAUPTSATZ FEs gibt genau ein Radon-Integral Ax auf X , so daf fiir jede lokale reguldre
Parametrisierung v : U — R™ von X gilt

1
(Ax)yy =7 ([97]2 : AU) :
BEMERKUNG Fiir jede nicht-leere offene Menge O in X gilt Ax (O) >0 .

BEMERKUNG Der Rand 0X ist eine Ax-Nullmenge.

Das Lebesgue-Integral auf S*! (r)
Sel U = ]07 T] X ]_ﬂ-’ﬂ-[ X }_g’g[n_2 ) Ua = ]_ﬂ-:ﬂ-[ X }_g7g[”_2 y T = (I)n|U und
72 =, (r, ')|U8 . Es gilt

n—1 o j—2
)\Snfl(r) =T *Yn (A]—ﬂ',ﬂ'[ X ® cos’ )\]_%’%[>

j=3
oder

dsn-1() () = "1 - cos™ 2@, - cos" P . ..-cos 0ad (g, ..., 0) .
(r) n n—1 3 2 n

Insbesondere ist die Fliche dieser Sphire gleich

N3

3

3 7an—l

— n— n— 2 i
rnl./ __,cos 2gpn-cos 330n_1-...-COS gogd(s%,---a%@n):r
]—7r,7r[><]— [ (

N3

)

o T
272

HAUPTSATZ FEs gilt

A= / )\Snfl(r) dr .
0
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