Chapitre 1

ESPACES DE HILBERT

Dans tout ce qui suit F' est un espace vectoriel
sur le corps K des nombres réels ou complexes.
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1.1 Formes sesquilinéaires et produits scalaires

1.1 Formes sesquilinéaires et produits scalaires

DEFINITION 1 Soient F, G, H des espaces vectoriels. Une application T : F' — G est dite
linéaire , respectivement semi-linéaire , si pour tout o € K et ¢, € F', on a

T(a-p)=a-Te ,respectivement T (a-p)=a- Ty
et
T(e+vY)=Te+Ty .

On dit qu’une une application s : F' X G — H est bilinéaire si elle est séparément linéaire,
et sesquilinéaire ( & gauche , respectivement o droite s'il faut préciser) si elle est semi-linéaire
en la premiére variable, respectivement en la seconde, et linéaire en 'autre.

Une application bilinéaire ou sesquilinéaire (& gauche) a valeur dans K est dite une forme
bilinéaire ou sesquilinéaire.

Soit s : F' X F' — K une forme sesquilinéaire. On dit qu’elle est

(a)  hermitienne si

s5(p,1) =s(¢, ) pour tout p, 9 € F,
(b)  positive si
s5(p,p) 20 pour tout p € F
et
(c) mon-dégénérée si
5(p, ) =0 pourtoutyp € F — =0
et

5(p, ) =0 pourtout p € F — =0.

Une forme hermitienne positive non-dégénérée s’appelle un produit scalaire .

On a tout d’abord la

PROPOSITION (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Sis est une forme hermitienne posi-
tive sur F', alors

s (0, )* <5 (0, 0) -5 (1, 0)  pour tout p,9 € F .

Pour tout v, € Fet a € K, on a

0<s(p+a-v,p+a ¥)=s(pp)+a s(pv)+a- s, +af® sw,p) .
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Formes sesquilinéaires et produits scalaires 1.1
Si s (p, ) = s(,¥) = 0, alors en prenant o := —s (¢, 1)) , on obtient —2 - |s (o, ¥)[> > 0,

=
donc s (p,%) = 0 . En échangeant au besoin ¢ et 9 , nous pouvons supposer que s (¢,1) # 0 .
On prend alors

1 C2X)
T TS0, 0)
et 1l vient
sl ) sev) s sl s (e, )P
O<sled) =) swd) s PP T o)

d’ou l'inégalité. [

DEFINITION 2 Une fonctionnelle p : F — R est dite

(a)  positivement homogéne si
pla-¢)=a-p(p) pourtout « € Ry et p € F
(b)  absolument homogéne si
pla-¢)=|al-p(p) pourtout a € Ket p € F,
et
(c)  sous-additive si
plp+¢) <plp)+p(p) pourtout p,¢ € F .

On dit que p est une semi-norme si p est & valeur dans R, , absolument homogéne et
sous-additive ; on dit que c’est une norme si en plus elle est

(d)  séparante

plp) =0 <= =0 pourtoutpecF .
Dans ce cas on dit que F' est un espace semi-normé , respectivement normé .

Pour les propriétés élémentaires des espaces normés le lecteur est prié de consulter le cours
d’Analyse [17], § 10.1 &4 10.7. La continuité d’une application linéaire entre espaces normeés est
caractérisée dans le paragraphe 11.8 du méme cours. Nous généraliserons ces notions plus tard
(cf. 2.1-2.2et 3.1-3.2).

PROPOSITION (Inégalité de Minkowsky) Sis est une forme hermitienne positive sur
F |, alors

N[

pr—s(p,p)2: F— R,

est une semi-norme sur I .

Il nous suffit de prouver la sous-additivité. Pour tout p,v € F' |, on a

s(p+v,p+1)=5(p,p) +5(p,0) +5 W, 0) +5(,¢¥) =
=5(p,9) +2-Res(p, ) +5(1,¢) <s(p,0) +2-|s(p,¥)| +5(¢,9) <

<o(p ) +2- [5(6.0) s (W VN +5(0.0) = [s (0.0} +s(w.0)]

ce qu’il fallait démontrer.
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1.1 Formes sesquilinéaires et produits scalaires

REMARQUE 1 L’égalité
s(p+v,o+v)=5(p,0) +2-Res (p,9) +5 (¥, 9)

nous sera souvent utile par la suite.

THEOREME Soit s une forme hermitienne positive sur F . Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) s est non-dégénérée, i.e. un produit scalaire.
(ii) s (p,p) >0 pour tout p € F . {0} .

1
2

(iii) p+—5(p,p)2: F — R est une norme sur F .

Les conditions (ii) et (iii) sont évidemment équivalentes et (ii) entraine (i). Réciproquement
si s (¢, ) =0, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

s (0, ¥)]> <5 (p,0) -8 (1h,90) =0,

donc ¢ = 0 , puisque s est non-dégénérée.

REMARQUE 2 Un produit scalaire est en général noté (-|-) . Si ||| désigne la norme
associée, i.e.

lell® = (¢l ) ,

I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit
(el )l < llell - [¢]] pour tout ¢, € F'.

En adaptant la démonstration de la continuité de la multiplication dans K (cours d’Analyse
[17], théoréme 5.5.iii), on montre facilement que le produit scalaire

(1) FxF—K:(p,9) — (¢l9)

est (globalement) continu (cf. exemple 2.4). La proposition 2.4 généralise ce résultat.
REMARQUE 3 Pour qu’on ait égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il faut et il suffit
que ¢ et ¢ soient linéairement dépendants.

Nous redémontrons en méme temps 1'inégalité. Nous pouvons supposer que ||¢|| = 1 en
remplacant au besoin ¢ par W;LII . On a alors

0< v = (@l ¥) -0l = (v — (@l ¥) - @l — (elw) - @) = [[¥)1* = (el V)],

donc I'inégalité. On a I’égalité si, et seulement si, ¥ = (¢|¥) - ¢ . o

EXEMPLE 1 Si F, F,G, H sont des espaces vectoriels sur K , s : ' Xx G — H une appli-
cation sesquilinéaire et S : E — G une application linéaire, alors

(p,e) —5(p,S€¢): FXxE— H

est une application sesquilinéaire.

La vérification est immeédiate.
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Formes sesquilinéaires et produits scalaires 1.1

EXEMPLE 2 Soient n € Net A= (ax;) € M, (K) . Alors

(z,y) — (2| Ay) := Z ap Ty K x K — K
kl=1

est une forme sesquilinéaire. Elle est hermitienne si, et seulement si, la matrice A est hermi-
tienne, i.e. A = A* . Elle est positive si, et seulement si, A est positive , i.e. (z| Az) > 0 pour
tout z € K" . C’est un produit scalaire si, et seulement si, la matrice A est hermitienne et
strictement positive , i.e. (z| Az) > 0 pour tout x € K" ~ {0} .

Attention dans la litérature, on utilise souvent pour une matrice les expressions semi-définie
positive pour positive et définie positive pour strictement positive.

Si A est hermitienne et strictement positive, la norme associée au produit scalaire qu’elle
définit est

1
n 2
LL’I—><E am-a:_k-:nl) .

k=1

Nous montrerons (théoréme 2.7) que cette norme est équivalente & la norme euclidienne ||, .

EXEMPLE 3 Soient X un espace topologique et p une intégrale de Radon sur X . Alors

(€m) — (€]n), = /5-ndu:L2<u>xL2<u>~K

est évidemment une forme sesquilinéaire hermitienne positive. C’est un produit scalaire. La

norme associ¢e sera désignée par ||-||, , := (-] -)% . Nous écrirons souvent ||-||, pour simplifier.

En effet (¢[€), = [ €]? dp = 0 entraine € = 0 p-p.p. , i.e. € =0 dans L2 (1) . o

DEFINITION 3 Une section commencante de N est une partie I telle que, pour tout n € J
et m € N, on ait m € I si m < n . Ce sont les ensembles de la forme

n=A{0,...,n—1} et N.

Une énumeération d’un ensemble dénombrable (fini ou infini dénombrable) A est une bijec-
tion o : I — A, ou I est une section commencante de N .

LEMME Soient X un ensemble et (ay),.x C R une famille de nombres réels telle que

SUPkegr(X) Z || < oo .
zeK
Alors {x € X | oy # 0} est dénombrable.
Si D est une partie dénombrable contenant {x € X |a, #0} et si o : I — D une énu-

o o I Yy
mération de D , alors la série Y ;"0 a1y est convergente et sa somme est indépendante de D

et o . On écrit
sup I

Z Ay 1= Z Ozg(l)
=0

zeX

et on dit que c’est la somme de la famille (0g),cx -
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1.1 Formes sesquilinéaires et produits scalaires

Pour tout k € N* | ’ensemble

1
GX 1'2_
frex |z 1)
est fini, donc
1
zeX |la,| >0} = e X | |lag] = —
(X | Jou] > 0) U{ ol > |

est dénombrable. La série Z?i%l Qo) est alors absolument convergente et le lemme découle du
théoréme de réarrangement 6.14 du cours d’Analyse [17]. 4

On dit que (o), x est sommable, notion que nous introduirons dans le cadre des espaces
localement convexes en 2.6. Les interrelations seront explicitées dans le corollaire 2.11.

EXEMPLE 4 Soit X un ensemble et # l'intégrale de comptage. Alors
(&m) — (Elm)y =D &) -n(x): £ (X) x £ (X) —K
zeX
est un produit scalaire.

Remarquons que, pour tout &,1 € £2(X) , il existe une partie dénombrable D C X telle
que £ (z) = n(z) = 0 pour tout = ¢ D . Si o0 : [ — D est une énumération de D , alors
la série Z?i%l (6 (1)) -m(o(l)) est absolument convergente, puisque en utilisant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz dans K" on a

sup I

2

=0

E(@(l)-nlo (l))) = supye; ) € (o ()] - [0 (o (1)] <

k 3/ k 3
< SUPges (Z § (o (l))l2> : (Z n (o (l))l2> = [1€lly - lInlly < oo
1=0 1=0
On pose alors
sup I

D @ )= &) n)

zeX 1=0
le membre de droite ne dépendant évidemment pas de D et o . Les vérifications sont alors
immeédiates. [

EXERCICE Montrer qu’une forme hermitienne positive s induit naturellement un produit
scalaire sur le quotient de F' par le sous-espace vectoriel des ¢ € F' tels que s (¢, ) =0 .

6 ESPACES DE HILBERT Claude Portenier



Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert 1.2

1.2 Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert

DEFINITION 1 Un espace vectoriel F' muni d’un produit scalaire s’appelle un espace pré-
hilbertien . On le considére comme un espace normé en le munissant de la norme associée. Si
F' est complet pour cette norme, on dit que c’est un espace de Hilbert .

EXEMPLE 1 Les exemples 2 & 4 du numéro précédent sont des espaces de Hilbert.

EXEMPLE 2 Soient X un espace localement compact et ;1 un intégrale de Radon sur X .
La forme hermitienne positive sur K (X)

<%w~ﬁwww=/a¢wmmmxﬁaw~K

est non-dégénérée si, et seulement si, pour tout ouvert O # () de X , on a (O) > 0 . Dans ce
cas K (X) est un espace préhilbertien, en général non-complet.

En effet, pour tout ¢ € K (X)~ {0}, il existe z € X tel que |p (z)|> > 0, donc un voisinage
ouvert O de x tel que l'on ait

2
[ (y)|2 2 (;” pour tout y € O .

WV

Le théoréeme 1.1 montre alors que la condition est suffisante, puisque

(¢|¢):/|¢|2dﬂ>/()w;)|du>wg)|-u(0)>0-

Réciproquement X étant complétement régulier, il existe ¢ € K (X) tel que 0 < p < 1 et
@ =0 hors de O , donc

u(0)>/|<pl2 du=(plp) >0. g

REMARQUE 1 La condition ci-dessus signifie que ’application canonique
o lp] K (X) — L*(p)
est injective. On dit que le support de p est X .

REMARQUE 2 Dans le cas général on considere 'image [K (X)] de K (X) dans L? (1) for-
mée des classes modulo les fonctions pu-négligeables contenant au moins une fonctions continues
a support compact.

Rappelons que

L2 (u) = L2 () / N (1)
NN () = {f € L2 (1) | f =0 ppp.} = {£ € L2 (1) | [|f]l, = O} (cf. exercice 1.1).
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1.2 Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert

DEFINITION 2 On dit que I'ensemble fermé complément du plus grand ouvert qui est
p-négligeable est le support de p . On le désigne par supp p .

Cette définition est consistante. Soit O la réunion de tous les ouverts U de X tels que
w(U) = p(ly) =0 . La famille de tous ces ouverts est filtrante croissante, puisque pour deux
tels ouverts U,V , on a

pOUV)<pU)+p(V)=0.
Mais comme
Lo = supy guyert, w(U)=0 1y,
la propriété de Bourbaki (cours d’Analyse [17], théoréme 14.5) montre que
p(0) =p (SUPU ouvert, u(U)=0 1U) = SUPy ouvert, p(U)=0 4 (ly)=0,

ce qu’il fallait démontrer.

REMARQUE 3 Dans beaucoup de situation, si ’espace de base X ne joue pas un trés grand
role, on peut supposer que le support de i est X en remplagant X par supp p et i par 'intégrale
de Radon induite fig,,,,, - Si j : supp u <= X est U'injection canonique, on a

j (:usupp,u) = 1SUPPH s
(cf. cours d’Analyse [17], proposition 16.10).

EXEMPLE 3 Soient X un espace topologique et x4 une intégrale de Radon sur X . Rappelons
que M () désigne ’espace vectoriel des classes, modulo les fonctions p-négligeables, de fonctions
p-mesurables sur X (cf. cours d’Analyse [17], remarque 15.14.2) . Si

p: X — R,

est une fonction p-mesurable, il est clair que la fonctionnelle

F e 1l = (/ |f|2-pdﬂ) KX R,

est sous-linéaire. L’ensemble £2 (1, p) des fonctions f : X — K qui sont pu-mesurables et telles
que || f[l5,, , < oo est donc un sous-espace vectoriel de KX : on a

1fll,,,=0 <= f=0 p-pp. sur{p>0}
et
f=0 pp.p. sur {p=o0} .
Nous désignerons par
L (1, p) = L (1, p) /{H-Hzw = 0}
I’espace quotient muni de la norme définie par

12y = 12 -

Nous ne ferons en général pas de distintinction entre une classe de fonctions et I'un de ses
représentants. L’application

f— Lpzoy - L2 (1, p) — M (p)
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Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert 1.2

est évidemment injective. Il est immédiat de vérifier que

fr—f-vp:L*(n,p) — L*(n)
est une isométrie sur le sous-espace vectoriel fermé de L? () formé des f tels que f = 0 pu-p.p.

sur {p = 0} U{p = oo} . Ceci montre en particulier que L? (11, p) est un espace de Hilbert, dont
le produit scalaire est

(f19),.. /f g-pdu.

Si 2 est une tribu d’ensembles p-mesurables, on peut également considérer le sous-espace
vectoriel L2 (i, p,A) de L? (u, p) formé des classes de fonctions contenant un représentant 2A-
mesurable. On vérifie facilement qu’il est fermé.

REMARQUE 4 OnalL?(u,p) =L*(p-u)sipe Ll (u).Sans cette hypothese on ne peut
pas définir une intégrale de Radon p - i .

EXEMPLE 4 Si H et G sont des espaces de Hilbert, alors H x G , muni du produit scalaire
((€1:m1) 5 (€a5m9)) = (&4 52)71 + (4] 772)9 )

est un espace de Hilbert.

EXEMPLE 5 Si H est un espace de Hilbert et G un sous-espace vectoriel fermé de ‘H , on
écrit G C 'H , alors G est un espace de Hilbert.
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1.3 Formules de polarisation

1.3 Formules de polarisation

PROPOSITION  Soit s une forme sesquilinéaire sur F' . Pour tout p,v € F', on a
(i)
2-[s (0, 0) +5(1h, Q) =) e-s(pte-hp+e-v) .
e2=1
(ii) SiK =R et sis est hermitienne, alors

s (p, 1) = Ze s(pte-hpt+e-y) .

e2=1

(iii) Si K= C , alors

5 (p,9) = Zs s(p+E-p,p+2-9) .

=1

En particulier si s (p,p) € R pour tout ¢ € F', alors s est hermitienne.
En effet
des(pte g otey)=
g

:Zg-s(go,go)+5-é-s(<,o,w)+€'€'5(¢>¢)+5'5'5'5(¢7¢) )

d’ou les formules de polarisation en remarquant que €-¢ =1,
Seco, Yi-Yeor YeoYeoo a Y-
e2=1 e2=1 e2=1 et=1 et=1 et=1

Finalement si K = C et s (p, ¢) € R pour tout ¢ € F', on a

5(¢,¢)Z%l-ZS-5(8-8-90+8-¢,€-8-90+8-¢)=

et=1

Z (e-p+te-p+¢) = Ze s(+E- 9 +E-¢) =5(1,9) ,

=1

»-l>|»—t

donc s est hermitienne. g

COROLLAIRE (Egalité du parallélogramme ou identité de la médiane)

Soit (F,p) un espace semi-normé. Il existe une unique forme hermitienne positive s sur F'
mdwisant la semi-norme p si, et seulement si, pour tout ¢,y € F, on a

plo+ ) +ple—v)° =2-[ple)’+p)’] .
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La nécessité se démontre immédiatement en développant le membre de gauche. L’unicité
découle des formules ci-dessus, que ’on peut écrire sous la forme

1
slp) =7 D> clle+evl. ()
52'd1m]R Kzl
Réciproquement, cette formule permettent de définir une application continue
5 (4107¢) '—)5(§07¢)F><F—)K
On vérifie immédiatement que s (v, 1) = s (¢, p) si K=R et s (p, ) = s(¢,p) si K=C ,
donc que s est hermitienne. L’égalité du parallélogramme montre alors que cette application

est additive en les deux variables, i.e. Z-bilinéaire. On en déduit qu’elle est Q-bilinéaire, puis
par continuité qu’elle est R-bilinéaire. Si K = C , on montre facilement que

(eli-y) =i (ely),
ce qui finit de prouver la sesquilinéarité. Finalement les formules de polarisation montrent que
s induit bien la semi-norme p , et en particulier que s est positive.

REMARQUE Une isométrie d'un espace préhilbertien dans un autre conserve le produit
scalaire, puisque celui-ci s’exprime a l'aide de la norme grace a la formule de polarisation (x) .

EXERCICE Si (goj)j ., est une suite finie dans un espace préhilbertien F', alors

- z ol -

=1,..,

1
o 2

ee{£+1}"

n

Zg(j)'%'

J=1
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14 Théoréme de la projection

1.4 Théoréme de la projection

Dans ce paragraphe F' désigne un espace préhilbertien,
muni de la norme déduite du produit scalaire.

Rappelons tout d’abord que si G, H sont des espaces normés et T" : G — H est une
application (semi-)linéaire, alors la plus petite constante M satisfaisant a
[Ty < M- [lvllg  pour tout v € G (%)
est
T = sup,eq o pr 1TV € Ry
Si L (G, H) désigne ’espace vectoriel des applications linéaires T : G — H , alors
T |T): L(G, H) — &,

est une fonctionnelle absolument homogene et sous-additive. On dit que ||| est la norme de
T.

Pour quer T soit continue, il faut et il suffit que qu’il existe une constante M < oo satisfai-
sant & (%) , i.e. que ||T]| < oo . On dit aussi que T est bornée .

Ceci fut démontré dans le cours d’Analyse [17], § 11.8.

Si L (G, H) désigne I'ensemble des applications linéaires T': G — H qui sont continues et
on a

L(G,H) = {T € L(G,H) | |T]| < o} |
et les propriétés de la norme montrent que c’est un sous-espace vectoriel de L (G, H) et que
T |T|) s £(G, H) — R,

est une norme.

DEFINITION 1 Pour tout &£,n € F', on dit que & et n sont orthogonaux et on écrit & L 7,
si (&) =0.Si A est une partie de ', on désigne par At 1" ensemble orthogonal formé des
n € F tels que (A|n) =0, ie. (£n) =0 pour tout £ € A .

LEMME (Egalité de Pythagore) Si¢,n € F sont orthogonaux, alors

2 2 2
1€+ nll” =1l + Inll” -
La réciproque est vrar st K =R .

C’est immédiat, puisque
€ +nll* = lIE” + (&ln) + (&) + Inll* - o

EXEMPLE 1 Si K= C, la réciproque est fausse; on a par exemple
1+ai? =12+ ifF et (1]i)=1.
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Théoréme de la projection 1.4

Nous allons maintenant généraliser le théoréme 15.16 de meilleure approximation que nous
avons démontré dans le cours d’Analyse [17].

THEOREME Soient F un espace préhilbertien et G une partie convexe compléte # () de F .

(i)  Pour tout £ € F , il existe un unique 0 € G tel que
infyeg [|€ =7l =d (&, G) =l -0] . (%)
On le note Pg€ et on dit c’est la meilleure approximation de & par un élément de G .
(ii) Pour tout £ € F' |, I’élément Pg€ est l'unique 0 € G tel que
Re(y—010—-¢&) >0 pourtouty e G . (xx)
On a
1Pg§ — Fonll < € —nll  pour tout &, € F .

S1 G est sous-espace vectoriel, alors
(iii) Pour tout £ € F |, I’élément Pg€ est l'unique 0 € G tel que (£ —0) LG , i.e. tel que

(71€) = (7]0) pour touty € G .

() L’application P : F — F est linéaire. C’est une projection, i.e. P2 = Py , et elle est de
norme 1 si G # {0} . Son noyau est le sous-espace vectoriel G+ , supplémentaire orthogonal de
G ; il est fermé et on a

F=G®§G" .
(v) Ona
G=g.

Démonstration de (i) Etant donné { € F | il existe une suite (7;),cny C G telle que
d(§,G) = limy || — 7, . Nous allons montrer que (7, ),y est une suite de Cauchy. Par I'égalité
du parallélogramme (corollaire 3.3), on a

2
Ve + Vi

2

~X

e = ll? = 2 (116 = 7ell® + [l€ — ) — 4- Hg _

<2 (€ =7+ 1€ —7l?) —4-d(£,69)
puisque G est convexe :

_I_
ﬁ7ﬂeg.

Comme le membre de droite tend vers 0 lorsque k,l tendent vers l'infini, notre assertion est
prouvée et (7;),cy converge vers § € G tel que

1€ — 0 = limy [|€ — v || = d (&, G) -
Sif e g est tel que d (&,G) = H§ —5” , alors

2
0,

N

ol == (1=t =) .- 222

| 0+0
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14 Théoréme de la projection

d’ott I'on obtient 6 = 0 .

Démonstration de (ii) Pour tout y € Get « €]0,1] ,onaa-v+ (1 —a) - Pg§ € G, donc
| Po€ — €I < llov-y + (1= @) - Pog = £]* = [l - (v = Po€) + Po& —€|I” =
=a” ||y = Pgg||” + 20 Re (7 — Po€| Po& — &) + | Po€ — €II°
et par suite
Re (v — Po€| Po€ =€) > =5 - |7 = Petl”

d’ou (%) en faisant tendre « vers 0 .
Réciproquement soit 6 vérifiant (xx) . Pour tout v € G , il vient

Iy =€l" =y =0+ 0 —¢€l* =Ily = 0l + 2Re (v — 6] 6 — &) + |0 — €| >
>lo—¢l”

ce qui montre que 6 vérifie (x) . On a bien 6 = P& .
Finalement pour prouver I'inégalité, puisque Fgn, PG € G , constatons que

Re (Pgn — Pg&| P& — &) , Re(Pg€ — Pgn| Pgn—n) = 0.
En additionnant on obtient
0 < Re(Pg€ — Pgn| & — P + Pgn —n) =
= Re (Pgé — Pgn| € —n) — ||Po€ — Ponl|> < |(Pg€ — Ponl € —n)| — || Pgé — Ponl® <
< 1€ = nll - [|Po€ — Penll — | Pe€ — Ponl®
d’ou le résultat.

Démonstration de (iii) Pour tout a e Ket ye€ G ,onaa-vy€ G, donc
0 < Re(a-y— Pg€| P& — &) =Rea- (7]€ — Fg€) — Re (Pg| Pg§ —¢€) -
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En faisant apres division tendre a € R \ {0} vers +oo , on obtient Re (v|{ — Pg&) = 0 . Si
K = C , en remplagant o par i - @ , on obtient Im (7| & — Pg€) = 0, donc (v|§ — Pg§) = 0 .
Nous avons donc prouvé que (§ — Pgé) LG .

Réciproquement étant donné 6 € G tel que (£ — 0) LG , pour tout v € G , on a

1€ = @+ I* = l1g = 01" + |l II*
par le lemme de Pythagore, donc
d(£,9) =infeq [I€— (0 +7)” = [lE — 0]
Grace a (i), on obtient 0 = Pg¢ .

Démonstration de (iv) La linéarité découle immédiatement de (iii). Par exemple pour tout
£ € FetaeK,onaévidemment

a-{—a Pl=a-(§—P)LlG,
donc Py (a - &) = a- Pg€ . C’est une projection, car (Pg€ — Pg€) LG ! D’autre part
I€1® = 1Pll” + 1l€ — Pog)®

d’ou l'on tire || Pg&|| < ||€]| , et par suite ||Pg|| < 1.SiG # {0}, soit v € G tel que ||y]] =1 . On
a alors ||Pgy|| = ||7|| = 1, donc || Pg|| = 1 . Finalement, on a Ker Pg = G+ par (iii) ; ¢’est donc
un sous-espace vectoriel fermé puisque Py est continue, et la décomposition £ = Pg€+ (& — Pg€)
montre que F = G + G+ . Comme manifestement G N G+ = {0} , nous avons finit de prouver

(iv).

Démonstration de (v) Ona G C Gt et si € € G | alors comme & — Pgé € G par (iii),
il vient

(E]€—Pg€) =0 et (Pg€l&— Pg€) =0

donc
1€ — Pgé||* = (& — Pg€| € — Pg€) = (&€ — Poé) + (Pgél & — Pgé) =0,
i.e.ﬁngﬁeg. 0

DEFINITION 2 Si G est un sous-espace vectoriel complet, on dit que Py est la projection
orthogonale ou I’ orthoprojecteur de F' sur G . Nous écrirons

F=GgHg

pour montrer que cette décomposition est orthogonale et que I'on a I’égalité de Pythagore.

REMARQUE 1 On peut également étendre ce résultat a certains espaces normés, dits uni-
formément convezes , par exemple les espaces L? (1) pour p € |1,00] .

Dans R? muni de la norme |-|__ , 'assertion (i) est fausse. Par exemple si p = (1,0) , alors
tous les points de {0} x [—1, 1] sont mellleure approximation de ¢ dans {0} x R .

EXEMPLE 2 Etant donné € € F \ {0} , alors K - € est complet et

Py..£ = e H -(€[8) - €
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En effet K - € est complet, car a — « - ”—Z” : K — K- € est un isomorphisme. Il n’est
évidemment pas nécessaire de le savoir pour constater que W - (€| &) - € est la projection de &
sur K- e . En effet

(5_;.(45).6'%,(4@_6):<e|s>-<s|e>_<e|s>-<e|s>-r|er| 0

lel® lefl lell” lell*

COROLLAIRE Soit H un espace de Hilbert.
Pour qu’une partie A de 'H soit totale, il faut et il suffit que, pour tout & € 'H tel que LA
i.e. tel que (A|&) ={0}, onait £ =0 .

Soit G := linA . Puisque H est complet, il en est de méme de G , donc H = GH G .
Par définition A est totale si, et seulement si, G = H , i.e. G* = {0} , d’ou l'assertion puisque
At = Gt par linéarité et continuité (cf. remarque 1.1.2). o

EXERCICE 1 Soient ‘H et G des sous-espaces vectoriels de F' .

(a) SiH et G sont complets, alors G C H si, et seulement si, on a Pg = Pg Py .
(b) SiHLG , alors H + G est complet si, et seulement si, H et G le sont. Dans ce cas, on a
Pyig=Pu+Fy .

EXERCICE 2 Dans l'espace de Banach c® (N) des zéro-suites, sous-espace vectoriel fermé de
¢> (N) muni de la norme uniforme ||-||__ , il existe des hyperplans fermés H ,i.e. H = Ker p pour
une forme linéaire continue p € &® (N)' = ¢ (N) (cf. exercice 3.8.1), tels que tout p € F . H
n’ait pas de meilleure approximation dans H (cf. exercice 3.8.2).
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1.5 Théoréme de représentation de Riesz

Si I’ est un espace vectoriel nous désignerons par F'® 'espace vectoriel des formes semi-
linéaires p sur F' . La forme sesquilinéaire (& gauche) qui lui est associée sera notée

FxF* —K: (g, ) — (@l u) = pu(p)

comme généralisation d’un produit scalaire. Nous écrirons la forme semi-linéaire i sous la forme
d'un vecteur ket

) F— Ko r— (o) = n(p)
Ce formalisme fait partie de celui de Dirac et sera développé plus tard (cf. 3.4, 3.5 et 5.19).

DEFINITION Si F est un espace normé, on muni ’espace vectoriel F'! des formes semi-
linéaires continues sur F' de la norme
]| == SUPyeF,||o|<1 (ol )] -

On dit que c’est le semi-dual fort de F .
Si G' et H sont des espaces normés, on dit qu’une application sesquilinéaire s : F x G — H
est bornée s’il existe une constante M < oo telle que

Is ()l <M -llellp - I7llg  pour tout ¢ € Fet ye G,

i.e. si
Isl| :=sup peryec s (@, M)y < oo,
lellpsllvllg<1
qui est la plus petite de ces constantes.
On a

Is (s Nl < sl - Nl - Ivll -

EXEMPLE La forme sesquilinéaire canonique
FxF'—K:(p,p) — (ol p)

est bornée.
En effet on a

(el )] < gl - [lull - pour tout p € Fet p e F.

On peut considérer cette inégalité comme une inégalité de Hélder abstraite .

Nous montrerons sous forme plus générale dans la proposition 2.4 qu'une application ses-
quilinéaire est continue si, et seulement si, elle est bornée. En fait il suffit d’adapter la démons-
tration de la continuité de la multiplication dans K (cours d’Analyse [17], théoréme 5.5.iii).

Voir aussi 3.1, 3.2 et 3.8 pour d’autres détails.

PROPOSITION  Soit F' un espace préhilbertien. Pour tout & € F' | la forme semi-linéaire
&) pr—(¢l§): F — K
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est continue sur I, et lapplication linéaire, dite de Riesz,
RF—>F§§»—>|§)

est une isométrie.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

(el O < lell - l€ll - pour tout ¢ € F .
Ceci montre que |[|€)]| < [|&]| - Si1€#0, on a

%ﬁ%lﬁ ﬁﬁﬁzmw

ce qui prouve que [|[§)[| = [[€]] . o

REMARQUE 1 L’application de Riesz est en général non-surjective, mais on a le

THEOREME (de représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert. L’application
de Riesz R : & — |€) est une isométrie de H sur HTB . En outre si yu € H' , alors la fonction
réelle sur H

1
5
atteint son minimum en & € ‘H tel que p =) .

el = Re (| p) : H — R

(’DI—)

Il nous reste & montrer que 'application de Riesz est surjective. Etant donné € H'\ {0} ,
on a (Ker )™ # {0} et le théoréme de la projection 1.4 montre que H = Ker pn @ (Ker p)™ . 11

existe donc £ € (Ker p)" tel que (E) ,u) = 1. Pour tout ¢ € H , on a alors ¢ — (| p) - € Ker
et en posant

=2 € (Kerp)*

¢

il vient

¢

(1) = (¢~ (elud -€|€) + (el -E|€) = | Telmd -

2 :<<IO|N> )

ie. u=1¢£) .
Finalement, on a

lo = €17 = lloll* — 2Re (0] €) + lI€]1° = lloll* — 2Re (ol ) + I€]°

d’ou la seconde assertion. g

REMARQUE 2 On peut donc munir le semi-dual fort Hg de ‘H d’un produit scalaire com-
patible avec sa norme en posant

(p V)HL = (R_l,u} R‘ly)H pour tout u,v € H;; ,

qui en fait un espace de Hilbert isomorphe & ‘H .
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Attention, ce théoréme pourrait nous inciter a identifier le semi-dual fort HL a 'H , mais

dans les applications on rencontre souvent d’autres représentations, plus intéressantes, de HL
(cf. exemple 3.4.5).

COROLLAIRE Soient 'H et G des espaces de Hilbert. Il y a correspondance biunivoque entre
les applications linéaires continues

S:G—H
et les formes sesquilinéaires bornées
s:HxGg—K
donnée par
5 (§,7) = (£]57)y -
Dans ce cas

IS1F = 1l -

Si S est linéaire continue, il est clair que s est sesquilinéaire (cf. exemple 1.1). Elle est
bornée car

|5 (& = (LS < N - IISAIE< WS- HEN - el -

Réciproquement si s est une forme sesquilinéaire bornée, pour tout v € GG
{—s(§7):H—K
est une forme semi-linéaire continue, représentée par Sy € H , puisque
ls (&)1 < sl - vl - 1€l
Par construction s (£,v) = (£|S7) et ||Sv|| < ||s]| - ||7]] - D’autre part
S:yr—Sy:G—H
est linéaire et
151 = supseq, <t 1SV < lls]l
ce qui prouve la continuité. Mais comme
Isll = supyey,pyi<a 8 (€ V)] = suPjey < (€] SV <
< supyep, ypi< I 1S < sapyy < 1S = 11S]]

on obtient I'autre inégalité.

EXERCICE Soit ‘H un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel de H . Montrer
que pour toute forme semi-linéaire continue p sur F' , il existe une unique forme semi-linéaire
continue v sur H telle que v|r = p und vjpL =0 .
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1.6 Les théorémes de Stampacchia et Lax-Milgram

Dans ce paragraphe H désigne un espace hilbertien

DEFINITION Une forme sesquilinéaire bornée s : HxH — K est dite strictement positive
ou coercitive 8’il existe € > 0 tel que

5(¢,€) =e-[|¢)*  pour tout { € H .

L’application linéaire continue S : ' H — H qui lui est associée est aussi dite strictement
positive.

THEOREME (de Stampacchia) Soient s une forme sesquilinéaire bornée coercitive sur
H , G une partie convexe fermée # () de H et u € H' . Alors

(i) I existe un unique 0 € G tel que
Re(y—0|pu) <Res(y—0,0) pourtouty e G . (%)

(i) Si de plus s est hermitienne, alors 0 est caractérisé par la propriété
1 i 1
9SG et a(6.0) ~ Re(6l) = min,co (55 (1:7) ~ Re (1]

Démonstration de (i) Utilisons l’application linéaire continue S associé a la forme sesqui-
linéaire s (corollaire 1.5), donc telle que s (£,17) = (£| Sn) . On a

e~ [I€” < s(6,€) = (£158) < ISII- €ll” ()

ce qui montre que € < ||.S]| . Soit d’autre part £ € H tel que |u) = |€) (théoréme de Riesz 1.5).
La condition () sur @ s’écrit alors

Re(y—0]5S0—¢&) >0 pourtoutyegG,
ou encore
Re(y—0l0 —[a-&—a-S0+0]) >0 pourtout vy € G,

pour une constante a > 0 que nous allons choisir. Grace au théoréme de la projection 1.4.ii, il
existe un unique 0 € G satisfaisant a (x) si, et seulement si, il existe un unique 6 € G tel que

0=PFP;(a-&—a-SO+0) .

Nous sommes donc ramené a un probléme de point fixe dans G , qui est un espace métrique
complet, puisque fermé dans H . Montrons que 'application

b:G—G: 00— Pg(a-{—a-S0+0)

est ¢-lipschitzienne pour un ¢ € [0,1][ . Pour tout 6,7 € G , l'inégalité du théoréme de la
projection 1.4.ii montre que

100 — Dy||* < [la-E—a-S0+60—(a-E—a-Sy+7)|° =
=0 —v—a-SO-N*=0—-7]"—2a-Re (8 —~[S (O —7))+a* SO —-7)|° <
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Les théorémes de Stampacchia et Lax-Milgram 1.6

<(1—2e-a+|S|>-a®) -0 —)* .

Le minimum de oo — 1 — 2¢ - o + || S||” - o2 est atteint en
5

a=-—-"
15|
et vaut

2 2
9 € 9 € €
q::1—25-—+]|SH-( ) —1-——€0,1],
IS)” I1S1” Is”

puisque € < ||S|| . Le théoréme du point fixe de Banach (cours d’Analyse [17], exemple 12.5.1)
nous permet de conclure.

Démonstration de (ii) Sis est en outre hermitienne, elle définit un nouveau produit scalaire
sur H . Mais puisque la nouvelle norme est équivalente & I’ancienne par (%) , on obtient un
nouvel espace de Hilbert H, . Utilisant le théoreme de représentation de Riesz dans cet espace,
il existe & € H, tel que

(n|&) =s (n,g) pour tout n € H, .
La condition (x) s’écrit alors

Re(v—0|¢) <Res(y—0,0) pourtoutyegG. (%)
Res(*y—@,@—%)}O pour tout v € G

et le théoréme de la projection 1.4.i dans H,; montre que 6 est la meilleure approximation deg
par un élément de G , donc que 6 réalise

1
min’yegs ('Y - 677 - 6) ’ ;
ce qui revient a minimiser
s (7—677—6) =5(7,7) —2-Res (%6) +s (6,6)
ou bien

25 (1,7) ~ Re(1]) -

Ceci finit de prouver le théoréme.

COROLLAIRE (Lax-Milgram) Soit s une forme sesquilinéaire bornée coercitive sur H
et u € H . Alors

(i) Il existe un unique 6 € 'H tel que
5 (7,0) = (ylp) pourtouty e H .

(ii) Si de plus s est hermitienne, alors 0 est caractérisé par la propriété
1 ) 1
B H et 3a(0.6) = Re(8]) = minco (5o (1:7) ~ Re(1]) )

Il suffit d’appliquer le théoréme de Stampacchia en prenant G = ‘H en remarquant, comme
dans la démonstration du théoréme de la projection (iii), que l'unique solution 6 € H est
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caractérisée par
Re(a-v—0|u) <Res(a-v—0,0) pourtout a € KetyeH,
c’est-a-dire
0 <Re(a-[s(3,0) — (ylp)]) — Res (8,6) + Re (0] ) .
ce qui n’est possible que si
5(7v,0) — (y|p) =0 pour tout v € H .

L’existence peut se démontrer directement et de maniére plus générale (cf. exercice 1.16).

REMARQUE 1 L’équation
s(7,0) = (y|lp) pour tout vy € H ,
est celle d’Euler associée a 'extrémalisation sur H de la fonction réelle
1
v 5 5(1) —Relvly

plus précisément que 6 en soit un point critique, c’est-a-dire que, pour tout v € ‘H , 0 soit un
point critique de la fonction

1
fritr— g os(0+t-y,04t-9) —Re(0+t-v/u) ,
ie. f1(0)=0.Mais

B0 =0 (3500704 10) ~Re(0+t911) ) =

As (00 +t-A],0+t-7) +s(0+t-7,0[0+t-9])} —Re (0, [0+t 7] ) =

DO | —

1
=gls(r0+t-7)+s(@O+1-7,7)} —Re(v]p) =Re [5(%9+t-7) - (7IM>} :
ce qui nous conduit & I’équation
Re [5 (7,0) — (y| )| =0 pour tout v € H ,

et par suite le résultat. -

REMARQUE 2 C(Ces théorémes conduisent aux méthodes dites variationnelles de résolution
des équations aux dérivées partielles. Rappelons que I’équation d’Euler dans le cadre du principe
de moindre action conduit aux équations de Lagrange de la mécanique.
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1.7 Les espaces de Sobolev sur un intervalle

Dans ce paragraphe J désigne un intervalle de R .

Rappelons la notion de fonction (localement) absolument continue et les résultats impor-
tants qui ont été démontrés dans le cours d’Analyse [17] : 15.19, 16.4 et 16.10.

DEFINITION 1 Pour tout a,b € R , soit

L 1[a,b] . a § b
1a’b T { _1[b,a] o1 b<a

la fonction caractéristique signée .

LEMME Soit J un intervalle de R .

(i)  Pour tout a,b,c € J , on a
1a,b + 1b,c = 1a,c .

(ii)  Une fonction f sur J est localement \;-intégrable si, et seulement si, pour tout intervalle
compact [a,b] C J , la fonction 1.y - f est Aj-intégrable.

(i) Si f € L. (J) et [¢- fdr; = 0 pour tout p € & (J) , respectivement ¢ € K (J) ,

loc

alors f =20 Aj-p.p. .

FEtant donné f € L _(J) , 7 € J et c € C, on consideére la fonction

loc

t
F:J—>K:t»—>c—|—/ f(s)ds::c—l—/lm-fd)g.

Alors
(iv) F est continue.

(v) F est croissante, si, et seulement si, f > 0 \j-p.p. . En particulier pour que F soit
constante, il faut et il suffit que que f =0 \;-p.p. .

(vi) La classe de f est univoquement déterminée par F .
(vii) Si f est continue ent , alors F' est dérivable ent et F' (t) = f(t) .

Bien que la démonstration ait été faite en 15.19, donnons quelques indications.
(a) C’est immédiat.

(b) La nécessité découle de la compacité d’un intervalle fermé, la suffisance du fait que J est
localement compact.

(¢) Ce point sera démontré de maniére plus générale dans la proposition 1.15.

(d) 1l suffit d’appliquer le théoréme de Lebesgue.
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(e) Si F est croissante, pour tout s,t € J tels que s <t , on a
0< F(t)— F(s) :/157t'fd)\:/1[57t]'fd)u .

Par linéarité on obtient [ ¢- fdA; > 0 pour toute fonction en escalier ¢ € £, (J) , donc f >0
AJ-p.p. , par (iii). La récipproque est immédiate.

(f)  Si, pour tout t € J , on a

t
zww=d+/g avec g € L. (J) .

alors F (1) =d+ [ g, donc

t
F(t):F('r)—/1;77-gd)\J+/1;7t-gd)\J:F('r)—l-/g

etparsuitef:(f—g)zo,doncf:g.

(g) 1 suffit d’estimer en utilisant la continuité ent .

DEFINITION 2 Nous dirons qu’'une fonction F' du type
O
F:F('r)—l—/ f pourun f e L (J)

est (localement) absolument continue . L’ensemble de ces fonctions est désigné par AC (J) .
Nous dirons que f est la dérivée (en un sens généralisé) de F'; on la note OF .

Cette définition est bien posée puisque la fonction f est univoquement déterminée par F
a égalité )\ j-presque partout. C’est une généralisation, puisque toute fonction g contintiment
dérivable est localement absolument continue :

t
9) =9+ [ o) ds,
par le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral (cours d’analyse 9.9). On a donc

g =g . Ainsi CV (J) Cc AC(J) cC(J) .

EXEMPLE 1 Onalid| , id" = max (0,id) € AC (R) et 9 |id| = signum , 9id* = 1g, .

PROPOSITION  Soient J un intervalle de R , F,G € AC(J) eta,be J . Alors

(i) Intégration par parties

b b b
/aF-G: [FG}—/ F.0G .

En particulier F -G € A(J) et
IO(F-G)=0F-G+F-0G .

(ii) Reégle de substitution Soient I un intervalle de R , ® : I — J une fonction locale-
ment absolument continue, I (a,b) l'intervalle compact d’extrémités a,b € I et

(:®(I(a,b)) — K.
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51 ® est réelle croissante, alors 'image de OP - Aj(qp) par @ est Ap(r(ap)) €t ¢ €5t Ao(1(ap))-
intégrable si, et seulement si, (o ® - 0D est A\j(qp)-intégrable. Dans ce cas on a

3(b) b
/ (= / Cod-00 .
®(a) a

Plus généralement si (o®-0® est A\j(qp)-intégrable, alors ¢ est 1go(q) o) - Ao ([a,p)) -Intégrable
(ou bien Ap@(a),am))-intégrable) et on a la méme formule. Cette condition est en particulier
satisfaite si 0P € LS. (Ay) , i.e. si ® est localement lipschitzienne.

(iii) Soient I et J des intervalles deR et & : I — J , G : J — R des fonctions localement
absolument continues. Si ® est monotone ou 0P € L%, ()\J) , plus généralement si 0G o ® - 0P
est localement \r-intégrable, alors G o ® est localement absolument continue et on a

0(Go®)=0God b .

Démonstration de (i) Enexprimant F et G al’aide de OF et respectivement OG on obtient
des intégrales doubles. L’égalité découle alors du théoréme de Fubini comme nous 'avons fait
dans le cours d’Analyse [17], théoréme 16.4.

Démonstration de (ii) Cf. cours d’Analyse [17], théoréme 16.10.

Démonstration de (iii) C’est immeédiat par (ii) (cours d’Analyse [17], corollaire 16.10!).

EXEMPLE 2 SiF € AC(J),alors F € AC(J) et 8 (F) = OF . En particulier |F|* € AC (J)
et

0 (|F|*) =0F -F +F-0F =2Re (OF - F) .

/f For+ [T o

EXEMPLE 3 Si F,G € AC(J) et G>0sur J , alors £ € AC(J) et
F OF-G-F-0G

C’est immédiat puisque

9= —
G G?

En effet il suffit de montrer que é € AC(J) et aé = G2 , donc, pour tout t € J , que
1 1 L oG

Gt) G(r) J. G2

Mais 25 € L (J) et grace & la régle de substitution on obtient

[fzt/ w:{mrm_G%‘_%'D

DEFINITION 3 Soient AC© (J) :=L._(J), 8°f := f et, pour tout k € N ,
ACHHD (1) = {f e AC® () ) O f € AC (J)} ,

ak—&-lf o (akf)
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et
HE () = {5 e AC™ () } ¢ € L?(J) pour tout j = 0,...,1{:} ,

I’espace de Sobolev d’ordre k£ . Nous munirons cet espace vectoriel du produit scalaire
k

(1) = 2 (€] °€)

Jj=0

dont la norme est
k
€113, = D 1975 -
§=0

On a
ACHY () c ¢® () ¢ ACP () |
HO (J) =L2(J) et
HD (J)={¢e AC(J) | €06 €L?(])} .

REMARQUE 1 Pour tout a,b € R, ,on a
(a+0b)? <2(a®+0)
en particulier

I€lly + 119611, < V2 [|€lly,q)  pour tout & € HW (J) .

En effet 'inégalité est équivalente a (a —b)> > 0! g

THEOREME Ona :
(i) SiFeAC(J) et OF € L' (J) , alors
limg—ints F'(a) et limpsups (D)

existent, i.e. F' posséde un prolongement continu o JU{inf J,sup J} , que nous noterons encore
par F' .
Sice {inf JysupJ} , on a

t
F(t):F(c)—I—/ OF  pour tout t € J U {inf J sup J} .

(ii) Généralisation de l’intégration par parties Si F,G € AC(J) et OF -G , F-0G €
L' (J) , alors
lim, ines (F-G)(a) et lim, gps (F-G)(b)

existent et on a

/ OF - G d\ + / F-0G dX\ =limy_gup s (F - G) (b) — limg_mes (F - G) (a) =
J J

sup J
= [F . G} .
inf J
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(i) Si & € HY (J) , alors € posséde un prolongement continu ¢ J U {inf J,sup J} . Sic €
{inf J,sup J} N {0} , on a

1.€.
HW (J) cc’(J) ,
o J désigne la fermeture de J dans R .
(iv) Inégalité de Sobolev Pour tout e > 0 et tout £ € HM (J) , on a

1 1
el < ( —+ g) el +e - logll,

en particulier

el < VE- <1+ ;(J)) el
En outre l’ingection canonique
HW (J) — C° (J)
et, pour tout t € J U {inf J,sup J} , la forme semi-linéaire
o) s € (€ler) = €(1) KD () — K
sont continues.

(v)  H® (J) est, pour tout k € N , un espace de Hilbert.
Les injections canoniques

HOD () = HO (1) € €
ainsi que les applications de dérivation
d: HED () — HW® () : € — 0¢ |

sont continues.

Démonstration de (i) C’est immeédiat en utilisant le théoréme de Lebesgue : étant donné
t € J et (ty),oy Une suite convergente vers ¢ € {inf J;supJ} , on a

tr
t J

J J t
puisque limy, 1,4, = 140 Aj-p.p. €t |14, - OF| < [0F| € L' (J) . Ainsi
t
F(t) = F(c) +/ OF

en passant a la limite cette formule est encore vraie pour ¢ € {inf J,sup J} .

Démonstration de (ii) On a
O(F-G)=0F -G+ F-0GeL'(J) ,
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d’ou Pexistence des limites par (i), donc

b
/8FGCD\—I—/F8G d)\:lima_,mfjlimb_,supj/ O(FG):
J J a

— 1ty ot Ly (F - G) (8) = (F - G) (@) =

= limb_,supJ (F . G) (b) — lima_,mfj (F . G) ((I) .

Démonstration de (iii) Si J est borné, on a L?(J) C L'(J) par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, puisque pour n € L?(J) , on a

- frome (1)) () <.

d’ou le résultat par (i).
Etant donné & € HM (J) , on a &,0¢6 € L2 (J) , donc

O(¢)=0(E-€) =0¢-¢+E-06 e LM (J)

et si ¢ € {inf J sup J} N {£o0} , alors |§| posséde une limite |§| (c) en ¢ qui ne peut étre que
0, puisque |¢]* € L' (J) . Mais ceci montre que & (¢) =0 .

Démonstration de (iv) Soit ¢ € HM (J) . Pour tout a,b € J , nous pouvons supposer que
a <b,il existe 7 € ]a, b] tel que

donc

£ < - e

Puisque |§| —¢-EecAC(J) et O ( 5) =06+ €-0¢ € L' (J), (i) montre que pour tout
t € JU{inf J,sup J} , on peut écrire

|ﬂ0f=%@ﬂ”+/éﬂff)<KOﬂ”+ @35+E«%ﬂ<

< e |+2L/K|Wﬂ N2+ 2 e, - 19€], <

1 1 2
<(LETE+E]WQB+9H%%)-

donc que

1 1
R R R

En passant & la limite on obtient

1 1
HgHoo,JU{ian,supJ} < (W + g) ’ ||€H2 +e- ||86H2 :
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En particulier, pour e =1,

1 1
HgHoo,JU{ian,supJ} < (1 + W) ' (HgHQ + HagHQ) < \/5 ' (1 + \ (J)) ' H€H27(1)

par la remarque 1 ci-dessus. Ceci montre que l'injection canonique H® (J) < C° (J) et |e;)
sont continues, puisque

|<€|€t>| < HgHoo,JU{ian,SupJ} :

Démonstration de (v) Montrons que H®* (J) est complet. Puisque nous savons que L2 (J)
est complet (cours d’Analyse [17], théoréme de Riesz-Fischer 15.14), nous pouvons supposer que
k > 1.5 (§k)pen est une suite de Cauchy par rapport a ||-[| ,, , , alors quel que soit j = 0,..., kla
suite (07€;,) ey est de Cauchy dans L? (J) , donc converge vers ; € L? (J) . Comme (077";,) ey
est aussi une suite de Cauchy dans H™ (J) , I'inégalité de Sobolev (iv) montre que c’est aussi
une suite de Cauchy dans C (J) ; cette suite converge donc uniformément. Mais par le théoréme
de Riesz-Fischer il existe une sous-suite de (877'€,), oy convergente \;-p.p. vers 1, ; , qui est
donc égale & la limite dans C (J) en ayant au besoin changer de représentant. Etant donné
T € J ,pour tout t € J , il vient alors

t
0o (8) = limy &6, (1) = lim, (af'—lsk )+ [ aﬂ'sk) _
= 77]'—1 (7-) + hmk (1T,t| ajgk)Lz(J) = nj—l (7-) + (1T7t| hmk ajgk)Lz(J) =

t
=M1 (1) ‘|‘/ n;

ce qui montre que 7;_; est localement absolument continue et que dn;_; = n; . Nous avons
utilisé la continuité du produit scalaire (cf. remarque 1.1.2). Ainsi & :=n, € H® (J) , 8¢ = n,
et

k k
6k =€l = D106 = ¢l = D06 = mill, — 0,
j=0 Jj=0

donc (&), converge vers & dans H® (J) . ¢

REMARQUE 2 Est-ce que la constante m + % dans l'inégalité de Sobolev est la plus

petite constante C. possible, donc telle que

1€l < Ce- Ml + - 16€]l, 7

Considérons sur l'intervalle J la fonction constante 1 . On a ||1]| =1, ||1]l, = VA (J) et

101]], = 0 . Ceci montre que C, > ﬁ .

DEFINITION 4 On pose
H () = {e e HY (J) | €(inf J) = € (sup J) = 0} .

COROLLAIRE H(()l) (J) est un sous-espace de Hilbert de H™ (J) .
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Si J est borné, on a l'inégalité de Poincaré
A () 1
Iélly < =57 19€ll, - pour tout & € 15" () -
En effet
H () = Ker [eir ) N Ker [eqyp /)

est un sous-espace vectoriel fermé, donc complet.
Pour tout t € J , on a

€ ()] = [€(t) = & (inf J)| =

¢
/ aﬁ' < / Lint gt - |0€] < || Linggelly - |0€]l, =
J

inf J

=Vt —inf J- Ha&-HQ )

donc

' t2 ' sup J
et < ([ -ty ar) - oel = |G —int o] el -

inf J

1 .
=5 (supJ —inf J)? - |O€|2 . o
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1.8 Problémes aux limites sur un intervalle

DEFINITION On désigne par KM (J) l'espace vectoriel des fonctions contintiment dé-
rivables & support compact dans J et 9 : KU (J) — K (J) : f — Of lapplication de
dérivation.

PROPOSITION
(i) Il existe x € K (J) tel que
K(J) =0k (N)eK-x.
(ii) SifeLL.(J) et [dp-fdr;=0 pourtout o € KV (J) , il existe c € K tel que f =c .

(iii) Si f €LL.(J) et [¢-fdr;=0 pour tout p € KM (J), alors f =0 .

loc

La démonstration est laissée en exercice.

EXEMPLE 1 Etant donné p,p € C™ (]0,1]) tels que p,p > 0 sur [0,1] et ¢ € C, ([0,1]) ,
considérons le probléme (inhomogeéne) auz limites homogénes suivant :

—%-8(p-p-af)+Q'f:9 sur J et f(0)=f(1)=0. (+)

Si f € C ([0,1]) est solution de (x) , on dit que c’est une solution classique . Remarquons
que Dexistence d'une solution classique entraine nécessairement g € C ([0,1]) .

Par opposition on dit qu'une solution 6 € H(()l) (J0,1]) de

1 1 1
/9-7-0-,04‘/29'3’7-39'9:/7'9'0 POUYtOUt’YGH(()l)(]()»lD (%)
0 0 0

est faible . Ici il suffit que 1'on ait p, p € AC ([0, 1]) et q, g € L2 (]0, 1]) tels que p,p > 0 sur [0, 1]
et g =>0!

Remarquons tout d’abord qu’une solution classique est solution faible : on a évidemment
fe H(()l) (]0,1]) et en en intégrant par parties il vient

/oqu.f.er/olp-a_v-af-PZ/Oqu-f'P+ [pﬁ'af'p}

1

~[300 0=

0

1 1 1
— | m-lg-fF==-0(p-p-0 o= | F-a-p.
/Ov(qu(pp f))p/ovgp

Réciproquement si 0 € H(()l) (]0,1[) est une solution faible, en posant

H::/()Q(g—q-e)-peAcao,lD ,

on obtient

1 o 1 1 1_ 1_
/p-av-%-p:/7-(9—61-9)-/):[7-14 —/ 07-H=—/ oy-H,
0 0 0 0 0
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donc
—-H
90 = 2% ¢ ac(]0,1])
p-p

pour une constante ¢ € K par la proposition (ii) et 1’exemple 1.7.3. Ceci montre que 6 €
H® (]0,1]) et intégrant le membre de gauche par parties il vient

1
1
/ 5 - {g—q-@—l—;-@(p-p-@@) p=0 pourtout'yEH(()l) (J0,1)) > KW (Jo, 1]) .
0
On en déduit
1
—=-9(p-p-99)+q-0=g dans L*(]0,1])
p
gréace a la proposition (iii).
Si en plus p,p € CY ([0,1]) et g € C([0,1]) , on a H € C™M ([0,1]) , donc 90 € CV ([0,1]) ,
puis # € C? ([0,1]) , et par suite —/1) -0(p-p-00)+ q -0 = g partout, puisque cette fonction
est continue. Ceci montre que la solution faible 8 est une solution classique.

Montrons maintenant qu’il existe une unique solution faible. II suffit de constater que (xx)
peut s’écrire sous la forme

s(7,0)=(g-p) ,
en définissant
1 1
5r(%€)~>/ q-7-6-0+/ p-8y-9¢-p: MY (10,1]) x HY (J0,1]) — K
0 0
et
' )
Ig>:7H/7-g-p:Ho (0,1) — K.
0

La forme sesquilinéaire s est bornée, puisque

ls (VO < llg-plle - [Vl - IElly + P - plle - 10V]l; - 19€]], <

<est ([l - lglly + 191, - 19€] ) < est - [loay - €l -

tandis que la forme semi-linéaire |g) est continue, puisque

(g -l <Ivllz-Nlg - plly < lloll - lglly - Il q) -

D’autre part s est évidemment hermitienne et elle est coercitive, car pour un € > 0 , on a
p,p = ¢ sur [0,1] , donc

1 1
2
€= [ a-lel ot [ p 10l oz 06l > 5 el

par I'inégalité de Poincaré.
Il suffit alors d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram 1.6 & la forme hermitienne s . Nous
avons donc prouver :

Pour tout p,p € AC([0,1]) et q,g € L*(]0,1]) tels que p,p > 0 sur [0,1] et ¢ > 0 , il
existe une unique solution 6 € H(()l) (]0,1]) de

1 1 !
/QW.Q./H-/P'87-89-P:/7'9'p pour tout 7 € Hg' (0, 1)
0 0 0
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et elle s’obtient en minimisant

1 1 1_
2/ (q-|v|2+p-|37|2)-p—Re/ Y9 p
0 0

sur HY (10,1]) . On 6 € H® (]0,1]) et c’est une solution de (x) dans L2 (]0, 1) .

Si en plus p,p € CY ([0,1]) et q,g € C([0,1]) , alors 6 € C? ([0,1]) et c’est une solution
(classique) de (x) .

EXEMPLE 2 Considérons maintenant le probléme aux limites inhomogénes suivant :
1
—;-3(p-p-3f)+q-f=g sur [0,1[ et f(0)=a , f(1)=p ()
avec o, € K.

Dans H™ (]0, 1]) on considére le sous-espace affine

G:={yeHD(0,1)) |7(0)=a, v(1) =5} ,

qui est évidemment un ensemble convexe fermé.

Si f € C (]0,1]) est une solution classique de () , donc g € C ([0, 1]) , ou plus généralement
sif € H?(]0, 1]) est solution de () dans L? (]0, 1[) , donc g € L2 (]0, 1[) , en intégrant par parties
il vient

/Olq-mﬂ-ﬁ/olp-m-@@-p:

Z/Olq-(9—7)-9-p+ [p-(9—7)-39-0}:—/01(9—7)-3(/)-29-39)=

1 1
=/ (9—7)-(q-Q—E-a(p-p-%))-p:/ O=7)-9-p,
0 P 0
donc en particulier
1 1 1
Re(/o q-(9—7)-9-p+/0p-8(9—7)-09-p)>Re/0 O—=7)-g9-p.
Ceci nous conduit a utiliser le théoreme de Stampacchia :

Pour tout p,p € AC([0,1]) et q,g € L*(]0,1[) , tels que p,p > 0 sur [0,1] et ¢ > 0 , et
a, € K, il existe une unique solution 0 € G de

1 1 1
Re(/ q-(e—v)-é-er/p-3(9—7)-39-p)>Re/ (0—7)-g-p pourtouty€§
0 0 0
(%)

et elle s’obtient en minimisant

1 1 1_
5/ (q-|v|2+p-|37|2)-p—Re/ ¥-9-p
0 0

sur G . On a6 € H® (]0,1]) et c’est une solution de (x) dans L2 (]0,1[) .

Si en plus p,p € CY ([0,1]) et q,g € C([0,1]) , alors 6 € C? ([0,1]) et c’est une solution
classique de (%) .
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Comme dans ’exemple précédent il suffit d’utiliser la forme hermitienne coercitive

5r(%€)~>/0 q-(9—v)-€-p+/0 p-0(0—7)-9¢ p: My (10,1]) x H§Y (10,1]) — K,

d’ou la premiére partie. En faisant v := 6 £ 7 avec n € H(()l) (]0,1[) dans (s3x) , il vient

1 1 1
Re(/ q-n-&-p+/p-3n-3€-p)=Re/n-g-p-
0 0 0

Si K = C , en remplacant 7 pat i - n on obtient I’égalité des parties imaginaires. Les derniéres
assertions se montrent alors comme ci-dessus. g

REMARQUE 1l est possible de ramener le probleme aux limites inhomogenes ci-dessus & un
probléme aux limites homogénes, ce qui permet de le résoudre seulement a ’aide du théoréme
de Lax-Milgram. En effet il existe une fonction y € C*) (R) telles que x (0) = acet x (1) = B et
en faisant le changement de fonctions inconnue 7 = 6 — x , on voit que 6 est solution de () si,
et seulement si, 1 est solution de (x) . Ceci n’est malheureusement plus possible en dimension
supérieure sans hypothéses restrictives sur la régularité du bord ou sur la fonction définie sur
ce bord.
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1.9 Sommes hilbertiennes

Nous allons maintenant généraliser le théoréme 15.18 du cours d’Analyse [17] sur les bases
hilbertiennes.

THEOREME Soient F' un espace préhilbertien, (H;) jeg une famille de sous-espaces vecto-
riels complets deux & deux orthogonauz, P; l'orthoprojecteur de F' sur H; , G le sous-espace
vectoriel fermé engendré par les H; et £ € F' .

Alors
G=DM .
jeJ
la famille (Pi€),.; est de absolument de carré sommable, i.e. (HPjﬁHQ)jeJ est sommable, ’en-
semble {j € J | P;{ # 0} est dénombrable et sio : I — {j € J | P, #0} en est une énumé-
ration, on a linégalité de Bessel

sup I
SRl =S Pt < il -
jeJ 1=0

En outre les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) £€G.
(ii) Egalité de Parseval
doIBEl® = e
jeJ
(i) La famille (Pi§),;.; est sommable, i.e. pour tout € > 0 , il eziste K. € &(J) tel que, pour
tout L € R(J) satisfaisant a L D K. , on ait

Y PE—¢

JeEL

Le.

(iv) Pour toute énumération o : I — {j € J | P;¢ # 0} la série Y5 P& est convergente,
et on a
sup I

§= Z Py -
=0

Pour tout K € & (J) soit Hg = 3", H; . Si L € &(J) est tel que K N L = () , alors
Hx L Hp , donc en particulier Hx NHy = {0} . Ceci montre que la somme des H; , i.e. le
sous-espace vectoriel engendré par les H; , est directe. On a donc bien G = @ jea Hj - D’autre
part le sous-espace vectoriel Hyx = H;cxH; est complet par I'exercice 1.4.1.b, et en posant

Pg = Py, ,ona

Pr&=> P

jEK
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Grace a I’égalité de Pythagore, on obtient

SR = > P

jEK jEK

2
= || Pxél” < i€l (%)

puisque || Px|| < 1 par le théoréme de la projection 1.4.iv. On en déduit évidemment 'inégalité
de Bessel et les premiéres assertions a ’aide du lemme 1.1.

(ii) = (iii)  Silégalité de Parseval est satisfaite, pour tout € > 0 , grace a I’égalité dans (x)
et la propriété d’approximation du supremum, il existe K. € K (J) tel que

1Pl =D IPEIP > 1I€] — &
jeK
pour toute partie K € R (J) , K D K. . Comme Pyé 1 (P& —&) , il vient alors
1Pkt = &)1 = 11€]1” — || Peg)” < €2
par I’égalité de Pythagore, donc (iii).
(iii) = (iv) Sik> N.:=maxo '(K.),ona L:=0c({0,...,k}) D K. , donc

k
ZP(,(D&—&H = > _Pic—¢
=0

jeL
(iv) = (i)  C’est évident, puisque G est fermé et Zf:o P,pée€g.

Le.

(i) = (ii)  Par définition de G , pour tout € > 0 , il existe K € K(J) , (nj)jeK tels que

Zﬂj—f

jEK

<e.

Puisque Pk est la meilleure approximation de £ par un élément de Hg par le théoréme de la
projection 1.4.i, on a

[1Px€ — ¢l <

ZU;"&

jEK

<e.

Utilisant & nouveau ’égalité de Pythagore et (x) , on obtient
[€17 = 1 Pxc€ — €1” + I1Px€l* < €2+ Y IPEN" < e+ ) IIFsell”
jeK jed

d’ou I'égalité de Parseval.

DEFINITION Nous écrirons
g = Hﬂ H;
jed
et nous dirons que c’est une décomposition hilbertienne de G , ou encore que G est la somme
hilbertienne de (H;),.; -
Nous utilisons le signe H pour montrer que cette décomposition est orthogonale et que ’on
a I’égalité de Parseval, généralisation de celle de Pythagore.
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PROPOSITION Soient 'H un espace de Hilbert et (Hj)jeJ une famille de sous-espaces

vectoriels fermés deux o deux orthogonaux de H . Alors toute famille (ﬁj) telle que §; € H;

jes
pour tout j € J et Zjej HﬁjHQ < 00 , est sommable dans H . Si & := Zjejﬁj sona;=Pyé
pour tout j € J .

Etant donné une énumération o de {j eJ } HQH > 0} , pour tout £ € N | on a

k 2 k )
> &l =D 6ol
=0 =0

Le lemme montre alors que la série Z?i%l £, satisfait au critére de Cauchy (cf. cours d’Analyse
[17], remarque 10.7). Posons ¢ := Z?i%l -y - Pour tout j € J , la continuité de P; := Py,
nous permet d’écrire

sup I sup I
Pi§ = P, (Z 50(!)) =Y (&) =& -
1=0 1=0
Le théoréeme montre alors que (5 j)je , est sommable, que

E=> PE=) ¢

jedJ jeJ

et que £ ne dépend pas de I’énumération choisie.

Le théoréeme et la proposition peuvent étre résumés dans le

SCOLIE Soient H un espace de Hilbert et (H;) jeg ume famulle de sous-espaces vectoriels
fermés deux & deux orthogonauzr de H .

Eem = D IPEIP <P <o

jeJ
CelHH, = =) P et [lEP =D 1P
jed jeJ jeJ
=Y GelM e [EP= |57 = gen et D g <o
jeJ jed jeJ jeJ

EXERCICE Pour toute famille (5 j) sommable d’un espace de Hilbert, la famille

jeJ

(1),

est sommable dans R .
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1.10 Bases hilbertiennes

DEFINITION 1 Soit F' un espace préhilbertien. Nous dirons qu'une famille (e;), .y C F
est un systéme orthonormé si 'on a

(€z]€y) = 6,, pourtoutz,ye X .
On dit que c’est une base hilbertienne si en plus (€;),. y est total dans F' .
Si (€7),cy €st un systéme orthonormé, alors (K- ¢;), .y est évidemment une famille de

sous-espaces vectoriels complets, et il sont deux & deux orthogonaux. D’aprées 'exemple 1.4.2 |
pour tout £ € F et tout z € X , on a

Px.e,§ = (€:|€) - €, pour tout = € X .

Si (€:),cy est une base hilbertienne, on obtient
F=HK- e, .
rzeX

par le théoréme 1.9. Plus généralement on retrouve le théoréme 15.18 du cours d’Analyse [17] :

THEOREME  Soient F' un espace préhilbertien et (€;),.y un systéme orthonormé dans F .
On a |’ inégalité de Bessel

> el P < NEN

zeX

et les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

()

¢ € Hﬂ K-e, .
zeX
(ii) Egalité de Parseval
> el OF = el -
rzeX

(1ii) La famille ((€,]§) - €2),cx €St sommable et

E=) (alf) e .

zeX

D’autre part soient H un espace de Hilbert et (€;) .y un systéme orthonormé dans H . Pour
toute famille (o), x C K telle que Y o |” < 00, la famille (o - €2),cx €5t sommable dans
Hetsil =) x0z €, 0onaa,= (el pourtout z € X .

DEFINITION 2 Par analogie avec le second exemple qui va suivre, nous dirons que le
nombre (€| &) est le x-iéme coefficient de Fourier de  dans le systéme orthonormé (e;),.y -
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EXEMPLE 1 Soit X un ensemble. Pour tout x € X considérons la fonctions caractéristique
1y € 2(X);ona

L2y (y) := 05, pour tout y € X .
La famille (1(,), cx @st une base hilbertienne de (% (X) .

On vérifie immédiatement que cette famille est orthonormée. Il nous reste donc & prouver
qu’elle est totale. Mais par le corollaire 1.4, il nous suffit de montrer que, pour tout f € £ (X)
tel que f L1y, pour tout z € X ,ona f=0.Mais

0= 1{$}} f Z Liay (¥ = f(z) ,

yeX

ce qu’il fallait démontrer.

REMARQUE 1 Par ce qui préceéde, on en déduit que, pour tout f € £?(X) , la famille
(f (z)- 1{$})$€X est sommable et
f=2 f@) 1.

zeX
Si (€2),cx est une base hilbertienne d’un espace préhilbertien F' , alors I'application

F— (* (X) E— ((€I|€))z€X

est une isométrie, ceci n’étant qu'une reformulation de I’égalité de Parseval. Elle est surjective
si, et seulement si, F' est un espace de Hilbert.

EXEMPLE 2 Pour tout k € Z soit
e [0,1] — C:zr—e

La famille (ey),., est une base hilbertienne de L? ([0, 1]) .

2mikx

Ceci a déja été démontré dans le cours d’Analyse [17], exemple 15.17. Rappelons que la
partie difficile est de prouver que (e),, est totale dans L* ([0, 1]) : on constate tout d’abord
que Pensemble des fonctions de la forme 1, pour 0 < a < 1 est total dans L? ([0, 1]) , puis

que
Lo = Z (exlljoq)) - €x
keZ

car

1 <~ 1-—cos2rk
[toall; =a=a*+ 5 - 35— = > I(el Loa)

k=1 keZ

(cf. applications 9.16 et 10.9).
On peut aussi utiliser le théoréeme de Stone-Weierstrafl formulé ci-dessous. On remarque
tout d’abord que les applications

L?([0,1]) — L2 (]0,1[) : f — fijo

et

1

L (%-AU) — T2 (0,1)): f — foexp (2mi-o) |
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sont des isométries telles que
id* o exp = ekllo, | pour tout k € Z ,
puisque {1} est Ay-négligeable et
exp (277 - 0) : x> ¥ 10,1 — U~ {1}
est bijective. Mais le sous-espace vectoriel engendré par (idk) reg €St une sous-algébre unifére
de C (U) . Elle est involutive, puisque
idk = id~* pour tout k € Z ,

et id sépare les points de U . Elle est donc dense dans C (U) pour la norme uniforme ||-||__ .
Comme |-, Loy S ||| > ce sous-espace vectoriel est aussi dense dans L? (5= - Ay) , ce qui

finit de prouver que (e;),, est total dans L ([0, 1]) .

THEOREME (de Stone-Weierstrafl) Soient X un espace compact et A une sous-algébre
involutive contenant 1 et séparant les points de X | i.e. telle que pour tout x,y € X , si x # vy
il existe a € A satisfaisant o a(x) # a(y) . Alors A est dense dans C (X) muni de la norme
uniforme ||-|| . -
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1.11 Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit F' un espace préhilbertien et (§,),oy une suite de vecteurs linéairement indépendants
de F' . Pour tout n € N | soit

G, = PK-¢, .
k=0

C’est un sous-espace vectoriel de dimension n+1 . On démontre par récurrence qu’il est complet
dans F' et en définissant €, := &, € Gy puis, pour tout n € N |

€nt1 ‘= €n+1 - Pgn€n+1 )

on a
€n+1 S gn+1 et €n+1J—gn )

donc (ﬁ) est un systéme orthonormé dans F' et (E—k) est une base hilbertienne
keN k=0,...,n

llex I
de G, .
En effet K- ¢, = K- % est complet et Fg,&; = W - (€] &) - € (cf. exemple 1.4.2). Si

lleoll
maintenant G, est complet, alors

n

1
Pg,&n = Z— : (€j|€n+1) "€

2
j=0 Hej H
(vérification immédiate) et
gn+1 == gn HK- €En+1

est complet par I'exercice 1.4.1.ii. La formule ci-dessus permet de calculer les € et ||ex| induc-
tivement.

Cette construction s’appelle le procédé d’orthogonalisation (ou d’orthonormalisation) de
Gram-Schmidt .

Sa mise en oeuvre pratique est fastidieuse, & moins d’avoir une méthode particuliére liée au
probléme considéré, comme nous le verrons dans les paragraphes qui suivent.

REMARQUE Nous démontrerons plus tard que tout sous-espace vectoriel de dimension
finie est complet (cf. corollaire 2.7).

DEFINITION Nous dirons qu’un espace normé est de type dénombrable ou (séparable) s’il
contient une suite totale.

PROPOSITION  Un espace préhilbertien de type dénombrable posséde une base hilbertienne
(dénombrable).

En effet, en extrayant d’une suite totale une suite linéairement indépendante et en lui appli-
quant le procédé d’orthogonormalisation de Gram-Schmidt, on obtient un systéme orthonormé
dénombrable et total, ce qu’il fallait démontrer.
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THEOREME Tout espace de Hilbert posséde une base hilbertienne. Plus généralement tout
systéme orthonormé peut étre complété en une base hilbertienne.

Dans ’ensemble de tous les systémes orthonormés SON de cet espace de Hilbert H |,
ordonné par I'inclusion, il existe par le principe de maximalité de Hausdorff une chaine maximale
C contenant le systéme orthonormé donné. La réunion

B .= U C
cec
est un systéme orthonormé. En effet si £, € B , il existe C, D € C telsque ¢ € C et n € D et,
puisque C est une chaine, on a C' C D ou D C ('; mais ceci montre que £ et n appartiennent &
un systéme orthonormé, donc que (£|n) = d¢,, . Il nous suffit de montrer que B est total dans
H . Si le sous-espace vectoriel fermé G engendré par B est # H , en choisissant v € G\ {0} ,
on obtient un systéme orthonormé B U {7} contenant tous les C' € C , ce qui contredit la
maximalité de C . g
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1.12 Polyndémes orthogonaux

DEFINITION 1 Nous noterons P ’ensemble des polynémes sur R .
Soit X une partie de R et désignons par /\/lf (X) le cone convexe des intégrales de Radon
1 telles que

/* lid|* du < 0o pour tout k € N .
On dit alors que
my (1) == /idk du
est le moment d’ordre k de p .

Sipe M7% (X), alors p est bornée, i.e. u* (X) < oo .
+

EXERCICE 1 Soient X une partie de R et u € M% (X) . L’application canonique
P — L*(n):pr— [px]

n’est pas injective si, et seulement si, 1 est une combinaison linéaire finie (& coefficients stricte-
ment positifs) d’intégrales de Dirac (on pourrait dire une intégrale moléculaire!). Dans ce cas
'image de P est égale a L2 (1) et c’est un espace vectoriel de dimension finie.

Utiliser le support de p (cf. remarque 1.2.3).

Pour éviter le cas trivial de la dimension finie, nous supposerons pu € /\/lf (X)) n’est pas une
combinaison linéaire finie d’intégrales de Dirac, i.e. supp p est infini.

Dans ce cas on a P C L? (i) . Le probléme des moments consiste & étudier 'application
m: ME(X) — Rt e m (1) := (my (1)) ey

en particulier son injectivité, et & décrire son image. Dans le cas général il est tres difficile de
déterminer les intégrales de Radon u € M?% (X) telles que P soit dense dans L? (1) .

PROPOSITION  Si X est une partie bornée de R , alors P est dense dans L? (u) quel que
soit p € M% (X) .

Remarquons, puisque X est bornée, que tout polynéme est borné sur X , donc que
ME (X) = M (X) .

La fermeture X de X dans R étant compacte, il existe a,b € R tels que X C la,b] . Pour toute
partie K € R(X) , on a

1K:infk(1—k:-d(<>,K))|} et (1—k:-d(<>,K))|J[ra7b]EC([a,b]);

grace au théoréme de Lebesgue on a 1 =lim (1 — k- d (o, K ))r;( dans L? (i) , ce qui montre
que C ([a,b]) y est dense dans L? (u) par le théoréme de densité 15.15 du cours d’Analyse [17].
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Mais P ([a, b]) est dense dans C ([a,b]) , muni de la norme |[|-|| % , par le théoréme de Stone-
Weierstrafl ou celui de Bernstein (voir ’exercice ci-dessous). Il suffit donc de remarquer que

Ifixll, <0 112y pour tout f € C([a,b])

pour pouvoir conclure. g

DEFINITION 2 Désignons par P, ’ensemble des polyndémes de degré < k et posons P_; :=
{.0} . On dit que (pg),cy €St un systéme de polynomes orthogonaux par rapport a p € /\/lf (X)
si

(a)  pg est un polynome de degré k , i.e. pr, € Pr \ Pr_1 , pour tout k € N .

(b)  prlp,ie. [ Dr-pidp =0 pour tout k,I € N tels que k # [ .

REMARQUE 1l suffit d’exiger que, pour tout k € N, p; soit un polynome de degré au plus
k,ie pr € Pr,etquepr L Pr_1.

Un tel systéme est déterminé & une constante multiplicative prés et s’obtient par exemple &
I’aide du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt appliqué a (idk) ey - Dans ce cas tout
ces polyndmes sont réels. On peut normaliser les p, de différentes maniéres :

(1) on fixe la valeur de la constante *p; , par exemple py, € id* +Py_; ,
(2) on fixe la valeur de p, en un point,
ou bien

(3) on normalise HpkHM =1 , ppegp-id*"+Pe1 et gp>0.
Dans ce dernier cas, on dit que c’est le systéme de polynomes orthonormés associé a p . On
a

1 id — (polid) - po p(X)-id—(1]id), - 1

——1 , D=7 - - e
w(X)2 Hld—(p0|1d)-p0H2# HN(X)'id_(Hid)“.lH
27“

Po =

THEOREME [l existe une relation de récurrence de la forme
id-py = ay - pro1+be Pyt Cr DRt
en ayant posé p_1 =0 . En outre sipy =go-1, go =0 et
Pk € g - id" +gp - id" 4Py pour tout k € N*
on a gy #0 et

—_—

ay, = 9k b= Ik k1 HpkHQ,,u

k= * Qg1 -
Gk+1 I Gk Hpk—le,u

pour tout k € N .
Si le systéme est orthonormé, alors

Cr — Qp—1 .
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En effet, comme (L) est une base hilbertienne de Py, ;1 et que id -py € Pry1 ,
IP5lls,, §=0,....k+1
on a
E+1 D D
dpe = [ 2 |idopy ) 2
Mais
. ' , ' id -p.
B lig Pr | = B g Prdp = L pr | =0
1Pl 1l 1255,

pour tout j < k — 2, puisqu’alors id -p; € Px_1 L pi! On a donc bien la relation de récurrence
indiquée. En calculant mod Py_; , on peut écrire

gr - id" T g - id* =id pr = ay, - pre1 + b pE =
= ag+ (gear 1" g7 - 1d%) + by - g 0d"
donc
Ok = QK- Gk+1 €t Ok = ak - Grr1 + bk - Gk

et par suite les deux premiéres relations. Quant a la derniére on a

id 'Z%)
_ Pe-1 |, id -p—1
Ce =1\ 77 2 id-py | = T 2 | Pk =
HPk—ng,u HPk—le,u
Al . 12l
= 2’5 . L. Pr—1 | = 725 “Qg—1 . O
1Pe-1ll5,, 1Pkl 1Pe-1ll5,

EXERCICE 2 (Polynémes de Bernstein) Pour tout fonction continue f : [0,1] — C et
n € N* | on définit le n-ieme polynome de Bernstein B, f € P, ([0, 1]) de f par

Bof (z) = ;f (%) : (Z) b (1 -2 pour tout z € [0,1] .

(a) Montrer quesi f=1ou f=idona B,f = f.
(b) Calculer pour f =id- (1 —id) la suite B, f et montrer que l'on a

Pr+1
ap =

IPrr1lls,,

et

f =1lim, B,f uniformément sur [0,1] .

(¢) Montrer que l'inégalité

& E\? (n 1
<SS (a—=) ()t a-a)r e —
0 (:B n) (k:) - (1 —x) 1, Pow tout x € [0, 1]

k=0
est vraie en introduisant un f convenable et en calculant B, f .

(d) Pour tout x € [0,1] , n € N* et § > 0 on considére les ensembles
k < 6}

A, (6) = {ng‘gn r——
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k >6}.

et

r— —

Bn(6):{0<k<n "

Montrer que pour tout € > 0 , il existe C' < oo tel que
2C A%
)f(:n)—f(%)) < -7 (a:——) pour tout x € [0,1] et tout k € B, (8) .
n
(e) En déduire que
f=1lim, B,f uniformément sur [0,1] .

(f) Théoréme de Weierstraf3 Montrer finalement que, pour tout intervalle [a,b] C R |
I’ensemble des polynomes P ([a,b]) est dense dans C ([a,b]) .
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1.13

1.13 Caractérisation des polynoémes classiques

orthogonaux

On considére maintenant un intervalle ouvert J de R et un poids , i.e. une fonction

p:J — R

localement A-intégrable telle que p - A\; € M7 (J) . Un poids est en particulier \;-intégrable.
Les polynomes classiques orthogonaux sont ceux de la tabelle suivante :

Jacobi J{*P) Laguerre L\ Hermite Hy
J ]_171[ ]0700[ ]_00700[
p (1 —id)* - (1 +id)” id*.e~1d i
a,>—1 a>—1
Norma- a a a o .
lisation Jlg ) (1) - ( —I:k) Lé : (0) - ( —I:k) Hk € 2k ) ldk +Pk—1
a+ [+ 2k —1)*
Ik 2 ( ﬁk ) ( k:!) 2
200+ (o 4+ k)l (B + k)] (o + k)|
2 RO A
Pl (a+pB+2k+1) -kl (a+p+k)! k! VT g
2(k+1)(a+B+k+1) 1
—(k+1 =
i (a+B+2k+1)(a+ 8+ 2k~+2) (k+1) 2
2(a+k)(B+k)
- k k
* (a+B+2k) (a+B+2k+1) (4 k)
~ _ (B-a) (a+pB+2k-1) (=D (a+ k) "
Ik % (k-1 (a+B+k) (k — 1)
62 —042
b 2%k + 1 0
g (a+ B+ 2k) (a+ B + 2k + 2) et
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Rappelons que pour tout z € C , on définit le coefficient binomial généralisé par

(Z) :ﬁz+ll—l:z-(z—l)-}{:-!(z%—l—k:)

pour tout £ € N .
=1

0) =letzr— (2) est un polynome!
Nous avons aussi utilisé la notation
2l:=T(z+1) .
Rappelons que I' (z +1) = z-T'(2) , que pour tout Rez > —1, on a

o0
z! :/ id® e 14
0

et que I' est méromorphe dans C et n’a que des poles simples en —k , pour k € N, de résidu

(—1)F E T
—— . En particulier

En particulier (]

z\ 2! B I'(z+1)
(k:) S k(z—k) T(k+1)-T(z+1-k)’

cette formule étant vraie par continuité si z + 1 = —[ pour un [ € N ;| puisque
2\  [(l-1\ (~l-1)(=1-2)---(=l—k) I (I +k)!
k) k) k! =0T
et
(_1)l (_1)l+k

w-T'(=l+w)—

et w-I'(—-l—k+w)—

T (= k) lorsque w — 0 .

Dans la littérature on rencontre encore le symbole de Pochhammer défini par

(o= [ D=z (1) (2 k1) = F(FZ(;"") _ (Z(;Bf)’ ,

En particulier (2), :=1.
Finalement rappelons la formule de Stirling

aO[
a!wx/27r-a-(—) pour o — oo .

e

La mise en oeuvre du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt conduit a des calculs
fastidieux. Mais heureusement & équivalence pres, i.e. aprés une transformation affine et une
renormalisation, les polyndmes classiques sont caractérisés par une formule ou une équation
différentielle, ce qui nous permettra de déterminer les constantes de la table ci-dessus.

THEOREME  Soient p : J — R un poids et (pi)yey un systéme de polynomes orthogo-
naux associé & p . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) (Pk)yey €St équivalent a un systéme classique de polynomes.

(ii) Formule de Rodrigues
Le poids p est indéfiniment dérivable, il existe un polynéme p > 0 sur J sans racine
multiple tel que p = 0 sur 0.J et une suite (dy),.y C R tels que
1

pkz—-ak(p-pk) pour tout k € N .
dk'p
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(iii) Equation différentielle de type hypergéométrique
Le poids p est continiment dérivable, il existe un polynéme p > 0 sur J de degré < 2 sans
racine multiple tel que p = 0 sur 0J et une suite (), tels que, pour tout k € N, on ait

1
Lpy = —;-3(,0-29-3%) = Mk - Dk

ou bien
p-p+q-Opr+ A -pr=0,
ou
d(p-
g (p-p)
p

Dans ce cas q est un polynome de degré 1 et
E—1

Ao = —k - {&HT-a?p]

et les constantes sont données dans la table qui précéde et la suivante :

Jacobi J,ga’ﬁ) Laguerre Lff) Hermite Hy,
p 1—id® id 1
di (—=1)F- 2~ . k! k! (—1)*
Ak E-(a+p+Ek+1) k 2k
q |f—a—(a+0+2)-id| a+1-id —2-id

Démonstration

(i) = (ii) Il nous suffit de démontrer que la formule de Rodrigues définit un systéme de

polynémes orthogonaux associé au poinds p . L’unicité & une constante multiplicative pres

montre alors qu’en choisissant dj convenablement on obtient les polynomes classiques.
Remarquons tout d’abord que, étant donné k£ € N | pour tout j € N tels que j < k£, on a

& (p-p*)=p-p*7-P; pourunP;€P;.

Cette formule est trivialement vraie pour 7 = 0 avec P9 = 1 . D’autre part degp < 2
et on vérifie explicitement que ¢ := @ € Py (voir la table ci-dessus et remarquer qu’une
transformation affine ne modifie pas le degré). L’assertion en découle par récurrence sur j

puisque, en supposant que j+1 < k, on a
aj+1 (p . pk) — a (p . p . pk_j_l . Pk,]) —

=0(p-p) P Pjtpp(k—j—1)-p" 72 0p - Pej+p-pt 0P =
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=p-p"7 (g Poy+ (k=5 —1)-0p- Py +p- 0P )
et par suite

Pk,j+1=[Q+(k‘—j—1)'3p “Ppj+p-0P;; € Pjy1 . (%)

Il est alors clair que py = d—lk - Py, € Py et il nous reste a montrer que p; L Pr_; . Mais on
constate dans chaque cas que

p-p-PeC’(J) pourtoutj € N*ettout PcP.

En intégrant successivement par parties, pour tout f € Pr_1 , on obtient

dk-(pklf)pz/Ja’“ (p-p*)-f=1[0"" (p-pk)-f}J—/]ak‘l (p-p*) - 0f =

J
puisque
P (p-pt) O f=pp Popy & feC(J),

ce qu’il fallait démontrer.

(ii) = (iii)  Montrons tout d’abord que I'on a nécessairement degp < 2 . En effet

d(p-p)
p

=dy - p1
est un polynéme de degré 1 et
dy-p-py =58 (p-p?) =0[3(p-p)-p+p-p-8p} 23[p-p-(q+8p) =

=p-q-(q+0p)+p-p-0(qg+0dp),
donc
p-Pp=dy-po—q*—03(q-p) .
Mais si degp > 2, alors
deg (p- 8p) = degp+ degp — 2 > degp = degd (q- p) = deg (dy-p2 —¢* = (q-p)) ,

ce qui est absurde.

Montrons maintenant que py satisfait & I’équation différentielle. Remarquons tout d’abord
que

p-q=0(p-p)=0p-p+p-0p,

donc
p-Op
—— =q—0p.
P
Pour tout k£ € N | on a alors
_dk.p.ka:

:a(p.p.dk.apk):a(p.p.a{%.ak(p.pk)]) —
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:a(_p-pap_ak (p_pk)_l_p_akﬂ (p_pk)) _

= —0lg—ap]- 0" (p-p*) — g —p]- 0" (p-p")
+0p - O (p-pF) +p- 02 (- pt) =

= [0*p—0q] - 0" (p-1*) +[20p —q] - """ (p-p") +p- 0" (p-p") .
D’autre part comme

p-0(p-p*)=p-0p-p"+k-p-p*-0p=(p-0p+k-p-0p)-p=

=lg+(k—1)-9p]-p-p",
on peut appliquer la formule de Leibniz & chacun des membres de
0" p-0(p-p)] =0"" (lg+ (k—1)-0p| - p-p") .
Puisque degp < 2 et deg[q+ (kK — 1) - 9p] < 1, on obtient

1 1
p_ak+2(p_pk)_|_(k‘41- )_ap_ak+1(p_pk)+(k—l2- )_an_ak(p_pk):

=g+ (k—=1)-9p]- 0" (p-p") + (kirl) g+ (k=1)-8%] 0" (p-p") |
Cest-a-dire
p-0"2 (p-p*) +[20p—q]- " (p-p") =
=(k+1)- {&H— (g _1) .a2p] . OF (p.pk) )
Ainsi

_dk.p.ka:

= [#p=00] -0 (o-1) + (4 1) [0+ (§ 1) -] -0 (p-1F) =

k(k—1)

:{k.acﬁ_ .a2p].ak(p.pk)

et finalement

k—1
Lp,, = —k- {aCH-T'aQP} "Dk -

(iii) = (i) A l'aide d’un changement affine de variable on peut supposer, en modifiant les
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Ak si nécessaire, que J et p sont comme dans la situation classique :

degp 2 1 0
J ]—1,1[ | ]0,00[ | ]—00, 0|
p 1—id*| id 1

Puisque degp; = 1, I’équation différentielle pour £ = 1 montre que

Op-p) _ M-m

P op
est un polynoéme de degré 1 et que
dp 1 a-id+b
X a—op) -
P p p
On obtient
p 1 —id? id 1
atb  b-a
o b A bt | a-id+b

Pl (1—id)7 - (14+id) 7" | id? enid | it +oid

la constante d’intégration e disparaissant en renormalisant, i.e. en multipliant p par une
constante > 0 .

Rappelons que p est A j-intégrable. Dans le premier cas on a nécessairement

o= ath >—1 et f[:= b—a
2 2
Dans le deuxieme cas a < 0 et en faisant une homothétie, on peut supposer que a = —1 . 1l
suffit donc de poser a := b > —1 . Dans le troisiéme cas, on nécessairement a > 0 et a 'aide
d’une transformation affine on se ramene au cas p = e id® , ce qui finit la démonstration des
équivalences.

>—1.

Détermination des constantes  Elles dépendent évidemment de la normalisation choisie.
Nous utiliserons évidemment la formule de Rodrigues et celle de Leibniz.

Comme dans la démonstration (i)=-(ii) en intégrant k fois par parties on obtient

Ipxll3, = (prlow), = (g - id*| pr) , = Z_: ' /Jidk 0 (p-pF) =

:...:(—1)k-3—z-k!-/p-pk.
J
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D’autre part soit
Prj € gy -id’ +gi; - 1d ™ 4P .
Rappelons que Pyg =1, donc ggo =1 et ggo=0.

Onagqg= @ = Qf -p+ Op et soit q := Qf -p € P1 . La relation de récurrence (x) s’écrit
alors

Pk,j+1 = [€7+ (k‘ —j) : 8p} 'Pk,j "’p'apk,j S PJ’+1 :
et montre que

Py € [7(0) + 97 -id + (k = 5) - (9p (0) + &°p - id)]

Nory 1 4Gy 10T P

.. 0, . i . ~ e
+ (p (0)+9p(0) -id —I—Tp -1d2) : [j gy T (5= 1) gy i +73j—3:| =

2

- . .0 .
= {394'(7{7—]) '32P+J'Tp} Gry i

+ { [zj(o) +(k—3j)-9p(0)+3-0p (0)} g

- . ) 0? ) .
tlor o=y e (1) BF| g biad
donc que g ; et gi; satisfont aux relations de récurrence suivantes :

gk,OZl et %:0

- L 02
Gkj1 = {&1 +(2k —j)- Tp} “ G (%)
et
. ~ , Ppl
rjrr = 1@ (0) + k- Op (0)] - gy + |94+ (2k —j = 1) - —~| - guj - (o %)
On a alors
_ i t = i o
gk = dr gkk €L gr = dr gk.k 5
ainsi que la table
p 1 —id? id 1

=
I

>
S

B—a—(a+pP)-id|a—id | —2-id
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Polyn6émes de Jacobi

On a
—id) @ id)~™"? k : )8+
o a =8 [ k
_ (1 - ld) d(l + ld) ) [ (?‘) Py (1 . id)a+k Lok (1 + id)5+k] (1) —
:dik.(a+k)---(a+1)-(—1)’“-2’“,
donc
gy = (-1t LR b D) e (g

k!

D’autre part si j+1 <k, on a
Grjr1=—(a+B+2k—7) gr;

donc
+ 3+ 2k)!
—(—1) . (c
g = (1) (a+ B+ 2k —j)!
par récurrence, et par suite
v (—1)k. (at+B+20)!
” (—1)F - 2k - k! (a+ B+ k)!
1 fa+B+2k
= o B .
Ainsi
()| A Gaan) ! y N
a, = (=1 . 2k N k) . | . 1— « (1 _
a+B+2k
()

1
STamE / (26)*F (2 — 2)°tF 24t =
0

= Qoth+L. (O‘J“ﬁkJr%) ‘Bla+k+1,0+k+1)=

et (a+ﬁ+2k:)_r(a+k+1)-r(ﬁ+k:+1)
B k F'(a+B+2k+2)

_ ga+B+1 (a+B8+2k)! (a+k)!-(B+k)!
- Ho(a+B+k)! (a+p+2k+1)

_ 2048 (k) - (B + k)
C(a+B+2k+1) -k (a+ B+

H4 ESPACES DE HILBERT Claude Portenier
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en ayant fait le changement de variable x =1 — 2 - t et utilisé la fonction béta d’Euler :
! [(z)-T
B (z,w) = / (1 - gt g = LB TW)
0

our tout z,w > —1.
I'(z+w) P
Il vient alors

o G B 2(k+1)(a+ B+ k+1)

ap = - =
g - (T T (a4 342k +1) (a+ B+ 2k +2)

et

20HBHL (atk)!-(B+F)!
Cp = (a+B+2k+1)-k!-(ad-B+k)! ) 2k (04 + 08+ k’)
T 20484 (atk—1)1(B+k—1)! _
ot BT (T A EoT] (a+0B+2k—1)(a+ [+ 2k)

_(a+B+2k—1)(at+k)(B+Fk) 2k (a4 B + k)

(a+B+2k+Dk(a+0+k) (a+0+2k—1)(a+3+2k)

2(a+k)(B+Ek)
(a+B+2k)(a+B+2k+1) "

En outre

o~

Grjri=0B—a) gy +[—(a+8)—2k—j—1)]-gr; =

i (a4 B +2k)
=(B—a)-(-1) ot At 2k— )

i (a+B+2%k—— 1) ge;

donc
N Py B V]

par récurrence, puisque

. (v + B+ 2k)!
Ger = (0 =) (=) o

(a+B+2k—1)!

—@A A2k =i =) ()T (B ) =

B (ﬁ—a)-(—l)j-(a—l—ﬁ—l—%‘—l)!

= T At 2R ) N+ B+2k)+ (a+B+2k—j—1)-j] =

B (B—a)-(—1Y - (a+ B+ 2k —1)!
B (a+ B+ 2k — j)!

D (a+B+2k—j) =

Ainsi
~ _ 1 gkl oy g (et B2k —1)1
gk_(—l)k-2’f-k:! (FU7 (B =)k (a+B+k)!

. (B-a) (a+p+2k-1)
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1.13 Caractérisation des polynoémes classiques orthogonaux

et par suite
_ (=)  (etft+2k-1)! (B-a)  (at+B+2k+1)!
2k (k—1)!  (atf+R) T 2FFLEL " (atfrktD)!

b, = 1 (a+i+2k) Iy (a+ﬁki21k+2)

(k + 1) k -
= (B -a) (a+ﬁ+2k;+2_a+ﬁ+2k) B

B -
T (a+B+2k) (a+pB+2%k+2)"

Les 5 premiers polyndémes de Jacobi :

T (2) =1
(o) 1 1
J; (z):§(a+ﬁ+2)z+§(a—ﬁ)
I (x) =
= (a4 B+ @+ A+ 7+ @+ fH3)(a— Bzt (o < (@+h)
I (@) =
:é(a+ﬁ+6)(a+ﬁ+5)(a+ﬁ—|—4)x3+l—16(a+ﬁ+5)(a+ﬁ+4)(a—ﬁ)x2
+1i6(a+ﬁ+4)((a—ﬁ)Q—(a+ﬁ)—6):B+4—18(04—ﬁ)((a—ﬁ)2—3(a+ﬁ)—16)
T (a) =
1 4
:@(a+ﬁ+8)(a+ﬁ+7)(a+ﬁ+6)(a+ﬁ+5)x
+9—16(a+ﬁ+7)(a+ﬁ+6)(a+ﬁ+5)(a—ﬁ)x3
+6—14(o<+ﬁ+6)(o<+ﬁ+5)((04—6)2—(Oé+ﬁ)—8)f'32
o (at B45) (= B) ((a— B~ 3(a+B)—2)a
1 4 1 2 37 2 7 3
togg @ =B — g latB)la=F)" — oo (a=f)" +6af+ o (a+h)+ 2

Polynémes de Laguerre

Ici on a

a+k N id™® -eld etk i
( . ):Lé)(o):7dk 0" 1k e (0) =
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ided [ L kN L o 1
- = . JiJotk . gk—i,—id - .
a LE:O (j)a id*™.9" e ] (0) a (a+k) () ,

1.13

donc

_(atk) () _
di = (atk)~(a) Kt

!
D’autre part

Gkjt1 = (—1) - gk »

donc
k
(=1
puis
() 2 k (_kl')k | > s ya+k _—id (Oé + k‘i)'
HLk 2,id® .e— id (=1 k! a ./0 et = k! ’
(=n*
ar = (_1I;!k+1 - (k: + 1)
(k+1)!
et
(a+k)!
!
Cr = (a+'Z'_1)! (=k) = —(a+k) .
(k—1)!
En outre
Grgm = (=17 - (a+k) — gy,
donc

par récurrence, puisque

—~—

G = (=1 - (a+k) = (=1 j(a+k) = (-1 - (j+1)- (a+k) .
Ainsi
B S ) et k)
et par suite
(—=1)*L.(a+k) (=1)*-(a+k+1)
= —&= kL g )+ (k4 1) - k1) =
k= (=1)* G (a+k)+(k+1) - (a+k+1)=
K! (k+1)!

=a+2k+1.
Les 5 premiers polyndémes de Laguerre :
L (z) =1
—r+a+1
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Léa)(:n):;xQ—(a+2)x+;(a+2)(a+l)

L) (5) =~ + 5 (a+3) 2% — 5 (a4 3) (a+ D a+ < (a+3) (a+2) (a+ 1)

LY () =

1, 1 1
- _ = 4 3 - 4 2
51" 6(a—l— )x —|-4(a+ )(a+3)x

—é(a—|—4)(a—|—3)(a—|—2)a:—l—2—14(a+4)(a—|—3)(a—|—2)(a—|—1)

Polynémes d’Hermite

Finalement on a

id?
, 1
2" - id* +Py_1 3 Hy, = ed .ok (e_ldz) € (—2-1d)* + Pp_y
k k
donc
di = (—1)° et g =2",
puis
HI{I“HQ,e*id2 = (_1) . ( 1)k ’ k:' / 6_1 = \/%2 . kf' )
2k 1
™= g6 T g
et
2k k! 1
Cr = ==k
Ve 2kl (BE=1)0 2
En outre
Gkji1=—2"Grj
donc
~ 1 —_0
9 = 7% Gk =Y,
(—1)
et par suite
bp=0.
Les 5 premiers polynémes d’Hermite :
HO (ZL’) =1
H1 (ZL’) =2z

Hy (z) = 42° — 2

H; (z) = 8z° — 12z
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Caractérisation des polynoémes classiques orthogonaux 1.13
Hy (r) = 162* — 4827 + 12
Le théoréme est enfin complétement démontré.

Polynoémes de Jacobi spéciaux

Legendre :

Pp=J

Les 5 premiers polynomes de Legendre :

PO (ZL’) =1
P (z)==x
3 1
PQ (I’) = 51’2 — 5
) 3
Py (z) = 5:53 — 3%
35 15 3
P4 (I’) §I’4 — ZCEQ g
Tchebycheff :
1° espece
_ L)
= (—%—&-k) L
k
2°¢ espece
kE+1 11
Uk = l+k Jk(z 2)
(55

On a les relations
sin [(k:+1) -t}

sint

Ty (cost) =cos(k-t) et Up(cost) =

En effet, pour tout =z € |—1,1] , soit t := arccosz € |0, 7[; puisque sint > 0 , il vient

sin (arccosz) = v/1 — 22 | donc
, . k
cos (k - arccosx) = Re (e’“'amo“) = Re (el'ar“"”) —

k
= Re (cos (arccos ) + i - sin (arccos:n))k = Rez (l) xRl (1 $2)é _

=0

Il
VO
[
N——
8
T
I
|
=
—
}—\
|
8
(3]
SN—
m
Ay
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1.13

Mais comme
cos(k-t)-cos(l-t)dt =

1 q i
/_ cos (k - arccos x) - cos (I - arccos ) ii_B;g? = /0

1
T k=1=0
_ [icosk:tsink:t—l—é]g:% si k=1#0 :
[k-sm(k-t)-cos(lZZ):ﬁ-zcos(k-t)-sm(l-t):|0 —0 L 7£ I

grace au changement de variable ¢t = arccos z , et puisque cos (k - arccos 1) = 1, 'unicité montre

que Ty = cos (k - arccos) , ce qu’il fallait démontrer.

Un calcul analogue montre que
sin [(k: + 1) - arccos l} 1 _
_ Im (e(k+1)z-arccosz) —

B \/1—:52.

sin (arccos x)

5]

[MES

1 k k—21—1 l 2\l+3
- : : (=) 1—a) e
puis que
1 sin [(k: + 1) - arccos a:} - sin [(l + 1) - arccos a:}
“V1—a2dx =

/_1 1—a?

/Wsm[(kﬁ)-t} -sm[(z+1)-t} dt

|:_lcos[(k+1)t]~sin[(k+1)t]—(k+1)t:|7r _ k=1
2 k+1 0 2
= si ,
(k+1) cos[(k+1)-t]-sin[(I4+1)-t] = (I+1) sin[(k+1) 4] cos[(l+1)~t]:|7r —0 kA1
0

[ —(k+1)24(1+1)?

sin[(k+1)-¢ ¢ ka1
sint ’

et finalement que
sin [(k + 1) - arccos] ,

1) = 1) - lim,_,
( ) (k+ ) 1My 04 (k+1)t

sin (arccos)

Grace a 'unicité on obtient Uy, = % .o
Les 5 premiers polynomes de Tchebycheff de 1¢ espéce et 2° espeéce :
TO (ZL’) =1
T (x)==x
Ty (x) =22° — 1
Ty (z) = 42° — 3z
Ty (v) = 8z* — 82° + 1
Uo (CL’) =1
Claude Portenier
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Uy (z) =2z
Uy (1) = 42 — 1
Us (z) = 82° — 4x

Uy (x) = 162* — 1222 + 1

Gegenbauer (ou ultraspériques) :

2y+k—1 1 1
) _ M ~,(=37-3) 1
G, = (7_%+k) i pour 0 # v > 5 -
k
et
1
G = 1lim,_o— -GV .
Y
Les 5 premiers polynomes de Gegenbauer lorsque v # 0 :
G () =1
G (z) = 2y
Gy (2) =2y (v +1)2* =
() 4 3
G" (@) =gy(v+ ) (v+2)2” = 2y(v+ 1
2
G (@) =57+ D (1 +2) (1 +3)#" =2 (7 + D) (1 +2) 2" +2(7+ 1)
etsiy=0
Gy (z) =1
Gﬁ‘” (x) =2x

1
Gflo) (z) = 4a* — 42* + 5

Les valeurs des différentes constantes sont données dans la table suivante :
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P, Ty U, G\
2\~ 3 2\3 2\7—3
p 1 (1—id®*) 2 (1—id*)® (1—id*)"®
Norma-
lisation 1 1 k+1 (27+kk_1)
en 1
w212V (2v+k)
2 T k=0 (Y+k)-kLT(7)? 770
el : | . .
2%+ 7 2 2 sik=0
s ka > 0 S1 = _ 0
2 27 : 7
75 sinon
k+1 1 1 k+1
i 261 3 3 ey
k 1 1 2y+k—1
Cr et 2 2 204+8)
by, 0 0 0 0
Cveok g (P2 (k+3) | (D220 (k+]) (—D)F 2% kD@9 (y+h+1)
i ( 1) 2" - k! Nz (k+1)-/ F(2'y+k)F(’y+%)
Ak k-(k+1) k2 k(k+2) k(2v+ k)

62

ESPACES DE HILBERT

Claude Portenier



Les équations différentielles associées aux polynomes classiques 1.14

1.14 Les équations différentielles associées aux
polyndmes classiques

Voici tout d’abord un théoréme de transformation d’une équation différentielle du second
ordre sur un intervalle J de R .

THEOREME Considérons p,p € AC (J) et q € Ll _(J) tels que p,p > 0 sur J , l'applica-
tion linéaire

1
L: ACP () — Lige ()2 f = =0 (p-p-0f) 0
(on dit que c’est un opérateur) et I un intervalle de R , w, s € AC? (I) tels que w > 0 sur I

et > : I — J soit une bijection.
La transformation

P:fr—gi=w-fox: K —K!
est bijective et 'application réciproque est donnée par

—1 _
bg="03;
w

elle induit une isométrie de L2 (J, p) sur L? (J,p) et transforme 'opérateur L en [’opérateur

I o~ - -
LiAC(Q)(I)—>L110c(1)¢9*’_ﬁ'a(p-p-ag)Jrq-g,

L
AC(2) (J) — Llloc (J)

® | @
ACO(I) — Li ()
L
ou
~ |0x|-pos . pox ~ 0(p-p-Ow) .
p= w2 ) p_|a%|2 ) q = ~ +q .

—1
En effet on vérifie facilement que ® et ® sont des bijections entre les espaces considérés (cf.
proposition 1.7 et exemple 1.7.3) et on a

St pars =[50 posejoud ini = [l gosft 2L % 0, -
= [10f1 Fax.
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D’autre part

Eg:w-L(go;})O%:— nd -a(p-p-a[go_%l})O}H—qo%-g,
w pox w
mais
— 1 —
p.p.a[ﬁo}}}:p.p.{a(ﬁ)._]o}}:
w w/ 0Ox
[po%-po% porx -pox , } ~1
pum —_— _—— . . O%
w-0x w? - 0x ©g
donc
PR ([LL5 LLIPR LS L ) PO
pox w-0x w? - 0x
w pox-pox pox-pox 1
_ _ .a[ 9w PR .a}._ Lg =
pox w? - 0x 9w 20 T 8%+q0% g
w? posx-pox 1 poOx-pO
:_7.3(7.3)__.3(7.3). g =
Ox-pox { w? - 0x I w w? - 0x w)yrg|taexyg
1 - d(p-p-ow
:_:.a(p.p.ag)+|:M+qo%:|.g. O
P w-p

EXEMPLE Sil’on veut éliminer la densité p , il suffit de considérer la transformation
S:fr—/p-f
qui induit une isométrie de L? (J, p) sur L2 (J) et transforme L en
0 (p-9yp)
Nz

L:gr— —0(p-0g)+ +q

REMARQUE 1 Rappelons que si I’'on connait une solution de I’équation différentielle L f =
0 , on peut déterminer une seconde solution linéairement indépendante de la premiére en utili-
sant la méthode de réduction de d’Alembert (cf. cours d’Analyse [17], proposition 12.13).

L’équation différentielle de Jacobi
Le polynome de Jacobi J,ga’ﬁ ) satisfait sur ]—1,1[ a 'équation différentielle
a—kyﬂ«1+mrﬂa[a-m&“-a+mﬁ“-w?+k«a+ﬁ+k+n-f=o,
c’est-a-dire a
(1—id*) - *f+[B—a—(a+B+2)-id-0f +k-(a+B+k+1)- f=0.
Considérons la transformation

<I>:f»—>g::2a+2+1-

f(1—=2-id) : K= — KO,
puisque
p=01—-id)*-1+id)’ , p=1—-id> et ¢=—k-(a+08+k+1),
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il vient
_2-(2-id)* - (2—-2-1d)°

B 1-(1-2-id)?
p= 2a+p+1 o

=id*-(1—id)’ , p >

=id- (1 —id)
et
§=—k (a+B+k+1) .
On obtient donc I’équation différentielle
id—a-(l—id)‘ﬁ-a[ida“-(l—id)ﬁ“-ag ko (a+B+k+1)-g=0
ou bien
id-(1-id)-?*g+[a+1—(a+B+2)-id]-dg+k-(a+B+k+1)-g=0.
Mise sous la forme
id-(1—id)- g+ [c—(a+b+1)-id]-0g—ab-g=0,

en posant a ;= —k ,b:=a+0+k+1et c:=a+1, on dit que c’est I’équation différentielle
hypergéométrique . Une solution de cette équation est donnée par la série hypergéométrique ou
de Gaufs

F(a,b;c;2) :=9F (a,b,¢; 2) :==

(o)

= (a), - (b), 2 I(c F'(a+k)-T(+k) 2F
=Z% © STk Tk

.kl T(a)-T(b) T (c+k) K

k=0
dont le rayon de convergence est 1 pour tout a,b € C et ¢ € C \Z_ . Cette fonction peut étre
prolongée analytiquement dans C \ [1, 0o grace a la représentatrion intégrale

F(a,b;c;z) := I (a) FIEC()C ) /0 it (1 —id) (=2 id)

pour autant que ’'on ait Rec > Reb > 0. Si ¢,c —a —b,a —b ¢ Z , une seconde solution
linéairement indépendante est

id'"™ Fa—c+1,b—c+1;2—cid) .

Les polynémes de Jacobi sont donnés par

o k 1-—
J,g ’B)(z):(az )-F(—k,a—l—ﬁ—l—k‘—l—l;a—l—l; 2:5) )

Soient p,q € R tels que 0 < ¢ < p+ 1 . Les polynomes hypergéométriques fo 9 sont ceux
qui sont orthogonaux sur Iintervalle ]0, 1[ par rapport au poids id? ' - (1 —id)""? et tels que
GPY(1)=1.

Grace a la transformation ci-dessus ils correspondent aux polynoémes de Jacobi J,ga’ﬁ ) pour
a,f€]-1,00[ telsqueg=a+1letp=a+F+1.1l vient

G = L a0 (1 9 id) = F(—kp o+ kigsid) |

koo (Q—1+k) k
k

Citons en plus quelques formules remarquables :
In(l—2)=—2-F(1,1;2;2)

1 1
In e :2z-F(— 1;§;22)

1—-2 2772
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1 .3
t =z -F(=,1;,5; =22
arctan z = z (2, Y z)

113 1 3
nz=z-F (=, =:=22)=2-(1-22)2-F(1,1;5;2°
arcsin z = 2 (2,2,2,2) Z( Z) (7 ,2a2’)

L’équation différentielle de Laguerre

()

Le polynome de Laguerre L, satisfait sur |0, co[ a I’équation différentielle

id=.eid. 9 [ida“ -e—id-af} vk-f=0,
c’est-a-dire a
id-0?f+[a+1—id]-0f +k-f=0.
Mise sous la forme
il 9 [idb -e—id-af} —a-f=0,
en posant a := —k et b:= a + 1, ou bien
id-0*f +b—id]-0f —a-f=0

on dit que c’est 1’équation différentielle hypergéométrique confluente . Une solution de cette
équation est donnée par la série hypergéométrique confluente de Kummer

M (a,b;2) :=1F (a;b; z) :==

_Z(— & T I(atk) 2*
~2), k:!_F <T(b+k) K

dont le rayon de convergence est oo pour tout a € (C et b € C\ Z_ . Cette fonction peut étre
mise sous forme intégrale

F(b) ) 1i a-1_ i b—a—1_6z~id
I'(a) L (b—a) /0 ¢ (1 —id) ’

pour autant que ’on ait Reb > Rea > 0 . Une seconde solution linéairement indépendante est
T M (a,b,id) dle(a—b+12 b,id)
F(a—b+1)-T'(b) ['(a)-T'(2-0)

Les polynémes de Laguerre sont donnés par

o k
L () = (O‘; ) M (—ka+1:t) .
Citons en plus quelques formules remarquables :

e =M (a,a;z2)

M (a,b; z) ==

U (a,b;id) :=

sin (7id)

sinz=z-e7%-M(1,2;-2i - 2)

sinhz=z-e*-M(1,2;2z)

2t 11
f(t)= — - M|[=. = —¢2
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Considérons la transformation

D . f — g = id_g '6_% . f . K]O’OO[ N K]O’OO[;

puisque
idt , p=id et ¢g=a,
il vient
1
D = — ~: d

et, utilisant la formule de Leibniz,

- i 1 i i

q:id_g e? .id-0 {Tﬂ -id-a id? e 2 } +a —id!l"3 % . 92 (id‘g -e—§> +a=

i
—id!"3 e? E (g — 1) id> 242 g (—%) Sids —1d } 5 ta=

Mise sous la forme

en posant k := 9 —aet =2 —% , on dit que c’est 1" équation différentielle de Whittaker dont

un systéme fondamental de Solutlons est formé par les fonctions de Whittaker

1
M,, =id"*"2.e"2 - M (,u — K+ 5,2,u—|— 1,id)

et de
Cutl i 1 )
Wy, =id""2.e72 . U ,u—/{+§,2,u+1,1d =
-2 I'2
=20y (2u)

N K, + N Ky,— .
C(E—r—n) ™ Th-rt+p 7
La fonction de Kummer est aussi liée aux fonctions de Bessel par la transformation
fr—9:= id"T emiid. f(2i-id) : CO R+ — COR- |

Mais attention cette transformation n’est pas du type décrit dans le théoréme puisque le chan-
gement de variable se fait dans le domaine complexe :

10,00 — i -]0,00[: s+ 2i-s.

Son image n’est pas I’ensemble de définition |0, co[ de 'équation différentielle de Kummer, mais
i-]0, oo[ surlequel on peut considérer une nouvelle équation différentielle obtenue par restriction
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de I’équation différentielle de Kummer considérée dans le domaine complexe. Considérons tout
d’abord la transformation

fr—h:=f(2i-id):O(C~Ni-Ry) — O(C~\R_) ,

on obtient

1\’ g
(23 -id)0 - 2 (2—2) -a[(zi-id)b-e—w-ah} —a-h=0,
i.e.

id'"-e*4. 9 [id" e 0n] —2i-a-h=0.

Remarquons que le poids n’est plus réel ; on ne peut donc pas lui associer un espace de Hilbert.
Faisons maintenant la transformation

hi—s gi=1id"7 -e . b IOl —, Clooel
Puisque
p=id"t.e i p—=id et ¢=2i-a,
il vient
p=1 , p=id
et

1-b

7=id' .9 [id -0 (17 e )] + 200 =

1d_ iid 8{(1)21—2 1d) d 7 Zl‘1]%—22 a =

1 b—1 b—1 b—1
—E-{—z ld+T (T—z 1d)—z id - (T—z 1d)}

1 b—1 U
—E-I(T—z 1d) —z-1d+2z-a-1d] .

En choisissant a := v + % et b:=2v + 1, on obtient ’équation différentielle

a(id-ag)—%-[(V—i-id)Q—l—Qz’-l/-id} cg=0,

ie.
id*-0%g +id-0g + (id> —1?) - g=0.

C’est I’équation différentielle de Bessel . La fonction de Bessel (ou fonction cylindrique ) d’ordre
v € C est définie par

1 S\V , 1
J, :27-(—) e M (v, 204+ 1,2
(s) NOESIMAS e (1/—1—2 v+1,2 s)
en est une solution. Les fonctions J, et J_, forment un systéme fondamental de solutions.si
v & 7 . Quel que soit v € C il en est de méme de la fonction de Bessel J, et de la fonction de
Weber
1
Y, = - (cos (mv) - J, —J_,) .

sin (7v)
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L’équation différentielle d’Hermite
Le polynéme de d’Hermite Hj, satisfait sur R & I’équation différentielle
eid? -a[e—idz -84 Yo% f=0,
c’est-a-dire a
O*f —2id-0f +2k-f=0.

Considérons la transformation

1 id2 &
O:fr—gi=——- -1 - — ) KR — KR,
f—=9="5 f(\/i)
Puisque
p=e T | p=1 et g= -2k,
il vient
. 2
%.e_<l_\;l§)
p= a2 =1, p=2
L_.e 2
V2
et

_ id?

id?2 1 id? ia?
Ei:\‘*/i-ei-a(z-a%-e 4)—2/'{?:2-6(‘11-826_(‘11—2]{1:

2

— T -a(id-e‘%) _2k;:—1+;-id2—2k:.

Ainsi ® est une isométrie de L? (R, e‘idz) sur L? (R) et on obtient 1’équation différentielle

.d2
829—(14%—a)-g:0

en ayant posé a := —k — % . Un systéme fondamental de solutions de cette équation sont les
fonctions dites paraboliques cylindriques :

a2 a 1 1 id? a2 a 31 id?
M=+ = — ide  TM([(=+= = —1] .
e 4 (2—|—4,2,2) et id-e (2+4,2,2)

On peut aussi considérer la transformation
a2
<I>:f»—>g::e_iz-f:KR—>KR.

Dans ce cas il vient évidemment
et

= —1+id®> -2k .

Ainsi ® est aussi une isométrie de L2 (R, e” idz) sur L? (R) et on obtient 1'équation différentielle

Og—id®> g+ (2k+1)-g=0.
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Puisque les polynomes d’Hermite (H}), . forment une base hilbertienne de L? (R, e idz) (théo-

réme 1.15 ci-dessous), il en est de méme de 'ensemble des fonctions d’Hermite

1

hk = (—1)k . (\/7_'(' . 2k . k‘!)_E . 6_%&(12 . Hk
dans L? (R) . Nous verrons plus tard que l'opérateur auto-adjoint non-borné
E:g»—> —0%g+1id*-g ,

décrivant 1’oscillateur harmonique, est diagonalisable dans cette base. Les valeurs propres sont
évidemment 2k + 1 . Remarquons que

_1 : :
he = (V- 26 k1) 7 bt g (e—ldz)
par la formule de Rodrigues. On peut montrer que

1 1
ﬁ-(id—a)hk: VE+1-hyy et 75-(id+8)hk: V- hy_y

et on dit que % - (id —0) est V'opérateur de création et % - (id +0) Vopérateur d’annihilation .

Les polyndémes classiques exceptionnels

Dans le théoréme 1.13 nous avons supposé que (py),cy est un systéme de polynomes or-
thogonaux, en particulier que p est un poids, ce qui entraine des restrictions sur les coefficients
définissant ces poids. D’otll la question : sous quelles conditions obtient-on un systéme de poly-
nomes a ’aide de la formule de Rodrigues ?

On a le résultat suivant :

PROPOSITION  Soient p,p € C™) (J) tels que p,p > 0 sur J et posons

a(p- 0
(o-p) ; qr:%-pzq—ap

p
et
1

dk Y
Les propriétés sutvantes sont équivalentes :

Dk O (p-pk) pour tout k € N .

(i) qeP,pePyet0gdij+22. (2+N) .
(i) p € P et (pr)yey €5t un systéme de polynomes.

Dans ce cas chaque py est solution d’une équation différentielle de type hypergéométrique

S 0(pp-0f) + M- f =0

ou bien
p-O*f+q-0f+X-f=0
pour un certain Ay € K et
9%p
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h— p(T)};p(T) exp (/jzg))

La démonstration du théoréme 1.13, (i)=-(ii), montre que si ¢ € P; , on a les relations
de récurrence (x) et (xx) . Remarquer k > 1 et k > j + 1 entraine 2k > k+ j + 1, donc
2k—j532k+12>22.

En outre

pour tout T € J .

(i) = (ii)  Utilisant () , on voit immédiatement que py € Py, . Il nous suffit donc de prouver,
pour tout & € N | que degp, = k , donc que g # 0 . Utilisant la relation de récurrence ()
2

_ L 0%
geo =1 et grj1 = 3q4—(2k‘—3)'7 “Okj s

et ’hypothese, on voit que chaque g ; # 0 , donc que g, = gxx # 0 .

(i) = (i) Onagq = @ = p1 € P1 et comme dans la démonstration du théoréme,

(ii)=-(iii), on montre que p € P, . Finalement puisque (px), oy est un systeme de polynémes, on
a degp, =k , donc g # 0 , et par suite tous les g ; sont # 0 par (*x); mais ceci prouve que
2

~ 0 . .
8q+(2k:—j)-7p7é0 pour tout £ € N* et j € N tels que j < k
doncqueOgé@@“—l—%’-@%—N).

La derniére partie découle également de la démonstration du théoreme, (ii)=-(iii) et, puisque

p-p) _ 4
p-p D’
on a
O
p:P(T) P(T)_exp(/ g)
p r P
pour tout T € J . [

A une transformation affine et une bonne normalisation preés, et en choisissant J maximal
tel que p > 0 sur J , on peut distinguer les cas suivants :

Casp=1 OnaJ=]—00,00[; en écrivant ¢ sous la forme ¢ = 2s-id+t et si p(0) =1, on

obtient
&
p = exp (/ (2s-id —I—t)) = oid Htid
0

et la condition s’écrit 0 ¢ {2s} ,ie. s#0.

Sous-cas p = e~ i> " On obtient les polynémes d’Hermite Hy, .
d2

Sous-cas p = ¢! p n’est pas un poids. Mais dans le domaine complexe il vient

o—id? | ghoid® _ —id? | gk, —(iid)? _ ,(iid)” (ake—id2> (i -id) - i* =

= zik . [(_1)k . 61d2 _ake—id2:| (z . id) — zlk - H, (z . id) .
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s

Casp=id Ona J =]0,00[; en écrivant ¢ sous la forme ¢ = s-id+a + 1 et si p(1) =¢*,

on obtient
e 3 a+1 es-id+(a+1)-ln ]
_ — . :7:-da_s~1d
P~ 1d eXp(/l (S+ id )) id e

et la condition s’écrit 0 ¢ {s} ,i.e. s#0.
(a)

Sous-cas p=id*-e " et « > —1  On obtient les polynémes de Laguerre L, .

Sous-cas p =id*-e" et a < —1  p n’est pas un poids, mais les polyndmes sont for-

mellement les mémes que ceux de Laguerre : les coefficients de Lff) sont des polynomes

en o!
Sous-cas p =id* el pn’est pas un poids sur |0, co[ . Mais

id= e 0% (id* ) = |- (—id)| " e - OF (|— (—id)|*- e—<—id>) —
— [|—id|_a-eid-8’“ (|—id|a-e—id)} (—id) - (~1)F =

= (-1 L (~id) .
Casp=1-id®> Ona J =]-1,1[; et en écrivant ¢ sous la forme ¢ = (a+1)- (1 +id) —
(B6+1)-(1—1id) et si p(0) =1, on obtient

_ 1_1id2'eXp (/:—(a+1)-(1+idz4i—d§ﬁ+l)-(1—id))

p

_ 1 S e(a+1)-ln(1—id)+(ﬁ+1)~ln(1+id) _ (1 o id)a . (1 + ld)ﬁ
1—-id

et la condition s’écrit
0¢a[—(a+1)-(1+id)+(ﬁ+1)-(1—id)+2-id —2+4N)=—-a—-f-(2+N),

ie.a+f0+2¢ —-N.
Sous-cas o, > —1  La condition est évidemment satisfaite. On obtient les polynémes
de Jacobi.
Sous-cas a<—loufg<—-leta+pF+2¢ —-N pn’est pas un poids, mais les po-
lyndmes sont formellement les mémes que ceux de Jacobi : les coefficients de J,ia’ﬁ ) sont

des polynomes en « et 3!
—t

Cas p=id®> OnaJ =]0,00[; en écrivant ¢ sous la forme ¢ = (s + 2)-id +t et si p(1) = e*,

on obtient
et ¢ /s+2 t e(s+2)In—55 q :
:—-eX N —l—— :7:i8-6_ﬁ
=i P (/1 ( id id2)) i

et la condition s’écrit

0§é8((s+2)-id+t—2-id)+(2+N):s+2+N,

i.e. s+2 ¢ —N . Remarquons que p n’est jamais un poids! On obtient un systéme de polynoémes
satisfaisant & une équation différentielle de type hypergéométrique ot

Ae=—k-(s+k+1) .

72 ESPACES DE HILBERT Claude Portenier



Les équations différentielles associées aux polynomes classiques

Elle s’écrit
id* e -0 (id5+2 e - ah) FAh=0

ou bien
id?-0%h + [(s+2)-id+t} Oh+ N -h=0.

Sous-cas t =0 On a
1
Pp = d_k 3 id—s _ak (id8+2k) — ldk

en prenant d := (s +2k)---(s+ k+1) = ((5;2:))!! )

Sous-cas t # 0  Etant donné k& € N considérons la transformation

t
<I>:h|—>f::idk-ho,— .
id
Remarquons que ®p; = id* -p; (ﬁ) est un polynoéme de degré k . Puisque

,0:id5-e_ﬁ1 , p=id® et g=Fk-(s+k+1),

il vient
t
o)t - (L)’
fb« _ id2 1'd _ ts+1 . id—s—2—2k e~ id ’p“: id — 1d2
id* ’ ()’
et

Ottt id e id? .9 [id"])

q= , p———— :
idk s+t id 22k e—id

ke (s+k+1)=

_ kf'ids+2+k _eid _a(id—s—k—l _e—id) _I_k: (S‘I‘k‘l‘ 1) —

1.14

=k id*PE e [(—s =k 4+ 1) - id PP —id T e Mk (sHE+ L) =

=k-[(-s—k+1)+(s+k—1)—id] = —k-id .
On obtient donc I’équation différentielle
id e g (id e Of) + k-id-f =0,
ie.
itk e g (iId e Of ) + k- f =0
ou bien
id-0%f +(—s—2k—id)-0f +k-f=0,

qui est ’équation de Laguerre pour a := 1 — s — 2k . On peut alors voir ®p;, =
en ayant choisi la bonne constante dj , donc que

id\* (1—s—2k) [ 1
Dk = (7) - Ly, )
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REMARQUE 2 Si p; est défini par la formule de Rodrigues, nous avonc vu que p est déter-
miné par p et q :=d; - p; = 2B .

p )= p(T)};p(T) - exp (/jzg))

pour tout 7 € J . En outre on a I’équation différentielle non-linéaire
p-p+q-Op+0q-p+q*—dy-py=0

grace a la démonstration du théoreme 1.13, (ii)=(iii).

PROBLEME Existe-il des solutions p non-polynomiales de cette équation différentielle telle
que (px),cy SOit un systéme de polynomes ? Plus généralement est-ce que le systéme de fonctions
(Pk)gen POssede des propriétés intéressantes ?

REMARQUE 3 Si (pr),cy st un systeme de polynomes et s’il existe p,q,7 € C>) (J) tels
que chaque py, soit solution d’une équation différentielle du type

p-Pf+q-0f +r-f+X - f=0 pour un certain )\, € K ,
alorsr € Py,qePretpePsy.

En effet pour kK = 0, on a py # 0 et &*py = Opy = 0 , donc (r+ Ag) - po = 0, ce qui
montre que r = —) est une constante. Pour k& = 1 , il vient dp; # 0 et &?p; = 0 , donc
q-0p1+ (A — Xo) - p1 = 0 et par suite g = (Ag — A1) - % € P: . Finalement pour £ = 2 , on
obtient &%py # 0 et

4!

. 2 —_— ¢ —
p-0°p2+ (Ao — A1) o

“Op2 + (A2 = Ao) - p2=0,
doncpe Py . [

Mais attention p, n’est pas nécessairement donné par la formule de Rodrigues. Par exemple
I’équation différentielle
id*>-0*f4+s-id-0f —k-(s+k—1)-f=0
a comme solution id™ pour autant que
mm—-1)+s-m—k-(s+k—1)=0,
ie.
m-(s+m—1)=k-(s+k—1) .

En particulier id® , mais aussi id'~*™* sont des solutions. Sis € Zet 0 < 1 —s—k < k , i.e.
1-2k<s<1—k,alors

id¥ +c-idtsk

est une solution dans P, qui ne s’obtient pas a I’aide de la formule de Rodrigues si ¢ # 0 .
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1.15 Les bases hilbertiennes de polynémes classiques

Voici maintenant le résultat fondamental pour les applications :

THEOREME Chaque systéme de polynomes orthonormés classiques est une base hilber-
tienne de ’espace L? correspondant. Plus précisément :

TP Ly y Hy
| 23 Ly

2,(1-id)* (1+id)? / pen 2,id*-e=id / Loy

sont respectivement des bases hilbertiennes de

L2(]—1,1[,(1—id)“-(1+id)5) L2 (RY,id e ) et LQ(R,e—idz).

Démonstration de (i) Cela découle de la proposition 1.11.
Démonstration de (ii) La démonstration détailée est laissée en exercice. I suffit de remar-
quer tout d’abord que la transformation
r—e " :RL —10,1]

définit une isométrie surjective

L?(J0,1[, (= In)*) — L? (Ri,ida -e_id) gr—g (e_id) )
' rey dans L7 (J0, 1[, (= 1n)®)
(proposition 1.11) est totale dans L2 (Ri, id® -e_ld) . Utilisant le théoréme 1.9, on montre que

e—n-id — Z (Eff)

keN

Par suite 'image (e‘k'id)k y de la suite totale des monomes (idk)

e_"'id) -Eff) dans L*(R* ,id* -e ')

grace a 'égalité de Parseval, qui est une conséquence de la formule du binéme! Ceci finit de

prouver que (Lff)) est totale.
keN

Démonstration de (iii) En désignant par L (R, e idz) et L? (R, e‘idz) les sous-espaces
vectoriels fermés de L2 (R, e‘idz) formés des fonctions paires et respectivement impaires, on a
L2 (R, e—idz) — I (R, e—idz) /B L2 (R, e idz) .

La transformation
r— 1’ R— R,
définit, en posant g (z) = g (z?) , des isométries surjectives
L2 (Ri,id_% -e_id) — Lf) (R, e_idz) gr—g
et
L? (Ri,id% -e_id) — L? (R, e_idz) cgr—id-g .
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On en déduit que les images des polyndémes de Laguerre L( 3) et L( ) , qui sont des polynoémes
de degré 2k et 2k + 1 respectivement, forment un systéme de polynomes orthogonaux total dans

L? (R, e_idz) . On a donc
(=2) (; g2 o (3) g
Hop ~ L, (1d ) et Hopy1 ~id-Ly (1d ) .
La totalité des polynémes d’Hermite découle alors de celle de polynémes de Laguerre.

En comparant les coefficients de la plus haute puissance, on voit que

Hy = (—1)- 2% k1. 107 (id®) et o = (—1)F - 2241 k1 - id L2 (id*) .

On peut aussi prouver la totalité des polynémes de Laguerre en considérant

Les fonctions génératrices

Il est souvent utile de connaitre la fonction génératrice associée a un systéme de polynoémes
orthogonaux (p),cy €t une suite (p;),cn convenable, que I'on introduit pour renormaliser les
polynoémes. Elle est définie par

) =Y - i ()

pour tout z € Jet 2| < R .

Le calcul de @ se fait en utilisant la théorie des fonctions. Si v est un lacet dans C ~ R_
n’entourant qu’une fois le point x € R , la formule de Rodrigues et celle de Cauchy montrent
que

_
di - p ()

@(z,z):zﬁ 27” L /C_m-( _(i))kdg.

Faisons le calcul dans le cas des polyn@mes de Laguerre. Si In désigne la branche principale
du logarithme définie dans C~R_ , on a

—a | LT aln¢—¢ | Ck
7@ _r%-e ./e

dg

pi(x) = ! .i’./w

donc

donc

a aln ¢ dg
ZLé)( P 27” Z/ n¢—C (Z z) R

k>0 k>0

Si |z] < 1, en prenant pour 7y le cercle d’équation

VIl Kl =1¢—a] |

2

dont le centre est ||et le rayon = |Z|)2—1_”’|Z|,pourtoutCE'y,ona
z-C
=2 <1,
c—x' i
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k
ce qui montre que la série 2,90 (CL—%) converge uniformément sur v . Par permutation de la
somme et de I'intégrale, on obtient

«

— ,ez. aln¢—¢ | ZC k dC B
2m1 /76 Z(C—a:) (—x

k>0

o x
PR ZSNCORETE

k>0

B 7. et ea.lng_g dC B . e / ea.lnC—C dC _
- 2mi 71-5’—_‘%(—:5_ 27 s (1=2)-C—x N
oo p exin¢=¢ T et " T
= e - ReSyq— = = - ex - 11 - -
CTE(1-2) (- 1—2 P l—2z 1—=z2

ez—1

grace au théoréme des résidus, car 7= est a 'intérieur du cercle v .

Ceci fournit, par exemple, une autre maniére de prouver la totalité de (Lff)) , car pour
keN

n

i1 » on obtient

Zz =

: iL@(m)'(n)k:( o)

— =e
(n+ 1)CWrl F n+1 n -+ 1)a+1 ( _ L)a—&-l

k=0 n—+1

pour tout x € R, . Mais comme

o0 2k oo 2k
+ k)! n
AT R L R o ) <
DI e () =X () <

k=0

par le critére du quotient, le théoréme 1.9 montre que

1 > n k (@)
- . . L
(n+1)*" Z(Hl) ¢

k=0

converge dans L2 (Ri, id® -e‘id) vers & . Puisqu’une sous-suite des sommes partielles converge
ponctuellement presque partout vers ¢ , la formule () montre que ¢ = e~™1d A0,00[-P-P- - Ainsi

. 1 > n k :

—n-id __ (o) 2 * 1o _—id

e _7(71—#1)&“ E (n—l—l) -L,” dans L (R+,1d -e ) ,
k=0

comme nous 'avons démontré dans le théoréme ci-dessus.
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1.15

On a la table suivante :

Les bases hilbertiennes de polynoémes classiques

Pr P (z,2) R

o 1—2+4++v/1—2x2+22 (1 24V/1—2x2+22 —#
Tacobi J©&# | 2t | (mnimei?) (e Lo

(a) ezzjl
Laguerre L, 1 1 z)aH 1
. 1 2wz — 2
Hermite Hj T e rETE 00
1
Legendre P 1 1
V1 —2xz+ 22
(1 —zz)
Tchebycheff T, 1 I 1
chiebyChet L 1—2xz+ 22
Tchebycheff U, 1 L 1
chebyche T
4 b 1—2zxz+ 22
1
0
(1—2zz+ 22)” the

Gegenbauer G\ 1 si 1

—In(1— 2wz + 2?) v=0
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Densité et appartenance & un espace L? 1.16

1.16 Densité et appartenance a un espace L?

Soit p une intégrale de Radon sur X .

Rappelons (cf. Analyse, définition 15.12) qu’une fonction f sur X est dite y-modérée s’il
existe une suite (croissante) (A;), y d’ensembles p-intégrables X telle que f = 0 p-p.p. hors
de U;io A; . Une partie A C X est dite y-modérée si 1,4 est p-modérée. En outre (cf. Analyse,
définition 16.8.2) une intégrale de Radon p est dite modérée si I'ensemble X est p-modéré.

L’exemple 15.12.1 du cours d’Analyse [17] montre que toute fonction f € LP(u) pour
p € [1, 00| est p-modérée, puisque |f|” € L' (i) . Si o est modérée, alors toute fonction sur X
est p-modérée.

REMARQUE 1 §Sil'on ne veut pas supposer que l'intégrale p considérée soit modérée, il
est indispensable d’utiliser la théorie de I'intégration essentielle. Pour plus de détails on peut
consulter le cours d’Analyse [17] et les remarques correspondantes : 14.8.2, 14.10, 14.11, 14.12.2,
14.13, 15.1, 15.2.2, 15.3, 15.6, 15.7.2, 15.9.2, 15.10, 15.12, 15.13.4, 15.14.2.

Dans ce qui suit, et sauf mention expresse du contraire, nous n’utiliserons pas ces résultats.
Nous n’aurons besoin que de la notion qui suit !

DEFINITION 1 Nous dirons qu’un ensemble pg-mesurable A C X est localement p-néglige-
able si, pour tout compact K de X tel que K C A, on a u(K) = 0 . Une propriété P des
éléments de X est dite vraie localement p-p.p. si Uensemble {z € X | P(z) est fausse} est
un ensemble localement p-négligeable. Par exemple une fonction f sur X est dite localement
p-négligeable si {f # 0} est localement p-négligeable.

LEMME Soit A une partie de X .

(i) Si A est u-mesurable et p-modérée, alors

w(A) = SUPkgeg(X),KcA M (K) .

(ii) Pour que A soit localement p-négligeable, il faut et il suffit que, pour tout K € K(X) ,
I’ensemble AN K soit p-négligeable.

(iii) Un ensemble A est u-négligeable si, et seulement si, A est p-modéré et localement p-
négligeable.

(iv) L’application canonique
{fe K* } f p-modérée} [ {f p-négligeable} — KX/ {f localement p-négligeable}

est injective. En particulier on peut considérer LP (1) , pourp € [1,00[ , comme formé de classes
de fonctions (essentiellement) de puissance p-iéme p-intégrable modulo les fonctions localement
u-négligeables.

Démonstration de (i) Cf. proposition 15.12.iii.
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Démonstration de (ii) La condition est suffisante, car A est y-mesurable (cf. Analyse, théo-
réme 15.9.iii) et, pour tout K € K (X) tel que K C A, 'ensemble K = AN K est p-négligeable.
Réciproquement, puisque A N K est p-mesurable et p-modéré, grace a (i) on a

p(ANK) = SUPLegr(x),LcAnK M (L)=0.
Démonstration de (iii) C’est immédiat par (i).

Démonstration de (iv) Cela découle de (iii) et du cours d’Analyse [17], remarque 15.6.

DEFINITION 2 Soit F est un espace vectoriel de (classes par rapport a p de) fonctions sur
X . Si toute fonction f sur X telle que ¢ - f € L' (1) quel que soit ¢ € F', est u-mesurable et
si en plus

/4,0 - fdu=0pourtout p € ' = f =0 localement u-p.p.,

nous dirons que F est un espace test (de fonctions) par rapport a p et que p est 'intégrale de
Radon pivot .

PROPOSITION  Soit F C F un ensemble de (classes par rapport a pu de) fonctions sur X
satisfaisant & la propriété suivante : pour tout K € R(X) , il eviste une suite (@), de F
telle que

okl < lol  pour tout k € N
et
1x =limg ¢, ponctuellement p-p.p.

Alors F est un espace test.

En outre si f est une fonction sur X telle que ¢ - f € L' () et [¢- fdu > 0 pour tout
p e F , alors f >0 localement p-p.p. . Si f est u-modérée, on obtient f > 0 u-p.p. .

En effet, pour tout K € K(X) , on a
lox - fI <o - fl € L ()
et
1l - f =limg ¢, - f ponctuellement p-p.p. ,

donc 1k - f est p-intégrable par le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue. Par suite
f est p-mesurable (cours d’Analyse [17], théoréme 15.9.iii) et si

/1K-(Ref—|—z'-1mf) d,u:/lK-fd,u:limk/gok-fd,u{ i }0,

/1K-Refd,u{ }0 et /1K-Imfd,u:0.

Pour tout compact K C {Ref <0} ,onalg-Ref <0, donc [1g-Refdy =0, puis
1x - Re f = 0 p-p.p. et par suite 1x = 0 p-p.p. , i.e. u(K) =0 . Ceci montre que {Re f < 0}
est un ensemble localement p-négligeable. On prouve de méme que {Re f > 0} (dans le second
cas), puis que {Im f < 0} et {Im f > 0} sont localement p-négligeables. Ceci finit de prouver
que f > 0, respectivement f = 0, localement p-p.p.

on a

[V
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Si f est p-modérée, par le lemme ci-dessus, il vient

1 ({Re f < 0}) = supgegxy,xciseoy b (K) =0,
puisque {f < 0} est une partie y-modérée. Il en est de méme pour les autres ensembles. [

COROLLAIRE §@ F est un espace vectoriel de fonctions sur X contenant une partie F
telle que

(i) 0€F etF est réticulée.
(i1) F est totale dans LE (i) pour un certain p € [1,00] .
(iii) Pour tout K € R(X) , il existe p € F tel que p > 1 sur K .

Alors F est un espace test.

En effet, on a 1y = limg ¢, dans L? () pour une suite (¢),., C F par I'hypothese de
densité (ii). En extrayant au besoin une sous-suite, grace au théoréme de Riesz-Fischer (cf.
cours d’Analyse [17], 15.14), nous pouvons supposer que 'on a

1 =limg ¢, ponctuellement p-p.p. .
Utilisant (i) et (iii), il suffit de définir
oy = max [min (Y, ), 0] et ¢pi=¢. o

EXEMPLE 1 Silg € F pour tout K € R(X) , alors F' est un espace test.

C’est évident par la proposition.

EXEMPLE 2 L’espace K (X) , lorsque X est un espace localement compact, ainsi que € (J) ,
lorsque J est un intervalle de R , ou encore Ky, (X) , lorsque X est complétement régulier,
sont des espaces test.

Cela découle du corollaire et du cours d’Analyse [17], corollaire 15.15 et exercice 15.15.3.
D

EXEMPLE 3 Le sous-espace vectoriel D (X) de C(* (X) formé des fonctions a support
compact (cf. exemple 2.10.3), ou X est un ouvert de R™ , est un espace test.

En effet, soit (¢;,),-, une suite de K (X) telle que 0 < ¢, < 1, et 1x = limy, ¢, ponctuelle-
ment -p.p. , construite comme la suite (¢},),cy dans le corollaire ci-dessus. Or D ([supp ¢,]°)
est dense dans C° ([supp,|°) par le théoréme de Stone-Weierstrafl et 1, € C° ([supp,]°); il
existe donc, pour tout £ > 1, un ¢, € D ([supp ¢]°) tel que [¢, — ]l < 1 - Choisissons
encore ¢, € D, (X) tel que ¢, > ¥y + 1 sur supp e, . On a alors

1 1
_¢0<¢k_E<§0k<¢k+E <Y+ 1<y sur suppey ,

donc

okl < 0o,
et

limy o, = limy, (), — 9,) + limg ¢, = 1 ponctuellement p-p.p..
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EXEMPLE 4 On ne peut pas supprimer I’hypothése que F soit réticulée dans le corollaire.

Remarquons tout d’abord que K (N) est un sous-espace vectoriel dense de ? (N) = L? (N, #)
et que la forme linéaire

V:gpn—>Z<p(k:):lC(N)—>K

n’est pas continue pour |||, . Son noyau F' est donc dense par rapport & |||, dans I (N) (cf.
exercice 2.8), donc aussi dans 2 (N) . Il est clair que F est involutif et, pour tout K € & (N) , il
existe une suite (¢y),y de F telle que limy ¢, = 1x dans ¢* (N) , et par suite ponctuellement.
En outre, il existe ¢ € F' tel que ¢ > 1 sur K . Mais on a

1-pe*(N) et Zl-g@(k‘) =0 pour tout ¢ € F'!
keN
THEOREME Soit F' un espace test par rapport a ji .

(i) SiF CL?(u) , alors F est dense dans L? () .
Dans ce cas

(11) Si f est une fonction telle que, pour tout ¢ € F , on ait ¢ - f € L' (u) et

/@-fdu'mo,

SUPgeF,|pll,<1

alors f € L? (u) .

Démonstration de (i) Pour montrer que F' est dense dans L? (i) , soit & € L2 (i) tel que
ELF .Pourtout p € F ,onap-£&e€L!(u) et

/s—o-sdu=<w|s>=o,

donc & = 0 par ce qui précede, puisque & est p-modérée. La densité de F' découle donc du
corollaire 1.4.

Démonstration de (ii) La condition signifie que la forme semi-linéaire
V:gp»—>/¢-fd,u:F—>K

est continue pour [|-||, . On peut donc la prolonger & L? (1) en une forme semi-linéaire continue
v (cf. exercice 1.5, ou bien le théoréme 2.5.iii ou encore le théoréeme de Hahn-Banach 3.6). Par
le théoréme de représentation de Riesz, il existe donc & € L2 (1) tel que

V(y) = (¢]€) pour tout ¢ € L? () .

Pour tout ¢ € F' | on a alors
[7 rau=v(e) =70 = (ele) = [7-can,

donc [¢ - (f —&)dp =0 . Puisque F' est un espace test on obtient f = & localement p-p.p. ,
donc

f=¢el’(w) . o
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REMARQUE 2 Utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus 3.1 nous montrerons que si - f €
L! (i) pour tout ¢ € L? (i) , alors f € L? (u) (cf. application 3.1).

EXERCICE 1 Montrer que si F' est un espace test de fonctions contenu dans L? (1) pour
un certain p € [1,00[ , alors F' est dense dans L? (i) .

EXERCICE 2 Montrer que si F' est un espace test de fonctions par rapport a u et que
pE Llloq 4 (i) , alors F' est un espace test de fonctions par rapport a p - .

EXERCICE 3 Soient i une intégrale de Radon et F' un sous-espace vectoriel dense dans
L2 (i) . Si f est une fonction p-mesurable et u-modérée telle que

SupapEF,||<p||2<1/ - fl dp < oo,
alors f € L2 (u) .
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