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2.1 Relations de récurrence

2.1 Relations de récurrence

DEFINITION Soit X C R et u une intégrales de Radon telle que, pour tout £ € N | on ait
/ lid|* dp < oo .

On dit que (pi)yey st un systéme de polynomes orthogonaux par rapport a p si, pour tout
k€N, ona

(a) pr € Py , le sous-espace vectoriel des polynomes de degré < k
(b)  prlPy .

Soit J un intervalle ouvert de R et p: J — R% . On dit que p est un poids si

/|id|k cpdhy < 00
pour tout £ € N .

Nous utiliserons, pour tout z € C , la notation z! := I' (z + 1) et rappelons la définition du
coefficient binomial généralisé

k

— 1
(Z) = H% pour tout £ € N .
=1

THEOREME [l existe une relation de récurrence de la forme
idpy = ag  prr1+ bk Pr+Ch - Dro1
en ayant posé p_1 =0 . En outre sipg =¢go-1, go =0 et
i € gr - 1d¥ g - id* P 4+Pr_y  pour tout k € N* |
on a gy #0 et

T Dk
SRS O S 7= S 1 VI
Jk+1 9k Gk+1 Hpk—le

pour tout k € N .
Si le systéme est orthonormé, alors
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Polynémes orthogonaux classiques 2.2

2.2 Polyn6mes orthogonaux classiques
Les polynémes classiques orthogonaux sont caractérisés par le

THEOREME Soient p : J — R un poids et (py),cy un systéme de polynomes orthogo-
naux associé & p . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) (Pr)pey €St équivalent, i.e. aprés une transformation affine et une renormalisation, a un
systéme classique de polynomes.

(ii) Formule de Rodrigues

Le poids p est indéfiniment dérivable, il existe un polynéme p > 0 sur J sans racine
multiple tel que p = 0 sur 0.J et une suite (dy),.y C RY tels que

1
P = —— .ok (p-pk) pour tout k € N .
dy - p

(iii) Equation différentielle de type hypergéométrique

Le poids p est continiment dérivable, il existe un polynéme p > 0 sur J de degré < 2 sans
racine multiple tel que p = 0 sur 0J et une suite (Ag),ey C R tels que, pour tout k € N, on ait

1
Lpy, = —;'3(,0'29'32%) = \¢ " Dk

ou bien
p-p+q-Opr+ A -pr=0,
ou
d(p-
g (p-p)
P

Dans ce cas q est un polynome de degré 1 ,

~1
Ao = —k - {aw%-a?p]

et les constantes sont données dans la table qui suit :

Jacobi J,ga’ﬁ ) Laguerre Lff) Hermate Hy,
J ]_171[ ]0700[ ]_00700[
p | (1=id)? - (1+ id)? id*-.e1d e
a,>—1 a>—1
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2.2 Polynémes orthogonaux classiques
Jacobi J,ga’ﬁ ) Laguerre Lff) Hermite Hj,
Norma- a a a «a :
lisation Jlg 7 (1) = ( —I:k) Lfc ) (0) = ( —I:k) Hk € 2k ) ldk +7Dk—1
a+ B+ 2k —1)*
o ol ( ﬁk: ) ( k:!) Z
208 (o + ) - (B + k) (a+Ek)!
2 ROLIN N
Ipllz, (a+B8+2k+1)-k-(a+p+E) k! Ve 2k
2(k+1)(a+08+Ek+1) 1
— 1 Z
i (a+B+2k+1)(a+B+2k+2) (k+1) 2
2(a+k)(B+F)
* (a+B+2k) (a+ B +2k+1) (o4 k) g
~ _ (B-a) (a+pB+2k-1) (=D (a+ k) "
Ik % (k-1 (a+B+k) (k — 1)
ﬁ2 _ 042
b 2k +1 0
g (a+ B+ 2k) (a+ B+ 2k +2) et
P 1 —id? id 1
dy (—1)F . 2k . k! k! (1)
Ak k-(a+B+k+1) k 2k
q B—a—(a+p+2)-id a+1—id —2-id
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Polynoémes de Jacobi spéciaux

2.3 Polynétmes de Jacobi spéciaux

Legendre : P, = 7(0:0)
=J .
Tchebycheff : 1 _1_1
1° espece T, = T -J,S 2 2).
(%)
- E+1 (34
2° espece U, = T Jk(“)
(=)
Gegenbauer ou ultrasphériques :
2y+k—1 1 1
o - %) G4a3) 1
G, = (7_%+k) Sy pour 0 # v > 5 -
k

et
© _ 1. Lo
Gk = llm,y_>0 5 . Gk .

Les valeurs des différentes constantes sont données dans la table suivante :

P, T, Uy G
.12\ 3 .12\ 3 12\ 73
p 1 (1—id?) (1 —id?) (1 —id?)
2y+k—1
Norma- ( ! k ) . v ?é 0
. si
lisation 1 1 k+1 1 sik=0
en 1 2 . Y= 0
£ sinon
w2127 (2y+k)
T k=0 . (v+k)-K-T () . 7#0
||pk ||2 p TQ—FI si 5 >
’ s 2 2 i kf - 0
2 k: > 0 27 . : Y= 0
72 sinon
gusy 1 1 ki1
Ak 2k+1 9 2 2(y+k)
K 1 1 2tk
Ck 2k+1 9 2 2(y+k)
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2.3

472

Polynoémes de Jacobi spéciaux

Py Ty Uy G\
b 0 0 0 0

k ok (D2 r(k+d) | (DF2Lr(k+d) | (—DF 2R kTN (v +E+L)
dp | (=1)72% - k! N (4 D)vr F(2'y+k r(v+3)
Me | k-(K+1) k? k(k+2) k(2v+ k)
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Fonctions génératrices

2.4 Fonctions génératrices

24

Il est souvent utile de connaitre la fonction génératrice associée a un systéme de polynoémes
orthogonaux (p),cy €t une suite (p;),cy convenable, que I'on introduit pour renormaliser les

polynoémes. Elle est définie par

®(x,2)

= ppepr(@)- 2
k=0

pour tout = € J et |z| < R . En utilisant la théorie des fonctions on peut montrer que I'on a

Pk ® (z,2) R
o y
Jacobi J,ga’ﬁ) 9—(a+B) (1—Z+@)1_2;(Z11;+M) .
zz/(z—1)
a €
Laguerre L}g ) 1 m )
. 1 _
Hermite Hy, i 2wz N
1
Legendre P 1 .
V1—2zz+ 22
1 —
Tchebycheff T}, 1 (A —z2) .
1—2xz+ 22
Tchebycheff U, 1 1 .
’ ) 1 —2xz + 22
1
0
(1 —_ 21'2 + 22)7 Y ?é
Gegenbauer G?) 1 " .
—1In (1 — 22z + 2?) v =0
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2.5 Polynémes de Jacobi

2.5 Polyn6tmes de Jacobi

(-4 N B (1 2\k
J (ke B,7) = T Dzk((l 2 (1+2)° (1 z))

J(07a7/87$) = 1

J(La5,a) =5 (a+B+2)z+ 7 (a—p)

J(2,a,0,x) =
:213(a—l—ﬁ—l—4)(a—|—ﬁ—|—3)x2—|—i(a+ﬁ+3)(a—ﬁ)x+;(a—ﬁ)Q—;(a+ﬁ)—;
J(3,a,0,x) =
:%(a+ﬁ+6)(a+ﬁ+5)(a+ﬁ+4)x3+1—16(a+ﬁ+5)(a+ﬁ+4)(a—ﬁ)x2
g @t B +4) (0= 0 — (a+0) —6) s+ 15 (a = B) ((a = 9~ 3(a+5) — 10
J(4,a,0,x) =

:3—;4(a+ﬁ+8)(a+ﬁ+7)(a+ﬁ+6)(a+ﬁ+5)iﬂ4

+9_16(a+ﬁ+7)(a+ﬁ+6)(a+ﬁ+5)(0<—5)933

+i(a+ﬁ+6)(a+ﬁ+5) (= B)* = (a+B) —8) 2’

64
b (at 845) (0 0) (0 -6 ~3(a+p) - 2)a
1 4 1 2 37 2 7 3
togg @ =B — g latB)la=F)" — oo (a=f)" +6af+ o (a+h)+ 2
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Polynomes de Laguerre 2.6

2.6 Polynétmes de Laguerre

L(0,a,2)=1
L(l,a,z)=—2x4+a+1
1, 1
L(2,a,z):§z —(a+2)z+§(a+2)(a+l)

L(3,a,x):—éz3+;(a+3)x2—;(a+3)(a+2)x+(1),(04+3)(04+2)(a+1)

L4 0,2)=
1

1 1
= — 4= 4) 23+ = 4 2
51" 6(a—l— )z —|-4(a+ J(a+3)z

—(15(a—|—4)(a—|—3)(a—|—2)a:—|—22(04%—4)(04—1—3)(04—1—2)((1%—1)
L(5,a,z)=

1 1 1 1
:—Eoz5+ﬂ(a+5)x4——(a+5)(a+4):ﬁ3+—(a+5)(a+4)(a+3):ﬂ2

12 12
—2—14(a+5)(a—|—4)(a—|—3)(04—|—2):B+1—;0(a+5)(a+4)(a+3)(a+2)(a+1)
L(6,a,z)=
IV S 6) 2% + 6 5yt — 5 4 6) z*
= g ® —1—20(a+ ) +4—8(a+ ) (a+5)x —%(OH— )(a+4)(a+6)x

1 , 1
+4—8(a+5)(a+4)(a+3)(a+6)x —1—20(a+5)(a+4)(a+3)(a+2)(a+6)a:

1
+%(a+6)(a+5)(a+4)(a+3)(a+2)(a+1)
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2.7 Polynémes de Hermite

2.7 Polynétmes de Hermite

H(0,z)=1
H(l,z) =2z
H(2,7) = 42* — 2
H(3,z) =8z* — 12z
H (4,7) = 162" — 4827 + 12
H (5,z) = 322° — 1602 + 120z
H (6,7) = 642° — 480x" + 7202 — 120
H (7,7) = 12827 — 13442° + 33602> — 1680z
H (8,7) = 2562° — 35842° + 134402 — 134402 + 1680
H (9,7) = 5122° — 92162" + 483842° — 806402° + 30240z
H (10, z) = 10242 — 230402° + 1612802° — 403200x* + 30240022 — 30240

H(11,z) =
= 2048z — 56320z° + 506880x" — 17740802 + 22176002 — 665280
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Polynomes de Hermite 2.7

H(12,z) =
= 409622 — 1351682'° + 152064022 — 70963202° + 13305600x* — 798336022 + 665280

H(13,z) =
= 819221 — 319488z + 43929602° — 26357760z + 691891202° — 6918912023 + 17297280

H(14,z) =
= 16384z — 74547222 + 12300288z — 922521602°
+3228825602° — 484323840z + 2421619202% — 17297280

H(15,z) =
= 32768z — 1720320z + 335462402 — 307507200°
4138378240027 — 29059430402° + 24216192002 — 518918400

H(16,x) =
= 655362'% — 3932160z + 8945664022 — 9840230402'° + 55351296002°
—15498362880x° + 19372953600x* — 830269440022 + 518918400

H(17,x) =
= 1310722'7 — 8912896 + 2339635202 — 3041525760z + 209104896002°
—75277762560x7 4+ 131736084480x° — 94097203200z + 17643225600

H(18,z) =
= 2621442 — 200540162'¢ + 6016204802 — 912457728022 + 752777625602 °
—3387499315202% + 790416506880° — 846874828800z + 3175780608002 — 17643225600

H(19,z) =
= 5242882 — 4482662427 + 15241052162 — 2667184128023 + 260050452480
—1430277488640x° + 42908324659202" — 64362486988802° + 4022655436800 — 6704425728002
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2.7 Polynémes de Hermite

H(20,z) =
= 10485762 — 996147202 + 3810263040z'® — 76205260800z + 866834841600z
—57211099545602° 4 214541623296002° — 429083246592002° 4 40226554368000x*
—134088514560002% + 670442572800
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Polynomes de Legendre 2.8

2.8 Polynétmes de Legendre

1

Pha) = e Do (123"

P0,z)=1

63 35 15
P(5,x) = §z5 - ZLE?) + 37

281 o 315 4,105 , 5

P(6,£B):T6£L’ 6% T 16" 16
P(7,z)= 41—2(?:1:7 - 61_9(;">x5 + 31—165£B3 - T—Ziﬂ
P(8.2) 614238%8 B 32231”6 N 3225$4 - ?;125£2 13258
Po,2) = %25:59 B 6;125$7 N 922%5 _ 1;25$3 n %1293
P(10,z) = 42—;Z@$10 - 102953695338 * 4?225936 B 1?2213%4 * 3245665%2 B 26—536
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2.8 Polynémes de Legendre

P(12,z) =
_ 676039, 969969 ,, | 2078505 255255 ; 225225 , 9009 , =231
= 1024 ¢ 512 1024 °© 256 © " 1024 © 512 1024
P(13,z) =

1849845 , 692835 . 765765 ; 45045 ; 3003

1300075 .5 2028117 ) ) ) .
N 256 1024 512 1024

1024 © 512 ¢ 1024
P(14,z) =
5014575 ,, 16900975 ,, 22300287 ,, 14549535
= vt — 1 — —(——— T
2048 2048 2048 2048

4849845 , 765765 , 45045 , 429

2018~ T 2048 T T 2048 Y T 2048

P(15,z) =
9694845 ., 35102025 .5 50702925 ,, 37182145
= vt —— 1 — ——(—— 1T
2048 2048 2048 2048

L 14549535 ;2009907 255255 ; 6435
2048 2048 " 2048 2048

P(16,z) =
300540195 4 145422675 ., L 456326325 ,, 185910725 334639305$8
= — 't — T
32768 4096 v 8192 4096 16384

20360349 ;4849845 , 109305 , 6435
1096 © 8192 © 7 4096 © " 32768

P(17,z) =
583401555 ,, 300540195 5 L 1017958725 ;5 456326325 A% 929553625$9
= - — =
32768 4096 v 8192 4096 16384

66927861 . 20369340 , 692835 , 100395
- - x
1096 8192 © T 4096 32768

P(18,z) =
2268783825 5 9917826435 . 4508102025 ,, A4ILISAATS ., 5019580575
= — Pt - ——
65536 65536 16384 16384 32768
12155

1673196525 ;| 156165000 , 14549535 , 2078505 ,
32768 16384 16384 © 65536 65536
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Polynomes de Legendre 2.8

P(19,z) =
A4181STITS o 20419054425 ,; 0017826435 ;10518006825 , 13233463425 ,,
65536 65536 16384 16384 32768

_5019589575$9 n 557732175£E7 _ 66927861£B5 n 14549535:33 _ 230945:5
32768 16384 16384 65536 65536

P(20,2) =
| 34461632205 ,, 83945001525 . 347123925225 |, 49580132175 |, 136745788725 .,
262144 131072 ¢ 262144 32768 131072
20113619535 ,, 15058768725 , 557732175 , 334639305 , 4849815 , 46189
65536 131072 32768 262144 © 131072 262144
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2.9 Polynémes de Tchebycheff

2.9 Polynémes de Tchebycheff

1° espece

T(l,z)==x
T(2,z)=22% -1
T (3,z) = 42° — 3z
T (4,7) = 82" — 8z 4+ 1
T (5,7) = 162° — 202 + 5z
T (6,z) = 322% — 482" + 1822 — 1
T (7,7) = 64" — 1122° + 562° — 7
T (8,x) = 1282® — 2562° + 160x* — 322% + 1
T (9,7) = 2562 — 5762" + 4322° — 1202° + 9z
T (10, ) = 5122 — 12802° + 11202° — 400x* + 502 — 1
T (11,7) = 10242 — 28162 + 281627 — 12322° + 2202° — 11z

T (12,2) = 20482 — 61442'% + 69122° — 35842° + 840" — 722% + 1
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Polynomes de Tchebycheff

T (13, ) = 40962 — 133122 + 16 6402° — 998427 4 29122° — 3642 + 132

= 819221 — 28 672212 + 394242'° — 26 8802° + 9408z — 15682* + 9822 — 1

= 163842 — 614402 + 921602 — 704002° + 28 8002" — 6048z + 5602° — 15z

2°¢ espece

Claude Portenier

T(14,z) =

T (15,2) =

T (16,z) =

= 327682 — 131072z + 2129922'2 — 180 2242'° + 84 4802°

—2150425 + 2688z* — 1282% + 1

T(17,2) =

6553627 — 278 528210 + 487 42423 — 452 608z + 239 360x°

—71808z" + 11 4242° — 8162°% + 17z

U0,z)=1

U(l,z)=2x

U@2,z) =42 -1

U(3,2) =8z% — 4x

U (4,7) = 162* — 122° + 1

U (5,7) = 322° — 322° + 62

LES POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES
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2.9 Polynémes de Tchebycheff

U (6,z) = 642° — 802" + 242% — 1
U (7,7) =1282" — 1922° + 80z° — 8z
U (8,7) = 2562 — 4482° + 240x* — 4022 + 1
U (9,7) = 51227 — 10242" + 6722° — 1602° + 10z
U (10, z) = 10242 — 23042° + 179225 — 5602* + 602 — 1
U (11,2) = 2048z — 51202" + 4608x" — 17922° + 280z* — 12z
U (12,z) = 40962' — 112642 + 11 5202° — 53762° + 11202* — 842* + 1

U (13,2) = 81922" — 245762 4 28160z” — 1536027 + 40322° — 4482 + 14z
U(l4,z) =
16 3842 — 53248212 4 67584210 — 422402 + 134402° — 20162* + 11222 — 1

U(15,z) =
= 327682 — 114688z + 159 7442 — 112 6402° + 42 2402”7 — 80642° + 6722 — 16z

U(16,z) =
= 6553620 — 2457602 + 37273622 — 292 8642 + 126 72028

—295682° + 3360z* — 14422 + 1

U(17,z) =
= 13107227 — 524 2882 + 860 1602 — 7454722 + 366 0802°
—101 37627 + 14 784x° — 960x> + 18z
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Polynémes de Gegenbauer ou ultrasphériques 2.10

2.10 Polynomes de Gegenbauer ou ultrasphériques

Gk $):F(2'y+k).F('y+%).J " 1 —lx

G(0,7,z) =1
G(1,7,2) =2yx
G(2,7,2)=2y(y+1)2* —
GB 1) =37+ ) (2 2+ e

G(4,%ﬂf)=gv(v+1)(v+2)(v+3)x4—2v(v+1)(7+2)932+2(7+1)7

G (5,7,z) =

— O+ G+D(+3) (r+4)0°

)+ ()P () (42

G (6,7,z) =

— F1 0D+ G+ (0 +5)0°

—1 D+ (+3) (+ 9!

OO+ +3)a — (1) (7 +2)
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2.10 Polynémes de Gegenbauer ou ultrasphériques

G(7,7,7) =

= DD (B (4 (r+5) ()T

(DD (3 (49 (4 5)°

F2 (D (+2) (+3) (r+ 9
() (4D (1 +3)a

G (8,7,z) =

= A D (DD (D) (45 (1 +6) (y +7)

315

D (D (3 () (0 +5) (r+6)2°
Hr (D (D) (0 +3) (1 +4) (1 +5) 0!
DO+ () (G +

b () (42 (1 +)

Casy=0:
F'2y+k)-T 1
F(k:,a:):limv_,ol- (27 + ) (’y_l—?). (/{;’7_}77_l’$
vy T2y - T(v+k+1) 2 2
F(0,z)=1
F(l,z)=2x

F(2,7)=22"—1
8 3
F(3,£B):§£B —2x
4 2, 1
F(4,z) =42" — 4z —|—§

32
F(5,z) = gznf’ — 8% + 2z
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Polynémes de Gegenbauer ou ultrasphériques 2.10

32 1
F(6,z) = gzﬁ — 162" + 62* — 3

128
F(7,z)= 7:57 — 322° 4+ 162° — 27

1
F(8,r) = 322% — 642° 4 402* — 827 + 1
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