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Funktionalanalysis I WS 03/04
Ubungsblatt 1, Aufgabe 1

1. Sei F' ein normierter Raum. Es ist zu zeigen, dass fiir alle p, ¢ € F'\ {0} gilt
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Seien dazu wie vorausgesetzt o, € F'\ {0}. Dann gilt:
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Desweiteren gilt:
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2. Sei F:= (R?,]-|..). Zu zeigen ist: Zu n € ]0,2[ gibt es z,y € F mit |z|, = 1 und
1y, > 1, sowie
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Sei dazu zunchst 1 € ]0, 1[. Definiere 2 := (0,1)" und y := (O, 1— %) . Folglich ist
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|z|, = 1und |y| = )1 - 5‘ = %—1 > 1. Damit sind die geforderten Voraussetzungen

an x und y erfiillt und es ergibt sich, dass

o | = o - 007 =2 =ake -l
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Sei nun 7 € [1,2[. Definiere z := (1,1)" und y == [ 2——, — . Es ist also
— L
<1 >1

|z| . =1 und |y|,, = 2 > 1. Damit sind die geforderten Voraussetzungen an z und y
erfiillt und es ergibt sich, dass
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Es folgt, dass n|z —y| =2—n= ‘y— # gilt.
3. Sei ‘H ein Préhilbertraum. Seien &,7 € H \ {0}. Zu zeigen ist, dass unter diesen
Voraussetzungen

H £ H< 1€ =7l
€I Ml — min ([[€]], fIn]])

gilt.



Mit s (¢, ¢) = |||” fiir alle p € H gilt:
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Funktional- Analysis Zettel 1
Aufgabe 2

p:=2dimg K
Definiere Form via Polarisationsidentitat:
1 — 2
) == gllo —€
s(p.¢) 4£;w vl

Wenn dies positive hermitesche Sesquilinearform ist, folgt unmittelbar die
Eindeutigkeit.
Zeigen: Hermitesch
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Zeigen: positiv
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Zeigen: Additivitat

1 _— f—
s(p1,9) + s(p2¥) = 4 > elllor + 2012 + llpa +20)1%) =: ()
eP=1
mit )
V20 =1 +8) und V2 =y +EY
gilt
5= = ) und G+ = —=(p1 + 2 + 220)
— = —(p1 — un =— gY) .
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Damit ist (Parallelogrammgleichung auf neue Elemente angewandt):
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Somit )
s(p1 4 @2, 90) + (o1 — 2,0) = B 5(2p,29) .

Fir 0 < a € R gilt

as(p,9) = 7 3 eallp +<ul = 3 3 ellvap + evay?

epP=1 epP=1

= s(Vag, Vav) = s(2p, 1) +5(0,0) = 75(26,20) = 25(6,0)

Schliefilich

%S(wl + @2, 2¢) = %8(2@/), 1+ pa) = s(¥, 1 + pa) = s(p1 + @2, 9) .

N-Homogenitét:
s(ng,¥) =n-s(p,v) Vn € N
Z-Homogenitét
8(907 ¢> + 3(_90, ¢) = S<Oa ’QZ)) =0.

Q-Homogenitét:

(¢¢) <w> (901/1) (sow)VqGZ*

Damit:

( @, 1) = (90 V) .

Firr € R und rp, € Q mit r = hmkrk
s(r, ) = s(limrap, ) * = limy g - s(i0,00) =7+ 5, 0)
Jetzt i herausziehen (Fall K = C):
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stig,0) = 1 3 ellip+ 20l = 1 3 el — iz
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e——1ie 1 . _ .
=LY —ielle + 2l = —i-s(e,0)

=1

Damit ist die gewédhlte Form die einzige positive, Hermitesche Sesquilinear-
form auf F unter, die || - || definiert. O



Protokoll zu Aufgabe 1 (Ubungsblatt 2) (Die fastperiodischen Funktionen)

T

1
(a) Zu Zeigen: lim — J.ex e, =90, VA,peR
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(b) Zu Zeigen: ((p AU} ) ((p |\|/ hm I ¢ -y definiert Skalarprodukt auf 7%.
Beweis:
6] ( | ) Sesquilinearform:
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(*): Nehmen an: lim existiert
(oc @ |y ) SR ((p A ) folgt aus aup = o -¢ , der Linearitiit des Integrals und
der ,.Linearitit” des Limes.

(i)  (-]-) hermitesch: folgt, da T aus R, oo =0t - , g Q-

(iii) ( | ) nicht ausgeartet:
Es geniigt, aufgrund der Sesquilinearitdt von ( | ) und der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung, zu zeigen: ((p | (p) =0=>¢=0
B: ¢ trigonometrisches Polynom = ¢ = Z‘Pxex

(@lo)

= hmf I(Z(Pm > 0.e,)

= ;ﬁn T _[(Pxexq)xex

o T
=2.0,, lin > frﬁ

=1
=360,0, = lo,| =0
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=@, =0 VA

© 10l s <lo v}, =m J v <lo-vl.
Jo-vl
H~HTP glm. stetig in HHOO
Sei & >0: o ~w, <& =ol,, v, <
= 3! stetige Fortsetzung H-HFP auf FP von H~HTP. (Ana HS 10.21)
Zu @V € FP A(x,),(y,) < TP mit ¢ =lime,,y =limy,

2(H(PHFP ‘N’HFP) Z(Hhm(PkHFP Hh WkHFP 1, ;e,,g 'm(H(pkHiP +‘N”€Hi}’)
=tim(lg, —v[lrr +lo, +w|x) =lo v}, +[o +wl,

=@ 1v)m = Z elo+ay| (Blatt 1, Aufgabe 2)

((P [y )FP TPxTP = ((P % )TP

Fehlt noch: Norm ist nicht ausgeartet.
@/, = 0.0 =limg, = 0=[¢],, =limlp, |,
Es folgt nicht ¢, = 0! Also auch nicht ¢ = 0!

Fir diesen Beweis fehlen uns weitere Eigenschaften der fastperiodischen
Funktionen.



Fachbereich Mathematik und Informatik
Philipps-Universitat Marburg

Ldsungsblatt 2

Aufgabe 2 Die Unterrdume M und N sind abgeschlossen. Denn ist etwa ¢ € C ([—1, 1]) mit
¢, € M, so dass

p=limep, in (C(=L1]), )

so gilt nach Riesz-Fischer ¢ (z) = ¢, (z) fur eine Teilfolge o und fast alle x > 0 . Somit
¢ = 0 fast Uberall auf [0, 1] . Aus der Stetigkeit von ¢ folgt ¢ = 0 Uberall auf [0,1] . Damit ist
@ € M und M ist abgeschlossen. Ebenso fur N .

Ogenbar gilt 1 ¢ M + N . Dennware 1 = ¢+ mit ¢ = 0 auf [-1,0] und ¢ = 0 auf [0, 1] ,
so wirde 1 = ¢ (0) 4+ % (0) = 0 folgen. De..niert man aber

1 t] > =5
frt)=¢ —(k+1)t falls —5 <t <0
(k+1)t 0<t< g
soist fr € M + N . Zudem gilt 1 — f;, — 0 pktw. f.4. und
1- A <1eLl(-11) .
Nach Lebesgue folgt
1L=limy fy ~ in (C([=1,1]),[-ll5) -

Damit ist M + N nicht abgeschlossen.
Die entsprechenden Unterrdume

M = {peL*([-1,1]) | ¢ (z) =0 fur fast alle z > 0}
und
N :={pecL*([-1,1]) | ¢ (x) =0 fur fast alle z < 0}
von L2 ([—1, 1]) sind abgeschlossen als Kerne der stetigen Abbildungen
frela- fL2([-1,1) — 1P ([-1,1])
mit jeweils A = [0,1] und A = [-1,0] . Die Summe M’ + N’ =L?([-1,1]) , da
f=1py  f+1 - f furalle feL?([-1,1]) .

Insbesondere ist die Summe abgeschlossen.



Philipps-Universitdt Marburg Claude Portenier
Fachbereich Mathematik & Informatik Alexander Alldridge

Funktionalanalysis I
Blatt 2, Aufgabe 3

(a) = (b):
Sei P eine orthogonale Projektion, d.h. es existiert G vollstandiger UVR von ‘H mit P = F.
Dann gilt mit dem Projektionssatz:

(P(O)n) = (PE)ln = Pn) + P(m) = (PE)ln — L) +(POIPM) |, = (£|P(m))

N 4 P(n)

=0
(b) = (c):
Es ist zu zeigen, dass P stetig ist mit ||P|| <1, d.h

1P =mIl < 1€ =l

fiir alle &, n aus H.
Seien £, n aus H. Fiir ||P(§ —n)|| = 0 ist die obige Ungleichung erfiillt, sei also ||P(§ — n)||
echt grofler null. Dann gilt:

1P(&—n)|* = (P(&—n)|P(E—n)) == n|P*(&—n)) =
) E=nlPE—=mn) < [§=nlllPE-n)l
pe=pP (CSU)

Durch Division mit ||P(§ — n)|| erhdlt man die Ungleichung.

(c) = (d):
Es ist zu zeigen, dass P(H) = Ker(P)*.
Zunéchst bemerkt man, dass

P)=¢(= e P(H)VEeH

Die Hinrichtung ist klar. Fiir die Riickrichtung sei ¢ aus ‘H. D.h. es existiert n aus ‘H mit
P(n) = £ Dann gilt P(€) = P*(n) = P(n) = £ und somit auch die Riickrichtung.

Nun kann man zeigen, dass Ker(P)t C P(H):

Sei £ aus Ker(P)*. Dann ist P(P(£) — &) =0, also P(P(§) — &) in Ker(P)*.
D.h. es existiert x € Ker(P) mit P(§) =z + &.

Da P 1-lipschitzstetig, gilt ||P(€)]| < ||€]] und damit:

1€+ zll < llgll < Nl + =l* < el = el + (@l€) + (€lz) +Hl=]* < Il = [|l=]* =0
—_——

=0



Also folgt P(£) = & und somit £ € P(H). Dies zeigt auch, dass ||P| =1

Es bleibt noch die andere Inklusion zu zeigen.
Sei £ aus P(H). Da P stetig, ist Ker(P) abgeschlossen und damit vollstéindig. Nach dem
Projektionssatz existiert dann eine orthogonale eine Zerlegung

5 - gKer(P) + éKer(P)L

Daraus folgt dann mit obiger Bemerkung:

6 = P(f) = P(éKer(P)) + P(&Ker(P)l) = P(&Ker(P)L) = 5Ker(P)L
eP(H)

also € in Ker(P)*

(d) = (a):

Es ist zu zeigen, dass P = Py fiir einen vollstdndigen UVR G von H

Da Kern(P) vollstindig, ist mit dem Projektionssatz auch Ker(P): abgechlossen und
somit ebenfalls vollstindig. Wiihle also G := Ker(P)*. Nach dem Projektionssatz bleibt
Zu zeigen:

§—P() LGVEEH
Da jedoch £ — P(¢) € Ker(P), folgt die Behauptung.



Funktionalanalysis I

Aufgabenblatt 3, Aufgabe 1

von Eckhard Kiihn
3. Dezember 2003

Esgilt F = Ft = H=F @ F* Proj. Satz

Behauptung:
p: F'— K glm. stetig
Zu zeigen:
Ve>03d0>0V p,¢p €F,
o= l1< 6= ulo—v) [<e
dazu

(e =) <l e lllle—=2 |, |l ¢ll< oo, da p stetig

setze § 1= <
o
= ! stetige Fortsetzung i von p auf F', i ist Linearform
Riesz = . ~ i
= e Fulp) = (Elp)Vp e F

Setze v(p) = (&|p) Vo € H



Vo e Fr:v(p) = (Ep) =0
:>I/|FL:0

Sei U weitere stetige lineare Fortsetzung von p mit 7 | g1

Vo € F
Vo € F : i(p) = v(lim(p) = limo(pp) = lim p(pr)
v(limgr) = v(p)

~r=—valH=FqF



Fachbereich Mathematik und Informatik
Philipps-Universitat Marburg

Ldsungsblatt 3

Aufgabe 2 Sei K C {f <0} N J° eine kompakte Menge. Sei G = (F' — F'), der von F
aufgespannte R-Vektorraum. Da G C Lg (J) 3 1k dicht ist, gibt es eine Folge ¢, € G mit
1x = limg ¢, in L% (J) . Nach Riesz-Fischer kann man durch Ubergehen zu einer Teilfolge
annehmen, dass ¢, punktweise fast Uberall gegen 1 konvergiert.

Sei K C [a,b] C J°. Falls F' = K, , wahle zudem [a, b] C]c,d[ C [¢,d] C Jund eine stetige
Funktion ¢ mit 1,5 < ¢ < 1q . Setze

¥ F=K;
= falls
1

(a,b] F=1T

Es gilt
1k — @l {0< ¢, <9}

|1x — min (¢, max (0, ¢;,))| = 1< |1x — oyl auf {or <0} < g — ol
Y —1g <@ — 1k {v <o}
also
1 = limy ¢, punktweise A\-f.0., wobei ¢, = min (¢, ¢} ) € F .
Weiterhin

[ FI <V [ < T - |f1 €L ()
so dass mit dem Satz von Lebesgue folgt

oglimk/¢k-fdA:/1K-fdA<o.
J

Da —1x - f > 0 ist, folgt f = 0 A-f.0. auf K . Da {f < 0} C J die abzahlbare Vereinigung
kompakter Mengen ist und 0J eine Nullmenge, folgt schlielich, dass f > 0 fast Uberall.



Funktional- Analysis Zettel 3
Aufgabe 3

Teil a):
Definiere p : K(J) — K via ¢ — [ dX (ist linear)
Es gilt: 0KM(J) ¢ K(J) ist UVR

Jetzt: Vo € OKW(J) gilt: u(p) = [ = [0¢ mit v € KW(J) | dass heisst
= [¥]infy =0

Dapu#03xe K(J) mit u(x) #0

< x> C K(J)ist eindim. UVR und es gilt: pu(< x >) =K

Wid.-Annahme: 3¢ € (OKW(J) N < x >) ohne {o}

= ¢ =ay mit a # 0 und pu(p) = 0 aber pu(ax) = au(y) #0
Also ist die Annahme falsch und der Schnitt besteht nur aus der Null.

Wir zeigen nun: Kerpy = oKW (J)

Die eine Inklusion wissen wir schon. Also sei nun ¢ € Ker(u)

= Ja,b € J ausserhalb [a, b] mit ¢ = 0 ausserhalb [a, b]

() = 0= [ p(x)d

V= [pe CW(J) ist stetig diffbar. Z.z.: Kompakter Triger (= ¢ = 0v)
Nun ist ¢(z) =0 fir x <eund x > b

= supp 1) kompakt, da supp 1 C [a,b] d.h. ¢ € IKM(J)

Fir ¢ € K(J) gilt:

() ()
o 1(x) X) 100~
€Keru=0KM(J) e<x>

Daraus folgt nun insgesamt die Behauptung.

Teil b):

Sei ¢ € K(J)
Nach Teil a) 3le, € K mit ¢ = ¢ + ¢,x und mit [ x d\ =1

:>fgpfd)\:/6wfd)\+c¢fxfd)\:c@fxfdk

—_—
=0 n.V.



und [ d\=c, [ x d\=c,

= oben einsetzen f%pf A\ = ng dA /Xf dA
—_—

= [o(f—c)dA=0V p C K(J) (h/fan miisste hier (f-c) eigentlich in Real-
und Imaginérteil zerlegen.)
= mit A.2 f =c A fi.

Teil ¢):

Sei ¢ € KW(J) und f : J — K lok. intergrierbar

Es gilt: o € CV(J) = p € AC(J)

Definiere F':= [* f d\, 7€ J also € AC(J)

Spart. nt. [ ;00F d\ = [ch]fg%—fJ @IF d\ = 0 denn OF = f und
—0

¢ € KW(J) nach Vor.

F ist stetig (Lemma 1.7(iv)) und lok.-int.

=reir vy P ALl konst.

= Lemma(v) f=0 X fi.



Fachbereich Mathematik und Informatik Alexander Alldridge
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Funktionalanalysis |

Losungsblatt 4

Aufgabe 1

(@) Seien M, N abgeschlossen, also vollstandig, da H vollstandig ist. Es gibt zugeordnete
Orthogonalprojektionen Py, und Py . Nun gilt

(P + Py)® = P + PyPy + PyPyr + P = Py + Py
da M L N . Die Projektion P, + Py ist orthogonal, da
((Par + Py) &[n) = (Puéln) + (Pnéln) = (€ [Pun) + (§1Pvn) = (§|(Pym + Py)n)
fur alle £,n € ‘H , und nach Aufgabe 3 auf Blatt 2. Damit ist das Bild
(Py+ Py)(H) =M+ N

vollstéandig, also abgeschlossen.
Sei nun M & N abgeschlossen. O=zenbar gilt

M=Nn(M@&N) und N=M'N(M&N) .

Damit sind M bzw. N als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen.

Ein "elementarer’ Beweis der Implikation M, N abgeschlossen = M + N abgeschlossen
kdnnte etwa so lauten: Da M | N, ist die Summe M + N direkt. Falls M und N abgeschlossen
sind, sind sie vollstandig. Sei ¢, € M & N eine Folge, die gegen ¢ € H konvergiert. Nach
Projektionssatz ist Py, stetig und die Folge n,, = Py, € M konvergiert gegen n = Py & € M .
Es folgt

& —n=limg (&, —n,) = limg Pyé, € N
da N abgeschlossen ist. Alsoist ¢ € M & N und M & N ist abgeschlossen.
(b) Fur k£ € N sind die Linearformen

Eop : E— & (2k) und g1 1 E— E(2k+ 1)
stetig auf /2 (N) und es gilt

1 .
M = ﬂ Ker <€2(k+1) " - 152k+1) sowie N = ﬂ Ker (e2r) -
keN keN

Daher sind M und N abgeschlossene Untervektorrdume von /% (N) .
Isté e MN N, sogilt£(0) =0 und

1 ,
k_ﬂg(zk+1):§(2(k+1)):0 firalle k € N .

Alsoist ¢ =0und somit M NN =0 .
Es gilt 1j0y € M und flr k € N ist 15,413 € N C M & N , sowie

Logrny = (Legryy + (F+ Dgzeryy) — (F+ Dggery € MO N

12



Funktionalanalysis | Lésungsblatt 4

Somit KN ¢ M@ N c 2(N) = KM, dh, M& N = 2(N) .M & N ist aber von /2 (N)
verschieden, denn

max (1,1)

(;LN c 2N\ (M@ N) .

In der Tat: Die M-Komponente m = (my),oy € M C ¢*(N) dieser Folge wére durch

1 1 kE+1 1

—————0=——"—- und —(k+1)- _ _
max (1, 2k) max(1, 2k) Magi1 = (K +1) - Mo 5

M2k = (k+1) 2

fur alle £ € N gegeben. Dann wére aber

o0 o0
W>Z|mk|222 =00,
k=0 k=

0

> =

Widerspruch!

Aufgabe 2
(@) Jede Retraktion ist injektiv. Falls ¢ = R (¢) € R(G) NKer D , gilt

¢ =R(p)=R(D(R(p)) =R(D(Y)) =R(0)=0,
d.h. R(G)NKerD =0 . Falls ¢ € F ist, kann man
o= (Id—=RD)p + RD (p)

schreiben. Dabei ist RD (¢) € R(G) und D (Id—RD)yp = (D — D) =0, also (Id —RD)p €
Ker D . Somit

F=KerD&R(G) .
Der Isomorphiesatz der linearen Algebra liefert die Existenz einer linearen Bijektion
D:F/KerD— G:¢+KerD+—— Dy .

Der Quotient F//Ker D = G = R(G) erlaubt die Interpretation einer Retraktion als lineare
Auswahl von Reprasentanten. Dies ist eine interne Beschreibung eines Komplementéarraums zu
Ker D .

(b) Betrachte die Einschrankung
B|KerD :KerD — H .

Wegen Ker (Bjke: p ) = Ker D N Ker B ist die Summe Ker D + Ker B genau dann direkt, wenn
Biker p injektiv ist.

Hat man eine Zerlegung F' = Ker D + Ker B , und schreibt man dementsprechend ¢ =
6+ ,s0gilt Bo = Bé, d.h. Bikerp Ker D — H ist surjektiv, da B surjektiv ist. Umgekehrt
erhalt man aus der Surjektivitat der Einschrankung far jedes ¢ € F' ein ¢, € Ker D mit
By, = By , und somit ist

Y= qpcp + Y — ¢@
eine Zerlegung entsprechend F' = Ker D 4+ Ker B .

13



Funktionalanalysis | Lésungsblatt 4

Zusammenfassend hat man genau dann eine direkte Zerlegung
F=KerD ®KerB |,

wenn die Abbildung
Biep : Ker D — B(F) = H
bijektiv ist. Dies ist eine externe Beschreibung eines Komplementarraums zu Ker D .
(c) Jede lineare Abbildung B : FF — K" ist Uber
prjoB=yp,; furallej=1,...,n
eineindeutig Linearformen i, ..., u, € F® zugeordnet.
(d) Betrachte die Abbildung
o AC™ — L (J) .
Aufgrund der Eindeutigkeit der Stammfunktion (bis auf Konstanten) ist oaenbar P,_; (J) =
Ker 9" . Damit AC(”)/P,H (J) = LL_(J) . Eine Retraktion von 9" ist eine lineare Abbildung

loc
R:L..(J) — AC™
mit 9" o R = Idy ;) . Fur jedes g € Lj,. (J) gilt also 0" (Rg) = g , d.h. Ry ist Lésung von

loc

0"f =g . Da diel%fllgemeine Ldsung die Form

O t1 tn—1

hat, muss man nur noch p derart bestimmen, dass

P+/: [/Ttl...</:“gdA>...dt2] dt; € R(LL, (J)) = Ker B .

(e) FRall n =1 : Mdogliche Linearformen sind die Auswertungen in 7 € J

e f— f(7) .

Auf Ker (0) = K, dem Raum der konstanten Funktionen, sind diese Linearformen injektiv und
surjektiv auf K . Diese Auswertungen sind also gut geeignet als B .

Eine Randwert-Abbildung der Gestalt f —— lim, ;¢ f (¢) setzt Existenz voraus, ist
also auf AC (J) nicht ohne weiteres zu verwenden. In der Praxis schrankt man sich oft auf
Teilrdume ein, auf denen solche Bedingungen sinnvoll anwendbar sind. Bei Intervallen der
Form J = [a, b] sei noch bemerkt, dass die Linearform

fr—f()—f(a)
nicht injektiv auf Ker (9) ist.
Fall n = 2 : Linearformen der Gestalt
e fr—f(r) und e,090:f+—0f(r) mit 7€J

erlauben die Konstruktion linearer Bijektionen B : Ker (9%) — K? (z.B. durch B = (¢,,,&+,)
mit 7o # 7, oder B = (e,,,&,, ©0)). Auch ist also hier eine vollstdndige Beschreibung der
Zerlegung von AC® (J) durch Anfangswerte mdglich. Fur andere Linearformen gilt Analoges
wieimFall n =1 .

14



Funktionalanalysis | Lésungsblatt 4

Allgemein muss man flr eine entsprechende Zerlegung eine Folge (uk)k:%l Linearformen
auf AC™ (.J) derart angeben, daR

B\ Ker(om) — (:ulv o a/'Ll)‘Ker(an) : 7Dn—l (‘]) — K"

bijektiv ist. Omensichtlich muss dazu [ = n gelten. Damit p,, ..., u, Anlass zu einer Bijektion
geben, missen sie linear unabhangig sein.

Aufgabe 3

(@ Nach Transformationsformel ist & : ¢ — ¢ eine lineare Isometrie von L2 ([—1,1]) auf
L? ([-1,1]) , die zu sich selbst invers ist. Damit sind

L ([-1,1]) =Ker(Id—¢) und L ([-1,1]) = Ker (Id+3)

abgeschlossene Unterraume von L? ([—1,1]) . Fur ¢ € L2([-1,1]) und n € L2 ([-1,1]) gilt
ferner

(€ln) = (€1n) = = (&ln) =0
also ist die Summe orthogonal. Schlielich folgt aus
21d = (Id+3) + (Id =) und  (Id+3) (Id =3) = (Id —=3) (Id +3) = Id =30 & = 0
die Behauptung.
(b) Die Abbildung

B iy o | L2([0,1]) — L2 ([~1,1])

V2

ist wohlde...niert und linear. Sie erfillt

/11 %.7(|Jt|)2d>\=%< 01|7(—33)|2 d)\+/01|7(x)|2 dA) :/01|7($)|2 N

ist also eine Isometrie. Die Abbildung
U:lr— \/5'5\[0,1} : L2 ([-1,1]) — L ([0,1])
ist ebenfalls wohlde...niert und linear. Es gilt

O (U (&) =Epyolol=¢ furalle ¢ € Ly([-1,1]) ,

sowie
U (®(y)) =~ furalleyeL*([0,1]) .

Die angegebenen Abbildungen zwischen L? ([—1,1]) und L ([0, 1]) sind also surjektive Isome-
trien.
Analog zeigt man, dass
7 22 (yoof) 1 L2 ([0,1]) — L2 ([-1,1)
V2
eine surjektive Isometrie ist.
SchlieBlich beweist man mittels der Transformationsformel fur

r— 2 —1:]0,1] — |-1,1] ,

15
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dass

1 id+1\ —, T2 (I
WHE.WO( . ).L([O,l]) L*([-1,1])

und
£— V2.0 (2id—1) : L% ([-1,1]) — L2 ([0, 1])

zueinander inverse Isometrien sind.

16



Funktionalanalysis 1
Blatt 5, Aufgabe 1

1)a)

Es ist zu zeigen, dass (\/E [€in (kIT )k>1 und (1) a (\/EZI cos (krﬂ))k>1 hilbertsche Basen
von L’ ([0,1]) sind.

Seien F und G Hilbertrdaume (HR), (Ek )kw hilbertsche Basis (HB) von F,

T: F - G isometrisch isomorph, d.h. HR-Isomorphismus.
Dann gilt wegen Stetigkeit und Normerhaltung von T, dass T’ (Sk ) .y, HBvon G ist.

Def. @ : L7 ([0,1]) - L*([-L1]) : & % F] ﬁ;ﬁ isom. isomorph,

da (™) _ HBvon L’ ([0,1]) folgt mit ®, dass ﬁj_i @"H  HB

von L* ([-1,1]).

Unter Anwendung der stetigen Orthogonalprojektoren P, () auf diese HB erhilt man
O

unter Berﬁcksichtigung der Normierung die HBen

BTH (cos ya)| )DND vonL?(f 1,1]) und (sin (kﬁ))ﬂ o von L (F 1,1]).

Mit @, :Lg(u) (-L11) - *([0,1]) : & \/EH[OJ] isom. isomorph, (vgl. Blatt 4, Aufgabe 3)b))
folgt, dass (1)0(vVZcos (kD)) und (VDsin(km@)) ~ HBvonL’ ([0,1]) sind. o

b

szlf 0 AC® ([0 1]) Losung des Randwertproblemx) *f+Af= 0und £(0) = (1) = 0.

Mit £ = £(0 +_” (t)dA(t,) und 0°f = =Af O C([0,1]) ist

£ oc ([0,1]), d.h man beschrénkt sich auf klassische Losungen.

Fiir A >0 erhilt man als reelles Fundamentalsystem {cos (VA O sin (VA } , mit der Bedingung £'(0) =0 ist
= const Bin(VA Jund (F(1)=0 = VA OAINoder /= 0),

somit sind die Losungen/ = p Gin (krtl), p OC, fir v kmid N7 und# 0 fir 20, VA O N
Dies ist jedoch kein Widerspruch zur Vorlesung Bsp. 1.8.1, da die Voraussetzungen mit g = -A <0

nicht erfiillt sind.

Fiir A <0 definiere analog zu den Bezeichnungen aus 1.8.1, 0 = p =1und ¢ = -A =0, das RWP ist eindeutig
16sbar, somit ist 0 die einzige Losung.

Da mit Teil a) 0’ (sin (k7T E)1) = —k*7 Gin (k rr[)] und (\/E [€in (k )k 1 HB von I ([0,1]) hat man 0* auf
ACY ([0,1]) diagonalisiert.
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Funktionalanalysis I
Blatt 5, Aufgabe 2

(a)

Sei f =1, dann gilt:

By f(x) = gf (g) (1) #h =z =

Sei f = id, dann gilt:

B, f(x) = k; f (5> (1) —ay*= S

Claude Portenier
Alexander Alldridge

- (n—1)! k—1 n—k — (n—1)! k n—1—k
=2 GO ot T =) g g )t =

k=1

(b)
Sei f =id(1 —id), dann gilt:

=2 (1) (15) (0o =2 (1) (et

k=0

k=1 k=1
n—1 n—1
E+1 (n—1) k41 1k k+1  (n—1)! k 1k
’ n M =1k (1=2) 2 n Kn—1-k)!" (1-2)
k=0 k=0
n—1
1 ko (n—1)! . ik
! x<n+ nk!(n—l—k)‘x( 2
k=0
n—1
1 ko (n—1)! A ik
g — — — 1 n —
’ x<n+k_1nk!(n—1—k)‘x( 7)




1 n-1 n—2)! 5
::):—I(E—l— - z::k!(é_sz)'xm )" k) _
:x—x(%—i—n;lx):x(l—%)(l—l—x)

Da f als stetige Funktion auf [0, 1] beschrénkt, existiert ein M € R mit

7(2) = Buf ()| = o1+ 2)(1 14 )] = |f() ] < M

fiir alle x aus [0, 1]. Damit konvergiert B, f gleichmiflig gegen f.

(c)

Mit den Resultaten und Rechnungen aus (a) und (b) gilt:

i (fc - E>2 ECEE i (x2 - 2;% + i—i) () =y =

n
k=0 k=0

" k% /n
.2 2 k n—k __ 2 —
= —22° + kEO_n2<k)x<l_x) = ot =

/

~
—( L +%x) , vgl. Rechnung in (b)

n

id — id* nimmt ihr Maximum in x = % an, daraus folgt die Behauptung.





