Blatt 6
Aufgabe 1

»=>": Sei @ nicht injektiv, d.h. Kern ® #{0}. Dann gibt es ein 0 # p € Kern ® mit p =0 p-f.i.
auf supp u. Es hat p nur endlich viele Nullstellen (xx) < X. Nun gilt flir pu-fast alle xesupp p,
dass p(x)=0, d.h. x= xi fiir ein k=0,...,n. Die Menge supp p \ (xx) < {p # 0} ist also eine p-
Nullmenge. Da supp p das Komplement der groBten offenen p-Nullmenge ist, muss supp p
(xi) gelten, und insbesondere ist supp p endlich. Somit muss p von der Form

U= Z Ckak
5=0

sein.
=" Seil
n
H= chS Xt
k=0
Setze

p= H(z’d -X,).
k=0
Dann ist | |p]2 dp = 0, also Kern @ #{0}.



Funktional- Analysis Zettel 6
Aufgabe 2

Diese Aufgabe liefert zusammen mit Aufgabe 3 den Beweisschritt (ii) = (ii7)
in Hauptsatz (1.13). In Worten heifit dies, dass die durch die Rodrigues-
Formel gegebene Polynome p, jeweils die k-te hypergeometrische Differenti-
algleichung erfiillen.

In dieser Aufgabe zeigen wir, dass der Grad von p in der Rodriguesformel
kleiner gleich zwei ist. Damit kénnen wir dann in Aufgabe 3 mittels eines
feinen Tricks (Leibniz) die Behauptung zeigen.

Teil a):

Seiq=> "¢ id’ mit ¢, # 0 und n > 2 gegeben.

= Pq=",ci(j —1)id ™

= deg(q9%q) = deg(X7_g ¢;id 327, ¢55(j — 1)id’ %)

CELE Qog (322 dyidd) = 20 — 2

Es gilt do, o = 2 -n-(n—1) # 0 da Koeffizienten aus Korper (nullteilerfrei).

n

Teil b):

Rodrigues-Formel fiir p;:

1 _ (Oo)p
p1 = ——0(op) = a0 +d1

0 0
L = ?Qp:dlpl_ap

Daraus folgt auch: 9%(gp) = d,0(op1)

Nun zur Rodrigues-Formel fiir p,:

daops = 9*(op*) = 0*(op - p) = (0(op) - p + 0pOp)
= 9 (op)p + 20(0p)Op + opd*p
RAPLI P 0 0o )p + 2dy 0prOp + 0pdPp

Teilen durch p liefert:
dip 2,
v dop1 + dipOpy + 2di1p10p + pO”p = dapy

1



Daraus folgt:
2 do
pd°p = dapy — 2d1p10p — d1pOp1 — dlp?pl
Nochmaliges Anwenden der Rodrigues-Formel fiir p; liefert:

pd®p = dapa — 2d1p10p — dip10p — dypdpy — (dapr)? + dyp1Op

= dops — dip10p — dypOpy — dip}

Nehmen wir einmal an, dass deg p > 2. Dann kénnen wir erst recht Teil a)
anwenden, d.h. deg(9?p - p) = 2 deg p — 2:

Folgendes gilt: pd?*p = figpg — d%pi — dip10p — dipOpy

TV Vv
deg<2 deg<deg p

Fall deg p; < 0: Es folgt sofort ein Widerspruch, denn p; ist Nullpolynom.
Fall degp, = 0: Widerspruch, denn es miisste degpd’p = deg p — 1 =
2degp—2 & degp =1 gelten.

Fall deg p; = 1: Widerspruch, denn es miisste 2 deg p — 2 < degp

& deg p < 2 gelten.

Insgesamt folgt: degp < 2
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Losungsblatt 6

Aufgabe 3
(@) Esqilt

1 0
O (op*) =0 (Q' 53’“ (ka)) = f - 0" (op") + 0 diOpy

also folgt
—dypo- Lpy = 0 (op - dxdpi) = 0 | =222 . 9 (op" SO (op) ) =
kO + LiPk (op - diOpy,) (op") +p (") ) = (%) .

Da 222 — d,p; — dp ,folgt weiter

() = (8% — diOpy) - 0" (o) + (20p — dapy) - 1 (op*) + p - 02 (p") .
(b) Esqilt
pd (0 p*) = (pdo + kodp) - p* = [dip1 + (k — 1) Ip] - op” .
Insbesondere
" (pd (ep")) = 0" [(dapr + (k — 1) Op) - op”] ()

Nach Aufgabe 2 (ii) ist degp < 2 und folglich deg [dip; + (k — 1) dp] < 1 Durch Anwendung
der Leibnizformel auf beiden Seiten der Gleichung (*x) folgt

k(k+1)

p- 0" (op") + (k+1)-9p- 0" (ap") +
2

. 0Pp - OF (ka) =

= (dipy + (k — 1) 9p) - O (ka) + (k+1)- (di0p1 + (k — 1) 6°p) - o (ka) :
Damit

(20p — dipr) - 0" (0p®) +p- " () = (K +1) - {dﬂ?pl + <§ — 1) 021?} 0" (op¥) .

Durch Einsetzen in die Gleichung aus (i) folgt

1 k(k+1 k—1
Lpe=—3— [kdlapl + <% — k’) 024 0" (") = —k - |:d18p1 + T(?Qp} D

also die Behauptung.
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Aufgabe 1 (a) Esgilt

ol o ta id* (=)
(1)) = (£ ot ) -
—1)* oo ig* : 1 [ 0% (id* .
_ ( k‘) / lk_‘ . ak (ida+k'671d) d)\ — E ](;' ) . idaJrk .efldd)\ —
. 0 . . O .
1 etk —id gy (@)
=1 i id*™.e7 ' d\ = o

und somit die Behauptung.

(b) Nach Theorem 1.9 genigt es, die Parseval-Gleichung zu zeigen. Die Behauptung folgt,
indem man
efn-id>

C . — ( Zl(ca)

setzt. Fur alle n € N gilt

S ontnye g, 1 /oo oy gy ol
= % -e r=—-" -€ = —.
28 /0 2n+ 1) Y Y (2n +1)**!

Der k-te Fourier-Koeczient von e~ ergibt sich zu

T(@)| —nid) _ k! . = (o) LT, _
(Lk e )_”(oﬁ—k’)! /0 L (x)-e o(x) dr =

k! 1 - k (.atk -z —n-x —
(a+k)!'ﬂ./o 0 (33 ‘e )-e dr =

—n-id

le

e ok (6_"'“”) dr =

_ (_1)k _/ooxa-i—k
VE - (a+ k) Jo

L —(n41)z dr =

k )
— n / zoﬂrk e
VE - (a+ k) Jo



Losungsblatt 7

nk

— . ~ O‘+k.efyd =
B (o + k) (n + 1)~ /0 / /

n* (a + k)! NG ( n )’“
K- (a+ k) (n+ 1) Ko (n+1) \n+1) °
Es gilt aber mit ¢ = (niﬂ)2 €[0,1]
(n+ 1" _ L) N [—a—1 koo L x= (a+k)! n \**
EST )_kz:%( k >'(_” eak <n+1> |
da
a+k) yratk—j+1 4 dr—(a+1)—(k—j+1)+1
(") )H A j -
e Trolet -kl (a1
I ().

wobei die Substitution i = k£ — j + 1 angewandt wurde. Dies zeigt die Parsevalrelation und
damit die Behauptung.

(¢) Owmenbar bilden die L ein Orthonormalsystem. Es reicht also Totalitat zu zeigen. Die
k
Abbildung

P L2 (]Oa ]-[a (_ hl)a) - L2 (R*—H Q) : f — f © e_id
ist eine Isometrie, da

e [(=In)" - A yy] = id* - |det De ™

')\R+:Q')\R+-

1 o]
/ (—1In)® dA—/ id* e 4dN .
0 0
Fir -1 <a <0ist

o) ) 1 0o on_l 1 1
0 é/ id* e 14 g\ é/ xo‘dx—l—/ e Pdr = —— ;:O—G—ﬂ‘fo = — 2 <0
0 0 1 a+1 a+1l e

Insbesondere gilt

Fir o > 0 gibt es ein xq , so dass (1 + z?) z%e~* < 1 fur alle z > ¢ , also

< oo~da —idd)\< 0 a - ] * dx < n
0< i id* -e < - e Pdr+ i 1+x2\x0-||g||oo+§<oo.
Damit ist das MaB (—1In)® - Ajgy endlich. Das Intervall ]0,1[ ist beschrankt, also ist P in

L?(]0,1[, (— In)®) dicht, die Folge (id"),. also total. Deren Bild (e~"'!) _ unter & ist in

L2 (Rj_,g) total. Aber e ™9 liegt im Abschluss des Aufspanns der L,(f) . Damit folgt die
Behauptung.

Aufgabe 2



Losungsblatt 7

(@) De..niere
S¢=¢ furalle ¢eL? (R, e—id2) .
Es gilt S? =1 und

ls¢[? = / € (o) e dr = / € @) e dr = |ig]? .

Damit gilt fir P, =4 (1+S) ,dass P, + P_ =1,

pi—i(usf—i(gﬂkg)—a und PP —(1+S)(1-S)=1-82=0,

sowie
1
1Pefl < 5 A+ ST <1,
also sind P. orthogonale Projektionen, deren Bilder L2 bzw. Lj orthogonal aufeinander stehen

und deren Summe ganz L? (R, e*idQ) ist.

(b) Esgilt ((0id®) o/ = ¢ auf RY fur alle ¢ € L? (R’;, id—1/2 ~e—id> , also ist die Abbildung
surjektiv. Isometrie gilt wegen

/R ’5 (xz)}z e dx = 2/0oo ’5 (z?) ’2 e dr = /000 € (z)[? 7 2e ™ do

(©) Esgilt % - (id-¢oid) o/ = cauf R} fur alle ¢ € 12 (Ri,idl/z ~e*id) , also ist die
Abbildung surjektiv. Isometre gilt wegen

/R}x.g(xQ)}Q ez2dx:2/ooox2’§(x2)}2 ez2dx:/ooo|§(x)|2x-x1/26xd33.

(d) Bezeichne die Isometrien aus (ii) und (iii) mit I . (ffm) sind hilbertsche Basen von

L? R, id¥Y/2 e id) nach Aufgabe 1, also sind Iif,,(fl/z) hilbertsche Basen von Lf,/u . Dies ist
die Behauptung.
(e) Setze

Dok = Iiﬁjm) und  pory1 = I_f,i“”) :
Die (py) sind eine Familie von Orthogonalpolynomen in L2 (R, e id2> , ebenso die Hermitepo-
lynome (H;) . Daher gilt H; € K- p;, und die (H}) sind total.

(f)  Der LeitkoeGzient von Hy, ist 2% , der von L{*"/? ist (_k—l,)k . Da Hy, € K- I, LU und
Hopyy € K- I_LUT?) | reciht es, die Leitkoe®zienten zu vergleichen. Es folgt

Hy, = (=1)" - k! 4% Lé_l/Q) o id?
und
Hopyy = (—1)F - k122261 id . LT 64a?

10



Losungsblatt 7

Aufgabe 3 (a) Da p moderat ist, gibt es u-integrierbare Mengen A, C Ax,; C X mit
X\ Uieo Ax € N (p) . Es reicht, f, =14, - min (k, f) zu setzen.

(b) Seiy € L?(p) mit 0 < [[¢], < 1. Esgibt p, € G mit ¢ = limyp, in L?(p) .
Insbesondere ||v||, = limy |||, und fur ein ky € N und alle k& > k ist ¢, # 0 . De..niere

'
W = ”¢H2 ”90:” €G.
2

Dann gilt |1 ||, < 1 und aufgrund der Stetigkeit von - : KxL? (u) — L? () folgt ¢ = limy ¢, .

(c) Da |f| € L*(u) impliziert, dass f € L? (u) , nehme an, dass f > 0. Sei ¢ € L? (u) mit
9], < 1. Mit (ii) gibt es eine Folge ¢, € G mit ||¢, ||, < 1 und ¢ = limy ¢, . Nun folgt aus
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

/w-w edp <1 —delly - Ielly — 0 (€ — 00) |
also [ |Y,fr] dp — [ fi] du . Es folgt
/ ] 1] duzsupklime/|w|-|fk| i< swp / ol 1] du < oo |
eeG , |lpllp<1

also folgt die Behauptung aus dem Satz der Vorlesung mit F' = L2 (u) .

11



Philipps-Universitdt Marburg Claude Portenier
Fachbereich Mathematik & Informatik Alexander Alldridge

Funktionalanalysis I
Blatt 8, Aufgabe 1

(a) Es ist zu zeigen, dass A x B= A x B
Bezeichne R die Menge aller Halbnormen auf £ x F, d.h. R :={p X q|p € P, q € Q}

Sei zunichst (z,y) € A x B. Es ist zu zeigen, dass jede Kugel im Produktraum um (z, y)
einen nicht-leeren Durchschnitt mit A x B hat. Sei also R C R beliebig mit |R| < oo und
er gegeben. Dann gilt:

Brg( ﬂB T,Y), &) ﬂ{ab €ExFlr((a,b) —(z,y) <&} =

reR reR

— ﬂ {(a,b) € E x F| max(p(a —x),q(b—y)) <&} =

max(p,q)=reR

= () A{@beExF|pla—z)<engb-y) <e}=

max(p,q)=r€R

= () Buze)xBye)= () Buwe)x () Bily.e)=

max(p,q)=reR max(p,q)=reR max(p,q)=reR
A g N g
Vv v

=U =V

Daz € Aund y € B, existieren a € ANU und b € BNV, also (a,b) € Br((z,y),er)NAxB.

Sei umgekehrt (x,y) € A x B. Sei weiter P C P mit |P| < oo und ep sowie Q C Q
mit || < oo und g gegeben. Man definiert R := {p Xoc q¢|p € P,q € Q} und ¢ :=
min,e pug(g;). Dann gilt:

Bp(z,ep) x Bg(y,eq) D ﬂB x, € xﬂB Yy, €

peP q€Q

={a€FE|lpla—z)<eVpeP}x{beF|qb—y) <eVqeQ}=

= {(a,b) € ExF | max(p(a—=z),q(b—y)) <eVp € P¥q e Q} = ()| B.((2,9),¢) = Br((z,y),

reR

Da (z,y) € A x B, existiert z € Bg((z,y),e) N A x B. Daraus folgt die Behauptung.

(b)
Sei P C P mit |P| < oo und rp € R%. Fiir alle p € P ist Dy(x,r,) = p~'([0,r,]) offen, da p

£)



stetig und [0, [ offen in R;. Also ist Dp(x,7p) als endlicher Schnitt von offenen Mengen
selbst offen. Analog folgt, dass Bp(x,rp) abgeschlossen ist. Daraus folgt dann:

Dp(x,rp) = Dp(z,rp)° und Bp(z,rp) = Bp(x,rp) sowie Dp(x,rp) C Bp(x,rp)

Weiter gilt: o o
RdA(Dp) = Dp\ Dp = DpNF\ Dp

Ohne Einschriankung betrachtet man Kugeln um 0 und definiert
R:={y € Bp|dp € P mit p(y) =r,}
Es ist nun zu zeigen, dass R genau der Rand von Dp ist.

Sei zunéchst y € R. Dann existiert p € P mit p(y) = r,. Es folgt y ¢ Dp(0,7p), also
y € F'\ Dp(0,rp). Man zeigt nun noch, dass y im Abschluss von Dp liegt:

Sei M eine endliche Teilmenge aus P und ey aus R’ gegeben. Fiir alle m € M existiert
ein ¢ aus |0,1[, s.d. m(y — cy) = m(y)(1 — ¢) < ep. Fiir ¢ = maxyen(cn) gilt dann
cy € By (y,en), sowie p(cy) = ep(y) < r, fiir alle p € P.

Damit gilt R C Rd(Dp).
Insgesamt gilt also R = Rd(Dp). Daraus folgt die Behauptung:
Dp=DpURA(Dp)=DpUR = Bp ,

somit

Bp°® =Dp\RA(Dp) = Bp\ R= Dp .
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Aufgabe 2 Seia>0und ¢ € F . Es gilt

¥
Nigj (e @) = mf Za qj< J)zow

7@ _]EJ ](pg

Insbesondere gilt

—00 < 2-7;g; (0) = A;g; (0 qu )
jeJ

also Ajg; (0) =0 .

Sei weiter ¢ € F'. Wann immer Y- ¢; = ¢ und 3.0, = ¢, gilt 3°. (0, + ;) =

also

N (o +9) <D a5 (0 + ) <D g (9) + a5 (vy)

jeJ jeJ jeJ

Indem man zunachst zum In..mum tiber (¢,) und dann tber (v;) Ubergeht, folgt

Nig; (o + 1) < Njg; (9) + Njag (¥) -
Dies zeigt die Behauptung.

Aufgabe 3
(@) Es gilt mit Analysis, Hauptsatz 17.3,

/* /00* / dAgn-i (o) dr
R™ 1 + |5,3| (1 + r2)%
/2 oox =l dp /2 *dr
= 7 S 1+ perwrarl B
L'(n/2) Jo (1472 I'(n/2) g ritdsn
= <00,

/OO* dr 1 . 1

y ritdsTm o on—d4s plsm| 0 n—4s
also folgt die Behauptung aus dem Integrabilitatssatz.

(b) Esqilt fur alle « € N mit |a] < k

’ 2
2

< || Ga) ;-

Fir 4s > n gilt
* 1

(id)* 9% (id) =% (id)2*+) |92 (id)2*+2) | 9=

<id>_28H1 '

2
G 0% <16y Il - prrrer ()

inf qu goj =a-Ng; (p) -

o+,



Lésungsblatt 8

also folgt die Behauptung.
() Sei ke Nund |a| <k . Zundchst einmal gilt

<[ (o)
oW (fia)* o) = Z H BW L9 (id)* - 90
J

Bty=
Nun gilt 3,,v; € {0,1} , also 3;!v,! = 1. Welterhln mit ¢ = || und supp 8 = {j1, ..., J¢}

(id)* 0%

1
Weiterhin ist

9% ()" = 0;, - 0;, (1+ id)" = 2k0;, ---0;,_, pr;, (1 + lid]*)"

— 4k (k—1)8; ---0 L AP 2 == 2H 8 qyils
= (—)jl"'jz_zprjl,lprjg(+\1|) *"'*ml (id) )

falls | 5| < k& und ansonsten 0 . Es gilt

id? (i) ol < ()" o) = [(id) " - | 9|
also folgt (|y| < n) mit Cauchy-Schwarz
. o 2F k! ) n Ao
o (o), < 30 Grplea 6] <0t
B+y=(1),|8I<k

wobei C de..niert ist als

C = |[|(d)™"| 3 2k k|
= ||{1 . _=r
i B+v=(1),|8|<k (k - |ﬁ|)'

Da « beliebig war, folgt die Behauptung.
(d) Es gibt Konstanten ¢, C > 0 mit

Gk S ¢ Pypnry UNA - pr SO Grgn

als sublineare Funktional auf C(>) (R™) . Fr alle ¢ € C>) (R™) gilt also genau dann p;, () < oo
fur alle £ € N, wenn g, (¢) < oo fur alle £ € N . Also gilt S (R") = S, (R™) . Die Gleichheit
der Topologien folgt, da die Systeme (p;) und (gx) von Halbnormen auf S = S, aquivalent sind.

10
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FA Blatt 8, Aufgabe 4

Teil (a):

Sei J ein Intervall in R und A € K

AC(J) = KerD, @ KerB

& B |kerp,: KerDy — B(AC(J)) bijektiv ,

wobei KerDy = {f € AC(J) | 0f — Af =0} = (")
B |KerD>\ bljektlv =+ Be? 7é 0

Teil (b):

Verwende Variation der Konstanten -Ansatz:

f(x) = c(x) - e**, wobei ¢ € AC(J)

= 0f(z) = dc(z)e* + Ae(x)e ™ = Ae(x)e + g(x)
= 36( ) = g(x) — e

= c(z) = Ji49 ~Md\(y), wobei 7 € J

= fla ) = e f[m] g(y)e MdA(y)

Nebenbedingung (i):
f(r0) =0
= KJ(QZ, y) = 1(7’0,$) (y)ek(x—y)

Nebenbedingung (ii):

f(m0) = f(m1)

Flo) = (€ + Ji L oly)eMar(y)) -

= 6 = (64 [, 9)eVAy)) -

= &= oot Jimm 9 VAN(Y)

= 8(2,Y) = (Lo, (V) o= + Loy (0)) - XMz — )

Teil (c):

S:=R—-C|kepC R
VgeG:CSg=CRg—CRg=0
DSg = DRg = g (Da R Retraktion)



Teil (d):

f(z) = (Rg)(z) = [ g(y)e VdA(y)

KerDy = (eV)

Cf = f(To,Tl) f(x)dA(z)

C™! |kerp, CRy = k- eMkeK

=k firgm € FAN@) = CRy = [ e [ a(y)e dA(y)dA(x)
= k= W ooy € Sy 9@)e AN (y)dA(2)
= (S9)(z) = (Rg)(x) — ke’ = e - ([ 9(y)e dA(y)
Der Zéhler vereinfacht sich zu:

Jiromry 9@ (7Y — 1)dA(y)

g L @IV
Also: ks(2,y) = (Lirg) (y) - € — = Ojélﬂ)ektd,\t

- f(‘ro,Tl) e)\z f(TO,z) g(y)ef)‘yd)\(y)d)\(z)
erd(z)

(70,71)

)_6)\1
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Ldsungsblatt 9

Aufgabe 1

(@) Die Abbildung d hat sicherlich positive Werte, ist symmetrisch und translationsinvariant.
Sind ¢ # 1, so existiert £ € N mit

d (1) = min (pr (p —¢),1) > 0.
Sind p,¢,v € F,soqilt firalle k ¢ N
pele—¥)<pr(e—7)+p(v—¥) .
Falls also px (¢ — ) ,pr (¥ — ) < 1, folgt
min (pg (¢ —¥), 1) <pr (0 —¥) <pu (=) + e (v — )
= min (p (¢ —7),1) + min (px (v = ¢¥), 1) .
Falls & py (¢ —7) > 1, so gilt
min (py (¢ —¢),1) <1< 1+min(py (v — ), 1) = min (px (¢ — ), 1) + min (px (v — %), 1) -
In jedem Fall

1
g min(e(p—9),1) <d(p,n) +d(y,9)  firalle keN.

Die Dreiecksungleichung ftir d folgt sofort.
(b) Sei0O<r<1. Istk fest, so ist
r
< —— :
{¢ € F ' d(907w) ~N k—i—l} - Bpk (80771)

Umgekehrt sei [ € N mit zﬁ < r, dann ist

By (p.7) C{Y € F |d(p ) <7} .

k<l

Dies liefert die Aquivalenz der Topologien.
(c) Da fir jedes k € N

{¢€D MQ@<—£—}

ogen ist, existiert eine stetige Halbnorm p; mit

_@AQUC{¢EF|MQW<—i—}.

Aufgrund der Translationsinvarianz der Metrik ¢ ist 7, eine feinere lokal konvexe Topologie
auf G als 7; . Wegen der Stetigkeit der Halbnormen p,, ist 7, aber auch grober als 7; .

14



Losungsblatt 9

(d) Wir verwenden die Metrik d aus Teil (a). Da die Topologien gleich sind, gentigt es die
Aquivalenz der Cauchy-Eigenschaft zu zeigen.

Sei (,,),cy ZUndchst eine (p;)-Cauchyfolge. Zu 1 > ¢ > 0 gibt es [ € N mit zﬁ <eund
n; € N mit

Pk (O — ) < e furalle k <lund m,n>n, .

Fur alle m,n > n; gilt dann

1 )
d (P> Pn) = SUPgen o win (P (P — 00) 5 1) <

1
< max | maxg<; Pi (P — P SUPg>; k:—+1 e,

d.h. (¢,,), ist eine d-Cauchy-Folge.
Sei umgekehrt (¢,,),.c €ine d-Cauchy-Folge. Seienl > ¢ > 0 und & gegeben. Es gibt ein
[ € N mit
1

g
— <d , <—— furallem,n>1.

kE+1

Es folgt
i (@, —¢,) <e firallem,n>1.
Somit folgt die Behauptung.

15



Funktionalanalysis 1
Aufgabe 2, Blatt 9

9) Es ist zu zeigen: ( F folgenvollstindig < Weierstr. Kriterium gilt, d.h. jede absolut konvergente
Reihe konvergiert )

O Satz aus Skript
O : Sei (¢k )kDND F Cauchy-Folge. Angenommen der Hinweis gilt

)

O ; (¢a(l+5 ¢a(l)) konvergent nach Vor. (Weierstr. Kr)

n

Es ist: ;((pa(m) —¢a(1)) = lim ) (¢a(,ﬂ) —¢a(1)) = (Teleskop-Summe) ,llifE‘Pa(nﬂ) —¢a(0)

n— o

O lim¢

N0 a(n):

(¢a(,+17 bapJt Gui 19

Es gilt: p, (¢, —¢) =p, (¢,1 —¢a(n) +¢a(n) '¢) < Py (1’ " '¢a(n)) Ry (¢a(n) _¢)’

somit lim¢, = ¢.

Beweis des Hinweises:
Sei (¢” )WDN Cauchy-Folge in F

Es gibt ein wachsendes abzéhlbares System von HN, das die Topologie erzeugt,

1 .
0N a(f) & a(j):p ., ¢) &0 a Teilfolge.
Sei p, bel. fest

O il’f(‘pa(ﬁﬁ ¢a(f))£ _ip.f(q)a(jﬁ ¢“(j))s izljm ’

somit ; (¢a(l+1) —¢a(l)) absolut konvergent.



Blatt 9
Aufgabe 3

(i) z.z.: Ak abgeschlossen
SeienfiT A mitlim fj=f1 C([0,1]) gleichmaRig. Fir allej T IN exitierteint;1 [0,1] mit

o 1,(t,)- (9
§[o,1]\{tj}‘ '[j -S ‘

£k

Da[0,1] kompakt ist, existiert eine Teilfolge a von IN, so dass lim; t5) = t1 [0,1]. Fur dle
s [0,2] \{t} gilt

[F() = F(S) = limy [fagy(0) - Faq) (S| = limsup; [fa)(®) —Fag(ta@)l + [Fag)(ta) = Fag) (Sl

=lim K ft—tapl + K [tagy—s| =k [t —9|

d.h.

SLICERICIPS
sT[O,l]\{t}‘ t -s ‘

aIsofT Ax.

(i) z.z: CAc1 C([0,1]) dicht

Sei f1 C([0,1]) unde>0.Dac®(0,1])1 C([0,1]) dicht ist, existiert eingT C®([0,1]) mit
If=gls=e/2.Sem>4(k+|g]ls)/emitm/21 IN". Definiereh:= g+ e/ 2 sin(p mid).
Esist|h—flg =|lIh—glls + lg—f|s =e/2+e/2=e Behauptung: h1 CA.

Nach dem Mittelwertsatz gilt

h(s)- ()] €[sin(oms) - sinomt)|_|g(s)- 91 €[sin(prms) - sinor)|
Cst |2 st | st |2 st [T
Seit] [0,1]. EsgibteinsT [0,1] mit|s—t| =2/ m und |[sin(pms) —sin(pmt)| = 1. Daraus
folgt

h(s)- ht), em .
D102 £ g, >k
(iii) Nach dem Satz von Baireist DCA( I C([01])dicht. Da
DCAY‘I {fT C([0,1]) | f nirgends differenzierbar} 1 C([0,1])

folgt die Behauptung.



Funktional- Analysis Zettel 10
Aufgabe 1

Sei F' ein K-Vektorraum und sei H C F' (echt enthaltener UVR) eine Hyper-
ebene, d.h. F'= H 4+ K.p fiir ein ¢ € F.

Teil a):
Zu zeigen: Vo € F\H gilt : F = H & K.p

Beweis: Es ex. ein ¢ € F\H mit F' = H + K.p. (Sonst wire Voraussetzung
,echt enthalten verletzt, denn wegen H VR gilt: K.p C H Vo € H.)

(i) Existenz einer Zerlegung:

Seip €e F\HCF = 1= cp + x Wirec=0so wire ¢y € H.
- X~
€K\{0} €H

Umformen liefert: ¢ = %(X — 1)) Sei nun 1 € F beliebig. Dann gilt:

. d . 1
n=detx=_X+tXx- - ¥
—_—— —~~
€H ek
(i) Direktheit:
Angenommen es existiert ein 0 #n € H NK..

1
= n=cymitc#0 — U =y =yYecH

~
cH

Dies ist ein Widerspruch.

Teil b):
Sei F lokal konvex und hausdorffsch. Zu zeigen: H € {H, F'}

Beweis: Angenommen es sei H #_ﬁ Dann existiert Jp € H\H.
Mit Teil a) folgt F'= H + K. C H. Da der Abschluss von H auch in F liegt,
folgt FF = H.



Teil ¢):
Zu zeigen: Fiir jede Linearform p : FF — K,y # 0 und jedes ¢ € F mit
w(p) =1 gilt: F = Kerp @ Kop.

Beweis: Zuerst zeigen wir, dass y|k., surjektiv ist.
Sei a € Kund ¢ € F mit u(p) = 1. Da F' VR, ist auch a.¢ € F. Da p linear

ist, gilt: p(a.@) = a.

(i) Existenz der Zerlegung:
Angenommen es existiert ein ¢ € F so dass gilt: ¥ ¢ Kerp + K.
Dann gilt: pu(¢) = d € K\{0}. Da pulk, surjektiv existiert n € K. so dass
gilt: p(n) = d. .
= =-n+ n weil u(p—n)=p() —pun =d—-d=0

—_—— =~

eKerp eK.p

Dies ist ein Widerspruch.

(i) Direktheit:
siche Teil a)

Zusatz:
Zu zeigen: p stetig <= Kerp abgeschlossen

Beweis:

, = “: Klar, da {0} abgeschlossen in K und Kery = p~'({0})

» <= “:Sei also Keru abgeschlossen. Mit Hauptsatz (2.8) folgt, dass F// Keru
hausdorffsch. Wegen Obigem und wegen des [somorphiesatzes ist dieser Quo-
tient eindimensional. Also folgt mit Hauptsatz (2.7), dass F'//Kerp = K, d.h.
es gibt eine stetige Bijektion [u] zwischen F/Kerpy und K. Da 7 : F —
F/Kerp stetig ist und da

F 5 K
L
F/Keru

kommutiert ist p = [u] o 7 stetig.



Teil d):
Zu zeigen: Fiir jedes ¢ € IC(R) und € > 0 existiert ein ¢ € K(R) mit

[war=0uwd e vl <
R

Beweis: Hier gibt es viele Konstruktionsméglichkeiten fiir 1.

Eine Moglichkeit ist eine ,,Punktspiegelung an x = maz supp  mit einer
anschlieBenden Dehnung. In Formeln heifit dies

€ € :
W(t) == p(t) — - gp(z(t — b)) mit ¢:= ||¢|le und b := max supp ¢
Man kann sonst auch weit auffen Kompakta nehmen und Real- und Ima-
gindrteil des Integrals von ¢ mit Funkionswerten ¢ und ie abfeiern. Dabei
muss man aber noch auf einen stetigen Auf- und Abstieg der Funktion ach-
ten, was das Aufschreiben in Formeln erschwert.

Zusatz:
Was bedeutet dies?

(i) Kerp liegt dicht in IC(R) bzgl. || - ||co-
(ii) Da der Abschluss von Kery somit IC(R) wére, was sicherlich falsch ist,

kann Kerp nicht abgeschlossen sein, und da IC(R) lokal konvex hausdorffsch
ist, kann p somit nicht stetig sein.
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Funktionalanalysis I WS 03/04
Ubungsblatt 10, Aufgabe 2

(a) Sei (¢x) Cauchyfolge in (K(X),P),

wobei Pi= {|| ..., : p € (R})¥}

Es gilt: (ppr)ren C CUX),Vp € P

Da (ppr)ren CF in (C°(X), |I-[l,) ist, gilt:

(Per)ken — ¢, glm. Vp € P

v, € C°(X), da diese Menge bzgl. der Sup-Norm vollst. ist.
Ferner ist fiir festes x € X (p(x)pr(x)) eine CF in R

= 0 =p-pVp

Denn p(z) ldsst sich aus dem Limes herausziehen.

Noch zu zeigen: ¢ € (X))

Bew.: Ann: ¢ ¢ K(X)

= supp(p) ist unendliche Menge

= supp(p) \ K # & fir jede endliche Menge K

Definiere nun ein spezielles p:

p: X — R 7 — o @)

Da pp € C°(X) existiert ein endliches K, so dass p(z)p(z) < iV ¢ K

im Widerspruch dazu, dass es fiir jedes endliche K ein Element in supp (¢) \ K mit
p(x)p(z) =1 gibt.

(b) Dass die angegebene Norm nach unten halbstetig ist, ist klar:

Betrachte sie als Supremum von entsprechenden Halbnormen bei welchen iiber endliche
Teilmengen von X summiert wird.

Noch zu zeigen: ||-||; ist nicht stetig

Bew.: Ann: |||, ist stetig

= 3p1, ..., pn € (R, c € Ry

mit ||l < ¢ maxicy,..o [lell.o,, Vo

Definiere: p := ¢ - max;—1__, pi

Dann gilt: ¢ - max;—1,_, [|pipll . = max;—1__, maxex ¢ - |pi(2)p(r)] < maxex |p(z)p(x)]
= [lelly < llpelle = llell, o

Definiere: My, :={z € X : p(x) < L}

= card(Mp) < L

Und: p~'(R%) = X

= ULGN M; =X



Dabei ist die linke Seite als abz. Vereinigung von endlichen Mengen abzéhlbar, die rechte
hingegen iiberabzélbar.
= Widerspruch und somit die Beh.
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Aufgabe 3

(@) Seien y € H, ¢ € G fest. Die in beiden Argumenten semilineare Abbildung

wyc: (&m) — (&lx) - (n[¢) : HxG —K
de..niert eine semilineare Abbildung

wye  HOG— K mit w,(E@n) = (£x)-(n¢) -

Nun gilt
Wytare (@) = (| x+a-m)-(n]¢) = ((§|x) +a- (7)) (n]() = (wy¢c+ - wre) (@)
und analog

Wy oy = Wee T Q- Wre .
Das heil’t, die Abbildung

Q:HxG— (H®G)"
ist bilinear. Sie de..niert daher eine lineare Abbildung

Q:HRG— (HRG)"
mit

Q@) (E®n) =wyc (@) = (& x)- (1) -

Nun de..niert man die sesquilineare Abbildung
(1) e  HROGxH®G — K
durch
(8] ) 0g = () (1) furalle s,te H®G.
Dann ist
(@I X ® Qpgg = (&1x) - (€)= (x[&) - (¢In) = (X ®CIE@ N30

also (-] -)yeg hermitesch. Seinunt € H®G . Dannistt =", &,®n, . Sei (x;) eine hilbertsche
Basis von H . Dann gibt es (a;;) mit §; = > ay;x; . Es folgt

t= sz QijX; &N = Zij ®Ziaij77i = Zj X; ® ¢,

wobei ¢; = > a;;n; . Nun gilt

Hsrﬁ@g:sz(xi®<i\xj®<j)mg:Zij(xzwxj (Gl¢) =D, Gl -

16
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Falls ||, = 0, folgtalso ¢; = 0 firalle i, somit s = 0. Damitist (-| -),,. €in Skalarprodukt.
(b) Durch

L* (u) x L? (v) — L*(n®v): (f.9) — f®g,
wobei

(f@g)(r,y)=f(x)gly) furale ze€eX,yeY,

ist eine bilineare Abbildung de..niert. Sie ist wohlde...niert nach dem Satz von Tonelli, da f ® g
@ v-messbar ist und

//|f®9|2d7/du=/|f|2d,u-/|g|2dl/<oo.
x Jy X y

Damit gibt es eine lineare Abbildung
oL ()@l (v) — L (pev): fogr— fog.

Weiter gilt nach dem Satz von Fubini

1F ® gllt2uen) = [f@ gl dvdu=|fltaq - 19ltz0) = 1f © 9llLeerao)
o) = | ] ) ) oL

fur alle f € L?(p) und g € L?(v) . Falls also ¢t € L?(u) ® L? (v) beliebig ist, schreibe
t=73", fi®g; , wobei (f;) wie in (a) eine hilbertsche Basis von L* (1) sei. Dann gilt (Pythagoras)

2 2 2 2
”tHLQ(u)®L2(u) = ZZ ”giHL2(u) = ZZ £ ®gi”L2(,u®1/) =||® (t)”L2(,u®1/) :

Damit ist ¢ eine Isometrie und setzt sich somit zu einer Isometrie auf die Vervollstandigung
fort.

Um zu sehen, dass die induzierte Abbildung surjektiv ist, reicht zu zeigen, dass ¢ dichtes
Bild hat. IC(X x YY) ist dicht. Sei y € £ (X xY) und seien K € X , L C Y kompakt mit
supp x C K x L . ® induziert eine Injektion

CO(K)®C°(L) - C* (K xL)=K(XxY,KxL) .

Man sieht leicht, dass das Bild dieser Injektion eine Unteralgebra A von C° (K x L) ist. Seien
(x,y), (u,v) € K x L mit (z,y) # (u,v) . Dannist & = # u . Esgibt ¢ € C (K) mit p (z) =1
und ¢ (u) = 0 und + € C° (L) mit ¢ (y) = 1 . Dann ist

(@) (2,y) =1#0= (@) (u,v) ,

also trennt A die Punkte von K x L . Damit ist A dicht in C° (K x L) und x liegt im Abschluss
von ® (L? (1) ® L% (v)) . (Verknlpfung von Abbildungen mit dichtem Bild hat dichtes Bild.)
Damit

L (u@v) =K (X x ¥) C B (L2 (1) © L2 (1) .

17
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(a) Zu zeigen: - € (1(X)
) Hoelder+# 1

Beweis: 3,y [0(2)  0(@)] < (Dex [9(@)P)7 (T pex [(2)[1)7 < 00

Denn ¢ € ?(X) und ¢ € 9(X).

Dass die Abbildung linear ist folgt aus der Linearitéit des Integrals.

Noch zu zeigen: p,, stetig.

Beweis: [luy || = suppeecol<il Xoex #(@) - ¥(2)]
|

Q=

S sup. Y pex [9(x) (@) < sup (3, cx lp()P) |(erx [ (2)])

Dabei ist der erste Term < 1 und der zweite = [[¢)
Insbesondere ist ||fp]| < 00, py also stetig.

(b) Nach Teil (a) gilt bereits: ||| < [|¢]|,

Bleibt also zu zeigen: ||uy|| > |2,

Beweis: Finde ein ¢ mit ||¢||, < 1so dass | Y .y o(x) -(x)] = [[¥|lq
Ist ¥ = 0, so setze ¢ = 0 = Behauptung.

Ist 1 # 0, dann definiere:

N lypla—t
= Wl ol
Dann gilt:

(M llells = ermw)#o(“ﬁfjﬂ%)p: > eex 'ﬁf;;@q 1ol Ypex () =1
(D) | Cpex (@) - (@) = i - | Loex oy - @1 - (o)
= it | Zaex @)1 = 11,

= T ist Isometrie.

(c) Zu zeigen: T surjektiv.

Beweis: Sei p € 7(X)

Definiere: ¥(x) := p(lyzy) und zeige (i) (z) € €9(X) und (ii) py = p
Ad (i) :

Sei K C X eine endliche Teilmenge.

z;ﬁemwx)\q = S oex V(@) (@) - [0(@)]172 = X, L) - @) - [(a)]o72
UL e Ly - (@) - [0]7 (@)

PNl ek Loy () - 10192 (@),

e il - (x| Saer Ly () - () - [0]9=2(2) )7

= [lull - (@) - []2()[P)



=l - (Zpeg ()9

)4
= ZsSBO
Ceex ¥@))P

= (Cer [9(@)]9)7 < Jlul

Ubergehen zum Supremum iiber alle endlichen Mengen liefert die Behauptung.

Ad (ii): Da (1{z})sex total in ¢P(X), geniigt es die Behauptung fiir diese Funktionen zu
zeigen:

Sei xy beliebig:

P (Lgeo}) = Dvex Lwo} (@) - 1(Liay) = 11(1(ao))
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Aufgabe 2 Sei f: X — K. Es gilt

p-fell(X) = ¢ |flel(X)
und

fell(X) <= |flel?(X).

Demzufolge kann (E f > 0 angenommen werden. Fur jede endliche Teilmenge K C X ist
I - f € £7(X) und somit ppe = piy, € P (X )" nach Aufgabe 1. Nach Voraussetzung gilt

D e ()

zeK

SUP K cq(x) g (0)| = SUPgeg(x

< SWpgepx) Y Lo (@) - f (@) =g~ fll; < o0,
rzeK

S0 dass (kx)geacx) IN Ls (¢ (X),K) beschrankt ist. Nach dem Satz Uber die gleichmaBige
Beschrénktheit ist p = sup |1 x| eine stetige Halbnorm auf ¢7 (X) . Es gibt also eine Konstante
(S R+ mlt

c-lell, = p ) = lug (el = le(2)

zeK

)= Y e f(x)

zeK

fir alle endlichen K C X und ¢ € (7 (X) . Dies zeigt, dass vy : ¢ — > (f- ) (x) eine
stetige Linearform ist, also vy = p,, fur ein ¢ € ¢7 (X)) . Dann folgt aber

f@)=v (L) = Hop (1a}) =¥ (2) furalle z e X .
Damit ist f = € /7 (X) .
Aufgabe 3
(@ Zuzxe X sei

1
Mg ={le(o0) > 7}

Wegen (a) ist die Integrierbarkeit klar und die Limeseigenschaft aus dem Hinweis folgt mit dem
Satz von Lebesgue.
Ist z € X und A eine v-integrierbare Menge, so ist mit
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die Funktion 14 - sgn s (x,¢) v-integrierbar und es gibt eine Folge (@ij)kEN € K(Y) mit
14 - sgnse(z,0) = lim; ¢, , in L' (v) . Durch Schneiden und mittels des Satzes von Riesz-
Fischer kann |, ,| < 1 fur alle k& sowie punktweise Konvergenz v-fast tiberall angenommen

werden. Dann erfiillt die Folge (s¢(z,-) - ¥,,), , C L' (v) die Voraussetzungen des Satzes von
Lebesgue und es folgt

e [ 0,00 0 )] = | 00 10 0 0] =

:/A|%<x,y>|du<y> .
1)

’ €

keN

[ 1wl dv ) =t [ ezl o) =

= limy_ o0 limg oo ' / s (2,y) - 9 (y) dv (y)‘ <

@ . :
< hInl~>oo

O <

Dies liefert die noch fehlende Ungleichung fur die Behauptung.

(b) Der Kern |f) (g| erfullt die Bedingungen (a) und (b) trivialerweise und wegen
[f (@) -9l < Ifllc - gl flralle

auch Bedingung (c). Man rechnet sofort

SqueX/Hf> (gl (2,)| dv (y) = sup,ex |f ()] ~/|g W)l dy = Iflls - lglly < o0

und erhéalt damit die Norm des Integraloperators.

(c) Hier sind ebenfalls alle Bedingungen (a), (b) und (c) erftllt. Wir fassen die Familien von
Vektoren (f;),_; s (95);-1.m C K" zu Matrizen F, G € K™ zusammen:

777777777

Fk] = fj (]C) und ij = gj (k) .
Fur k=1,...,n gilt

Zm 95| (k,1)

n

)| d# (1 > fik)

Jj=1

ZFk] gl

=1

=3 |(F6 = s

=1
wenn

hi (1) = (FG")y,

19
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Damit ist
L]} = max [ ],

das Maximum der Zeilen-1-Normen.

20



Blatt 12
Aufgabe 1

a) Definiere T: I'(X) ® c®(X)p": f [® Tf mit
o
(TH(g)=a T(x)a(x)
X X

furalegl c’(X). Dann folgt mit der H6lder-Ungleichung

o
(T E al f()a(x) =g, £]f],[g], <¥
X X
d.h. die Reiheist absolut konvergent fur allef T 11(X)und g1 c%(X). Weiter ist
[ITf]| = |[f|l. < 8, d.h. Tf ist stetig und T ist wohldefiniert.
Beh.: T ist ein isometrischer | somorphismus.
Wenn T isometrisch ist, ist T automatisch injektiv und T™ stetig wegen Normerhaltung. Es
bleibt also nur Surjektivitdt und Isometrie zu zeigen.
Surjektivitat: Sei pT c(X)y'. Setzef(x) = U(L) fir alexT X und h(x) := [f(x)|/ f(x) falls
f(x) * Ound O sonst. Sei K 1 X endlich. Esgilt
Efm<¥

alfel1=aIml,)=a h(dmly,) = m@ h(x)L,) E[nfla h()L,

und somit [[f|l = [lull < 8, d.h. T 1%(X). Nach Definition ist (Tf)(1;x) = f(X) = u(1g), d.h.
Tf = g auf lin(1;x). Aus Stone-Weierstra3 folgt, dass lin(1x) | c%(X) dicht ist. Durch
Stetigkeit ist Tf = p auf ganz c2(X).

Isometrie: Fur f 1 11(X) wurde schon |[Tf|| = |[f|l. und [f||l. = ||Tf|| gezeigt, woraus die
Gleichheit folgt.

b) Definiere T: 13(X) ® : I*(X),' wie oben. Bleibt z.z.: T surjektive |sometrie.
Surjektivitat: Sei p1 1M(X)', f(X) := P(dpg) fir allex T X. Wegen

(o)l = MMl 1L Il = [kl folgt

1], =supim,) e fnf <%

d.h. fT 13(X). Esist wieder Tf = pauf lin(1;) = K(X) 1 LY(X,#) = I*(X) dicht, d.h. Tf =
auf 11(X).

c) Beh.: Die Norm von p wird genau dann nicht angenommen, wenn

suppf=supp Tu={ xT X| M(1g)t 0} =1 M unendlichist.

"P " Ist M endlich, so gilt fur
. o — -
j =asgnmly )L,
X M

. [e] o]
)= & 116t = & 1) =1 1] =11 =
"O":Sej T CX)mit]fj[|=1, (K)1 k(X)wachsend und

-

= al (0,

X K,

Danngilt lim | 1-j |ls =0.Sei0<e< 1. EsgibteinNT |N, sodassfuralexT X \Ky gilt
i )| =e Damit gilt die Abschétzung




ImG ) = 1im |3 0 ML) £ Tim, @ i () [l mL,) |

. ® o . o .. 0 9 0
=lime & &1 M) 1+ &1 00 1ImL,) [FEe & 1md,) [+ & 1md,) |

X K \Ky X K, 7] X X\Ky X Ky

<a Im) 1=l IEITE = ml)

d.h JuGOF < il



Funktional-Analysis Zettel 12
Aufgabe 2

In dieser Aufgabe geht es um die schwache Topologie und das induktive Ten-
sorprodukt. Dabei seinen zunéchst F' und G lokal konvexe Raume.

Wir zeigen, dass |F,);(G,|, hombomorph zu |F);(G|, ist. Dazu betrachten
wir die Bijektion
id : |Fo)i(Gole — [F)i(Glo -

Wir miissen also jeweils die schwache Stetigkeit zeigen. Dabei werden wir
benutzen, dass (F,) = F' gilt.

Beweis:

Sei p eine der die Topologie erzeugenden Halbnormen auf |F');(G|,.

& p = |p|, wobei u stetige Linearform auf |F');(G] ist.

< po|-)(y] ist eine stetige Linearform auf F' fiir alle v aus G und p o |p)(:|
ist eine stetige Linearform auf G fiir alle ¢ aus F.

& po|-){(7| ist eine stetige Linearform auf F, fiir alle v aus G und o |p)(:|
ist eine stetige Linearform auf G, fiir alle ¢ aus F.

& p ist eine stetige Linearform auf |F,);(G,|.

& p = |p] ist eine der die schwache Topologie von |F,);(G,|, erzeugenden
Halbnormen.

Zusatz:

Es gilt die folgende Kette:

stetig stetig

|F)i{Gl — [Fo)i{Go| — [F)i(Glo = [F5)i(Golo
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Aufgabe 3 (a) Ist u eine solche Linearform, so gilt fur alle endlichen Teilmengen K C J
und alle (ﬂj)jGK C Ry

p(—Zﬁjwj) >u<—2ﬂj~¢j) == B-u(e) =

jeK jeK jeK
=D B0y
JEK
Umgekehrt gelte die Ungleichung. Man de..niere ¢; = r$° , j € J , wobei
riiRy-p;— Ria-pj—a-aq;.

Esei0¢ J. SeiJ:=JuU{0}und g :=p. Es ist die Existenz einer Linearform p mit u < q;
fur alle j € J zu zeigen. Dies wird mittels des Orlicz-Prinzips durchgefihrt. Es bleibt, die
Voraussetzungen hierftr zu prifen.

Ogensichtlich gilt /\jejqj <p<ooauf F. Sei ¢ € F'. Da andere Zerlegungen aufBer

0= <¢_Zﬁj.¢j> —|—Zﬂj~goj (mit K endlich, C J)

jeK jEK

den Wert oo liefern, reduziert sich das In..mum in der De..nition von A;_5g; auf

/\q] Keﬁ(J)(,@ cuh[ ( ZB 80J>+ZQJ Bj - p; ] Z

jed JEK JjeEK
> inf[{eﬁ(]) CR+ [ ( Zﬁ 90]) + Zﬁ CQ )] 2 —p(—gp) > =0 .
jeK jEK

Das Orlicz-Prinzip ist also anwendbar.

(b) Sei zunachst ein entsprechendes . gegeben. Fur beliebige endlichen R-Linearkombinationen
muss

Zﬁj C0 = (Zﬁ] ‘@j) <P (Zﬁ] '@j)
JEK JEK JEK

gelten, d.h. die Bedingung

p(ZBj'SDj> 2253"04]' (+)

jEK jeK
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fur alle endlichen Teilmengen K C J und alle (6j)j€K C R ist notwendig. Ist diese Bedingung
erfullt, so gilt

p (‘Zﬁj i Z’Yj ' (‘%’)) 2 _Zﬁj 0y Z’Vj (=)
jeK jeL jeK jeL
fur alle endlichen Teilmengen K,L C J und alle (cj)jeK,(bj)jeL C R, . Dies entspricht der
Bedingung in (a) fur die Familien (goj)jej U (—(,0]-)].6] und (a;);c, U (=), - Mit (a) folgt
aus dieser Bedingung bereits die Existenz von p mit ¢ < p und
—05 < —p(=;) = (e;) <oy
Die Bedingung () ist also notwendig und hinreichend.

(c) Wie in der Vorlesung gezeigt, ist eine C-Linearform p durch ihren Realteil v = Rep
eindeutig bestimmt. Dieser muss

v (gpj) =Rea; und v (igpj) = —Ima; furalle jeJ
erfillen. Nach (b) ist die Existenz einer solchen R-Linearform v dazu aquivalent, dass
55wy < (S is, ) <0 (20 ) > Tt
jEK jEK jEK jEK

fur alle endlichen Teilmengen K C J und alle (ﬂj)jGK C R . Hat man eine solche R-Linearform
v gegeben, so de..niert

w(e) =v(p)—iv(—ip) furalle peF
eine C-Linearform p mit
i (ps) = v (p;) —iv (ig;) = o
und

(@) = v (@ + v (19 <\ (@ +p () = ()
furalle p € F .
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Aufgabe 1 Die Inklusionen F NG — F und FFN G — G sind stetig, injektiv und haben
dichtes Bild. Analoges gilt somit fir die adjungierten Abbildungen, so dass F und G sinnvoll
in (F N G)" addiert werden kénnen:

Flyatc(Fno) .

Fur die umgekehrte Inklusion sei A € (FNG)', d.h. es existieren stetige Halbnormen
p,q auf F' bzw. G mit |A\| < p+ q auf F NG . Nach Beispiel 3.6.3 der Vorlesung existieren
Semilinearformen p bzw. v auf F'N G mit

A=p+v , |p/[<p und |r[<q.
Ogensichtlich sind . € FT und v € G und somit gilt die Behauptung.
Aufgabe 2

(@) Esgilt Ker B, = ﬂ§=1 Ker 1; und die Surjektivitat aller B, auf K* folgt aus dem Lemma
3.4

. zwei Familien, die den Bedingungen

w0, € Hy ound (@] ) o = (| pp) o = 656 fralle jk=1,....n
gentigen. Dann ist (¢; — ;| ), = 0 j,k =1,...,n . Mit anderen Worten
w; —; € HiNKer B, C H; N Ker B; = {0} .

Dies zeigt die Eindeutigkeit.
Fur die Existenz gehen wir induktiv vor, wobei der Induktionsanfang (H, = 0) klar ist.
Seien

p; € Hy mit (o), =06, firallejk=1,...,1

gegeben. Nach Lemma 3.4 existiert ein ¢, ; € Ker B; \ Keryy,, . In der Zerlegung ¢, , =
Vi1 + Oy € Hipa @ Ker By ist ¢y € (Hiys NKer By) N Kerpy,, . E <¢l+1} fay) = 1.
Weiter gilt (v, | p;), =0 firalle j =1,...,1. Man setzt

l
P41 = Vg1 — Z <¢l+1’ ,Uj> ~p; € Hiyq
j=1

Es gilt

l
<901+1’:uk> = <¢l+1}ﬂk>p - Z<¢l+1’ﬂj>'5g’,k =0 furallek=1,...,1,

J=1

und wegen ¢, ..., € H; C Ker py 4

(| ) =0 furallej=1,....1,
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sowie

1
<901+1’ Ml+1> = <¢z+1} Nz+1>F - Z <¢l+1’ uj> -0=1.
j=1

(c) Esqilt
Ker By = {f € AC™ (J) | £9 (r) = 0 fiir j :0,...,k}
und H; = K- 1 ist ein geeigneter Komplementarraum. Es gilt ¢, = 1 . Induktiv erhalt man
H, =P)_; = Kero*
(Polynome vom Grade < &) und

~(id —r)F!
RS - 1)

Die Bedingungen sind erftllt und lassen sich leicht nachprifen. Die Abbildung

3 tn t2
R:LL_(J) — KerB,_; Cc AC™ (J): g r—>/ (/ </ g (t1) dtl) dtn_l) dt,

ist die Retraktion von 0™ nach Ker B,,_; . Mit Fubini folgt

/Tt (/Ttn - </:2 9(h) dt1> dtnl) dt, =

= / 1T,t2 (tl) et 1T,tn (tnfl) : 1T,t (tn) *g (tn) d (tb ey tno, tn) =

t t t t
T t1 tn—2 tn—1

(t . S)n—l
_/Jlr,t(s)' (Tl—l)‘ g(S) ds ,
also ist R der Integralkernoperator mit Kernfunktion

(t—9)""

7 (t,s) :=1:4(s)- =1

Aufgabe 3

(@) Esgilt fur jedes ¢ € H , dass ((€x]§))yey € €% (N) C P (N) .
(b) SeineH mit|n|,<1.Da

> gl <lnlz<t,

JjEN~{k}
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gibtes 1 > a; > 0, so dass

N, =0+ (ax — (e|n)) e €S,
namlich

ai=1- > el .

JjEN~{k}

Fur jedes ¢ € H gilt

(=i ) <l — (ex )] - [(e )] <2 [(ex )] — 0,
also folgt die Behauptung.
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