
Fachbereich Mathematik und Informatik
Philipps-Universität Marburg

PROTOKOLLE

ZU DEN ÜBUNGEN DER

FUNKTIONALANALYSIS II

Claude Portenier

Marburg
Sommersemester 2004

Fassung vom 4. August 2004



Fachbereich Mathematik und Informatik
Philipps-Universität Marburg Sommersemester 2004

Funktionalanalysis II

Lösungsblatt 1

Aufgabe 1 (Die Hilbert-Schmidt-Operatoren)

(a) Beh.: T ∈ L2 (H,G)⇐⇒ T ∗ ∈ L2 (G,H) .
Sei (ηi)i∈I Hilbertsche Basis von G . Es gilt mit Parseval: Genau dann gilt T ∈ L2 (H,G) ,

wenn

∞ >
X
j∈J

kT²jk2G =
X
j∈J

X
i∈I

¯̄
(T²j| ηi)G

¯̄2
=
X
j∈J

X
i∈I

¯̄
(²j|T ∗ηi)H

¯̄2
=

=
X
i∈I

X
j∈J

¯̄
(²j|T ∗ηi)H

¯̄2
=
X
i∈I
kT ∗ηik

2
H ,

d.h. wenn T ∗ ∈ L2 (G,H) .
(b) Sei (e²k)k∈K H.-B. von H

⇒
X
j∈J

kT²jk2G =
a)

X
i∈I
kT ∗ηik2H =

a) T ∗∗=T

X
k∈K

kT e²kk2G .
(c) Def. auf L2 (H,G):

(T, S) 7−→ (T |S) :=
X
j∈J
(T²j|S²j)G

Beh.: Abb. deÞniert Skalarprodukt auf L2 (H,G) .
L2 (H,G) ist ein U-VR von L (H,G) ; es bleibt die Abgeschlossenheit bzgl. Addition zu

zeigen: Für S, T ∈ L2 (H,G) gilt:

k(S + T )²jk2G = kS²j + T²jk
2
G 6

¡
kS²jkG + kT²jkG

¢2 6 2 · kS²jk2G + 2 · kT²jk2G
Somit ist (S + T ) ∈ L2 (H,G) .

Beh.:
P

j∈J (T²j|S²j)G ist absolut konvergent, denn mit der Polarisationsformel gilt:X
j∈J

(T²j|S²j)G =
X
j∈J

1

4
·

X
ε2·dimR K=1

ε · kT²j + ε · S²jk2G

und (T + εS) ∈ L2 (H,G) . Dies zeigt auch, dass nach (b) die DeÞnition unabhängig von der
Wahl der Basis in H ist.

Sesquilinearität ist klar, hermitesch:

(S|T ) =
X
j∈J
(S²j|T²j)G =

X
j∈J
(T²j|S²j) = (S|T )

positiv deÞnit:

(T |T ) =
X
j∈J

(T²j|T²j)G =
X
j∈J

kT²jk2G > 0

1



Funktionalanalysis II Lösungsblatt 1

nicht ausgeartet: aus (T |T ) = 0 folgt T²j = 0 ∀j ∈ J ⇒ T = 0 , somit ein SP.
Beweis der Ungleichung: Sei ξ ∈ H mit kξk = 1, ergänzt zu ONB ξ ∪ (²j)j∈J von H. Es

gilt:

kTk2 = sup
ϕ∈H,kϕk=1

kTϕk2G

und

kT ξk2G 6
X
j∈J

kT²jk2G + kT ξk
2
G = kTk

2
2 ,

somit kTk2 6 kTk22 .
(d) Beh.: L2 (H,G) ist bezüglich k·k2 vollständig.

Sei (Tn)n∈N C.-F. in (L2 (H,G) , k·k2) . Da kTn − Tmk 6 kTn − Tmk2 ist (Tn)n∈N auch
C.-F. in (L (H,G) , k·k) . Somit exisitiert T ∈ L (H,G) mit limn kT − Tnk = 0 . Es bleibt zu
zeigen: T ∈ L2 (H,G) und limn kTn − Tk2 = 0 .

Beweis: Sei K eine obere Schranke für {kTnk2} und J1 ⊂ J endl.. Dann folgt:X
j∈J1

kT²jk2G = limn
X
j∈J1

kTn²jk2G 6 K2 ,

also

kTk22 =
X
j∈J

kT²jk2G 6 K2 ,

und somit T ∈ L2 (H,G) . Sei ε > 0 . Es existiert nach Voraussetzung ein N ∈ N, so dass für
alle n,m ≥ N gilt: kTn − Tmk2 6 ε . Sei m > N . Es folgtX

j∈J1
k(T − Tm)²jk2G = limn

X
j∈J1

k(Tn − Tm)²jk2G 6

6 lim sup
n
kTn − Tmk22 6 ε2

und somit ist kT − Tmk2 6 ε , d.h. limn kTn − Tk2 = 0 .
Alternativ betrachte man folgenden isometrischen Isomorphismus:

L2 (H,G) −→ `2 (J,G) : T 7−→ (T²j)j∈J .

Da `2 (J,G) vollständig ist, folgt ebenfalls die Vollständigkeit von L2 (H,G) .

Aufgabe 2 (Dirac-Folgen) Die Abbildung Φ : Rn −→ Rn : x 7−→ εx ist ein Diffeomorphis-
mus mit |detDΦ(x)| = εn . Somit folgt aus der TransformationsformelZ

gfε dλ =

Z
g (x)

1

εn
f
³x
ε

´
dλ (x) =

Z
g (εy) f (y) dλ (y) .

Da g in 0 stetig ist, gilt

limε→0 g (εy) f (y) = g (0) f (y) .

2



Funktionalanalysis II Lösungsblatt 1

Weiter ist

|g (ε·) f | 6 kgk∞,λ |f | ∈ L1 (Rn) .
Also folgt mit dem Satz von Lebesgue

limε→0

Z
g (εy) f (y) dλ (y) =

Z
g (0) f (y) dλ (y) = g (0) .

Alle ϕ ∈ D (Rn) bzw. S (Rn) sind insbesondere beschränkt und stetig in 0 . Nach obiger
Rechnung gilt

limε→0 |hϕ |fελ− δ0 i| =
¯̄̄̄
limε→0

Z
ϕfε dλ− ϕ (0)

¯̄̄̄
= 0

für alle ϕ , d. h.

δ0 = limε→0 fε

in D (Rn)0 bzw. S (Rn)0 .

Aufgabe 3 (Funktionen und Distributionen)

(a) exp ∈ L1loc (R) ⊂ D (R)
0 .

Noch zu zeigen: exp /∈ S 0 .
Beweis: Sei ϕ ∈ D , suppϕ ∈ [0, 1] , ϕ > 0 und ϕl := ϕ (·− l) für l ∈ N .

(b) Es gilt für alle k, l ∈ N :

pk (ϕl) = maxα6k

°°°hidik · ∂αϕ (·− l)°°°
∞
6 hl + 1ik ·maxα6k k∂αϕk∞,[0,1] =

= hl + 1ik · p[0,1],k (ϕ) <∞ .

Und es ist:

|hϕl| expi| =
Z l+1

l

ϕ (·− l) · exp dλ =
Z 1

0

ϕ · exp (·− l) dλ = el ·
Z 1

0

ϕ · exp dλ .

Angenommen exp wäre auf D bzgl TS stetig, dann gäbe es für jedes ψ ∈ D ein c ∈ R+ und ein
k ∈ N , so dass

|hψ| expi| 6 c · pk (ψ) .
Aber dann wäre

el ·
Z 1

0

ϕ · exp dλ = |hϕl| expi| 6 c · pk (ϕl) = hl + 1ik · p[0,1],k (ϕ)

und dies ist widersprüchlich, da el schneller wächst als hl + 1ik . D.h. exp ist auf S nicht stetig.
(c) exp · cos (exp) ∈ L1loc (R) ⊂ D .

Noch zu zeigen: � exp · cos (exp) � ∈ S 0 , besser es gibt µ ∈ S 0 , so dass µ|D = exp · cos (exp)
Beweis: Sei ϕ in D . Es folgt

|hϕ| exp · cos (exp)i| =
¯̄̄̄Z

ϕ · exp · cos (exp) dλ
¯̄̄̄
P.I.
=

3



Funktionalanalysis II Lösungsblatt 1

=

¯̄̄̄h
sin (exp) · ϕ

i∞
−∞

−
Z
∂ϕ · sin (exp) dλ

¯̄̄̄
6

6
Z ¯̄

∂ϕ
¯̄
· |sin (exp)| dλ 6

Z ¯̄
∂ϕ
¯̄
dλ =

Z
hidi ·

¯̄
∂ϕ
¯̄
· 1

hidi dλ 6 p1(ϕ) ·
Z

1

hididλ .

Somit ist exp · cos(exp) bzgl. der induzierten Topologie von S stetig, d.h. � exp · cos(exp)� ∈ S 0 .
(d) Nach (b) gilt: ∃µ ∈ S 0 , so dass hϕ|µi =

R
ϕ · exp · cos (exp) dλ ∀ϕ ∈ D .

Frage: Gilt die Formel ∀ϕ ∈ S ??
In jedem Fall gilt: ϕ ∈ S ⇒ ∂ϕ ∈ S , also ist

¯̄R
∂ϕ · sin (exp) dλ

¯̄
sinnvoll und¯̄̄̄Z

∂ϕ · sin (exp) dλ
¯̄̄̄
6
Z

1

hidi dλ · p1(ϕ) ,

d.h.

ϕ 7−→ −
Z
∂ϕ · sin (exp) dλ : S −→ K

ist stetig und setzt

ϕ 7−→
Z
exp · cos (exp) dλ : D −→ K

fort. D.h.µ ist diese Abb., also

hϕ|µi = −
Z
∂ϕ · sin (exp) dλ = h∂ϕ| sin (exp)i =

D
ϕ
¯̄̄
∂( sin (exp)

E
da sin (exp) ∈ L∞ ⊂ L1mod ⊂ S 0 .
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Aufgabe 1 Wir zeigen zunächst: ln |id| : R −→ R ∈ L1loc (R) ,→ D (R)0 .
Betrachte dazu (einzige Problemstelle ist 0 ):Z 1

−1
ln |x| dx = 2

Z 1

0

ln x dx = limε→0 2 ·
Z 1

ε

ln x dx =

= 2 limε→0
h
x · (ln x− 1)

i1
ε
= 2 · limε→0

h
− 1− ε · (ln ε− 1)

i
=

= −2 · limε→0
h
ε ln ε

i
= −2 .

Dies erlaubt uns Folgendes zu schreiben:

hϕ|∂ ln |id|i = − h∂ϕ| ln |id|i = −
Z ∞

−∞
∂ϕ · ln |id| dλ =

= −
µZ 0

−∞
∂ϕ · ln |x| dx+

Z ∞

0

∂ϕ · ln |x| dx
¶
=

= − limε→0
µZ −ε

−∞
∂ϕ · ln |x| dx+

Z ∞

ε

∂ϕ · ln |x| dx
¶
=

P.I.
= − limε→0

µh
ϕ (x) · ln |x|

iε
−∞

−
Z −ε

−∞
ϕ (x) · 1

x
dx+

h
ϕ (x) · ln |x|

i∞
ε
−
Z ∞

ε

ϕ (x) · 1
x
dx

¶
Es genügt also zu zeigen:

limε→0

µh
ϕ (x) · ln |x|

i−ε
−∞

+
h
ϕ (x) · ln |x|

i∞
ε

¶
= 0 .

Beweis.:

limε→0

µh
ϕ (x) · ln |x|

i−ε
−∞

+
h
ϕ (x) · ln |x|

i∞
ε

¶
= limε→0

h
ϕ (−ε)− ϕ (ε)

i
· ln |ε|

limε→0
ϕ (−ε)− ϕ (ε)

1
ln ε

l�Hospital
= limε→0

∂ϕ (−ε)− ∂ϕ (ε)
− 1
ε·ln2 ε

= 0 ,

da

limε→0 ε · ln2 ε = limε→0
ln2 ε
1
ε

l�Hospital
= limε→0

2 ln ε · 1
ε

− 1
ε2

= −2 · limε→0 ε · ln ε = 0 .
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Aufgabe 2 Es ist zunächst zu zeigen, dass
³
ln 1

|id|
´s
∈ L1loc (D) . Sei K ⊂ kompakt, dann ist

K ⊂ B (0, a) für ein a ∈ R∗+ und es giltZ
K

µ
ln

1

|id|

¶s
dλ 6

Z
B(0,a)

µ
ln

1

|id|

¶s
dλ = 2π ·

Z a

0

µ
ln
1

r

¶s
dr .

Da limr→0
¡
ln 1

r

¢s
= 0 , ist sie stetig in 0 fortsetzbar, also existiert das Intergal.

Für die partiellen Ableitungen (im klassischen Sinn) von
³
ln 1

|id|
´s
auf Dr {0} gilt:

∂j

µ
ln

1

|id|

¶s
= s ·

µ
ln

1

|id|

¶s−1
|id|

µ
− 1

|id|2
¶
prj
|id| = −s ·

µ
ln

1

|id|

¶s−1µ prj
|id|2

¶
.

Für jede Kugel B (0, a) hat man dannZ
B(0,a)

¯̄̄̄
∂j

µ
ln

1

|id|

¶s ¯̄̄̄
dλ =

Z
B(0,a)

¯̄̄̄
¯̄s ·

Ã
ln

1p
x21 + x

2
2

!s−1µ
xj

x21 + x
2
2

¶¯̄̄̄¯̄ d(x1, x2) =

=
Trafo

Z
B(0,a)

¯̄̄̄
¯̄̄̄s · µln 1

r

¶s−1r
½
cosϕ
sinϕ

¾
r2

 r
¯̄̄̄
¯̄̄̄ d(r,ϕ) =

=

Z 2π

0

Z a

0

¯̄̄̄
¯s
µ
ln
1

r

¶s−1½
cosϕ
sinϕ

¾¯̄̄̄
¯ drdϕ 6 s

Z 2π

0

ÃZ a

0

µ
ln
1

r

¶s−1
dr

!
| {z }

6c<∞ , vgl. oben

dϕ <∞ .

Also sind die (klassischen) partiellen Ableitungen in L1loc (D \ {0}) . Für die distributiven
Ableitungen gilt¿

ϕ

¯̄̄̄
∂j

µ
ln

1

|id|

¶sÀ
= −

¿
∂jϕ

¯̄̄̄µ
ln

1

|id|

¶sÀ
= − limε→0

Z
DrBε

∂jϕ

µ
ln

1

|id|

¶s
dλ =

= − limε→0

Z
DrBε

gradϕ �
µ
ln

1

|id|

¶s
· ej dλ .

Der gradDrBε Gradient auf der Untermannigfaltigkeit DrBε stimmt mit dem gewöhnliche
Gradienten überein (vgl. Analysis, HS 17.5).

Auch stimmt die Divergenz divDrBε mit der normalen Divergenz überein (vgl. Analysis,
HS 17.6). Man kann daher den Satz über die partielle Integration (Analysis 17.7) anwenden
und erhält:

−
Z
DrBε

gradϕ �
µ
ln

1

|id|

¶s
· ej dλ =

=

Z
DrBε

ϕ · div
µ
ln

1

|id|

¶s
· ej dλ−

Z
∂Bε

ϕ ·
µ
ln

1

|id|

¶s
· ej � ν dλ∂Bε =

6



Funktionalanalysis II Lösungsblatt 2

Dabei bezeichnet ν den äußeren normalen Vektor an ∂ (DrBε) . Es gilt

ν(x) =
−x
|x| .

Somit gilt im Fall j = 1:

e1 � ν = cos(ϕ) .

ϕ bezeichnet das Argument aus der Polardarstellung von x . Da div
³
ln 1

|id|
´s
· e1 = ∂1

³
ln 1

|id|
´s

, erhält man somit insgesamt

= − limε→0
Z
DrBε

gradϕ �
µ
ln

1

|id|

¶s
· e1 dλ =

= limε→0

Z
DrBε

ϕ · ∂1
µ
ln

1

|id|

¶s
dλ− limε→0

Z 2π

0

ϕ (ε cosϕ, ε sinϕ)

µ
ln
1

ε

¶s
· ε · cosϕ dϕ| {z }

=0

=

=

*
ϕ

¯̄̄̄
¯−s

µ
ln

1

|id|

¶s−1
pr1
|id|

+
Im Fall j = 2 schließt man analog.

Aufgabe 3

(a) Sei ϕ ∈ D (R) mit 0 6 ϕ 6 1[−1,1] und ϕ
¡
3
4

¢
= 1. DeÞniere

ϕn = exp (−n) · ϕ
µ
id

2n

¶
Es ist zu zeigen, dass ϕn nicht in D (R) gegen 0 konvergiert. Da die Konvergenz bezüglich einer
lokal konvexen Topologie die Konvergenz bezüglich der dazugehörigen schwachen Topologie
impliziert, genügt es zu zeigen, dass hϕn, µi9 0 für ein µ ∈ D (R)0 .

Es ist exp lokal integriebar, also exp ∈ D (R)0 . Da ϕ stetig ist, existiert U = [a, b]
Umgebung von 3

4
mit ϕ|U > 1

2
. Ohne Einschränkung kann dabei a > 1

2
gewählt werden. Es

gilt dann

hϕn, expi =
Z
ϕn · exp dλ = e−n ·

Z
ϕ
³ x
2n

´
· ex dx >

> e−n ·
Z 2nb

2na

ϕ
³ x
2n

´
| {z }

> 1
2

· ex dx > e−n ·
Z 2nb

2na

1

2
· en = n · (b− a)→∞ .

Also gilt nicht limn ϕn = 0 in D (R) .
Es gilt jedoch limn ϕn = 0 in S (R) : Sei qk für ein k ∈ N gegeben. Es ist zu zeigen, dass

limn qk (ϕn) = 0 mit qk (ϕn) = maxl=0,...,k
°°°¡1 + id2¢k · ∂lϕn°°°

2

7
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Sei 0 6 l 6 k . Dann ist

∂lϕn(x) = e
−n · ∂lϕ

³ x
2n

´
· 1

(2n)l
.

Es folgtZ
R

¯̄̄̄
¯¡1 + x2¢k · e−n · ∂lϕ³ x2n´ · 1

(2n)l

¯̄̄̄
¯
2

dx =

Ã
e−n

(2n)l

!2
·
Z 2n

−2n

¯̄̄¡
1 + x2

¢k · ∂lϕ³ x
2n

´¯̄̄2
dx 6

6
Ã
(1 + 4n2)

k

en · (2n)l

!2
·
Z 2n

−2n

¯̄̄
∂lϕ

³ x
2n

´¯̄̄2
dx =

x=y2n

Ã
(1 + 4n2)

k

en · (2n)l

!2
· 2n| {z }

→0

·
Z 1

−1

¯̄̄
∂lϕ

³ x
2n

´¯̄̄2
dy| {z }

<∞

.

D.h. für alle l gilt limn

°°(1 + id2)k · ∂lϕn°°2 = 0 , also limn qk (ϕn) = 0 . Das ist die Behauptung.
(b) DeÞniere

Pn (x) =
nX
l=0

(x2)
l

l!

Es ist zu zeigen, dass

limn

Z
ϕ · Pn dλ =

Z
ϕ (x) · exp

¡
x2
¢
dx ∀ϕ ∈ D (R) .

Sei also ϕ ∈ D (R) . Dann gilt

|ϕ · Pn| 6 |ϕ · exp| ∈ L1 (R)

sowie

limn ϕ (x) · Pn (x) = ϕ (x) · exp
¡
x2
¢

∀x ∈ R .

Die Behauptung folgt mit Lebesgue.
Es liegt jedoch keine Konvergenz in S (R)0 vor: Mit der Daniell-Eigneschaft gilt für

exp (− id) ∈ S (R)

limn

Z
e−x · Pn (x) dx = supn

Z
e−x · Pn (x) dx =

Z ∗
e−x · supn Pn (x) dx =

=

Z ∗
e−x · exp

¡
x2
¢
dx =∞ .

Aufgabe 4

(a) Da f ∈ L1loc (R) ist, ist 1[−k,k] · f ∈ L1 (R) und somit in S 0 (R) für alle k ∈ N . Folglich
gilt für alle ϕ ∈ S (R)

limk

­
ϕ
¯̄
1[−k,k] · f

®
= limk

Z k

−k
ϕ (x) · f (x) dx =

Z ∞

−∞
ϕ (x) · f (x) dx .

8
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Damit konvergieren die Semilinearformen
¡
1[−k,k] · f

¢
k∈N punktweise auf S (R) gegen die Ab-

bildung

ϕ 7−→
Z ∞

−∞
ϕ (x) · f (x) dx .

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus ist diese Abbildung stetig, d.h. sie ist in S 0 (R) . Weiter
ist ihre Einschränkung auf D (R) wieder f . Insgesamt ist sie also die Fortsetzung von f auf
S (R) , und es gilt

hϕ|fi = lima→−∞
b→∞

Z b

a

ϕ (x) · f (x) dx .

(b) Für alle ϕ ∈ S (R) giltZ b

a

ϕ · exp cos (exp) =
h
ϕ · sin (exp)

ib
a
−
Z b

a

∂ϕ · sin (exp) .

Da im Limes a→ −∞ , b→∞ der erste Summand verschwindet, folgt

hϕ| exp cos(exp)i =
Z ∞

−∞
ϕ · exp cos (exp) = −

Z ∞

−∞
∂ϕ · sin (exp) .

Diese Gleichung zeigt, dass exp cos(exp) ∈ S 0(R) ist, einerseits mit einem uneigentlichen Integral
und andererseits mit einem Lebesgueschen Integral.

9
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Aufgabe 1

(a) Sei ϕ ∈ S (R) . Dann gilt¯̄̄̄Z
f · ϕ dλ

¯̄̄̄
6 kfk∞ ·

Z
|ϕ| dλ| {z }
<∞

,

also ist

f 7−→
¯̄̄̄Z
f · ϕ dλ

¯̄̄̄
eine stetige Halbnorm auf Cb (R) , d.h. Cb (R) ,→ S (R)0 : f 7−→ f · λ ist stetig.
(b) Da kekk∞ = 1 , ist

P∞
k=1 k

sek für s < −1 in
¡
Cb (R) , k·k∞

¢
konvergent (Weierstraß-

Kriterium), mit (a) also auch in S (R)0 . Sei nun s > −1 . Dann existiert j ∈ mit s− j < −1
und es ist

∞X
k=1

ks−j (2πi)−j ek

gleichmäßig konvergent. Da ∂j : S (R)0 −→ S (R)0 stetig, gilt

S (R)0 3 ∂j
∞X
k=1

ks−j (2πi)−j ek =
∞X
k=1

∂jks−j (2πi)−j ek =
∞X
k=1

ksek .

Aufgabe 2

(a) Es sei f ∈ AC (J) und ϕ ∈ D (J) . Dann gilt

hϕ|∂ (f · λ)i = −
Z
J

∂ϕ · f = −
h
ϕ · f

isupJ
inf J

+

Z
J

ϕ · ∂f = hϕ|∂f · λi

wegen ϕ (sup J) = ϕ (inf J) = 0 .

(b) Nun sei µ ∈ D (J)0 mit ∂µ = f · λ für ein f ∈ L1loc (J) . DaZ ·

τ

f ∈ AC (J)

erhält man mit Teil (a)

∂

·µZ ·

τ

f

¶
· λ
¸
=

µ
∂

Z ·

τ

f

¶
· λ = f · λ = ∂µ .

In D (J)0 ist also die Differentialgleichung

10
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∂

·
µ−

µZ ·

τ

f

¶
· λ
¸
= 0

zu lösen. Nach Aufgabe 3) ist sie bis auf eine Konstante eindeutig lösbar. Da

µ =

µZ ·

τ

f

¶
· λ

eine Lösung ist, erhält man alle Lösungen in der Form

µ =

µZ ·

τ

f + c

¶
· λ

mit einem c ∈ R . Wegen Z ·

τ

f + c ∈ AC (J)

folgt die Behauptung.

Aufgabe 3 Sei J ⊂ R offen und ν ∈ D (J)0 . Es ist zu zeigen: ∂µ = ν ist in D (J)0 bis auf
eine Konstante eindeutig lösbar.

Existenz einer Lösung: Um eine Lösung angeben zu können, betrachten wir den Kern
der stetigen Abbildung

λ : D (J) −→ K : ϕ 7−→
Z
J

ϕ dλ

Die Behauptung ist, dass Kerλ gleich ∂ (D (J)) ist. Sei ϕ ∈ ∂ (D (J)) mit ϕ = ∂ψ und
ψ ∈ D (J) . Dann gilt Z

J

ϕ dλ =

Z
∂ψ dλ =

h
ψ
isupJ
inf J

= 0 ,

da suppψ ⊂ J kompakt ist. Dies zeigt ∂ (D (J)) ⊂ Kerλ . Umgekehrt, für ϕ ∈ D (J) mit
λ (ϕ) = 0 und suppϕ ⊂ [a, b] ⊂ J gilt für alle x > b :Z x

inf J

ϕ =

Z b

inf J

ϕ =

Z
J

ϕdλ = 0 ,

d.h.
R ·
inf J

ϕ hat kompakten Träger und ist somit in D (J) . Zusätzlich gilt

∂

µZ �

inf J

ϕ

¶
= ϕ ,

damit ist ϕ in ∂ (D (J)) und die Gleichheit von Kerλ und ∂ (D (J)) ist gezeigt.
Da die Kodimension von Kerλ in D (J) eins ist, exisitiert ein χ ∈ D (J) mit

R
χ = 1 und

D (J) = ∂ (D (J))⊕K · χ =Kerλ⊕K · χ .

11
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Die eindeutige Zerlegung von ϕ ∈ D (J) ist

ϕ =

µ
ϕ−

µZ
ϕ

¶
· χ
¶
+

µZ
ϕ

¶
· χ .

Man kann somit eine Lösung der Differentialgleichung in D (J)0 angeben:

µ : D (J) −→ K : ϕ 7−→ −
¿Z �

inf J

µ
ϕ−

µZ
ϕ

¶
χ

¶¯̄̄̄
ν

À
.

Die DeÞnition macht Sinn, da ϕ −
¡R
ϕ
¢
χ in ∂ (D (J)) liegt und somit

R �
inf J

¡
ϕ−

¡R
ϕ
¢
χ
¢
in

D (J) ist. Es ist eine Lösung, da für ϕ ∈ D (J) gilt:

hϕ| ∂µi = − h∂ϕ|µi =
¿Z �

inf J

µ
∂ϕ−

µZ
∂ϕ

¶
· χ
¶¯̄̄̄
ν

À
= hϕ| νi ,

d.h. ∂µ = ν . Es bleibt zu zeigen, dass µ stetig ist. Da ν stetig ist, müssen wir nur die Stetigkeit
der Abbildung

ϕ 7−→
Z �

inf J

·
ϕ−

µZ
ϕ

¶
· χ
¸
: D (J) −→ D (J)

zeigen. D (J) ist über die induktive Topologie der D (J,K) deÞniert, somit nehmen wir ein
Kompaktum K ⊂ [a, b] ⊂ J , deÞnieren L := K ∪ suppχ und zeigen die Stetigkeit von

ϕ 7−→
Z �

inf J

·
ϕ−

µZ
ϕ

¶
· χ
¸
: D (J,K) −→ D (J,L) ,→

stetig
D (J)

Sei k ∈ N und ϕ ∈ D (J,K) . Es gilt

pL,k

µZ �

inf J

·
ϕ−

µZ
ϕ

¶
· χ
¸¶

= maxα6k

°°°°∂α Z �

inf J

·
ϕ−

µZ
ϕ

¶
· χ
¸°°°°

∞,L
=

= max

Ã
max16α6k

°°°°∂α−1 ·ϕ−µZ ϕ

¶
· χ
¸°°°°

∞,L
,

°°°°ϕ− µZ ϕ

¶
· χ
°°°°
∞,L

!
.

Da°°°°ϕ− µZ ϕ

¶
· χ
°°°°
∞,L

6 kϕk∞,K + kχk∞ ·
¯̄̄̄µZ

ϕ

¶¯̄̄̄
6 kϕk∞,K + kχk∞ · kϕk∞,K · (b− a) =

= c1 · kϕk∞,K 6 c1 · pK,0 (ϕ) 6 c1 · pK,k (ϕ)
und °°°°∂α−1 ·ϕ− µZ ϕ

¶
· χ
¸°°°°

∞,L
6
°°∂α−1ϕ°°∞,K + °°∂α−1χ°°∞ · kϕk∞,K · (b− a) 6
6 c2 · pK,k (ϕ)

folgt

pL,k

µZ �

inf J

·
ϕ−

µZ
ϕ

¶
· χ
¸¶

6 c3 · pK,k (ϕ)

12



Funktionalanalysis II Lösungsblatt 3

und somit die Stetigkeit der Abbildung. Insgesamt ist µ ∈ D (J)0 und löst die Differentialglei-
chung ∂µ = ν .

Beweis der Eindeutigkeit: Sei µ ∈ D (J)0 und ∂µ = 0 . Es ist zu zeigen, dass µ = const .
Da ∂µ = 0 ist µ = 0 auf ∂ (D (J)) , da für ψ ∈ D (J) folgt

h∂ψ|µi = − hψ| ∂µi = 0

Da ∂ (D (J)) = Kerλ ist Kerλ ⊂ Kerµ . Für µ = 0 ist nichts mehr zu zeigen, für µ 6= 0
exisitiert ein ξ ∈ K · χ mit hξ|µi 6= 0 , somit ist Kerµ = Kerλ . Daraus folgt:

hϕ|µiD(J) =
¿·Z

ϕ

¸
· χ
¯̄̄̄
µ

À
=

Z
ϕ · hχ|µi = hϕ|λi hχ|µi =

= hϕ| hχ|µi · λi
und schliesslich haben wir

µ = hχ|µi · λ = const · λ ,
d.h. µ = const .
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