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Losungsblatt 1

Aufgabe 1 (Die Hilbert-Schmidt-Operatoren)

(a) Beh.: T € L?(H,G) <= T*e L*(G,H) .
Sei (n;),.; Hilbertsche Basis von G . Es gilt mit Parseval: Genau dann gilt T € £* (H,G) ,

00 > Y ITeillz = SN (Teslng) gl = S0 (el 7m0 |* =

jeJ jeJ iel jeJ iel
2 2
= > G T )y =D T nill3,
iel jeJ iel

d.h. wenn T* € L* (G, 'H) .
(b)  Sei (€)pex H-B. von 'H

= SISl = STl < S ITal;.

JjeJ el keK
(c) Def. auf L2 (H,G):
(T,8) — (T[S) ==Y (Te;| Sej)g
jeJ

Beh.: Abb. definiert Skalarprodukt auf L*(H,G) .
L2 (H,G) ist ein U-VR von L (H,G) ; es bleibt die Abgeschlossenheit bzgl. Addition zu
zeigen: Fiir S, T € L2 (H,G) gilt:

1(S+T)esll = [1Se; + Tesll < (I1Se5llg + 1Tesllg)” < 2+ [1Sel5 +2- [Tl
Somit ist (S +T) € L*(H,G) .

Beh.: > ; (T¢j| Sej)g ist absolut konvergent, denn mit der Polarisationsformel gilt:

Z Tej| Sej)g Z Z 5'||T€j+g'S€j||é

jeJ jeJ £2-dimp K_q

und (T +2S) € £L2(H,G) . Dies zeigt auch, dass nach (b) die Definition unabhiingig von der
Wahl der Basis in H ist.
Sesquilinearitét ist klar, hermitesch:

(8|T)=> (Sej| Tej)g =Y (Te;] Se;) = (S]T)

jedJ jedJ

positiv definit:

(T|T) = Z Te;| Tej)g Z ||T€J||g

JjeJ jeJ
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nicht ausgeartet: aus (7'|T) =0 folgt Te; =0Vj € J =T =0, somit ein SP.
Beweis der Ungleichung: Sei £ € H mit ||€|| = 1, ergéinzt zu ONB & U (Ej)jEJ von ‘H. Es
gilt:

2 2
17" = sup [ Tellg
e, lpll=1

und
2 2 2 2
ITENG <D ITell5 + I1TElE = 1T
jeJ
. 2 2
somit [ T]° < T2 .

(d) Beh.: £2(H,G) ist beziiglich |-||, vollstindig.

Sei (Tn)peny C-F.in (L2 (H,G),|I-|ly) - Da [T, — Tl < | T — Tinlly ist (T},),,cy auch
C-F.in (L(H,G),|||]) - Somit exisitiert T' € £ (H,G) mit lim, |T —T,,|| = 0 . Es bleibt zu
zeigen: T € L* (H,G) und lim, ||T,, = T, =0 .

Beweis: Sei K eine obere Schranke fiir {||7,,||,} und J; C J endl.. Dann folgt:

2 _ 2
D IITejllg =lim ) || Toellg < K2,
JEN Jjen

also

T3 = ITelly < K2,

jed

und somit T' € £?(H,G) . Sei e > 0 . Es existiert nach Voraussetzung ein N € N, so dass fiir
alle n,m > N gilt: ||T,, — T},|, <& . Seim > N . Es folgt

DT = Tweilly =lim Yy (T — Twell <

Jj€J1 Jjen

< limsup |75, — Th|5 < €2
n

und somit ist [|T" — Ty, < e, d.h. lim, |7, = T|l, =0 .
Alternativ betrachte man folgenden isometrischen Isomorphismus:
L?(H,G) — (J.G) : T +— (T¢;)

jeJ -

Da 2 (J,G) vollstindig ist, folgt ebenfalls die Vollsténdigkeit von £2 (H,G) .

Aufgabe 2 (Dirac-Folgen) Die Abbildung ® : R” — R" : x —— ex ist ein Diffeomorphis-
mus mit | det D®(x)| = ™ . Somit folgt aus der Transformationsformel

Jotar=[s@=f(2) v = [aeniw arw) -
Da g in 0 stetig ist, gilt
lim. o g (ey) f (y) =9 (0) f (y) -
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Weiter ist

19 () I < llglloon If] € L (R?)
Also folgt mit dem Satz von Lebesgue

lim, o / g(ey) f () dA(y) = / 9(0) f (4) dX(y) = g (0) .

Alle ¢ € D(R™) bzw. S(R"™) sind insbesondere beschréinkt und stetig in 0 . Nach obiger
Rechnung gilt

o 1A — do)] = [imeo [ 7rdh 7 <o>\ 0

fiir alle ¢ , d. h.
60 = lim. o fz—:

in D (R") bzw. S (R")" .

Aufgabe 3 (Funktionen und Distributionen)
(a) expe Ll (R)CD(R).

loc

Noch zu zeigen: exp ¢ S’ .
Beweis: Sei ¢ € D, suppyp € [0,1] , o >0 und ¢, ;= (-—1) fir l e N .

(b) Es gilt fiir alle k,] € N :

pr () = maxace [ i) 9% (- = D|| < @+ DF maxacy 1% o =

=(l+ 1)k - P,k () < 00 .
Und es ist:

I+1 1 1
\(gol\exp>|:/ go(-—l)-expd)\:/ ©-exp(-—1) d)\:el-/ ©-exp dA .
! 0 0

Angenommen exp wire auf D bzgl 7s stetig, dann gibe es fiir jedes ¢ € D ein ¢ € R, und ein
k € N |, so dass

(] exp)| < e pr () -

Aber dann wiére
1
¢ / - exp d\ = [(gp)] exp)| < ¢ pr () = (L+ 1" ppa ()
0

und dies ist widerspriichlich, da ¢! schneller wichst als (I + 1>k . D.h. exp ist auf S nicht stetig.
(c) exp-cos(exp) € Li. (R)CD.

loc
Noch zu zeigen: ” exp - cos (exp)” € S’ besser es gibt u € S’ so dass y1p = exp - cos (exp)

Beweis: Sei ¢ in D . Es folgt

[(pl exp - cos (exp))| = '/ B exp- cos (exp) dA| 2
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[sin (exp) -@] : - / 95 - sin (exp) dA‘ <

. _ 1 1
</}890}~|sm(exp)\ d)\g/}ago} d)\:/<1d>~}8go}~<i—d>d)\<p1(go)-/@d)\.

Somit ist exp - cos(exp) bzgl. der induzierten Topologie von S stetig, d.h. ” exp - cos(exp)” € §’.

(d) Nach (b) gilt: Jp e S, so dass (p|p) = [P -exp-cos(exp) dA Vo € D .
Frage: Gilt die Formel Vp € § 77 o
In jedem Fall gilt: ¢ € S = dp € S, also ist ‘ [ 9¢ - sin (exp) d)\} sinnvoll und

'/%ﬁin(exp) d)\' < /<i—g>d)\-p1(<p) ,
d.h.
90|—>—/8_<p-sin(exp) dr:§ — K
ist stetig und setzt
o — /exp-cos(exp) d\:D —K
fort. D.h.u ist diese Abb., also
(pli) = [ % sin (exp) d = (0] sin (ex) = ([ 0(sin (exp)

da sin (exp) e L* C L. 4, C S’ .
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Aufgabe 1 Wir zeigen zunichst: In|id| : R — R € LL_(R) — D (R)" .
Betrachte dazu (einzige Problemstelle ist 0 ):

1 1 1
/ In |x| da::2/ lnxdleimea02~/ Inzdr =
1 0 €

1

= 2lim._,g [:):-(lna:— 1)} =2-lim.o [— l—¢-(Ine— 1)} =

€

= —2-lim._g [6 lna] =—-2.

Dies erlaubt uns Folgendes zu schreiben:

(pl0In]id]) = — (Op| In |id]) = / Op - Inlid| d\ =

0 o)
—</ 8_<p-ln\:v|da:+/ 8_<p-ln|x|dx):
—0o0 0
= —lim, g </ Op - In |z dx+/ Op - In |z d:n) =
L Jim,. g ([gp (a:)ln\x@ioo —/

—00

"

P@ g ot [p@ el - [P o)

Es gentigt also zu zeigen:

lim, o ([Wlnm]_; + [Wlnm]j) =0.
Beweis.:

lim, g ( [W -In \3:|]

7; + [W -In \x@

Oo) = lim. o [go (—e)—p (6)] -In|e]

€

2 (_E) —p (5) 1"H0§)ital .

lim, i lim,_ T =0,
Ine T eln?e
da
1
lIl 3 IHOSpltdl 2Ine - c .
lim._,o¢e - In’e = lim,_,g —— T im, ,o———= =-2-lim._0e-lne=0.
€ e
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Aufgabe 2 Es ist zunéchst zu zeigen, dass (111 B d‘) € L. (D) . Sei K C kompakt, dann ist
K C B(0,a) fiir ein a € R und es gilt

/(lni) dAg/ (lni) d)\:27r-/ (lnl) dr .
K lid| B(0,a) lid| 0 r

Da lim, g (ln %)s =0, ist sie stetig in 0 fortsetzbar, also existiert das Intergal.

Fiir die partiellen Ableitungen (im klassischen Sinn) von (ln ; d‘) auf D ~\ {0} gilt:

1 s 1 s—1 ' 1 pr' < 1 )Sl(pr-)
0; | In =s-|ln— d|{— | =2 =—-s-(In— —2 .
() = (o) |id\2) id i) \jiaP

Fiir jede Kugel B (0, a) hat man dann

s—1
1\° 1 X
0; (ln.—) d)\:/ s- | In ———— <—J ) d(xq,x9) =
/B(o,a) ’ lid| B(0,a) N xi + 3 (71, 72)

COS ¢
N sin ¢
:/ s-|In— —————= | r| d(r,p) =
B(0,a)
s—1
s (ln 1) { cos P }
r sin ¢

Also sind die (klassischen) partiellen Ableitungen in L{ _(D\ {0}) . Fiir die distributiven
Ableitungen gilt

(o (o) )=o) )= e o) -

1 S
= — limsﬂg/ grad @ e (ln —) cejdA .
D\ B¢ ‘1d|

Der grady, g Gradient auf der Untermannigfaltigkeit ID \ B, stimmt mit dem gewthnliche
Gradienten iiberein (vgl. Analysis, HS 17.5).

Auch stimmt die Divergenz divp. g, mit der normalen Divergenz iiberein (vgl. Analysis,
HS 17.6). Man kann daher den Satz iiber die partielle Integration (Analysis 17.7) anwenden

und erhéilt:
1 S
—/ gradp e (ln—) e d\ =
D\ B¢ | d|

1Y’ 1Y’
= G-div(ln ) -e'd)\—/ <ln—) -e; o vdl\pp, =
/D\Bg ial) T fop T\ )

27 a 1 s—1
drdgpés/ (/ (111—) dr) dp < 0o .
0 0 r

N J/

TV
<ce<oo , vgl. oben
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Dabei bezeichnet v den dufleren normalen Vektor an 0 (D \ B;) . Es gilt

v(z) = Tl

Somit gilt im Fall j = 1:

e o v = cos(p) .

¢ bezeichnet das Argument aus der Polardarstellung von = . Da div <ln |1_i1|) e =0 (ln |1—11|)

, erhélt man somit insgesamt

1 S
= —lim._,g / gradp e (ln —) cepdA =
D\ Be |1d‘

1 s 2m 1 s
= lima_@/ D0 (ln —) dX\ — 1im5_>0/ P (e cos p,esin p) (ln —) ce-cospdp =
D~ Be R 0 €

id]
1 s—1 pr,

= —s|Iln— et §
<9” 8<n\id|) |id\>

Im Fall j = 2 schlieffit man analog.

J

-~

=0

Aufgabe 3

(a) Seip € D(R)mit 0< ¢ <11y und ¢ (2) = 1. Definiere
id
on = exp(—n) - ¢ ( )

2n

Es ist zu zeigen, dass ¢,, nicht in D (R) gegen 0 konvergiert. Da die Konvergenz beziiglich einer
lokal konvexen Topologie die Konvergenz beziiglich der dazugehorigen schwachen Topologie
impliziert, geniigt es zu zeigen, dass (@, , p) - 0 fiir ein g € D (R)" .

Es ist exp lokal integriebar, also exp € D (R)" . Da ¢ stetig ist, existiert U = [a, b]
Umgebung von % mit |y > % . Ohne Einschrinkung kann dabei a > % gewdhlt werden. Es
gilt dann

(P, €XD) Z/wn~exp dA:e”-/w(%) et dr >

2nb T anl
26_”-/ go(—)-exdx>e_”-/ —e"=n-(b—a) - .
2naH2/7l_/ 2na 2
>

1
2
Also gilt nicht lim, ¢,, = 0 in D (R) .
Es gilt jedoch lim,, ¢, =0 in S (R) : Sei g fiir ein & € N gegeben. Es ist zu zeigen, dass

2
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Sei 0 <! < k. Dann ist

Es folgt

/
< M2-/Znal ()] ax = a2\ ./131 Al
h 6"-(2’[7,)1 —on v 2n x:b:_y2n 6”'(277,)[ n Jo ¥ m Yy .

J/

(1+ :BQ)k e Ol (ﬁ) L

A S 7/ N
v
<0

—0

D.h. fiir alle [ gilt lim,, ||(1 4 id®)* - g, ||, = 0, also lim,, g (¢,,) = 0 . Das ist die Behauptung.
(b)  Definiere

Es ist zu zeigen, dass

limn/gp-Pnd)\ = /gp(:n) -exp (%) dz Vo € D(R) .
Sei also ¢ € D (R) . Dann gilt
|- Pal < |- exp| € L' (R)
sowie
lim, ¢ (z) - P, (z) = ¢ (z) -exp (z*) VzeR.

Die Behauptung folgt mit Lebesgue.
Es liegt jedoch keine Konvergenz in S (R)" vor: Mit der Daniell-Eigneschaft gilt fiir
exp (—id) € S (R)

lim,, / e - P,(x) dr =sup, / e’ P,(x)dr = / e ¥ -sup, P, (x) de =

:/ e’f”-exp(@g) dz = oo .

Aufgabe 4

(a) Da f e L. (R) ist, ist 1_gs - f € L' (R) und somit in &' (R) fiir alle £ € N . Folglich
gilt fiir alle ¢ € S (R)

limy, <g0}1[_k7k} ) zlimk/km-f(a:) da::/oogo(a:)-f(x) dx .

—00
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Damit konvergieren die Semilinearformen (1[_;@7;.3] . f) rey Punktweise auf S (R) gegen die Ab-

bildung
@H/_ o@) f(x) de .

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus ist diese Abbildung stetig, d.h. sie ist in &' (R) . Weiter
ist ihre Einschriinkung auf D (R) wieder f . Insgesamt ist sie also die Fortsetzung von f auf
S (R) , und es gilt

b
(plf) = limab:ogo/a o(x)- f(z)dr .
(b) Fiir alle ¢ € S (R) gilt

b
/ @ - exp cos (exp) = [go sin exp / O - sin (exp)

Da im Limes a — —oo , b — oo der erste Summand verschwindet, folgt

oo

(| exp cos(exp)) :/ @ - exp cos (exp) / O - sin (exp).

—00

Diese Gleichung zeigt, dass exp cos(exp) € S’(R) ist, einerseits mit einem uneigentlichen Integral
und andererseits mit einem Lebesgueschen Integral.
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Aufgabe 1
(a) Sei ¢ € S(R) . Dann gilt

‘/f-wdA‘Sfoo~/<s:dA,

also ist
fr— ‘/f-wu‘

eine stetige Halbnorm auf C° (R) , d.h. C* (R) < S (R)": f — f - X ist stetig.

(b) Da |lex]l, =1, ist > oo, k' fiir s < —1 in (C*(R),|||,,) konvergent (Weierstraf-
Kriterium), mit (a) also auch in S (R)" . Sei nun s > —1 . Dann existiert j € mit s — j < —1

und es ist
Z k59 (2m) 7 ey
k=1
gleichmiiBig konvergent. Da &7 : S (R)" — S (R)' stetig, gilt

S (R) BE)VZkSJ (2mi)~ ek—ZGJk;SJ (271) e Zkek.

k=1 k=1

Aufgabe 2
(a) Essei fe AC(J) und ¢ € D(J) . Dann gilt

wor- == [T f==[p- |7 + [5-0r = (el -¥

inf J
wegen ¢ (sup J) = ¢ (inf J) =0 .
(b) Nunsei g € D(J) mit Ou = f- A fiir ein f € LL_(J) . Da

/ feAC(J)
erhélt man mit Teil (a)

() -] ) s

In D (J)' ist also die Differentialgleichung

10
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() ]

zu l6sen. Nach Aufgabe 3) ist sie bis auf eine Konstante eindeutig losbar. Da

(1)

eine Losung ist, erhilt man alle Losungen in der Form

uz(/;fw)-x

/T.f+ceAC(J)

mit einem c € R . Wegen
folgt die Behauptung.

Aufgabe 3 Sei J C R offen und v € D (J) . Es ist zu zeigen: Ou = v ist in D (J)' bis auf
eine Konstante eindeutig losbar.

Existenz einer Losung: Um eine Losung angeben zu konnen, betrachten wir den Kern
der stetigen Abbildung

)\:D(J)—>K:<pl—>/g0d)\
J

Die Behauptung ist, dass Ker A gleich 9 (D (J)) ist. Sei ¢ € 9(D(J)) mit ¢ = 0¢ und

¢ € D(J). Dann gilt
sup J
/gpdA:/(?wd)\: M —0,
J inf J

da suppy) C J kompakt ist. Dies zeigt 0 (D (J)) C Ker A . Umgekehrt, fiir ¢ € D (J) mit
A () = 0 und suppy C [a,b] C J gilt fiir alle x > b :

T b
/ wz/ wz/wdk:O,
inf J inf J J

d.h. [ . ¢ hat kompakten Tréiger und ist somit in D (J). Zusétzlich gilt

(L)

damit ist ¢ in 0 (D (J)) und die Gleichheit von Ker A und 0 (D (J)) ist gezeigt.
Da die Kodimension von Ker A in D (J) eins ist, exisitiert ein x € D (J) mit [ x =1 und

DJ)=0(D(J)dK-x=KerAdK-x.

11
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Die eindeutige Zerlegung von ¢ € D (J) ist

() ()

Man kann somit eine Losung der Differentialgleichung in D (.J)" angeben:

o —ive (o (1))

Die Definition macht Sinn, da ¢ — ([ ¢) x in 8 (D (J)) liegt und somit [, (¢ — ([ ¢) x) in
D (J) ist. Es ist eine Losung, da fiir ¢ € D (J) gilt:

(elow) =~ (ogli = ( [ (20 ([20) x)

d.h. Ou = v . Es bleibt zu zeigen, dass p stetig ist. Da v stetig ist, miissen wir nur die Stetigkeit

der Abbildung
o o () 0ot

zeigen. D (J) ist iiber die induktive Topologie der D (J, K) definiert, somit nehmen wir ein
Kompaktum K C [a,b] C J , definieren L := K U supp x und zeigen die Stetigkeit von

vy =telv)

o [ o= ([) x| p0m) —D000) 2 PW)

infJ stetig

e ([, o () o) = [ = (o) |, -
o= (fo) AL - () L)-

o= ([o) A <ol + Il | ([ )| <1l + Il Tl 0 0) =
o0o,L

=G ||<P||OO,K < pro (@) <o pre ()

Sei k € Nund ¢ € D (J,K) . Es gilt

= max (maX1<a<k

Da

und

80471 |fp— (/90) X:| H < Haaflgo}looj(_i_ HaaleHoo . ||(‘0H00,K . (b— CL) <
o0o,L

< ¢ prg (@)

([, o~ ()4 e

12

folgt



Funktionalanalysis II Losungsblatt 3

und somit die Stetigkeit der Abbildung. Insgesamt ist x € D (J)" und lost die Differentialglei-
chung op =v .
Beweis der Eindeutigkeit: Sei € D (J) und O = 0. Es ist zu zeigen, dass y = const .
Da dp=0ist u =0 auf (D (J)) , da fiir v € D (J) folgt

(0Y| ) = — (Y| Op) =0

Da 0(D(J)) = Ker A ist Ker A C Kerp . Fiir g = 0 ist nichts mehr zu zeigen, fiir 4 # 0
exisitiert ein £ € K- x mit (&| u) # 0, somit ist Ker 4 = Ker A . Daraus folgt:

<¢IM>D(J)=<U4 -x'u>:/¢-<x|u>=<¢|A><x|u>=

= (oo (x| 1) - A)

und schliesslich haben wir
p={(x|p)-A=const-\,
d.h. p = const .

13



