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Aufgabe 1
(a) Es gilt
idy = [€)(€] in Ly(H) .

¢eB
In der Tat: Fiir alle n € H hat man nach der Parsevalgleichung

n=>Y ()¢ in H.

¢eB
Weiter gilt: Die Abbildung

T — W'Th: L, (H) — L, (F, F7)
ist stetig. Fiir ¢,¢ € F gilt ndmlich
(¥ [ The) | = [(h) IThe)s | < 1hllyg - I Thplly, -

Also folgt (Bildsatz angewandt auf k' oder richtige Interpretation)
h=hlidyh=> hl[E)(Eh=>[6) (¢ in L, (FF),

¢eB ¢eB
denn fiir p,¢ € F und &,n € 'H gilt
(W |hM1E) Ml hp) o = (WD 1€)gy (Mg )y = (WD 1E) - () = (W 1IE) (M ) -
(b) Die Abbildung j : H — C? , die durch
gn (&) == ([n)y fiuralle £€B.,neH
definiert ist, ist schwach stetig: Denn fiir £ € B ist

[77 — gn(§) = (€ In)H] = (&l

offenbar stetig. Da B als hilbertsche Basis die Punkte von H trennt, ist 57 auch injektiv; also
ist H hilbertscher Unterraum von C5 .
Fiir den Kern hg gilt fir » € CB ¢ € B

he () = 35 (&) = (§5T),, = W1 r =D v () - 5600 =D (€1 (X)

X€EB xXEB

d.h. hp ist beziiglich des Zahlintegrals auf B der Integralkernoperator zum Kern (-|-),, .
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Aufgabe 2

(a) Zunichst zeigen wir, dass die Abb ein Skalarprodukt auf HW (J) ist. Das sie sesquilinear,
hermitesch und p02$it1V ist, ist tr1v1a1 Um die Eigenschaft "nicht- ausgeartet” nachzuweisen
betrachte: aus ||$H((1 fJ |0¢|* = 0 folgt O& = 0 p-f.ii. alsof E(r)+ [[06=¢(T) =

Nun zeigen wir die Aquivalenz: inf J , supJ € R < H (J) — M (J) HUR.

?=" Es gelte J = Ja,b[ , mit a,b € R . Fiir £ € L*(J) ist [ € € HW (J) , also st
8+ HW (J) — L2 (J) bijektiv und eine Isometrie (klar, es gilt 10¢)2 = ||§H?(1)) ). Damit ist
H (J) ein Hilbertraum. Da nach Cauchy-Schwarz

)= [ o¢] < VAT - el

ist ¢ beschriinkt. Trivialerweise gilt: H" (J) = M(J): £ — £ A ist stetig.
<" Sei HY (J) — M (J) HUR. Die kanonische Injektion H\" (J) < L2 (J) ist stetig
nach dem Satz iiber den abgeschlossenen Graph. Dazu sei (£,,£,) — (€,9) in H (J)x L2 (J) .

Zu zeigen ist dann £ = g . Nach Voraussetzung gilt aber £, — ¢ in HW (J) und &, — ¢
in L?(J) , also in dem Hausdorffraum M (J) . Wegen der Eindeutigkeit des Limes folgt
die Behauptung. Damit existiert ein ¢ € Ry mit [[£]l, < C - [|€]l(q) - Nun machen wir
folgende Widerspruchsannahme: sup J = oo . Sei dann ¢ € D, (J) so dass ¢ # 0 # Jp und
supp ¢ C |Jmax (0,27),00[ C J . Zusétzlich sei h € ]0, 1] ein Streckfaktor und

D (z) := —= - ¢ (h) .

Sl-

Damit gilt: Dye (7) = 0 und somit Dy € HY (J) . Andererseits:

2

I R 0 M W ol Y 0 e Y
~ Iy |0Dnp (z)* d [ ’ﬁ - 9¢ (ha) - hr dx h? [° 0¢ (hx)|? - hdz

1 lel dy
va B2 [ 100 (y) dy

Und damit folgt der Widerspruch. Fiir inf J = —oo léisst sich dhnlich schlielen.

— o0 firh—0.

(b) Berechne den Kern (Wir raten ihn und zeigen dann, dass wir richtig liegen): V¢ €
K (Ja,b[) definiere:

B (s) / (min (s,t) — Z)_(Z;— max ($,1)) o) dt

hYp ist stetig (Lebesgue), h% (a) = h%p (b) = 0 und || < f o] -
Sei nun ¢ € K (]a, b)) :

(4 0)] < / D] < [0l (b — @) i@l
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Damit ist h° : K (Ja, b]) — M (]a, b]) stetig, da ¢ — ||¢|l,, : K (Ja,b]) — R ist stetige HN ist.
Als nichstes zeigen wir, dass h%p € HMO gilt: h% € L2 ((Ja,b])) , da die Funktion beschriinkt
ist. Nach dem Differenzierbarkeitssatz (vgl. Aufgabe 16.4) gilt h’¢ € AC mit Ableitung

OO (5) = bia -/abas [ (min (s.£) — ) (b — max (s,1))] - (1) dt =

=3 i . / [Ljayg (8) (b =) = (t —a) Ly (s)] - 0 (t) dt .

Das 0hp € L? ((] b[)) ist klar. Also gilt insgesamt tatséchlich: h° : K (Ja, b]) — HMP (Ja, b]) .
Fiir alle f € H(: (]a b)) gilt weiter:

(A = [or =52 [P0 (0 -7 @) -1~ (=) ()~ £ ()] dt =

:bia'[,m' |:/Jl[a,t](b_t)_l[t,b](t—a) Of dt =
e ﬁL/JW (Lo (s) (b —t) — 1y (s) (t — a)] dtOf (s) ds =

:[]aho¢(s).a s) ds = (0R°¢ |0F) o gasny = (R0 |F) ()

D.h. A ist der gesuchte Kern von H1? ((Ja, b)) — M ((Ja,b])) .

(c) Betrachte \lj—“ e HY (Ja,b]) .

id —a

vb—a

|7

(W)

und berechne

(nlid —a) 1)) = (00 L) 2(app) = /377 =1 (b) vn € H (Ja, b))

Damit ist (id —a) L HW (Ja, b]) , also
id —a
K-
Vb—a
Der Kern h, von HS” (Ja, b[) ist also die Summe beider Kerne :
id —a id —a

hy = ® + A0
Vb—a  Vb—a

HY (Ja, b)) = BHY (Ja,b])

he (s,1) = - [(s —a)(t — a) + (min (s,) — a) (b — max (s, t))] —
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1 (s—a)(t—a+b—t) s<t | .
T G he et g s50 pminten-

Alternativ konnte man rechnen

(plf) = / ) dt = / /1[at] (s) dsdt =
// | min (s,8) — a] - (8) dt - 0f (s) ds:(/ab[min(-,t)—a}-go(t) dt'f)Hgl)Ga’bD.

Fiir beliebiges 7 fithrt die folgende Rechnung zum Ziel:

(olf) = / dt/ / ). 0f (s) ds dt —

// min (s )" (t = 7)) +min (7 — )" (7= 0)")] o (1) dt - 0F (s) ds =

([ eyt -o0] w0l

Somit ist der Kern von H (Ja,b]) gegeben durch
he (s,t) =min (s —7)",(t = 7)) +min ((r — )", (r —t)") .

(d) Die Ableitung 0 : H(()l) (10,1[) — L2(J0, 1[) ist unitér. Da (1)U (V2 cos (7rk:id))k>1 eine
hilbertsche Basis von L? (]0, 1[) bildet, ist (id) U (\[ sin (mk 1d)) eine hilbertsche Basis von

>

HY (Ja,b]) . Daher gilt fiir den Kern ho von HS"” (J0,1]) :

2 = sin (7ks) sin (7kt)
hols,8) = +ﬁkz_: 2 '
Da
cos (x —y) —cos(x +y) = Re (ei(xfy) _ ei(x+y)) _
= Re (—2@'6“ sin y) = 2siny - Im (ei’”) = 2sinzsiny
und
Zcos.(éya:) = (x W) - T fir 0<z<2r
~ ] 2 12

(vgl. Analysis, Anwendung 10.9), folgt mit der Symmetrie des cos

(7?\3 —275\ ~ W)2 - (7?(8 +2t) - wﬂ _

1
ho (s,t) = st + —;
s
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B 1 —2st+4t—2st s>t | .
_st+1{ ~2st+4s—2st  s<t } = min(s,?) .
Aufgabe 3
a=b: Sei H — K¥ ein HUR von Funkionen, d.h. die kanonische Injektion

j:H%KX

ist stetig. Fiir die dazugehorige Adjungierte jT : K — HT gilt:

€l ayn = G rx = € (@) = (€]62)n
also jTl{x} = ¢, fir alle x € X . Nach 5.1 ist der zu dazugehorige Kern h gegeben durch:
h:KY — KXo ho =R jTo = jRT'GTY o) 1my =Y p(@) R
zeX zeX

Nach Satz 5.1 ist h hermitesch positiv. Nach Beispiel 3.13.1 existiert zu h eine eindeutige
Kernfunktion

2 X X X — K (2,9) — (1| hlgy) = (1 |[BR'8y)
mit
he (z) =Y s(x,y)e (v)

fiir alle ¢ € K& und # € X . Fiir alle z,y € X hat man dann, da h hermitesch ist:

7 (2,y) = (13| Mgy )geo = (M| Ly )er = (L hMliay ) goo) = (2, 9) - (%)

Analog erhélt man

Y o@) x@y) e =Y 0@ (L hlyy)gm 2@ =D (@ |hlyy g - ) =

z,yeX z,yeX yeX

=> (ho|lgy )gx -0 W) = (hol@)gx = (@ |hp)geo = 0.

yeX

o
=

Daraus folgt die Behauptung.
b = a : Definiere

heKS o HoSKY 1 o— > (7)) ¢ (2)

zeX
Da s (z,y) = » (x,y) folgt dhnlich wie in () , dass h hermitesch ist.

Analog erhilt man aus der zweiten Bedingung an ¢ , dass h positiv ist. Da h selbstad-
jungiert ist, ist es schwach stetig, da K™ tonneliert also stetig. Nach dem Satz von Schwartz
existiert genau ein HUR zu h.
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Aufgabe 1
(a) Die Abbildung j ist injektiv. In der Tat ist 7,, = 0 , so folgt mit Fubini :

/%. (/’Y(Q)-%(x,y) dl/(y)) () = 0

fiir alle ¢ € L? (1) und v € L? (v) . Da L? (p) und L? (v) Test-Réume sind (vgl. Korollar 1.16),
bekommt man zuerst [ (y) - f (,y) dv (y) = 0 lokal p-f.ii., und dann fiir lokal p-f.a z € X |
daB s (z,-) = 0 lokal v-f.ii. Da aber » p ® v-meBbar und g ® v-moderat ist, folgt » = 0
1@ v-f.i.

Weiter gilt (|L2 (1)) (L2 (u)|)T = £, (L% (v), L2 (1),) und

(16 01| 7| = |61 Teraa,

STl €l - M2y =

= 1Tl - || le) 7|\

also ist die Einbettung j stetig. Somit ist j (L* (u ®@ v)) — Ls (L* (v),L*(u),) ein HUR und
(OIEY 1 v = €Ty = [€@- ([ 7)) v ) o) =

— [[01 xduer = (19 (0l oo, -
Also ist der Kern h : [L% (u)) (L2 (v)| — L? (1 ® v) die kanonische Injektion
L2 (0) (L2 ()] = L (u@v) .
(b) Firt=37",1¢) (v,] € L2 (1) (L2 (v)] gilt

(17t ) p2 ) w20 = zm: < [99) '7k|‘ <|§l >> i (€ l&) - (Vi) -

k,1=0 k,l=0

L2 ()i (L2 ()|

Damit ist T € £ (L?(v),L? (1)) genau dann in L? (4 ® v) , wenn es eine Konstante M € R,
gibt, so dafl

é (& 1T;)

fiir alle (§ j)o

N =

M-t ‘ht>% ()i (L2(v)| — M- ( Z (& 1&) - (v ‘%))
k=0

. CL*(u), (Vj)ogjgm C L2 (v) gilt. (B kann man annehmen, daB ()

SYAS

= )<t IT) 22 )]

0<j<m
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orthonormiert ist. Die Bedingung nimmt dann die Form

6, 1| < o (zusj\f)
7=0 Jj=0

Fiir zusitzliche Informationen siehe Beispiel 2.15 und 3.18, Aufgabe 1 und 2, sowie Aufgabe
5.2.

arll.

Aufgabe 2

(a) Offenbar ist ||-|[, eine Halbnorm. Ist [|¥}||, = 0 , so folgt || ()|, = O fiir o-fast alle
A€ A, also ) = 0 o-fast iiberall, da ||-||,, eine Norm ist.
Sei nun ([Jx]) eine Cauchyfolge in A? . Es gibt eine Teilfolge « , so dass fiir alle k € N ,

[ > alk),
1

</A [EXE da) < e

Damit ist
a(k41) || Z |Page) = Yarsn ||, <1 <00,
2 k=0

also ist die Funktion

ZW okl A — Ry

endlich o-f.ii. Insbesondere konvergiert (ﬂa(k) ()\)) o-f.i. in ‘H . Definiere ¥ := limy ¥4 ) wo

dies ein Sinn macht und durch 0 sonst. Dann konvergiert (ﬁa(k)) punktweise skalar o-fast
iiberall gegen ¥ , insbesondere ist ¥ skalar o-messbar, und es gilt fiir [ > a (k)

19 =l < [[9 = Fagol, + 1191 = Fage |, <

< 2 Magin = ol + 5o7 < 37 + 3o < e
ji=k

also ist [J] € A% und [9] = limy [U] in AZ .

() Sei S7olf) (6] € 1) (L2 ()] mit (&), © H wd (f)_, € L2(0) . @
konnen wir annehmen, dass (§ j)jzo . orthonormal ist. Ist
ZT =0 o-fast iiberall
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so folgt
0= (ijf; §k> = Z5j,k - fj = fr o-fast iiberall ,
J=0 =0
fir alle K =0,...,m , also

Z |fy) (5]} =0
=0
(c) Seien f e L?(0) und £ € H . Es gilt

((F-9)N[cO)=FN)- (&),

also ist (7 . S} C)O o-messbar. Da Limiten messbarer Funktionen messbar sind, folgt die Be-
hauptung.

(d) Da
/ (91| do < / 10l 191y, dor < 191, - 111

definiert dies eine hermitesch positive Sesquilinearform. Offenbar ist die durch diese definier-
te Halbnorm gerade |||, , so dass es sich um ein Skalarprodukt handelt. Da L? (o, H) als
abgeschlossener Unterraum eines Banachraums vollstéindig ist, ist dies ein Hilbertraum.

(e) Wenn H separabel ist, ist A> = L? . Denn sei [0] € A* (0, H) . Sei (§),cy €ine hilbertsche
Basis von H . Da 6 skalar o-messbar ist, ist

fe=(01& ),y firalle keN
o-messbar. Fiir alle A € A gilt § (A\) = >-77 0 (6110 (N))g, - & = Dopeo fu (A) - &, , sowie

16 (V)Il7, = Z\fk

/* (Zlfk (A)I2> do (A) = / 16 (W) 13, do (A) = [[6]]3 < oo -
k=0

Daraus ergibt sich
2 ./ oo
zliml/ (Z | fx (A)|2> do(A) =0
2

und

liml 0 —

l
> Rt
k=0

aus dem Satz von Beppo Levi, d.h. § € L? (o, H) .
Sei M C [0,1] =: A eine nicht Ap;-messbare Menge (insbesondere ist diese Menge
iiberabzihlbar). Die Abbildung

k=l+1

0: X — lynpyg : [0,1) — 2 ([0,1]) = H
ist skalar o-messbar, denn fiir ¢ € 2 ([0, 1]) ist {¢ # 0} abzéhlbar, so dass
(@10)p = @1 : A— @ (A) - 1 (A)
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. . . 2 2
Ajo,1j-messbar ist. Weiterhin gilt HlMﬁ{A}Hﬁ = Zue[o,u }1Mm{>\} (u){ = 1p (M) und

16112 = / Iarng | dd = A (M) <1< 50 .

also 0 € A? (o,’H) . Aber
(010)2 = > Tungy (1) = 1us
ne0,1]

ist nach Konstruktion nicht messbar, insbesondere folgt mit (c): # ¢ L? (0, H) . Man beachte,
dass 6 = 0 skalar o-f.ii. (vgl. Hauptsatz 5.12).
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Aufgabe 1 Sei ¢ € £ (X) . Dann gilt

o], = [ [F @] dr@) = [ (I el o] o) al) (o) =

— [l @ do () = el
Also ist (0’, (C-er)pe X) eine Zerlegung von L? (¢) . Es ist noch zu zeigen, dass diese direkt ist.

Beh.: [odo : L?(0,(C-¢&;),.x) — L?(0) ist injektiv. Sei ¢ € Ker [odo . Dann ist
[¢do=01in L? (o) . Also gilt fiir alle p € K (X) :

= (o] fear) = [telconen drw= [ (k) Glefc@), dre=

=/ (2) - (2] ¢ (@), dor () -

Definiere

§: X —Cia—&(2) = (&l C (7)., -

Da ( skalar o-messbar und (¢| ¢ (%)) x) = ? (2) £ (2) , ist $-§ o-messbar fiir alle p € K (X) .
Damit ist £ o-messbar. Weiter ist

JIc@IE., do@ = [l @ealk., do@ = [P,

d.h. £ € L? (o) . Aus obigem folgt dann fiir alle ¢ € K (X)

[#cir—o.

also £ = 0 o-fast tiberall. D.h. ¢ = 0 und damit Ker [odo = {0} .
Es muss gezeigt werden, dass die Zerlegung nicht entartet ist. Sei dazu A C X o-messbar
mit 14 - h = 0 skalar o-fast iiberall. Dann folgt fiir alle p, ¢ € K (X) mit ¢ = 1 auf supp ¢

0= [ 14 (o) @I [p @) do @) = [ 14+ (o) l]le2) el ) do (o) =

— [1are@) B @) do@) = [ 14 pdo
Also folgt 14 = 0 lokal o-fast iiberall.

10
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Aufgabe 2 Sei ¢ € S(R") . Dann gilt mit Parseval

= J vl

— [1Fe 0 ar= [ 1o @ do = el

Also ist (An, (C - €)),cgn) eine Zerlegung von L? (R") . Es ist noch zu zeigen, dass diese direkt
ist.

Beh.: [odApn : L? (Agn, (C - €))ycpn) — L? (R") ist injektiv. Sei ¢ € Ker [¢dAgs . Dann
ist [{dArn =0 in L? (R™) . Also gilt fiir alle ¢ € S (R") :

0= (e[ ) = [1A1cOam = [ (1o lefew), ir=

/fso (e ¢ (W), dA |

= [ (e @leflen @le)  dr=

C-ex

Definiere

ER*"—C: A—&(N) = (e,\\C()\))(C_eA .
Da ( skalar Agn-messbar und (¢[( (A))ggn) = Fo(N) - €N, ist Fop - & Agn-messbar fiir alle
v € S(R™) . Damit ist £ Agn-messbar, da .7:( (R™)) =S (R™) . Weiter ist

JICOIE, ar= [lemalt, dr= [ 16 de

d.h. £ € L2 (R") . Aus obigem folgt dann fiir alle o € S (R")

Ve

also £ = 0 Agn-fast iiberall. D.h. ¢ = 0 und damit Ker [©dAg» = {0} .
Es muss gezeigt werden, dass die Zerlegung nicht entartet ist. Sei dazu A C R™ Agn-messbar
mit 14-h = 0 skalar Ag=-fast iiberall. Dann folgt fiir alle ¢, 9 € S (R™) mit F1) = 1 auf supp Fo

0= [ 14+ (o) @l p @) do (@) = [ 14 {lo) wJen) el ) i =

:/114.@@). e d)\z/lA'fSOd)\Rn

Also folgt 14 = 0 Agn-fast iiberall.
In M (R"™) gilt auch diese Zerlegung, da F (K (R")) C L?(R") , aber das rechnen ist ein
. -1
biichen komplizierter : Der erste bleibt so; aus [ Fy - dAgn = 0 folgt [F- FEdAgn =0, also

—1
F& =0, und somit £ = 0 Agn-fast iiberall. Man verfahrt analog fiir den letzten Teil.

11
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Aufgabe 3 Sei k € R* . Der HUR L? (R) — S (R)' hat den Kern h : ¢ — [p] und
C-e,BC-ef, — SR)
den Kern

lex) (x| + le—x) (e—k| : S(R) — C-ex BC- ey : ¢ — (ex| pex + {e_k[ple—i
S—— N——

Fo(k) Fo(—k)

Sei nun ¢ € S (R) . Dann gilt:

/ llew) (el + le—&) {e—k| @lFe,mee., dk ™2 / (1Fp (k) +|Fp (—Kk)|%) dk =
R R
F Isometrie
_ / Fo (B)2 dk = [ Foll2 "2 ]2 = A2 .
Daraus folgt
L2(R”):/C-ekHEI(C-e_kdk: in S (R") .

Wir wissen bereits, dass
L*(R) = L; (R) + Ly (R)
gilt, mit

(€+¢Y)

=€,

-~

e

fiir alle £ € L? (R) . Als néchstes zeigen wir:

L (R) = /R C-V2sin (27X0) dk in S (R)'

a1
Dazu berechnen wir den Kern h, von L2 < S (R)" . Sei also ¢ € S(R) , ¢ € L2 (R) . Es folgt
— _ £ ungerade [
(o= [7-eir= [aFg cr == [g e =@ )um
D.h. hy : o — ¢, . Zuletzt betrachten wir

C-V2sin (21ko) — S (R)’

dessen Kern man in der Form

)\/isin (27rk<>)> <\/§ sin (27rk:<>)) = )\/isin (27Tk:<>)> <% (ex —e_)

schreiben kann. Es gilt

’\/ﬁsin (27rk:<>)> <\/§Sin(27rk:<>)’ © = V/2sin (27ko) - % (Fe (k) —Fo(=k)) ,

12
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also
2 1
/ ’\/ﬁsin (27rk:<>)> <\/§sin(27rk:<>)’ © dk = = - / |F (o — ")) dX =
R C-/2sin(2mko) 2 R?
1 VA 112 Parseval 1 V12 1 V; ? 2 2
=1 WF =9 lorem = Jlle—¢'lla=|5 =) =led” = llhplliyz) -
2

Somit gilt die Zerlegung fiir sin. Fiir cos lisst sich analog schlielen.

Dass diese Zerlegungen direkt sind, pruft man wie in die Aufgabe 2.

Schlieflich ist e’ﬁ% = /2 cos (2rko) und Egt = V2 sin (27ko) eine ONB in C - ¢, B C -
e_r , also gilt

C-e,BC-e_ = C-v/2sin (2rko) B C-v/2 cos (2mko)
und somit

&b &b
L2 (R"):/ (C-ekEHC-e_kdk::/ C-v/2sin (2wko) B C-v/2 cos (2mko) dk =
R* R*

+ +

@ @
= / C-v/2sin (2rko) dk B / C-v/2cos (2mko) dk .
-

"
+ R%

13



