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Aufgabe 1

(a) Es gilt

idH =
X
ξ∈B

|ξ) (ξ| in Ls (H) .

In der Tat: Für alle η ∈ H hat man nach der Parsevalgleichung

η =
X
ξ∈B

(ξ |η ) · ξ in H .

Weiter gilt: Die Abbildung

T 7−→ h�Th : Ls (H) −→ Ls
¡
F,F �

¢
ist stetig. Für ϕ,ψ ∈ F gilt nämlich¯̄­

ψ
¯̄
h�Thϕ

®
F

¯̄
= |(hψ |Thϕ)H| 6 khψkH · kThϕkH .

Also folgt (Bildsatz angewandt auf h� oder richtige Interpretation)

h = h� idH h =
X
ξ∈B

h� |ξ) (ξ|h =
X
ξ∈B

|ξi hξ| in Ls
¡
F,F �

¢
,

denn für ϕ,ψ ∈ F und ξ, η ∈ H gilt­
ψ
¯̄
h� |ξ) (η| hϕ®

F
= (hψ |ξ )H (η |hϕ)H = hψ |ξ iF · hη |ϕiF � = hψ ||ξi hη|ϕiF .

(b) Die Abbildung j : H −→ CB , die durch

jη (ξ) := (ξ |η )H für alle ξ ∈ B , η ∈ H
deÞniert ist, ist schwach stetig: Denn für ξ ∈ B isth

η 7−→ jη (ξ) = (ξ |η )H
i
= (ξ|

offenbar stetig. Da B als hilbertsche Basis die Punkte von H trennt, ist j auch injektiv; also
ist H hilbertscher Unterraum von CB .

Für den Kern hB gilt für ψ ∈ C(B) , ξ ∈ B
hBψ (ξ) = jj�ψ (ξ) =

¡
ξ
¯̄
j�ψ

¢
H = hψ |jξ iF =

X
χ∈B

ψ (χ) · jξ (χ) =
X
χ∈B

(ξ |χ)H · ψ (χ) ,

d.h. hB ist bezüglich des Zählintegrals auf B der Integralkernoperator zum Kern (· |·)H .
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Funktionalanalysis II Lösungsblatt 7

Aufgabe 2

(a) Zunächst zeigen wir, dass die Abb ein Skalarprodukt aufH(1)
τ (J) ist. Das sie sesquilinear,

hermitesch und positiv ist, ist trivial. Um die Eigenschaft �nicht-ausgeartet� nachzuweisen
betrachte: aus kξk2((1)) =

R
J
|∂ξ|2 = 0 folgt ∂ξ = 0µ-f.ü., also ξ = ξ (τ) + R ·

τ
∂ξ = ξ (τ ) = 0 .

Nun zeigen wir die Äquivalenz: inf J , supJ ∈ R⇔ H(1)
τ (J) ,→M (J) HUR.

�⇒� Es gelte J = ]a, b[ , mit a, b ∈ R . Für ξ ∈ L2 (J) ist R ·
τ
ξ ∈ H(1)

τ (J) , also ist
∂ : H(1)

τ (J) −→ L2 (J) bijektiv und eine Isometrie (klar, es gilt k∂ξk22 = kξk2((1)) ). Damit ist
H(1)
τ (J) ein Hilbertraum. Da nach Cauchy-Schwarz

|ξ (t)| =
¯̄̄̄Z t

τ

∂ξ

¯̄̄̄
6
p
λ (J) · k∂ξk2

ist ξ beschränkt. Trivialerweise gilt: H(1)
τ (J) ,→M (J) : ξ −→ ξ · λJ ist stetig.

�⇐� Sei H(1)
τ (J) ,→M (J) HUR. Die kanonische Injektion H(1)

τ (J) ,→ L2 (J) ist stetig
nach dem Satz über den abgeschlossenen Graph. Dazu sei (ξk, ξk)→ (ξ, g) inH(1)

τ (J)×L2 (J) .
Zu zeigen ist dann ξ = g . Nach Voraussetzung gilt aber ξk → ξ in H(1)

τ (J) und ξk → g
in L2 (J) , also in dem Hausdorffraum M (J) . Wegen der Eindeutigkeit des Limes folgt
die Behauptung. Damit existiert ein C ∈ R+ mit kξk2 6 C · kξk((1)) . Nun machen wir
folgende Widerspruchsannahme: supJ = ∞ . Sei dann ϕ ∈ D+ (J) so dass ϕ 6= 0 6= ∂ϕ und
suppϕ ⊂ ]max (0, 2τ ) ,∞[ ⊂ J . Zusätzlich sei h ∈ ]0, 1] ein Streckfaktor und

Dhϕ (x) :=
1√
h
· ϕ (hx) .

Damit gilt: Dhϕ (τ) = 0 und somit Dhϕ ∈ H(1)
τ (J) . Andererseits:

C2 >
R∞
0
|Dhϕ (x)|2 dxR∞

0
|∂Dhϕ (x)|2 dx

=

R∞
0

¯̄̄
1√
h
· ϕ (hx)

¯̄̄2
dxR∞

0

¯̄̄
1√
h
· ∂ϕ (hx) · h

¯̄̄2
dx
=
1

h2
·
R∞
0
|ϕ (hx)|2 · hdxR∞

0
|∂ϕ (hx)|2 · h dx =

=
y=h·x

1

h2
·
R∞
0
|ϕ (y)|2 dyR∞

0
|∂ϕ (y)|2 dy →∞ für h→ 0 .

Und damit folgt der Widerspruch. Für inf J = −∞ lässt sich ähnlich schließen.

(b) Berechne den Kern (Wir raten ihn und zeigen dann, dass wir richtig liegen): ∀ϕ ∈
K (]a, b[) deÞniere:

h0ϕ (s) :=

Z b

a

(min (s, t)− a) (b−max (s, t))
b− a · ϕ (t) dt .

h0ϕ ist stetig (Lebesgue), h0ϕ (a) = h0ϕ (b) = 0 und |h0ϕ| 6 (b− a) · R b
a
|ϕ| .

Sei nun ψ ∈ K (]a, b[) :
¯̄­
ψ|h0ϕ®¯̄ 6 Z ¯̄

ψh0ϕ
¯̄
6 kψk∞ (b− a)3 kϕk∞ .
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Funktionalanalysis II Lösungsblatt 7

Damit ist h0 : K (]a, b[) −→M (]a, b[) stetig, da ϕ −→ kϕk∞ : K (]a, b[) −→ R ist stetige HN ist.
Als nächstes zeigen wir, dass h0ϕ ∈ H(1),0 gilt: h0ϕ ∈ L2 ((]a, b[)) , da die Funktion beschränkt
ist. Nach dem Differenzierbarkeitssatz (vgl. Aufgabe 16.4) gilt h0ϕ ∈ AC mit Ableitung

∂h0ϕ (s) =
1

b− a ·
Z b

a

∂s

h
(min (s, t)− a) (b−max (s, t))

i
· ϕ (t) dt =

=
1

b− a ·
Z £

1[a,t] (s) (b− t)− (t− a) 1[t,b] (s)
¤ · ϕ (t) dt .

Das ∂h0ϕ ∈ L2 ((]a, b[)) ist klar. Also gilt insgesamt tatsächlich: h0 : K (]a, b[) −→ H(1),0 (]a, b[) .
Für alle f ∈ H(1),0 (]a, b[) gilt weiter:

hϕ| fi =
Z
ϕf =

1

b− a ·
Z
ϕ (t) · [(f (t)− f (a)) (b− t)− (t− a) (f (b)− f (t))] dt =

=
1

b− a ·
Z
J

ϕ (t) ·
·Z

J

1[a,t] (b− t)− 1[t,b] (t− a)
¸
∂f dt =

Fubini
=

1

b− a ·
Z
J

Z
J

ϕ (t) · £1[a,t] (s) (b− t)− 1[t,b] (s) (t− a)¤ dt ∂f (s) ds =
=

Z
J

∂h0ϕ (s) · ∂f (s) ds = ¡∂h0ϕ |∂f ¢
L2((]a,b[))

=
¡
h0ϕ |f ¢

((1))

D.h. h0 ist der gesuchte Kern von H(1),0 ((]a, b[)) ,→M ((]a, b[)) .

(c) Betrachte id−a√
b−a ∈ H

(1)
a (]a, b[) .°°°° id−a√

b− a

°°°°
((1))

=

°°°° 1√
b− a

°°°°
2

= 1

und berechne

(η |id−a)((1)) = (∂η |1)L2((]a,b[)) =
Z
∂η = η (b) ∀η ∈ H(1)

a (]a, b[)

Damit ist (id−a) ⊥ H(1),0 (]a, b[) , also

H(1)
a (]a, b[) = K· id−a√

b− a ¢H
(1),0 (]a, b[) .

Der Kern ha von H(1)
a (]a, b[) ist also die Summe beider Kerne :

ha =
id−a√
b− a ⊗

id−a√
b− a + h

0

ha (s, t) =
1

b− a ·
h
(s− a) (t− a) + (min (s, t)− a) (b−max (s, t))

i
=

=
1

b− a ·
½
(s− a) (t− a) + (s− a) (b− t) s 6 t
(s− a) (t− a) + (t− a) (b− s) s > t

¾
=

3



Funktionalanalysis II Lösungsblatt 7

=
1

b− a ·
½
(s− a) (t− a+ b− t) s 6 t
(t− a) (s− a+ b− s) s > t

¾
= min (s, t)− a .

Alternativ könnte man rechnen

hϕ |f i =
Z b

a

ϕ (t)f (t) dt =

Z b

a

ϕ (t) ·
Z b

a

1[a,t] (s) · ∂f (s) ds dt =

=

Z b

a

Z b

a

∂s

h
min (s, t)− a

i
· ϕ (t) dt · ∂f (s) ds =

µZ b

a

h
min (·, t)− a

i
· ϕ (t) dt

¯̄̄̄
f

¶
H(1)
a (]a,b[)

.

Für beliebiges τ führt die folgende Rechnung zum Ziel:

hϕ |f i =
Z b

a

ϕ (t)f (t) dt =

Z b

a

ϕ (t) ·
Z b

a

1τ ,t (s) · ∂f (s) ds dt =

=

Z b

a

Z b

a

∂s
h
min

¡
(s− τ )+ , (t− τ )+¢+min ¡(τ − s)+ , (τ − t)+¢i · ϕ (t) dt · ∂f (s) ds =

=

µZ b

a

h
min

¡
(s− τ)+ , (t− τ)+¢+min ¡(τ − s)+ , (τ − t)+¢i · ϕ (t) dt¯̄̄̄ f¶

H(1)
τ (]a,b[)

.

Somit ist der Kern von H(1)
τ (]a, b[) gegeben durch

hτ (s, t) = min
¡
(s− τ )+ , (t− τ)+¢+min ¡(τ − s)+ , (τ − t)+¢ .

(d) Die Ableitung ∂ : H(1)
0 (]0, 1[) −→ L2 (]0, 1[) ist unitär. Da (1)∪ ¡√2 · cos (πk id)¢

k>1 eine

hilbertsche Basis von L2 (]0, 1[) bildet, ist (id) ∪
³√

2
πk
sin (πk id)

´
k>1

eine hilbertsche Basis von

H(1)
0 (]a, b[) . Daher gilt für den Kern h0 von H(1)

0 (]0, 1[) :

h0 (s, t) = st+
2

π2

∞X
k=1

sin (πks) sin (πkt)

k2
.

Da

cos (x− y)− cos (x+ y) = Re ¡ei(x−y) − ei(x+y)¢ =
= Re

¡−2ieix sin y¢ = 2 sin y · Im ¡eix¢ = 2 sinx sin y
und

∞X
j=1

cos (jx)

j2
=

µ
x− π
2

¶2
− π

2

12
für 0 6 x 6 2π

(vgl. Analysis, Anwendung 10.9), folgt mit der Symmetrie des cos

h0 (s, t) = st+
1

π2

"µ
π |s− t|− π

2

¶2
−
µ
π (s+ t)− π

2

¶2#
=

= st+
1

4
·
½
(s− t)2 − 2 (s− t)− (s+ t)2 + 2 (s+ t) s > t
(t− s)2 − 2 (t− s)− (s+ t)2 + 2 (s+ t) s 6 t

¾
=

4
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= st+
1

4

½ −2st+ 4t− 2st s > t
−2st+ 4s− 2st s 6 t

¾
= min (s, t) .

Aufgabe 3
a⇒ b : Sei H ,→ KX ein HUR von Funkionen, d.h. die kanonische Injektion

j : H ,→ KX

ist stetig. Für die dazugehörige Adjungierte j� : K(X) → H� gilt:

hξ|j�1{x}iH = hjξ|1{x}iKX = ξ (x) = hξ|δxiH ,
also j�1{x} = δx für alle x ∈ X . Nach 5.1 ist der zu dazugehörige Kern h gegeben durch:

h : K(X) −→ KX : ϕ 7−→ hϕ = jR−1j�ϕ = jR−1j�
X
x∈X

ϕ (x) · 1{x} =
X
x∈X

ϕ (x)R−1δx .

Nach Satz 5.1 ist h hermitesch positiv. Nach Beispiel 3.13.1 existiert zu h eine eindeutige
Kernfunktion

κ : X ×X −→ K : (x, y) 7−→ ­
1{x}

¯̄
h1{y}

®
=
­
1{x}

¯̄
R−1δy

®
mit

hϕ (x) =
X
x∈X

κ(x, y)ϕ (y)

für alle ϕ ∈ K(X) und x ∈ X . Für alle x, y ∈ X hat man dann, da h hermitesch ist:

κ (x, y) =
­
1{x}

¯̄
h1{y}

®
K(X) =

­
h1{x}

¯̄
1{y}

®
KX =

­
1{y}

¯̄
h1{x}

®
K(X) = κ (x, y) . (∗)

Analog erhält manX
x,y∈X

ϕ (x) · κ (x, y) · ϕ (y) =
X
x,y∈X

ϕ (x) · ­1{x}¯̄h1{y}®K(X) · ϕ (y) =X
y∈X

­
ϕ
¯̄
h1{y}

®
K(X) · ϕ (y) =

=
X
y∈X

­
hϕ
¯̄
1{y}

®
KX · ϕ (y) = hhϕ |ϕiKX = hϕ |hϕiK(X) >

5.1
0 .

Daraus folgt die Behauptung.
b⇒ a : DeÞniere

h : K(X) → H ,→ KX : ϕ 7−→
X
x∈X

κ (·, x) · ϕ (x)

Da κ (x, y) = κ (x, y) folgt ähnlich wie in (∗) , dass h hermitesch ist.
Analog erhält man aus der zweiten Bedingung an κ , dass h positiv ist. Da h selbstad-

jungiert ist, ist es schwach stetig, da K(X) tonneliert also stetig. Nach dem Satz von Schwartz
existiert genau ein HUR zu h.

5
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Aufgabe 1

(a) Die Abbildung j ist injektiv. In der Tat ist Tκ = 0 , so folgt mit Fubini :Z
ξ (x) ·

µZ
γ (y) · κ (x, y) dν (y)

¶
dµ (x) = 0

für alle ξ ∈ L2 (µ) und γ ∈ L2 (ν) . Da L2 (µ) und L2 (ν) Test-Räume sind (vgl. Korollar 1.16),
bekommt man zuerst

R
γ (y) · f (·, y) dν (y) = 0 lokal µ-f.ü., und dann für lokal µ-f.a x ∈ X ,

daß κ (x, ·) = 0 lokal ν-f.ü. Da aber κ µ ⊗ ν-meßbar und µ ⊗ ν-moderat ist, folgt κ = 0
µ⊗ ν-f.ü.

Weiter gilt
³
|L2 (µ)) i (L2 (ν)|

´�
= Ls (L2 (ν) ,L2 (µ)σ) und¯̄̄D

|ξ) (γ|
¯̄̄
Tκ
E¯̄̄
=
¯̄̄
(ξ|Tκγ)L2(µ)

¯̄̄
6 kTκk · kξkL2(µ) · kγkL2(ν) =

= kTκk ·
°°° |ξ) (γ|°°°

|L2(µ))i(L2(ν)|
,

also ist die Einbettung j stetig. Somit ist j (L2 (µ⊗ ν)) ,→ Ls (L2 (ν) ,L2 (µ)σ) ein HUR undD
|ξ) (η|

¯̄̄
Tκ
E
|L2(µ))i(L2(ν)|

= (ξ|Tκγ)L2(µ) =
Z
ξ (x) ·

µZ
γ (y) · κ (x, y) dν (y)

¶
dµ (x) =

=

Z
|ξ) (γ| · κ dµ⊗ ν = ( |ξ) (γ||κ)L2(µ⊗ν) .

Also ist der Kern h : |L2 (µ)) (L2 (ν)| −→ L2 (µ⊗ ν) die kanonische Injektion¯̄
L2 (µ)

¢ ¡
L2 (ν)

¯̄
,→ L2 (µ⊗ ν) .

(b) Für t =
Pm

j=0

¯̄
ξj
¢ ¡
γj
¯̄ ∈ |L2 (µ)) (L2 (ν)| gilt

ht |hti|L2(µ))i(L2(ν)| =
mX

k,l=0

D
|ξk) (γk|

¯̄̄
h
³
|ξl) (γl|

´E
=

mX
k,l=0

(ξk |ξl ) · (γl |γk ) .

Damit ist T ∈ L (L2 (ν) ,L2 (µ)) genau dann in L2 (µ⊗ ν) , wenn es eine Konstante M ∈ R+
gibt, so daß¯̄̄̄
¯
mX
j=0

¡
ξj
¯̄
Tγj

¢¯̄̄̄¯ = ¯̄̄ht |T i|L2(µ))i(L2(ν)|¯̄̄ 6M · ht |hti
1
2

|L2(µ))i(L2(ν)| =M ·
Ã

mX
k,l=0

(ξk |ξl ) · (γl |γk )
!1

2

für alle
¡
ξj
¢
06j6m ⊂ L2 (µ) ,

¡
γj
¢
06j6m ⊂ L2 (ν) gilt. � kann man annehmen, daß

¡
γj
¢
06j6m

6
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orthonormiert ist. Die Bedingung nimmt dann die Form¯̄̄̄
¯
mX
j=0

¡
ξj
¯̄
Tγj

¢¯̄̄̄¯ 6 C ·
Ã

mX
j=0

°°ξj°°2
! 1

2

an.

Für zusätzliche Informationen siehe Beispiel 2.15 und 3.18, Aufgabe 1 und 2, sowie Aufgabe
5.2.

Aufgabe 2

(a) Offenbar ist k·k2 eine Halbnorm. Ist kϑk2 = 0 , so folgt kϑ (λ)kH = 0 für σ-fast alle
λ ∈ Λ , also ϑ = 0 σ-fast überall, da k·kH eine Norm ist.

Sei nun ([ϑk]) eine Cauchyfolge in Λ2 . Es gibt eine Teilfolge α , so dass für alle k ∈ N ,
l > α (k) , µZ ∗

Λ

°°ϑα(k) − ϑl°°2H dσ¶ 1
2

6 1

2k+1
.

Damit ist °°°°°
∞X
k=0

°°ϑα(k) − ϑα(k+1)°°H
°°°°°
2

6
∞X
k=0

°°ϑα(k) − ϑα(k+1)°°2 6 1 <∞ ,

also ist die Funktion
∞X
k=0

°°ϑα(k) − ϑα(k+1)°°H : Λ −→ R+

endlich σ-f.ü. Insbesondere konvergiert
¡
ϑα(k) (λ)

¢
σ-f.ü. in H . DeÞniere ϑ := limk ϑα(k) wo

dies ein Sinn macht und durch 0 sonst. Dann konvergiert
¡
ϑα(k)

¢
punktweise skalar σ-fast

überall gegen ϑ , insbesondere ist ϑ skalar σ-messbar, und es gilt für l > α (k)

kϑ− ϑlk2 6
°°ϑ− ϑα(k)°°2 + °°ϑl − ϑα(k)°°2 6

6
∞X
j=k

°°ϑα(j+1) − ϑα(j)°°2 + 1

2k+1
6 1

2k
+

1

2k+1
6 1

2k−1
,

also ist [ϑ] ∈ Λ2 und [ϑ] = limk [ϑk] in Λ2 .
(b) Sei

Pm
j=0 |fj)

¡
ξj
¯̄ ∈ |H) (L2 (σ)| mit ¡ξj¢j=0,...,m ⊂ H und (fj)j=0,...,m ⊂ L2 (σ) . �

können wir annehmen, dass
¡
ξj
¢
j=0,...,m

orthonormal ist. Ist

mX
j=0

fj · ξj = 0 σ-fast überall,

7
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so folgt

0 =

Ã
mX
j=0

fj · ξj
¯̄̄̄
¯ ξk
!
=

mX
j=0

δj,k · fj = fk σ-fast überall ,

für alle k = 0, . . . ,m , also
mX
j=0

|fj)
¡
ξj
¯̄
= 0 .

(c) Seien f ∈ L2 (σ) und ξ ∈ H . Es gilt¡¡
f · ξ¢ (λ)¯̄ ζ (λ)¢ = f (λ) · (ξ| ζ (λ)) ,

also ist
¡
f · ξ¯̄ ζ¢¦ σ-messbar. Da Limiten messbarer Funktionen messbar sind, folgt die Be-

hauptung.

(d) Da Z ∗
|(ϑ|ϑ0)| dσ 6

Z ∗
kϑkH · kϑ0kH dσ 6 kϑk2 · kϑ0k2 ,

deÞniert dies eine hermitesch positive Sesquilinearform. Offenbar ist die durch diese deÞnier-
te Halbnorm gerade k·k2 , so dass es sich um ein Skalarprodukt handelt. Da L2 (σ,H) als
abgeschlossener Unterraum eines Banachraums vollständig ist, ist dies ein Hilbertraum.

(e) WennH separabel ist, istΛ2 = L2 . Denn sei [θ] ∈ Λ2 (σ,H) . Sei (ξk)k∈N eine hilbertsche
Basis von H . Da θ skalar σ-messbar ist, ist

fk := (θ |ξk )H für alle k ∈ N
σ-messbar. Für alle λ ∈ Λ gilt θ (λ) =P∞

k=0 (ξk| θ (λ))H · ξk =
P∞

k=0 fk (λ) · ξk , sowie

kθ (λ)k2H =
∞X
k=0

|fk (λ)|2

und Z ∗
Ã ∞X
k=0

|fk (λ)|2
!
dσ (λ) =

Z ∗
kθ (λ)k2H dσ (λ) = kθk22 <∞ .

Daraus ergibt sich

liml

°°°°°θ −
lX

k=0

fk · ξk
°°°°°
2

2

= liml

Z ∗
Ã ∞X
k=l+1

|fk (λ)|2
!
dσ (λ) = 0

aus dem Satz von Beppo Levi, d.h. θ ∈ L2 (σ,H) .
Sei M ⊂ [0, 1] =: Λ eine nicht λ[0,1]-messbare Menge (insbesondere ist diese Menge

überabzählbar). Die Abbildung

θ : λ 7−→ 1M∩{λ} : [0, 1] −→ `2 ([0, 1]) =: H
ist skalar σ-messbar, denn für ϕ ∈ `2 ([0, 1]) ist {ϕ 6= 0} abzählbar, so dass

(ϕ |θ )`2 = ϕ · 1M : λ 7−→ ϕ (λ) · 1M (λ)

8
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λ[0,1]-messbar ist. Weiterhin gilt
°°1M∩{λ}°°2`2 =Pµ∈[0,1]

¯̄
1M∩{λ} (µ)

¯̄2
= 1M (λ) und

kθk22 =
Z ∗ °°1M∩{λ}°°2`2 dλ = λ∗ (M) 6 1 <∞ ,

also θ ∈ Λ2 (σ,H) . Aber
(θ |θ )`2 =

X
µ∈[0,1]

1M∩{·} (µ) = 1M

ist nach Konstruktion nicht messbar, insbesondere folgt mit (c): θ /∈ L2 (σ,H) . Man beachte,
dass θ = 0 skalar σ-f.ü. (vgl. Hauptsatz 5.12).

9
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Aufgabe 1 Sei ϕ ∈ K (X) . Dann gilt°°°bhϕ°°°2
2
=

Z °°°bh (x)ϕ°°°2
x
dσ (x) =

Z ³
|εxi hεx|ϕ

¯̄̄
|εxi hεx|ϕ

´
C·εx

dσ (x) =

=

Z
|ϕ (x)|2 dσ (x) = khϕk2L2(σ) .

Also ist
¡
σ, (C · εx)x∈X

¢
eine Zerlegung von L2 (σ) . Es ist noch zu zeigen, dass diese direkt ist.

Beh.:
R ¦ dσ : L2 ¡σ, (C · εx)x∈X¢ −→ L2 (σ) ist injektiv. Sei ζ ∈ Ker R ¦ dσ . Dann istR

ζ dσ = 0 in L2 (σ) . Also gilt für alle ϕ ∈ K (X) :

0 =

¿
ϕ

¯̄̄̄Z
ζ dσ

À
K(X)

=

Z
hϕ| ζ (x)iK(X) dσ (x) =

Z ³
|εxi hεx|ϕ

¯̄̄
ζ (x)

´
C·εx

dσ (x) =

=

Z
ϕ (x) · (εx| ζ (x))C·εx dσ (x) .

DeÞniere

ξ : X −→ C : x 7−→ ξ (x) := (εx| ζ (x))C·εx .
Da ζ skalar σ-messbar und hϕ| ζ (x)iK(X) = ϕ (x) · ξ (x) , ist ϕ ·ξ σ-messbar für alle ϕ ∈ K (X) .
Damit ist ξ σ-messbar. Weiter istZ

kζ (x)k2C·εx dσ (x) =
Z
kξ (x) ²xk2C·εx dσ (x) =

Z
|ξ|2 dσ ,

d.h. ξ ∈ L2 (σ) . Aus obigem folgt dann für alle ϕ ∈ K (X)Z
ϕ · ξ dσ = 0 ,

also ξ = 0 σ-fast überall. D.h. ζ = 0 und damit Ker
R ¦ dσ = {0} .

Es muss gezeigt werden, dass die Zerlegung nicht entartet ist. Sei dazu A ⊂ X σ-messbar
mit 1A · bh = 0 skalar σ-fast überall. Dann folgt für alle ϕ,ψ ∈ K (X) mit ψ = 1 auf suppϕ

0 =

Z
1A ·

D
|ϕi hψ|

¯̄̄bh (x)E dσ (x) = Z 1A ·
D
|ϕi hψ|

¯̄̄
|εxi hεx|

E
dσ (x) =

=

Z
1A · ϕ (x) · ψ (x) dσ (x) =

Z
1A · ϕ dσ

Also folgt 1A = 0 lokal σ-fast überall.

10
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Aufgabe 2 Sei ϕ ∈ S (Rn) . Dann gilt mit Parseval°°°bhϕ°°°2
2
=

Z °°°bh (λ)ϕ°°°2
C·eλ

dλ =

Z ³
|eλi heλ|ϕ

¯̄̄
|eλi heλ|ϕ

´
C·eλ

dλ =

=

Z
|Fϕ (λ)|2 dλ =

Z
|ϕ (x)|2 dx = khϕk2L2(Rn) .

Also ist
¡
λRn, (C · eλ)λ∈Rn

¢
eine Zerlegung von L2 (Rn) . Es ist noch zu zeigen, dass diese direkt

ist.
Beh.:

R ¦ dλRn : L2 ¡λRn , (C · eλ)λ∈Rn¢ −→ L2 (Rn) ist injektiv. Sei ζ ∈ Ker R ¦ dλRn . Dann
ist
R
ζ dλRn = 0 in L2 (Rn) . Also gilt für alle ϕ ∈ S (Rn) :

0 =

¿
ϕ

¯̄̄̄Z
ζ dλRn

À
S(Rn)

=

Z
hϕ| ζ (λ)iS(Rn) dλ =

Z ³
|eλi heλ|ϕ

¯̄̄
ζ (λ)

´
C·eλ

dλ =

=

Z
Fϕ (λ) · (eλ| ζ (λ))C·eλ dλ .

DeÞniere

ξ : Rn −→ C : λ 7−→ ξ (λ) := (eλ| ζ (λ))C·eλ .
Da ζ skalar λRn-messbar und hϕ| ζ (λ)iS(Rn) = Fϕ (λ) · ξ (λ) , ist Fϕ · ξ λRn-messbar für alle
ϕ ∈ S (Rn) . Damit ist ξ λRn-messbar, da F (S (Rn)) = S (Rn) . Weiter istZ

kζ (λ)k2C·eλ dλ =
Z
kξ (λ) eλk2C·eλ dλ =

Z
|ξ|2 dλRn ,

d.h. ξ ∈ L2 (Rn) . Aus obigem folgt dann für alle ϕ ∈ S (Rn)Z
Fϕ · ξ dλRn = 0 ,

also ξ = 0 λRn-fast überall. D.h. ζ = 0 und damit Ker
R ¦ dλRn = {0} .

Es muss gezeigt werden, dass die Zerlegung nicht entartet ist. Sei dazu A ⊂ Rn λRn-messbar
mit 1A ·bh = 0 skalar λRn-fast überall. Dann folgt für alle ϕ,ψ ∈ S (Rn) mit Fψ = 1 auf suppFϕ

0 =

Z
1A ·

D
|ϕi hψ|

¯̄̄bh (x)E dσ (x) = Z 1A ·
D
|ϕi hψ|

¯̄̄
|eλi heλ|

E
dλ =

=

Z
1A · Fϕ (λ) · Fψ (λ) dλ =

Z
1A · Fϕ dλRn

Also folgt 1A = 0 λRn-fast überall.
In M (Rn) gilt auch diese Zerlegung, da F (K (Rn)) ⊂ L2 (Rn) , aber das rechnen ist ein

bißchen komplizierter : Der erste bleibt so; aus
R Fϕ · ξ dλRn = 0 folgt R ϕ · −1F ξ dλRn = 0 , also

−1
F ξ = 0 , und somit ξ = 0 λRn-fast überall. Man verfährt analog für den letzten Teil.
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Aufgabe 3 Sei k ∈ R∗+ . Der HUR L2 (R) ,→ S (R)0 hat den Kern h : ϕ −→ [ϕ] und

C · ek ¢C · e−k ,→ S (R)0

den Kern

|eki hek|+ |e−ki he−k| : S (R) −→ C · ek ¢C · e−k : ϕ 7−→ hek|ϕi| {z }
Fϕ(k)

ek + he−k|ϕi| {z }
Fϕ(−k)

e−k .

Sei nun ϕ ∈ S (R) . Dann gilt:Z
R?+
k|eki hek|+ |e−ki he−k|ϕk2C·ek¢C·e−k dk

Hilb.Basis
=

Z
R?+

¡|Fϕ (k)|2 + |Fϕ (−k)|2¢ dk =
=

Z
R
|Fϕ (k)|2 dk = kFϕk22 F Isometrie

= kϕk22 = khϕk22 .

Daraus folgt

L2 (Rn) =
Z
C · ek ¢C · e−k dk in S (Rn) .

Wir wissen bereits, dass

L2 (R) = L2u (R) + L2g (R)

gilt, mit

ξ =
1

2
(ξ − ξ∨)| {z }
=:ξu

+
1

2
(ξ + ξ∨)| {z }
=:ξg

für alle ξ ∈ L2 (R) . Als nächstes zeigen wir:

L2u (R) =
Z
R?+
C ·
√
2 sin (2πλ¦) dk in S (R)0

Dazu berechnen wir den Kern hu von L2u ,→ S (R)0 . Sei also ϕ ∈ S (R) , ξ ∈ L2u (R) . Es folgt

hϕ| ξi =
Z
ϕ · ξ dλ =

Z
ϕu + ϕg · ξ dλ ξ ungerade

= =

Z
ϕu · ξ = (ϕu |ξ )L2u(R)

D.h. hu : ϕ 7−→ ϕu . Zuletzt betrachten wir

C·
√
2 sin (2πk¦) ,→ S (R)0

dessen Kern man in der Form¯̄̄√
2 sin (2πk¦)

ED√
2 sin (2πk¦)

¯̄̄
=
¯̄̄√
2 sin (2πk¦)

E¿ 1

i
√
2
(ek − e−k)

¯̄̄̄
schreiben kann. Es gilt¯̄̄√

2 sin (2πk¦)
ED√

2 sin (2πk¦)
¯̄̄
ϕ =

√
2 sin (2πk¦) · i√

2
· (Fϕ (k)− Fϕ (−k)) ,

12
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also Z
R?+

°°°¯̄̄√2 sin (2πk¦)ED√2 sin (2πk¦)¯̄̄ϕ°°°2
C·√2 sin(2πk¦)

dk =
1

2
·
Z
R?+
|F (ϕ− ϕ∨)|2 dλ =

=
1

4
· kF (ϕ− ϕ∨)k22,L2(R) Parseval=

1

4
kϕ− ϕ∨k22 =

°°°°12 (ϕ− ϕ∨)
°°°°2
2

= kϕuk2 = khuϕk2L2u(R) .

Somit gilt die Zerlegung für sin . Für cos lässt sich analog schließen.
Dass diese Zerlegungen direkt sind, pruft man wie in die Aufgabe 2.
Schließlich ist ek+e−k√

2
=
√
2 cos (2πk¦) und ek−e−k

i
√
2
=
√
2 sin (2πk¦) eine ONB in C · ek ¢C ·

e−k , also gilt

C · ek ¢ C · e−k = C·
√
2 sin (2πk¦)¢ C·

√
2 cos (2πk¦) ,

und somit

L2 (Rn) =
Z ⊕

R∗+
C · ek ¢C · e−k dk =

Z ⊕

R∗+
C·
√
2 sin (2πk¦)¢C·

√
2 cos (2πk¦) dk =

=

Z ⊕

R∗+
C·
√
2 sin (2πk¦) dk ¢

Z ⊕

R∗+
C·
√
2 cos (2πk¦) dk .
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