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Aufgabe 1

(a) Es gilt

ρ (e− ab) 6 ke− abk 6 q

2
< 1

also ist e− (e− ab) = ab invertierbar. Da a invertierbar, ist auch a−1 (ab) = b invertierbar.
(b) Es gilt

ke− aΦ (b)k = ke− 2ab+ ababk =
°°(e− ab)2°° 6 ke− abk2 6 q2

4
6 q

2

also Φ (b) ∈ B .
Sei b1, b2 ∈ B . Dann gilt

kΦ (b1)− Φ (b2)k = k2b1 − b1ab1 − 2b2 + b2ab2k =

= k(b1 − b2) (e− ab1)− 2b2 + b2ab2 + b1 + b2 − b2ab1k =

= k(b1 − b2) (e− ab1) + (e− b2a) (b1 − b2)k 6 q k(b1 − b2)k .
Also ist Φ q-lipschitzstetig. a−1 ist ein Fixpunkt von Φ. Die Eindeutigkeit des Fixpunk-

tes zeigt man mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsates. Dafür muss jedoch gelten, dass B
vollständig ist. Da jedoch

B = max (ke− a·k , ke− a·k)−1
µ¸
−∞, 1

2

¸¶
ist B ⊂ A abgeschlossen, also vollständig.
(c) Die erste Formel beweist man durch Indukion. Der Fall n = 0 ist klar. Sei also die
Behauptung für n bewiesen. Dann gilt

Φ (bn) = 2bn − bnabn = 2
2n−1X
k=0

(e− b0a)k b0 −
2n−1X
k=0

(e− b0a)k b0a
2n−1X
k=0

(e− b0a)k b0 =

=

2e− 2n−1X
k=0

(e− b0a)k b0a|{z}
=e−(e−b0a)

 2n−1X
k=0

(e− b0a)k b0 =

=
¡
2e−

¡
e− (e− b0a)2n

¢¢ 2n−1X
k=0

(e− b0a)k b0 =
2n+1−1X
k=0

(e− ba)k b0

Also gilt die Beh. für n+ 1. Die zweite Formel ist wieder der Banachsche Fixpunktsatz.
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Funktionalanalysis II Lösungsblatt 10

Aufgabe 2 (Die Banach-Algebra `1 (Z)) Es ist zu zeigen, dass durch

ϕ ∗ ψ =
X
l∈Z
ϕ (k − l)ψ (l) für alle k ∈ Z und ϕ ,ψ ∈ `1 (Z)

(`1 (Z) , k·k1 , ∗) eine komplexe kommutative Banach-Algebra wird.
Nach Riesz-Fischer ist (`1 (Z) , k·k1) = L1 (Z,#) ein Banach-Raum mit der Norm

kϕk1 =
X
z∈Z

|ϕ (z)| =
Z
Z
|ϕ (z)| d#(z) =:

Z
|ϕ (z)| dz .

Wir zeigen zuerst, dass ∗ auf `1 (Z) eine Verknüpfung deÞniert. Dazu zeigen wir die Norm-
Abschätzung, die man für eine Banach-Algebra braucht:

kϕ ∗ ψk1 =
°°°°°X
l∈Z
ϕ (k − l)ψ (l)

°°°°°
1

=
X
k∈Z

¯̄̄̄
¯X
l∈Z
ϕ (k − l)ψ (l)

¯̄̄̄
¯ 6X

k∈Z

X
l∈Z
|ϕ (k − l)| · |ψ (l)| =

=

Z ∗µZ ∗
|ϕ (k − l)ψ (l)| dl

¶
dk

Tonelli
=

Z ∗µZ ∗
|ϕ (k − l)| dk

¶
|ψ (l)| dl =

= kϕk1 · kψk1 <∞ ,

wobei wir im letzten Schritt die Translationsinvarianz des Integrals ausgenutzt haben. Damit
ist ϕ ∗ ψ wieder in `1 (Z) und ∗ wohldeÞniert. Zu zeigen ist die Assoziativität:

[ϕ ∗ (ψ ∗ ξ)] (k) =
Z
ϕ (k − l) (ψ ∗ ξ) (l) dl =

Z
ϕ (k − l) ·

µZ
ψ (l −m) ξ (m) dm

¶
dl =

m←→l
=

Z
ϕ (k −m) ·

µZ
ψ (m− l) ξ (l) dl

¶
dm

Fubini
=

Z µZ
ϕ (k −m)ψ (m− l) dm

¶
ξ (l) dl =

m−→m+l
=

Z µZ
ϕ (k − l −m)ψ (m) dm

¶
ξ (l) dl = [(ϕ ∗ ψ) ∗ ξ] (k) .

Zu zeigen ist noch die Kommutativität. Es gilt:

[ϕ ∗ ψ] (k) =
Z
ϕ (k − l)ψ (l) dl n=k−l=

Z
ψ (k − n)ϕ (n) dn = [ψ ∗ ϕ] (k) .

Das Einselement ist e := 1{0} , denn es ist

ϕ ∗ e (k) =
X
l∈Z
ϕ (k − l) e (l) l

!
=0
= ϕ (k)

und genauso

e ∗ ϕ (k) =
X
l∈Z
e (k − l)ϕ (l) k−l

!
=0
= ϕ (k) .
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Funktionalanalysis II Lösungsblatt 10

Aufgabe 3 Injektivität: Sei εx = εy , d.h. hεx |ϕi = hεy |ϕi für alle ϕ ∈ C(X) . Dann folgt
ϕ(x) = ϕ(y) für alle ϕ ∈ C(X), und da C(X) die Punkte trennt x = y .

Surjektivität: Sei χ ∈ Sp C(X). Beh.: Es gibt ein x ∈ X , so dass für alle ϕ ∈ Kerχ gilt
ϕ(x) = 0 . Denn angenommen, dem wäre nicht so, d.h. für alle x ∈ X existierte ein ϕx ∈ Kerχ
mit ϕx(x) 6= 0 . Dann können wir o.E. annehmen, dass in einer Umgebung Ux von x gilt
ϕx > 0 . Da Kerχ ein Ideal ist folgt Kerχ 3 ϕxϕx > 0 auf Ux . Da X kompakt ist existieren
x1, . . . , xn mit X =

Sn
i=1 Uxi . Nun deÞniere f :=

Pn
i=1

¯̄
ϕxi
¯̄2
mit Kerχ 3 f > 0 . Damit ist

auch 1
f
stetig und

hχ |1i = hχ |f i
¿
χ

¯̄̄̄
1

f

À
= 0 ,

also χ = 0 , Widerspruch. Damit ist die Beh. bewiesen. Sei nun ϕ ∈ C(X) beliebig. Es existiert
eine Darstellung C(X) = Kerχ⊕K·ψ mit hχ |ψ i = 1 . Somit kann man ϕ = ϕ− hχ |ϕi · ψ +
hχ |ϕi · ψ schreiben, und wegen ϕ− hχ |ϕiψ ∈ Kerχ folgt

hεx |ϕi = hεx |ϕ− hχ |ϕiψ i+ hεx |hχ |ϕiψ i = hχ |ϕi hεx |ψ i = hhψ |εx iχ |ϕi

für alle ϕ , d.h. εx = hψ |εx iχ . Wegen

hεx |ψ i2 =

εx
¯̄
ψ2
®
=

hψ |εx iχ

¯̄
ψ2
®
= hεx |ψ i hχ |ψ i2 = hεx |ψ i

folgt hεx |ψ i = 1 , also εx = χ .
Die Stetigkeit von ε folgt aus der DeÞnition der schwachen Toplogie auf SpC(X) ⊂ C(X)0 ,

und die Stetigkeit von ε−1aus der Kompaktheit von X .
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Aufgabe 1 (Das Spektrum von `1 (Z) und der Satz von Wiener)

(a) Es ist zu zeigen, dass eine Semilinearform χ : `1 (Z) −→ C genau dann ein Charakter ist,
falls ein z ∈ U exisitiert mit

hχ|ϕi =
X
k∈Z

ϕ (k) · zk für alle ϕ ∈ `1 (Z) .

Mit der DeÞnition

ek : l 7−→ δk,l : Z −→ C

gilt

ϕ =
X
k∈Z

ϕ (k) · ek in `1 (Z) ,

denn es ist X
k∈Z

ϕ (k) · ek (l)| {z }
=δk,l

= ϕ (l) .

Für k, l ∈ Z wird das Faltungsprodukt ek ∗ el berechnet:

(ek ∗ el) (m) =
X
n∈Z

ek (m− n) el (n) n
!
=l
= ek (m− l)

= δk,m−l = δk+l,m = ek+l (m) .

Somit ist das Faltungsprodukt

ek ∗ el = ek+l .
Zum Beweis der Behauptung gebe es nun ein z ∈ U mit der angegebenen Eigenschaft. Daraus
folgt die Linearität von χ , somit ist nur zu zeigen, dass χ ein Charakter ist. Für ϕ,ψ ∈ `1 (Z)
gilt:

hχ|ϕ ∗ ψi =
X
k∈Z

(ϕ ∗ ψ) (k) · zk =
X
k∈Z

X
l∈Z
ϕ (k − l)ψ (l) · zk =

Fubini auf Summe angewendet
=

k 7−→k+l

X
l∈Z

X
k∈Z

ϕ (k) · zk+l · ψ (l) = hχ|ψi hχ|ϕi ,

somit ist χ ein Charakter. Für die Umkehrung folgt mit der obigen Darstellung für ϕ :

hχ|ϕi =
X
k∈Z

ϕ (k) · hχ| eki ,

da χ stetig ist. DeÞniere nun
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Funktionalanalysis II Lösungsblatt 11

z := hχ| e1i .

Die Behauptung ist, dass hχ| eki = zk ist für alle k ∈ Z . Sei k ∈ Z , dann gilt für k > 1 :

hχ| eki =
*
χ

¯̄̄̄
¯̄e1 ∗ ... ∗ e1| {z }

k−mal

+
= hχ| e1ik = zk .

Für k = 0 folgt

hχ |e0 i = 1 = z0 ,

da e0 die Einheit von `1 (Z) ist. Schliesslich ist für k 6 −1 :

1 = hχ| e0i = hχ| ek ∗ e−ki = hχ| eki · hχ| e−ki

und somit

hχ| eki =
1

hχ| e−ki
= zk .

Damit hat man ein z ∈ C gefunden, so dass

hχ|ϕi =
X
k∈Z

ϕ (k) · zk für alle ϕ ∈ `1 (Z) .

Es bleibt noch zu zeigen, dass z in U ist. Dazu verwendet man folgende Abschätzung:

|hχ| eki| 6 kχk|{z}
=1

· kekk1| {z }
=1

= 1 .

Weiterhin gilt mit obigen:

1 = |hχ| eki|| {z }
≤1

· |hχ| e−ki|| {z }
≤1

.

Da beide Faktoren kleiner gleich eins sind, das Produkt jedoch eins ergibt, folgt daraus, dass

|hχ| eki| = 1

gelten muss, somit ist z ∈ U .
(b) Es sei f : U −→ C stetig mit absolut konvergenter Fourier-Reihe. WegenX

k∈Z

°°Ff (k) · idk°°
2,U 6

X
k∈Z

°°Ff (k) · idk°°∞,U =X
k∈Z

|Ff (k)| <∞

ist
P

k∈ZFf (k) · id
k gleichmäßig konvergent auf U und konvergent in L2 (U) . Da

¡
idk
¢
k∈Z eine

Hilbert-Basis von L2 (U) ist und nachÃ
idl

¯̄̄̄
¯X
k∈Z

Ff (k) · idk
!
L2(U)

=
X
k∈Z

Ff (k) ·
¡
idl
¯̄
idk
¢
L2(U) = Ff(l) =

¡
idl
¯̄
f
¢
L2(U)

5



Funktionalanalysis II Lösungsblatt 11

die Fourier-Koeffizienten von f und
P

k∈ZFf (k) · id
k gleich sind, gilt

f =
X
k∈Z

Ff (k) · idk

in L2 (U) bzw. punktweise λU-f.ü. Da die Menge(
f 6=

X
k∈Z

Ff (k) · idk
)

eine offene Nullmenge ist, kann sie nur leer sein, und damit folgt die Behauptung.

(c) Es seiA die Unteralgebra der stetigen Funktionen mit absolut konvergenter Fourier-Reihe.
Betrachte

F : A −→ `1 (Z) : f 7−→ Ff .
`1 (Z) ist eine Banach-Algebra, und nach Teil (a) gilt Sp `1 (Z) = {χz | z ∈ U} . Man kann
zeigen, dass

z 7−→ χz : U −→ Sp `1 (Z)

ein Homöomorphismus ist; dies ist aber hier nicht nötig.
Die Gelfand-Abbildung

G : `1 (Z) −→ C(Sp `1 (Z)) : ϕ 7−→ hχ· |ϕi =
X
l∈Z
ϕ (l) · idl

ist ein Algebra-Isomorphismus auf A : Die Surjektivität folgt mit (b) wegen

(G ◦ F)(f) =
X
l∈Z
(Ff)(l) idl = f .

Ist Gϕ = 0 , d.h. ϕ (k) =
¡
idk
¯̄
Gϕ
¢
L2(U) = 0 für alle k ∈ Z , so ist auch ϕ = 0 und somit G

injektiv.
Ist nun f(z) 6= 0 für alle z ∈ U, so ist Ff nach Gelfand in `1 (Z) invertierbar. Da G ein

Algebra-Isomorphismus ist, folgt die Invertierbarkeit von f in A , d.h. 1
f
∈ A . Folglich hat 1

f
eine absolut konvergente Fourier-Reihe.

Aufgabe 2

(a) Sei T normal und A (T ) die von T erzeugte Stern-Unteralgebra in L (H) . Wir betrachten
den aus der Vorlesung bekannten isometrischen Morphismus von involutiven Stern-Algebren mit
Eins: das Spektralintegral

Φ : C (SpT ) −→ L (H) .
Es gilt Φ (C (SpT )) = A (T ) , Φ1 = IdH und Φ id = T . Insbesondere ist Φ : C (SpT ) −→
A (T ) bijektiv. Also werden IdH und T durch Φ−1 (IdH) = 1 bzw. Φ−1 (T ) = IdSpT dargestellt.
(b) Zu zeigen ist die Äquivalenz:

1{x} :
X −→ C
y 7−→ δx,y

stetig ⇐⇒ {x} ist abgeschlossen und offen in X .

6
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Die Bedingung ist notwendig, da aus { {1} ∈ TC , 1−1{x}
¡
{ {1}

¢
= { {x} und

©
|y| > 1

2

ª
∈ TC ,

1−1{x}
¡©
|y| > 1

2

ª¢
= {x} , folgt {x} ist abgeschlossen und offen in X .

Umgekehrt sei A ∈ TC . Dann gilt:

1−1{x} (A) =


∅
{x}
{x}c
X

, falls

0 /∈ A , 1 /∈ A
0 /∈ A , 1 ∈ A
0 ∈ A , 1 /∈ A
0 ∈ A , 1 ∈ A

.

Die leere Menge und X sind in jedem topologischen Raum offen. {x} und {x}c sind nach
Voraussetzung offen.

(c) SpT ⊂ C ist endlich. Es ist 1
SpT

=
P

λ∈SpT 1{λ} und idSpT =
P

λ∈SpT λ ·1{λ} in C (SpT ) ,
da alle Einpunktmengen abgeschlossen und offen in SpT sind.

(d) Setze Pλ := Φ
¡
1{λ}

¢
. Es gilt

IdH = Φ (1SpT ) =
X
λ∈SpT

Φ
¡
1{λ}

¢
=
X
λ∈SpT

Pλ

und

T = Φ idSpT = Φ

Ã X
λ∈SpT

λ · 1{λ}

!
=
X
λ∈SpT

λ ·Φ
¡
1{λ}

¢
=
X
λ∈SpT

λ · Pλ .

(e) Da

TPλ = Φ idSpT Φ
¡
1{λ}

¢
= Φ

¡
idSpT ·1{λ}

¢
= Φ

¡
1{λ}

¢
= Pλ ,

folgt

(T − Id)Pλ (H) = (TPλ − Pλ) (H) = {0} ,
d.h. Pλ (H) ⊂ Ker (T − Id) . Umgekehrt sei ξ ∈ Ker (T − λ · Id) . Für alle λ0 6= λ gilt:

λ0 · Pλ0ξ = TPλ0ξ = Pλ0T ξ = Pλ0 (λ · ξ) = λ · Pλ0ξ ,

da A (T ) commutativ ist. Daraus folgt (λ0 − λ) · Pλ0ξ = 0 und somit Pλ0ξ = 0 , da λ0 − λ 6= 0 .
Aus

ξ = IdH ξ =
X

λ0∈SpT
Pλ0ξ = Pλξ ∈ Pλ (H) .

Nach FA I, Blatt2, Aufgabe 3, bleibt zu zeigen, dass Pλ eine s.a. Projektion ist:

P 2λ = Φ
¡
1{λ}

¢2
= Φ

¡
12{λ}

¢
= Φ

¡
1{λ}

¢
= Pλ

und

P ∗λ = Φ
¡
1{λ}

¢∗
= Φ

¡
1{λ}

¢
= Φ

¡
1{λ}

¢
= Pλ .

(f) Da für λ 6= λ0 gilt

PλPλ0 = Φ
¡
1{λ}

¢
Φ
¡
1{λ0}

¢
= Φ

¡
1{λ} · 1{λ0}

¢
= Φ (0) = 0 ,

sind die Eigenräume Pλ (H) = Ker (T − λ · Id) paarweise orthogonal, da

(Pλξ|Pλ0η) = (ξ |PλPλ0η ) = 0 .

7
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Wegen
P

λ∈SpT Pλ = IdH folgt

H = ¢
λ∈SpT

Ker (T − λ · Id) .

Wählt man in jedem Eigenraum Ker (T − λ · Id) eine Orthonormalbasis, so erhält man
eine Orthonormalbasis von H , bezüglich derer die Matrixdarstellung von T Diagonalgestalt
hat.
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Aufgabe 1 Wir betrachten den Operator ∂ : C(1) ([0, 1]) −→ C ([0, 1]) , mit C(1) ([0, 1]) ⊂
C ([0, 1]) . Dass die letztgenannte Menge nur mit Banach- und nicht mit Hilbertraumstruktur
versehen ist, stört uns nicht.

(a) Zu zeigen: Gr ∂ ⊂ C(1) ([0, 1]) × C ([0, 1]) ist abgeschlossen. In der Tat: Wir betrachten
(fk) ⊂ C(1) ([0, 1]) mit lim fk = f ∈ C ([0, 1]) und limk ∂fk =: g ∈ C ([0, 1]) . Damit gilt

fk (x) = f (0) +

Z x

0

∂fk ,

also folgt

f (x) = limk fk (x) = f (0) + limk

Z x

0

∂fk|{z}
glm kgt

= f (0) +

Z x

0

g|{z}
stetig

und somit f ∈ C(1) sowie ∂f = g .
Es bleibt noch zu zeigen, dass ∂ :

¡
C(1), k·k∞

¢
−→ (C, k·k) nicht stetig ist. Dazu betrachten

wir:

fk (x) =
1

k
· sin (kx) für k ∈ N .

Für diese Folge gilt: kfkk∞ 6 1
k
und somit fk

glm−→ 0 . Aber:

∂f = cos (k·) glm9 0 .

(b) Betrachte

D (∂/) :=
³
H(1) (]0, 1[) , (· |·)(1)

´
:=
¡
H(1) (]0, 1[) , (· |·) + (∂ · |∂·)

¢
.

Nach Hauptsatz 1.7 handelt es sich um einen Hilbertraum und nach Korollar 1.7 istH(1),0 (]0, 1[)
ein Unterhilbertraum davon. Nach HS 7.1 ist ∂/ also abgeschlossen. Mithilfe von Satz 7.1 sehen
wir, dass ∂/ auf H(1) (]0, 1[) bzgl. k·k2 genau dann stetig ist, wenn H(1) (]0, 1[) in L2 ([0, 1])
abgeschlossen ist. Ferner liegen die Elemente der hilbertschen Basis

¡√
2 · sin (πk·)

¢
k≥1 alle in

H(1) (]0, 1[) . Insbesondere ist H(1) (]0, 1[) dicht in L2 ([0, 1]) . Also kann H(1) (]0, 1[) nicht in
L2 ([0, 1]) abgeschlossen sein, sonst wäre

H(1) (]0, 1[) = L2 ([0, 1]) .

Dies führt also zum Widerspruch. Für H(1),0 (]0, 1[) lässt sich analog schließen.

9
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Aufgabe 2 (Die (unbeschränkten) Multiplikationsoperatoren)

(a) Es ist zu zeigen, dass M∗
f =Mf . Man betrachtet folgendes Tripel:

D (f) ,→ L2 (µ) ,→ D (f)� ,

wobei der DeÞnitionsbereich D (f) mit der Graphennorm versehen ist. Mf ist in L2 (µ) dicht
deÞniert. Sei dazu ξ ∈ L2 (µ) , def.

ξk := 1{|f |6k} · ξ ∈ L2 (µ) .

Es gilt:

kf · ξkk2 6 k · kξk2 <∞ ,

d.h. ξk ∈ D (f) . Mit Lebesgue folgt

limk ξk = ξ in L2 (µ) ,

somit ist Mf in L2 (µ) dicht deÞniert. Um die Adjungierte von Mf zu berechnen, betrachtet
man zuerst die formal Adjungierte

M�
f : L

2 (µ) −→ D (f)� .

Um den stetigen Semidualraum von D (f) zu charakterisieren, geht man vom Graphenskalar-
produkt aus. Für ξ und η ∈ D (f) gilt:

(ξ| η)D = (ξ| η)L2(µ) + (f · ξ| f · η)L2(µ)

=

Z
ξη dµ+

Z
f · ξ · fη dµ =

Z
ξη ·

¡
1 + |f |2

¢
.

Nach DeÞnition ist ξ genau dann in D (f) , wenn ξ und fξ in L2 (µ) sind. Mit obiger Gleichheit
ist dies dazu äquivalent, dass ξ in L2

¡
µ, 1 + |f |2

¢
ist, d.h.

D (f) = L2
¡
µ, 1 + |f |2

¢
und somit

D (f)� = L2
µ
µ,

1

1 + |f |2
¶

nach 3.4, Beispiel 5. Zur Berechnung von M �
f sei nun ξ ∈ D (f) und η ∈ L2 (µ) . Es ist

fη ∈ D (f)� , daZ ¯̄
fη
¯̄2 · 1

1 + |f |2
dµ =

Z |f |2

1 + |f |2
· |η|2 dµ 6

Z
|η|2 dµ <∞ .

Somit folgtD
ξ|M �

fη
E
D(f)

= (Mfξ| η)L2(µ) = (fξ| η)L2(µ) =
Z
ξf · η dµ =


ξ| fη

®
D(f)

,

d.h.

M�
fη = fη .

10
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Der DeÞnitionsbereich von M∗
f ist somit

D
¡
M∗
f

¢
=
©
η ∈ L2 (µ) | fη ∈ L2 (µ)

ª
= D

¡
f
¢
= D (f) .

Daraus folgt

M∗
f =Mf .

(b) Es gilt: D
¡
|f |2

¢
⊂ D (f) . Denn sei ξ ∈ D

¡
|f |2

¢
, dann ist zu zeigen, dass kfξk22 <∞ , da

die Messbarkeit erfüllt ist. Zur Abschätzung der Norm wird die Hölderungleichung verwendet:

kfξk22 =
°°f2ξ · ξ°°

1
6
°°f2ξ°°

2
· kξk2 <∞ ,

somit folgt die Behauptung. Es ist zu zeigen, dass Mf und Mf kommutieren und gleich M|f |2
ist:

D
¡
MfMf

¢
=
©
ψ ∈ D (f) | fψ ∈ D

¡
f
¢ª
=
©
ψ ∈ L2 (µ) | fψ ∈ L2 (µ) und ffψ ∈ L2 (µ)

ª
Symmetrie
= D

¡
MfMf

¢
⊂ D

¡
|f |2

¢
⊂ D (f) ∩D

¡
|f |2

¢
= D

¡
MfMf

¢
,

somit ist MfMf =MfMf =M|f |2 .

(c) Es ist zu zeigen, dass Mf normal ist. Da Mf =M
∗
f ist, folgt aus (b)

M∗
fMf =MfM

∗
f ,

d.h. Mf ist normal.

(d) Mf ist genau dann selbstadjungiert, wenn f µ-fast überall reell ist:
Sei f µ-fast überall reell . Für ξ ∈ L2 (µ) und η ∈ D

¡
f
¢
gilt:¡

ξ|M∗
f η
¢
=
¡
ξ|Mfη

¢
=

Z
ξf · η dµ =

Z
ξfη dµ = (ξ|Mfη) ,

somit ist M∗
f =Mf . Umgekehrt istZ

ξf · η dµ =
¡
ξ|M∗

f η
¢ Mf s.a.

= (ξ|Mfη) =

Z
ξfη dµ .

Somit ist Z
ξη ·

¡
f − f

¢
dµ = 0

und da L2 (µ) ein Testraum ist folgt

η ·
¡
f − f

¢
= 0 für η ∈ D

¡
f
¢
= D (f) .

Für ξ ∈ L2 (µ) exisitert wegen der Dichtheit des DeÞnitionsbereiches von Mf eine Folge
(ηk)k∈N ⊂ D (f) mit ξ = limk ηk in L2 (µ) , ohne Einschränkung konvergiert diese Folge punkt-
weise. Dann folgt

ξ ·
¡
f − f

¢
= limk ηk ·

¡
f − f

¢| {z }
=0

= 0 ,

somit ist

f − f = 0 in L2 (µ) ,

d.h. f ist µ-fast überall reell.

11
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(e) kMfk = kfk∞,µ :
Für die eine Abschätzung benutzt man

kMfξk22 = kfξk
2
2 6 kfk

2
∞,µ · kξk

2
2 ,

d.h.

kMfk 6 kfk∞,µ .
Für kMfξk2 > inf {N ∈ R+ | |f | 6 N lokal µ-f.ü.}·kξk2 ist zu zeigen, dass für jedesN < kfk∞,µ
ein ξ ∈ D (f) exisitert mit kMfξk2 > N · kξk2 . DeÞniere für N < kfk∞,µ die Menge B :=
{|f | > N} . Da B µ-messbar, aber keine lokal Nullmenge ist, existiert K ⊂ B , K ∈ K (X) mit
µ (K) =: δ > 0 . DeÞniere weiterhin

ξ :=
1√
δ
· 1K ∈ L2 (µ) .

Es gilt:

kξk22 =
1

δ
· µ (K) = 1

und

kfξk22 =
Z
K

|ξf |2 dµ >
Z
K

1

δ
·N2 dµ =

N2

δ
· µ (K) = N2 ,

somit ist kMfξk2 > N · kξk2 . Insgesamt ist kMfk = kfk∞,µ .
(f) Falls λ ∈ SppMf , gibt es ξ ∈ D (f) r {0} mit f · ξ = λ · ξ . Somit ist f = λ µ-f.ü. auf
{ξ 6= 0} , d.h.

µ∗
µ−1
f (λ)

¶
> µ∗ ({ξ 6= 0}) > 0 .

Ist andererseits µ∗
µ−1
f (λ)

¶
> 0 , so existiert ξ ∈ L2 (µ) r {0} mit 1

Xr
−1
f (λ)

· ξ = 0 µ-f.ü. Es
gilt Z

|f · ξ|2 dµ =
Z
−1
f (λ)

|f · ξ|2 dµ = |λ|2 · kξk22 <∞ ,

d.h. ξ ∈ D (f) . Weiter gilt für µ-fast alle x ∈ X

(f · ξ) (x) =

 0 x ∈ X r
−1
f (λ)

λξ (x) x ∈
−1
f (λ)

 = λξ (x) ,

d.h. λ ∈ SppMf .

(g) Sei λ ∈ Cr SppMf . Es gilt offenbar

Mf−λ (D (f)) =
½
ξ ∈ L2 (µ)

¯̄̄̄
1

f − λ · ξ ∈ L
2 (µ)

¾
= D

µ
1

f − λ

¶
,

also, da Mf−λ genau dann surjektiv ist, wenn M(f−λ)−1 beschränkt ist, folgt mit dem Theorem
vom abgeschlossenen Graphen, dass

λ ∈ CrSpMf ⇐⇒
°°(f − λ)−1°°∞,µ <∞

12
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⇐⇒ |f − λ| > ε µ-f.ü. für ein ε > 0

⇐⇒ µ

µ−1
f (U)

¶
= 0 für eine Umgebung λ ∈ U ⊂ C .

Dies zeigt die erste Behauptung.

Ist nun λ ∈ CrSpMf , so existiert eine Umgebung λ ∈ U ⊂ C , so dass µ
µ−1
f (U)

¶
= 0 .

DeÞniere

A = X r
−1
f (U) .

Dann ist A messbar mit µ (X r A) = 0 und U ∩ f (A) = ∅ , also λ /∈ f (A) . Damit ist

λ ∈ C r
\

µ(XrA)

f (A) .

Ist umkehrt dies der Fall, so existiert A ⊂ X messbar mit µ (X r A) = 0 und eine Umgebung
λ ∈ U ⊂ C mit U ∩ f (A) = ∅ . Also ist

µ

µ−1
f (U)

¶
6 µ (X r A) = 0 ,

somit also λ ∈ Cr SpMf .

(h) Es gilt

k(f + g) ξk2 6 kfξk2 + kgξk2 ,
d.h.

D (Mf +Mg) = D (f) ∩D (g) ⊂ D (f + g) = D (Mf+g) .

Sei für alle k ∈ N
Ak = {|f | , |g| 6 k} .

Es gilt für ξ ∈ D (f + g) und k ∈ NZ
|g · 1Ak · ξ|

2 dµ 6 k2 · kξk22 <∞ ,

also 1Ak · ξ ∈ D (g) und analog ∈ D (f) . Nun ist

kξ − 1Ak · ξk
2
f+g =

Z ¡
1 + |f + g|2

¢
|ξ|2 (1− 1Ak) dµ .

Da der Integrand punktweise 6
¡
1 + |f + g|2

¢
|ξ|2 ∈ L1 (µ) ist und punktweise µ-f.ü. gegen 0

konvergiert, folgt

ξ = limk 1Ak · ξ in D (f + g) ,
somit liegt also D (f) ∩D (g) in dieser Menge dicht. Da offenbar Mf +Mg ⊂ Mf+g , folgt die
erste Behauptung. Die zweite folgt analog.

(i) Nach Voraussetzung ist
¡
1 + |f |2

¢
· µ ein Radonintegral, also ist

D (f) = L2
¡¡
1 + |f |2

¢
· µ
¢

13
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mit Gleichheit der Normen. Damit liegt K (X) dicht, und D (X) ist dicht in K (X) mit Stone-
Weierstrass.
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Aufgabe 1 Es gilt folgende Gleichheit von C-Vektorräumen

D (P ∗) =
©
ξ ∈ L2 ([0, 1])

¯̄
∂ξ ∈ L2 ([0, 1])

ª
= H(1) (]0, 1[) .

Da P ⊂ Pα (denn P ⊂ P ∗ und D (X) ⊂ D (Pα)) , gilt P ∗α ⊂ P ∗ , d.h.

P ∗α = ∂/|D(P ∗α) und D (P ∗α) ⊂ H(1) (]0, 1[) .

Es folgt weiter ∂/ξ ∈ L2 ([0, 1]) für ξ ∈ D (Pα) , also ist D (Pα) ⊂ D (P ∗α) . Für ξ, η ∈ D (Pα)
gilt

(η |Pαξ ) =
1

2πi
·
Z 1

0

η · ∂ξ = − 1

2πi
·
Z 1

0

∂η · ξ = (Pαξ |η ) ,

denn h
η · ξ

i1
0
=
¡
1− |α|2

¢
· η (1) · ξ (1) = 0 .

Also ist Pα ⊂ P ∗α . Zur Selbstadjungiertheit reicht zu zeigen, dass D (Pα) = D (P ∗α) .
Aber für ϕ ∈ D (Pα) , γ ∈ D (P ∗α) gilt

(Pαϕ |γ ) = (ϕ |P ∗αγ ) =
1

2πi
·
Z 1

0

ϕ · ∂γ = ϕ (1) · (γ (1)− αγ (0))− 1

2πi
·
Z 1

0

∂ϕ · γ =

= ϕ (1) (γ (1)− αγ (0)) + (Pαϕ |γ ) ;
wähle ϕ ∈ D (Pα) mit ϕ (1) 6= 0 , dann folgt

αγ (1) = γ (0) ,

denn 1
α
= α . Damit ist P ∗α = Pα ⊃ P .

Sei nun Q∗ = Q ⊃ P . Es folgt Q = Q∗ ⊂ P ∗ = ∂/|H(1)(]0,1[) . Es gilt für alle ξ, η ∈ D (Q)

0 = (ξ |Qη )− (Qξ |η ) = 1

2πi
·
µZ 1

0

ξ · ∂η −
Z 1

0

∂ξ · η
¶
=

1

2πi
·
h
ξ · η

i1
0
,

d.h.

ξ (0)η (0) = ξ (1)η (1) .

Da Q ⊃ P , existiert ξ ∈ D (Q) mit ξ (0) 6= 0 . Also gilt es α ∈ U mit ξ (0) = αξ (1) . Für alle
η ∈ D (Q) folgt

η (0) =
ξ (1)

ξ (0)
· η (1) = α · η (1) .

Damit ist

Pα ⊃ Q = Q∗ ⊃ P ∗α = Pα ,
das ist die Behauptung.
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Aufgabe 2

(a) Offenbar ist ξ ∈ D (Pα) genau dann Eigenvektor zum Eigenwert z ∈ C , wenn

∂ξ = 2πiz · ξ . (∗)

Die distributiven Lösungen ξ dieser DGL erfüllt automatisch ξ ∈ H(1) (]0, 1[) , sind also insbe-
sondere stetig. Wiederum aus der DGL folgt ∂ξ stetig, also ξ ∈ C(1) (]0, 1[) , d.h. es handelt
sich um gewöhnliche Lösungen. Die einzigen Lösungen dieser DGL sind bekanntlich

C · e2πiz·id , C ∈ C .

Somit sind die Eigenvektoren ξ von Pα zum Eigenwert z genau die Funktionen

ξ = C · e2πiz·id , C ∈ C

mit der Bedingung C = 0 oder

α =
ξ (0)

ξ (1)
= e−2πiz .

Damit ist

Spp Pα = −ϑ+ Z , wobei α = e2πiϑ .

(b) Die Bedingung z /∈ SpPα bedeutet, dass die DGL

∂ξ − 2πiz · ξ = η

für alle η ∈ L2 ([0, 1]) eindeutig lösbar in D (Pα) ist. Durch Anwendung des Verfahrens �Varia-
tion der Konstanten� erhält man folgende spezielle Lösung:

ξ0 (t) = e
2πizt ·

Z t

0

e−2πizsη (s) ds .

Die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung ist

C · e2πiz id mit C ∈ C .

Daher ist die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung

ξ (t) = ξ0 (t) + C · e2πizt = e2πizt ·
µ
C +

Z t

0

e−2πizsη (s) ds
¶
.

ξ ∈ H(1) (]0, 1[) ist offensichtlich. Damit ξ ∈ D (Pα) ist, muss also

C = ξ (0) = αξ (1) = αe2πiz
µ
C +

Z 1

0

e−2πizsη (s) ds
¶
,

d.h.

C
¡
1− αe2πiz

¢
= α ·

Z 1

0

e−2πizsη (s) ds

gelten. Diese Gleichung ist lösbar, falls z /∈ −ϑ+ Z = Spp Pα , d.h. in diesem Fall gibt es eine
Lösung in D (Pα) , die dann notwendigerweise eindeutig ist. Damit ist Spp Pα = SpPα .
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(c) Da die e2πiz·id = e2πiϑ·id · e2πik·id Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
sind, sind sie orthogonal. Da sie auch ein totales System bilden, ist

L2 ([0, 1]) = ¢
z∈ϑ+Z

C · e2πiz id

und mit (a) folgt

Pαξ =
X
z∈ϑ+Z

z ·
¡
e2πiz id

¯̄
ξ
¢
· e2πiz id .

In der Tat: Es gilt durch partielle Integration¡
e2πiz id

¯̄
∂/ξ
¢
= z

Z 1

0

e−2πiztξ (t) dt = z
¡
e2πiz id

¯̄
ξ
¢

und da ∂/ξ ∈ L2 ([0, 1]) konvergiert nach Parseval die ReiheX
z∈ϑ+Z

¡
e2πiz id

¯̄
∂/ξ
¢
· e2πiz id =

X
z∈ϑ+Z

z ·
¡
e2πiz id

¯̄
ξ
¢
· e2πiz id in L2 ([0, 1]) .

Da Pα abgeschlossen ist, folgt die Behauptung durch gliedweise Anwendung von Pα .
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