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Aufgabe 1
(a) Es gilt
p(e—ab) < |le —abl < g <1
also ist e — (e — ab) = ab invertierbar. Da a invertierbar, ist auch a™! (ab) = b invertierbar.

(b) Es gilt

2
le — a® (b)[| = |le — 2ab + abab|| = ||(e — ab)?|| < [le — ab]|* < qz <

N [

also @ (b) € B .
Sei by,by, € B . Dann gilt

||(I) (bl) — (I) (b2)|| = ||2b1 — blabl — 2b2 + bg&bg” =
= H(bl — bg) (6 — (lbl> — 262 + bgabg + bl + b2 — bQQbIH =

= [[(b1 — b2) (€ — aby) + (e — baa) (b1 — ba)|| < q||(by — b2)]| -

Also ist ® g-lipschitzstetig. a~! ist ein Fixpunkt von ®. Die Eindeutigkeit des Fixpunk-
tes zeigt man mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsates. Dafiir muss jedoch gelten, dass B
vollsténdig ist. Da jedoch

B = max(e ~ ol fle - ) (] -5 )

ist B C A abgeschlossen, also vollstindig.

(c) Die erste Formel beweist man durch Indukion. Der Fall n = 0 ist klar. Sei also die
Behauptung fiir n bewiesen. Dann gilt

2n -1 2n -1 2m -1
O (by) = 2by — bpab, =2 (e —boa) by — > _ (e —boa)" boa > _ (e — boa)" b =
k=0 k=0 k=0
2n -1 2n -1
=|2e— (e —boa)®  boa (e — boa)* by =
=e—(e—bpa)
2n—1 antl_g
=(2e— (e —(e— boa)Qn)) Z (e — boa)* by = Z (e — ba)" b
k=0 k=0

Also gilt die Beh. fiir n + 1. Die zweite Formel ist wieder der Banachsche Fixpunktsatz.
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Aufgabe 2 (Die Banach-Algebra (' (Z)) Es ist zu zeigen, dass durch

prp=> (k=11 (1) firalle k € Zund ¢ 2 € (' ()
l€Z

(et (2), |||l , *) eine komplexe kommutative Banach-Algebra wird.
Nach Riesz-Fischer ist (€' (Z), |-|l,) = £' (Z,#) ein Banach-Raum mit der Norm

el =Y le @)= [ oG d# ) = [lo() d
Pl = ;‘P /90 /‘P Z -

Wir zeigen zuerst, dass * auf ¢! (Z) eine Verkniipfung definiert. Dazu zeigen wir die Norm-
Abschiitzung, die man fiir eine Banach-Algebra braucht:

Setk-0v0| =SS ek-

€7, 1 keZ |lez

I x|, =

DISY D letk=0- @) =

keZ leZ

/(/ o (k —1)7 |dl) Toéeui/*</*|gp(k—l)\dk)w(z)\dl:

= H‘PH1 ) ||¢H1 <00,

wobei wir im letzten Schritt die Translationsinvarianz des Integrals ausgenutzt haben. Damit
ist ¢ x 1 wieder in ¢! (Z) und * wohldefiniert. Zu zeigen ist die Assoziativitét:

e =810 = [ot-D w0 dzz/wk—n-(/@wa—m)s(m) dm) i =
"= o= m) (/w e )de‘“’:i“i/(/wk—m)wm—wdm)smdz:

mozmit p(k—=1=m)¢(m)dm | (1) dl = [(p* )« ] (k) .
/(/ )

Zu zeigen ist noch die Kommutativitit. Es gilt:

[so*m(k):/so(kz dZ”’”/w —n) g (n) dn = [+ o] (k) -

Das Einselement ist e := 1oy , denn es ist

pret) =S wh—Del) = o)

IEZ

und genauso
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Aufgabe 3 Injektivitdt: Sei e, = ¢, , d.h. (e, ]|¢) = (g, |p) fiir alle ¢ € C(X) . Dann folgt
o(z) = p(y) fir alle ¢ € C(X), und da C(X) die Punkte trennt x =y .

Surjektivitéit: Sei x € SpC(X). Beh.: Es gibt ein x € X | so dass fiir alle ¢ € Ker x gilt
¢(z) = 0. Denn angenommen, dem wire nicht so, d.h. fiir alle z € X existierte ein ¢, € Ker x
mit ¢, () # 0 . Dann kénnen wir o.E. annehmen, dass in einer Umgebung U, von z gilt
¢, > 0. Da Ker x ein Ideal ist folgt Ker x > ¢,®, > 0 auf U, . Da X kompakt ist existieren

T1,...,2, mit X = J;_; Uy, . Nun definiere f := > " , |90w,-|2 mit Kery > f > 0. Damit ist

auch % stetig und
1
el = 1) (x| 7 ) =0,

also x = 0, Widerspruch. Damit ist die Beh. bewiesen. Sei nun ¢ € C(X) beliebig. Es existiert
eine Darstellung C(X) = Ker y ® K-t mit (x|¢») = 1. Somit kann man ¢ = ¢ — (x|¢) - ¥ +
(x|¢) - 1 schreiben, und wegen ¢ — (x|¢) 1 € Ker x folgt

(exlp) = ezl — (Xl@) ) + (e [{x 1) ¥) = (X @) (e [¥) = (¥ |e2) X |p)
fir alle ¢ , d.h. e, = (¢ |e,) x . Wegen

(ex [90)? = (e [¥7) = (W ex) X |97 ) = (e ) (X [¥0)? = (e [¥))

folgt (e, 1) =1, alsoe, = x .
Die Stetigkeit von ¢ folgt aus der Definition der schwachen Toplogie auf SpC(X) C C(X)',
und die Stetigkeit von e taus der Kompaktheit von X .
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Aufgabe 1 (Das Spektrum von /' (Z) und der Satz von Wiener)

(a) Esist zu zeigen, dass eine Semilinearform x : ¢* (Z) — C genau dann ein Charakter ist,
falls ein z € U exisitiert mit

(x| ®) Z(p )- 2" fiir alle ¢ € 1 (Z) .
keZ

Mit der Definition
€k . [ — 5kl 7Z — C
gilt

p=> ¢(k)-e inl(Z),

denn es ist

Fir k,1 € Z wird das Faltungsprodukt e, * e; berechnet:

(er*er) (m) = > e ( (n) "= e (m —1)
nez
= 5k,mfl = 5k+l,m = €kl (m) .
Somit ist das Faltungsprodukt
Cp * € = €y -

Zum Beweis der Behauptung gebe es nun ein z € U mit der angegebenen Eigenschaft. Daraus
folgt die Linearitét von x , somit ist nur zu zeigen, dass y ein Charakter ist. Fiir o, € ¢ (Z)

gilt:
ey => (px) (k) -2 =N ok —1)w
keZ k€Z €L
Fubini auf Summe angewendet
e eSS (k) (1) = (x] ) ()
€7 keZ

somit ist y ein Charakter. Fiir die Umkehrung folgt mit der obigen Darstellung fiir ¢:
(xle)=> (k) (xlex) ,
keZ

da x stetig ist. Definiere nun
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= (x|e1) .
Die Behauptung ist, dass (x| ex) = 2* ist fiir alle k € Z . Sei k € Z , dann gilt fiir k > 1 :

(x|exr) = <X er * ... *el> — <X|€1>k — ok
k—mal
Fir £ = 0 folgt

<X|60>:1:Z(]7

da ey die Einheit von ¢! (Z) ist. Schliesslich ist fiir & < —1 :

1= (xleo) = (x|er*e—x) = (x|ex) - (x| e-x)

und somit

1 k
Wlew =Py =7

Damit hat man ein z € C gefunden, so dass

(x| ®) Z(p )- 2% fiir alle ¢ € £* (Z) .

kEZ

Es bleibt noch zu zeigen, dass z in U ist. Dazu verwendet man folgende Abschitzung:

[(Oxle)| < x| - llexll, =1
=1 =1

Weiterhin gilt mit obigen:

= [(xler)| - [{xle-)| -
—— e
<1 <1

Da beide Faktoren kleiner gleich eins sind, das Produkt jedoch eins ergibt, folgt daraus, dass

[(xer)| =1

gelten muss, somit ist z € U .

(b) Essei f: U — C stetig mit absolut konvergenter Fourier-Reihe. Wegen

S NFF k) -1, <D NFFR)-1dY| =D IFF (R)] < o0

keZ kEZ k€EZ

ist > pep Ff (k)-id* gleichméBig konvergent auf U und konvergent in L? (U) . Da (id"* ) eine
Hilbert-Basis von L? (U) ist und nach

(idl

Z]—"f(k:)-idk> _fo - (id' | 1dk)L2(U)=ff(l):(idl|f)L2(U)
L2(U)

keZ keZ
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die Fourier-Koeffizienten von f und >, _, F f (k) - id* gleich sind, gilt

f=> Ffk)-id*

keZ

in L? (U) bzw. punktweise A\y-f.ii. Da die Menge

{f%sz(k‘)-idk}

keZ
eine offene Nullmenge ist, kann sie nur leer sein, und damit folgt die Behauptung.

(c) Essei.Adie Unteralgebra der stetigen Funktionen mit absolut konvergenter Fourier-Reihe.
Betrachte

F:A—0Z): f— Ff.
(' (Z) ist eine Banach-Algebra, und nach Teil (a) gilt Sp¢! (Z) = {x, |z € U} . Man kann
zeigen, dass

2z x, : U— Splt(Z)

ein Homoomorphismus ist; dies ist aber hier nicht notig.
Die Gelfand-Abbildung

G0 (Z) — C(Spl"(Z) s o — (x.|o) = D () -id'

leZ

ist ein Algebra-Isomorphismus auf A : Die Surjektivitéit folgt mit (b) wegen
(GoF) )= (FNHDid = f.

lez

Ist Gp =0, dh. p(k) = (idk{ ng)m(U) = 0 fiir alle k£ € Z , so ist auch ¢ = 0 und somit G
injektiv.

Ist nun f(z) # 0 fiir alle z € U, so ist Ff nach Gelfand in ¢! (Z) invertierbar. Da G ein

Algebra-Isomorphismus ist, folgt die Invertierbarkeit von f in A , d.h. % € A . Folglich hat %
eine absolut konvergente Fourier-Reihe.

Aufgabe 2

(a) Sei T normal und A (7) die von T erzeugte Stern-Unteralgebra in £ (H) . Wir betrachten
den aus der Vorlesung bekannten isometrischen Morphismus von involutiven Stern-Algebren mit
Eins: das Spektralintegral

®:C(SpT) — L(H) .
Es gilt @ (C(SpT)) = A(T) , 1 = Idy, und ®id = T . Insbesondere ist & : C (SpT) —
A (T) bijektiv. Also werden Idy, und T durch @1 (Idy) = 1 bzw. &~ (T) = Idg,r dargestellt.

(b)  Zu zeigen ist die Aquivalenz:

X —C

Yr— Oy stetig <= {x} ist abgeschlossen und offen in X .

1{w} :



Funktionalanalysis II Losungsblatt 11

Die Bedingung ist notwendig, da aus C{1} € 7¢ , 1{’;} (C{1}) =C{z} und {Jy| > 1} € T¢,
1{;} ({lyl > 3}) = {«} , folgt {z} ist abgeschlossen und offen in X .
Umgekehrt sei A € 7¢ . Dann gilt:

0 0¢A1¢ A
e ) 0¢A1ecA
X 0cA,1cA

Die leere Menge und X sind in jedem topologischen Raum offen. {z} und {z}° sind nach
Voraussetzung offen.

(c) SpT C Cistendlich. Esist 15 ;. =3\ g p 1y und idspr = Dy g r A1y in C(SpT)
da alle Einpunktmengen abgeschlossen und offen in Sp 7" sind.

(d) Setze Py:=® (1gy) . Es gilt

Idy = ® (Ispr) = > @ (1py) = Y P

AeSPT AeSPT
und
T:<I>idspT:<I>< > A-lm> = > A 2(lpy) = Y. APy
AESPT AeSPT AESPT
(e) Da
TP\ = ®idsyr @ (1py) = @ (idspr-1py) = @ (1) = Py,
folgt

(T'—1d) Py (H) = (T'Px — P)) (H) = {0} ,
d.h. Py (H) C Ker (T —1Id) . Umgekehrt sei £ € Ker (T'— X -1d) . Fiir alle X # X gilt:
X' Py& = TPy€ = PyTE = Py (A-€) = A- Py,

da A (T) commutativ ist. Daraus folgt (A" — \) - Py¢ = 0 und somit Py& =0 ,da N — A #0 .
Aus

E=Tdyé= ) Pué=PEePR(H) .

XNeSpT

Nach FA I, Blatt2, Aufgabe 3, bleibt zu zeigen, dass P, eine s.a. Projektion ist:

Pi=2 (L) =@ (1fy) = @ (1) = Py
und

Pr=2 (1) =@ (Tog) = @ (1) = Pr.
(f) Da fiir X # X gilt

PAPy =@ (1py) @ (Lpy) = @ (1py - 1wy) = @(0) =0,
sind die Eigenrdume Py (H) = Ker (T' — X - Id) paarweise orthogonal, da
(Px&[ Pym) = (§|PAPyn) =0 .
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Wegen ) g, Pr = Idy folgt
H= B Ker(T'—X-Id) .

AeSpT
Wihlt man in jedem Eigenraum Ker (7' — A - Id) eine Orthonormalbasis, so erhélt man
eine Orthonormalbasis von H , beziiglich derer die Matrixdarstellung von 7" Diagonalgestalt
hat.
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Aufgabe 1 Wir betrachten den Operator 9 : C ([0,1]) — C([0,1]) , mit C™ ([0,1]) C
C ([0,1]) . Dass die letztgenannte Menge nur mit Banach- und nicht mit Hilbertraumstruktur
versehen ist, stort uns nicht.

(a) Zu zeigen: Grd c CM (]0,1]) x C([0,1]) ist abgeschlossen. In der Tat: Wir betrachten
(fr) € €W ([0,1]) mit lim f, = f € C([0,1]) und lim; df, =: g € C([0,1]) . Damit gilt

fk<x>=f<0>+/owafk,

also folgt
f<x>=nmkfk<x>=f<o>+nmk/ox% =f<o>+/:\g,

glm kgt stetig
und somit f € CM) sowie df = g .
Es bleibt noch zu zeigen, dass 9 : (C™, [|-||.) — (C, ||-||) nicht stetig ist. Dazu betrachten
wir:

fr (2) Z%-sin(k‘z) fir ke N .

Fiir diese Folge gilt: || fx||., < ¢ und somit fj £ ) . Aber:

1
k

Jf = cos (k-) 2.
(b) Betrachte

D (@) = (KO (0,10 (- [)y) == (KO (0,10, () + (0 10-) -

Nach Hauptsatz 1.7 handelt es sich um einen Hilbertraum und nach Korollar 1.7 ist 710 (]0, 1])
ein Unterhilbertraum davon. Nach HS 7.1 ist @ also abgeschlossen. Mithilfe von Satz 7.1 sehen
wir, dass @ auf HW (]0,1[) bzgl. |||, genau dann stetig ist, wenn HW (]0,1[) in L2 ([0, 1])

abgeschlossen ist. Ferner liegen die Elemente der hilbertschen Basis (\/5 +sin (mk-)) >, alle in

HM (]0,1]) . Insbesondere ist H™ (]0, 1[) dicht in L2(]0,1]) . Also kann H® (]0,1]) nicht in
L2 ([0,1]) abgeschlossen sein, sonst wire

HY (J0,1]) = L ([0,1]) .
Dies fiihrt also zum Widerspruch. Fiir H*)° (]0, 1[) lisst sich analog schliefen.
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Aufgabe 2 (Die (unbeschrinkten) Multiplikationsoperatoren)

(a) Es ist zu zeigen, dass M; = M5 . Man betrachtet folgendes Tripel:

D(f) = L*(u) > D(f)

wobei der Definitionsbereich D (f) mit der Graphennorm versehen ist. M; ist in L? (1) dicht
definiert. Sei dazu ¢ € L2 (i) , def.

&= Lqpeny - € €L (1) .
Es gilt:

1f - Exlly < F - fl€lly < o0,
d.h. &, € D(f) . Mit Lebesgue folgt

lim, &, = ¢ in L2 (u) ,

somit ist My in L? (1) dicht definiert. Um die Adjungierte von M; zu berechnen, betrachtet
man zuerst die formal Adjungierte

M} L (p) — D).

Um den stetigen Semidualraum von D (f) zu charakterisieren, geht man vom Graphenskalar-
produkt aus. Fiir £ und n € D (f) gilt:

(&lmp = (&lMrzgy + (F -ELF - Mr2

z/fndu+/7-f-fndu:/5n'(1+\f\2)

Nach Definition ist £ genau dann in D (f) , wenn € und f¢ in L2 (1) sind. Mit obiger Gleichheit
ist dies dazu #quivalent, dass ¢ in L? (,u, 1+ \f|2) ist, d.h.

D(f) =L*(u1+|f%)

und somit

U G

nach 3.4, Beispiel 5. Zur Berechnung von M } sei nun € € D(f) und n € L?(p) . Es ist
fmeD(f)', da

R 2
/}fn} 1+\f| 5 dp = /1+\f|2 i dué/\m dp < 0o .

(e1Mjn), = (M€lmagy = (FE gy = [ € ndu= ()

Somit folgt

dh.
Mln=fn.

10



Funktionalanalysis II Losungsblatt 12

Der Definitionsbereich von M }‘ ist somit

D(Mj)={nel®w | fmel?(w}=D(f)=D(f) .
Daraus folgt
Mj; = My .

(b) Esgilt: D (\f\Q) C D(f). Dennsei € D (|f\ ) , dann ist zu zeigen, dass I £€II5 < o0, da
die Messbarkeit erfiillt ist. Zur Abschéitzung der Norm wird die Holderungleichung Verwendet

17€lls = [|£% - ]|, < |12, - €l < oo

somit folgt die Behauptung. Es ist zu zeigen, dass My und M7 kommutieren und gleich M‘ 2
ist:

D (MsMy) ={v € D(f)| fo € D(f)} ={v € L*(n) | f € L* (1) und ffy € L* ()}

Symmetrie

=" D (MgMz) C D(|f[) € D(/)nD(|f") = D (MzM;)
somit ist MMy = MyMzp = M2 .
(c) Esist zu zeigen, dass My normal ist. Da My = M7 ist, folgt aus (b)
M;My = MyM;
d.h. My ist normal.

(d) M ist genau dann selbstadjungiert, wenn f p-fast tiberall reell ist:
Sei f p-fast iiberall reell . Fiir £ € L? (u) und n € D ( f) gilt:

(€] M) = (€] M) /sf ndu = /andu (€] M) |

somit ist M7 = My . Umgekehrt ist

/H-ndu — (&l Min) "= (¢ M) = /Efndu :
Somit ist
/E’rr (f=f)du=0
und da L2 (i) ein Testraum ist folgt

n-(f—f)=0 tirneD(f)=D(f) .

Fir ¢ € L?(u) exisitert wegen der Dichtheit des Definitionsbereiches von M; eine Folge
(M) geny € D (f) mit & = limy, 1, in L? (1) , ohne Einschréinkung konvergiert diese Folge punkt-
weise. Dann folgt

E-(f—f) =limgn,- (f—f) =0,
=0
somit ist

f=f=0 mL(n) ,
d.h. f ist u-fast iiberall reell.

11
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(€ Ml = l[flloo,:
Fiir die eine Abschiitzung benutzt man

1M5€15 = 1 F€ll < Il €3
d.h.

Fir |Mg€|, > inf {N e R, | |[f|<N lokal p-f.i.}e ||§H2 ist zu zeigen, dass fiir jedes N < ||f||
ein § € D(f) exisitert mit |[ME[l, > N - [[]l, . Definiere fir N < [[f]|,,, die Menge B :
{|f| = N} . Da B p-messbar, aber keine lokal Nullmenge ist, existiert K C B K € R(X) mit
w(K) =:6> 0. Definiere weiterhin

g::%&;{eﬁ(u).

Es gilt:
1
€12 =5 ) =1

und
2

1 N
176l = [ lerPau> [ 5 Nan= T im0 - N2

somit ist || M|, = N - [[€]l, - Insgesamt ist | M| = || fll,, -
(f)  Falls A € Sp, M , gibt es £ € D (f) ~ {0} mit f-&=A\-¢ . Somit ist f = A p-f.ii. auf
[€#0}, dh,
—1
w (1) 2020 >0

-1
Ist andererseits p* <f ()\)) > 0, so existiert ¢ € L2 (u) ~\ {0} mit 1X Zo <& =0 pfi. Es

gilt
Jirelan= [, 15— el < oo
FEO))
d.h. £ € D(f) . Weiter gilt fiir y-fast alle x € X

(Fo@=4 0 TEXNTWI e,
AX(z) ze f(N
d.h. A€ Sp, M; .
(g) Sei A€ C~ Sp, M; . Es gilt offenbar
M) ={ec?) | 715 cerw - (+15) |

also, da My_» genau dann surjektiv ist, wenn M;_, -1 beschrénkt ist, folgt mit dem Theorem
vom abgeschlossenen Graphen, dass

AeECNSpM; = |(f-A)" Hoou<oo

12
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<~ |f—A>=e pfi fireine >0

-1

— ,u(f(U))zO fiir eine Umgebung A e U C C.

Dies zeigt die erste Behauptung.
-1
Ist nun A € C\.Sp M , so existiert eine Umgebung A € U C C , so dass (f (U)) =0.

Definiere
A=X~ _fl (U) .
Dann ist A messbar mit z (X ~ A) =0und UN f(A) =0, also A ¢ f (A) . Damit ist
reC~ () fA4).
wXNA)

Ist umkehrt dies der Fall, so existiert A C X messbar mit 4 (X \ A) = 0 und eine Umgebung
AeUCCmitUNf(A)=0. Also ist

w(F @) <ueesa-o,
somit also A € C \. Sp My .
(h) Es gilt
||(f+9)€“2 < Hf€H2+ ||9§||2 )
d.h.
D(My+My)=D(f)ND(9) CD(f+g)=D (M) -
Sei fiir alle £ € N

A ={Ifl. 19| <k} .
Es gilt fir € € D(f 4+ ¢g) und k € N

/|9-1Ak € dp <K - lEll; < o0

also 14, - £ € D(g) und analog € D (f) . Nun ist
6= Loy €5, = [ (L4174 0) 67 (- 1) du

Da der Integrand punktweise < (1 + [f + g\2) €]* € L () ist und punktweise p-f.ii. gegen 0
konvergiert, folgt

§=limplys,-§& in D(f+g),

somit liegt also D (f) N D (g) in dieser Menge dicht. Da offenbar M; + M, C My, , folgt die
erste Behauptung. Die zweite folgt analog.

(i)  Nach Voraussetzung ist (1 + |f |2) - 11 ein Radonintegral, also ist
D(f) =L ((L+1fF) - )

13
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mit Gleichheit der Normen. Damit liegt I (X) dicht, und D (X) ist dicht in I (X) mit Stone-
Weierstrass.

14
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Aufgabe 1 Es gilt folgende Gleichheit von C-Vektorrdumen
D(P*)={¢eL?([0,1) | 9¢ € L?([0,1]) } = HM (J0,1]) .
Da P C P, (denn P C P*und D(X) C D(F,)) , gilt P C P*, d.h.
Py =Jlpwpy wd D (Fy) cHW(0,1]) .
Es folgt weiter @¢ € L2 ([0, 1)) fir ¢ € D(P,) , also ist D (P,) C D (P}) . Fiir £,n € D(P,)
gilt
1 1
P 706 = (P,
(1]P.8) = 706 = g [ omog= ()

o2 0

denn
1 _
7€) = (t=laP)-n1)-c0)=0.
Also ist P, C P . Zur Selbstadjungiertheit reicht zu zeigen, dass D (P,) = D (PZ) .
Aber fiir ¢ € D (P,),y € D (P%) gilt
1 ! —— 1 !
Paol) = (@0|Py)==— | B-0v=0(1)-(7(1) —ay(0) — — oy =
(Faply) = (0lPin) =55 | #-0v=9()- () —av(0) =55+ | &7-9
=) (v (1) —ay(0) + (Paw [v) ;
withle ¢ € D (P,) mit ¢ (1) # 0, dann folgt
ay (1) =7(0) ,

denn 2 = o . Damit ist Pf =P, D P ..
Sei nun Q* = Q D P . Es folgt Q = Q* C P* = @|ywoap - Es gilt fiir alle £, € D (Q)

0= (clam - @l =50 ([ Eon— [oEn) =5[]
d.h
£(0)n(0) =&(D)n(1) .
Da Q D P, existiert £ € D (Q) mit £ (0) # 0 . Also gilt es a € U mit £ (0) = a& (1) . Fiir alle
€ D (Q) folgt
£(1)
0 = = 1 = 1
1(0) £0) n(1) (1)
Damit ist

PaDQ:Q*DP;:Paa
das ist die Behauptung.
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Aufgabe 2
(a) Offenbar ist £ € D (P,) genau dann Eigenvektor zum Eigenwert z € C |, wenn
06 =2miz - & . (%)

Die distributiven Losungen ¢ dieser DGL erfiillt automatisch & € H™" (]0, 1[) , sind also insbe-
sondere stetig. Wiederum aus der DGL folgt 0¢ stetig, also &€ € CV (]0,1[) , d.h. es handelt
sich um gewohnliche Losungen. Die einzigen Losungen dieser DGL sind bekanntlich

C. e27riz-id ’ CeC.
Somit sind die Eigenvektoren £ von P, zum Eigenwert z genau die Funktionen
£ =C- 627r1lz-id ’ C c C

mit der Bedingung C' = 0 oder

Damit ist
Sp, Po=—0+7Z , wobei a= ¥
(b) Die Bedingung z ¢ Sp P, bedeutet, dass die DGL
0 —2miz-&E=n

fiir alle n € L2 ([0, 1]) eindeutig lésbar in D (P,) ist. Durch Anwendung des Verfahrens *Varia-
tion der Konstanten’ erhélt man folgende spezielle Losung;:

t
50 (t) _ eZﬂ'izt / 6—271'722577 (S) ds .
0
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist
C-e¥#d it CeC.
Daher ist die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
t
f(t) _ 50 (t) + C. eZﬂ'izt _ eZﬂ'izt . (C ‘I‘/ 6—271'1'2577 (S) dS) )
0
¢ € HW (]0,1]) ist offensichtlich. Damit £ € D (P,) ist, muss also
1
C=¢£(0)=a& (1) = e’ (C’ —I—/ e 2™ (s) ds) ,
0
d.h.
. 1 .
C(l-ae®™)=a- / e 2™ () ds
0

gelten. Diese Gleichung ist losbar, falls z ¢ — +Z = Sp,, P, , d.h. in diesem Fall gibt es eine
Losung in D (P,) , die dann notwendigerweise eindeutig ist. Damit ist Sp, P, = Sp P, .

16
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(c) Da die e¥rizid = g2ritid . g2mikid Fisenyektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
sind, sind sie orthogonal. Da sie auch ein totales System bilden, ist

L2 ([O, 1]) — ZEEE_Z(C . 62m’z id

und mit (a) folgt
Pt = Z 2o (2| ) L g2

z€9+Z
In der Tat: Es gilt durch partielle Integration

1
(627rizid‘ @5) — Z/ e—2ﬂ'izt§ (t) dt = 2 (e2ﬂ'izid} &-)
0
und da @¢ € L2 ([0,1]) konvergiert nach Parseval die Reihe
Z (627rizid} @é—) . e?ﬂ'izid _ Z 2. (627rizid| é-) . e27rizid in L2 ([0’ 1]) )

zE9+ZL zEV+ZL

Da P, abgeschlossen ist, folgt die Behauptung durch gliedweise Anwendung von P, .
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