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Abgabe : Freitag, 30. April 2004

Aufgabe 1 (Die Hilbert-Schmidt-Operatoren) Seien H, G Hilbertriume. Ein Ope-
rator T' € £ (H,G) heilt Hilbert-Schmidt-Operator , falls fiir eine hilbertsche Basis (e;)
in H

jed
D IITellg < oo (+)
jed
gilt. Mit £2 (H, G) sei die Menge der Hilbert-Schmidt-Operatoren bezeichnet. Zeigen Sie :
(a)
TcL?(H,G) <= Trecl?(G,H)
Hinweis : Parseval-Gleichung.

(b) Ist T € L%(H,G) , so gilt (x) fiir jede hilbertsche Basis von H und die Summe liefert
stets denselben Wert.

(¢) Durch
(T,8) — (T|5) ==Y (Te;| Sej)g

jeJ
wird ein Skalarprodukt auf £2 (H,G) definiert und es gilt :
IT|| < (T|T)% = |T|, fiir jedes T € £2(H,G) .
(d) L£2(H,G) ist beziiglich ||-||, vollstédndig.

Aufgabe 2 (Dirac-Folgen) Sei f € L' (R") mit [ fd\ =1 . Fiir ¢ > 0 definiert man
fe auf R™ durch

Zeigen Sie :
Ist g € L* (R") stetig in 0 , so ist

hmaqo/g fedN=g(0) .
Folgern Sie, dafl
So =lim._o f. in D(R")" bzw. in S (R")
gilt.



Funktionalanalysis II Blatt 1

Aufgabe 3 (Funktionen und Distributionen) Zeigen Sie :
(a)
exp € D(R) NS (R)" .

Hinweis: Methode des gleitenden Buckels. Wihlen Sie ein ¢ € D (R) mit supp ¢ C [0, 1]
und betrachten Sie die Folge (¢ (¢ —1)),cy -

(b)
exp-cos (exp) € D(R)" , sowie € S(R) .
(¢)  Wie rechnet man (| exp - cos (exp)) fiir ¢ € D(R) bzw. ¢ € S(R) ?
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Funktionalanalysis 11
Blatt 2

Abgabe : Freitag, 7. Mai 2004

Aufgabe 1 (Der Cauchy-Hauptwert) Zeigen Sie, da8 fiir alle ¢ € D (R) gilt

(1 (In fid])) = lim. _ / L@ L = <gp ‘HW (id) > |

Was konnen Sie sagen, wenn ¢ € S (R) ?

Aufgabe 2 (Singulire Funktionen und Ableitungen) Zeigen Sie, daf§ fiir
D:={zeR| |z| <1}

1 S
In— :D—R
(“riou)

und alle ihre ersten Ableitungen in L _ (D) liegen.

loc

und alle s € R die Funktion

Aufgabe 3 (Die Topologien sind verschieden)

(a) Konstruieren Sie eine Folge in D (R"™) , welche gegen 0 in der Topologie von S (R™)
konvergiert, aber nicht in der von D (R") .

(b)  Konstruieren Sie eine Folge von Polynomen, welche in der Topologie von D (R")" |
aber nicht in der von S (R")" konvergiert.

Aufgabe 4 (Uneigentliche Integrale)
(a) Sei f e Ll_(R),sodaB fiir alle ¢ € S (R) die Funktion - f uneigentlich integrierbar
ist. Zeigen Sie, daf8 die Distribution f € D (R)" auch in S (R)' liegt und daf

b
(ol f) = limaﬂoo,bﬂoo/ W - f(x) dz fiir alle p € S (R) .

Hinweis : Benutzen Sie den Satz von Banach-Steinhaus.

(b) Konnen Sie fiir die Funktion exp - cos (exp) aus Aufgabe 3, Blatt 1, leichter schlie-
Ben ?
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Blatt 3

Abgabe : Freitag, 14. Mai 2004

Aufgabe 1 (Konvergenz von Reihen) Zeigen Sie :
(a) Die kanonische Injektion C* (R) — S (R)": f — f - ) ist stetig.
(b) Fiir jedes s € R ist die Reihe

oo
§ kS . 627ri~k~id
k=1

in S (R)" konvergent.
Hinweis : Weierstra-Kriterium und Stetigkeit der Ableitung in S (R)" .

Aufgabe 2 (Ein einfacher Regularitéitssatz) Sei J ein offenes Intervall in R .

(a) Man zeige, dafl die Differentiation auf D (.J)' die Differentiation auf AC (J) fortsetzt,
also folgendes Diagramm kommutativ ist :

D) L DY

T T

AC(J) = L ()
(b) Beweisen Sie folgenden Regularitiitssatz :
Ist u € D(J) mit Op € L. (J) , soist p € AC(J) .

loc

Aufgabe 3 (Stammdistributionen) Seien J ein offenes Intervall in Rund v € D (J)'.
Zeigen Sie, dass die Differenzialgleichung Oy = v in D (J)" bis auf eine Konstante
eindeutig 1osbar ist.
Hinweis : Bestimmen Sie die allgemeine Losung, indem Sie untersuchen, wie der Kern
der Linearform A : ¢ +— [, @ dX auf D (J) mit 9 (D (J)) zusammenhéngt.
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Abgabe : Freitag, 21. Mai 2004

Aufgabe 1 (Die GauB-Funktion) Berechnen Sie Fe ™¢ fiir ¢ > 0 durch Herleitung
und Losung einer Differenzialgleichung erster Ordnung.

Aufgabe 2 (Der Sinus Cardinalis) Man definiert auf R durch
sin(7x) T % 0

sinc (z) := T falls

1 z=0

die Funktion Sinus Cardinalis. Zeigen Sie, dass sinc sowohl in D (R)" , als auch in S (R)’
liegt. Berechnen Sie die Fouriertransformierte.
Hinweis: Blatt 2, Aufgabe 4 und eine gute Idee.

Aufgabe 3 (Die Gleichung id-u =c¢) Seien p € D' (R) und ¢ € C . Zeigen Sie, dass
1 genau dann die Gleichung id -p = ¢ in D (R)' lést, wenn es o € C gibt mit

id
Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir v € D (R) mit ¢ (0) = 0 gilt

,u:a-é—l—oHW(l) )

1
¢(x):x-/0¢'(xs)ds fir allexz € R .
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Blatt 5

Abgabe : Freitag, 28. Mai 2004

Aufgabe 1 (Integrale von Exponentialfunktionen)
(a) Seiy € R™. Zeigen Sie: Die Funktion

(ex),
A— | sin(2rA e y) - ey
cos (2 e y) - ey

R" — & (]R”)?’

ist \"-integrierbar (im Sinne von Pettis) und es gilt

-1 (e)\)y (e)\)y 6y
F| cos(2mrrhey)-ey | = / cos (2mAey) ey | dX= % (6_y + 0y)
sin (2 A e y) - €y sin (2 e y) - €y 57 (0_y — 0y)

(b)  Zeigen Sie: Fiir « € N" ist die Funktion
A— X ey R"— & (R")

A"-integrierbar (im Sinne von Pettis) und es gilt

-1
Fid® :/)\O‘-eAd)\:@aé.

(c) Zeigen Sie :
-1 1 1 1
F1R+:/IR+€)\(1>\:§6—2—MHW(E)

und
-1 1 1 1
./’:'1]1@7 —/e,\d)\—§~6+%‘HW (E)
in S(R)" . Insbesondere gilt

-1 1 1
Fsignum = [ signum (\) -eyd\ = —— - HW (—> ,
R ) id

sowie
/ (27 A-id) dA = = -5 und /'(2 Aid) dh= — . mw (L
RCOS T 1 = 2 un RSln T 1 = 27‘(‘ 1d

in S(R)" .
Hinweis : Benutzen Sie die Aufgabe 3 aus Blatt 4.



Funktionalanalysis II

Blatt 5

Aufgabe 2 (Der Beppo Levi-Raum) Sei J C R ein Intervall und n € N . Betrachte

den Beppo Levi-Raum
BL™ () = {f e AC™ (J) | o' f € L? (J)} .

(a) Seien p; BLM™ (J) — K, j=0,...,n — 1 Semilinearformen und
Bi= (1), oyt BED () — K

Unter welcher Bedingung an B ist die Sesquilinearform
n—1
Clse : (F9) — > (] ) <uj|g>+[]3"f-8"g
j=0

ein Skalarprodukt auf BL™ (J) ? Beweisen Sie ihre Vermutung]

(b)  Falls (+-)g, ) ein Skalarprodukt ist, zeigen Sie, dass BL™ (.J) ein Hilbert-Raum

ist und

BL™ (J) =P, (J)BKerB .

(c)  Zeigen Sie: Sind v, : BL™ (J) — K", 7 =0,...,n — 1 stetige Linearformen, so

ist die durch C := (v;)

7=0,...,n—1

definierte Norm zu der durch B definierten dquivalent.
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Blatt 6

Abgabe : Freitag, 4. Juni 2004

Aufgabe 1 (Hilbertsche Unterrdume eines Hilbertraums als Bilder) Sei H ein
Hilbertraum und G — H hilbertscher Unterraum von H Zeige, dass ein positiver Operator
T € L (H) existiert, so dass G das Bild von H unter T ist, d.h. G =T (H) . Driicke den
Kern von G durch T aus.

Hinweis: Benutze, dass es zu jedem positiven Operator S € L (H) einen positiven
Operator T' € £ (H) gibt mit 7% = S .

Aufgabe 2 (Die Summe zweier hilbertscher Unterriume) Seien H,G — FT hil-
bertsche Unterriume mit Kernen h, g : F — FT . Betrachte die Abbildung

<I):+O(hTXgT):HXQ—>FT:(§,T])I—>§+7].

(a)  Zeige: Der hilbertsche Unterraum H + G := ® (H x G) — F' hat den Kern h + g .
Fiir ¢ € F ist der Parsevalrepriisentant von (h + g) ¢ gerade (hp, gp) .

(b)  Der Parsevalreprésentant von v € H + G in H x G wird mit (pyy, pg7y) bezeichnet.
w - H+ G — H heifit Parsevalabbildung. Zeige: py ist der Kern von H in H + G ,
insbesondere gilt: py, pg sind beschrinkte, kommutierende Operatoren, und es gilt

pr+pg =lIdyig ,sowie 0< py,pg < ldpyg -

(c) Zeige: Kerpy = H+TH9)

Aufgabe 3 (Der hilbertsche Unterraum der Polynome) Seien J C R ein Inter-
vall, 7 € J und n € N. Zeige: Der Raum P, (J) der Polynomfunktionen auf J vom Grad
< n wird mit dem Skalarprodukt

(pla)p Zﬁﬂp (7)

zu einem Hilbertraum. Die Einbettung in D (J)" , die durch das Pivotintegral \; ge-
geben ist, macht P, (J) — D(J)' zu einem hilbertschen Unterraum, dessen Kern der
Integraloperator

gof_>/%n , Ydt:D(J) — D(J)

ist, wobei

~(s-r) (-1t
%n(s,t)zz TR fir alle s,teJ.



Fachbereich Mathematik und Informatik Prof. Dr. C. Portenier
Philipps-Universitdt Marburg Sommersemester 2004

Funktionalanalysis 11
Blatt 7

Abgabe : Freitag, 11. Juni 2004

Aufgabe 1 (Hilbertsche Basen hilbertscher Unterriume) Sei H < FT ein hil-
bertscher Unterraum mit Kern A und B C H eine hilbertsche Basis.

(a) Wende den Bildsatz an, um zu zeigen, dass
h=Y16){ in L, (FF) .
&en
Kann man mit Hilfe dieser Formel in Blatt 6, Aufgabe 3, leichter schlieffen?

(b)  Zeige: ‘H ist auf natiirliche Weise hilbertscher Unterraum von CP . Berechne den
Kern hg von H in CB .

Aufgabe 2 (Sobolevrdume als hilbertsche Unterrdume) Seien J C R ein offenes
Intervall und 7 € [inf J,sup J] C R . Man betrachte \; als Pivotintegral in M (J) .

(a) Zeige, dass auf dem Raum

HY (1) = {€e HW () | €(7) =0}

T

durch
(§|7l)((1)) (&) — []5_5'377 5

ein Skalarprodukt erklért ist, und dass er genau dann hilbertscher Unterraum von M (J)
ist, wenn inf J,supJ € R .
Im folgenden sei J = Ja, b[ mit 7 € [a,b] CR .

(b)  Zeige, dass
HWO (Ja,b]) = {€ € HY (Ja,b]) | € (a) =€ (b) = 0} — M (Ja,b])

ein hilbertscher Unterraum ist und berechne seinen Kern h° .

(c) Betrachte den Spezialfall 7 = a . Stelle den Raum HY (Ja,b) als Summe zweier
hilbertscher Unterrdume dar, und berechne seinen Kern A, .
(d) Berechne den Kern kg von H[()l) (]0,1[) mit Hilfe einer hilbertschen Basis.

Hinweis: Finde einen unitdren Operator von H((Jl) (]0,1]) zu einem Raum mit be-
kannter hilbertscher Basis.



Funktionalanalysis II

Blatt 7

Aufgabe 3 (Reproduzierende Kernhilbertrdume) Sei X eine Menge. Zeige, dass

eine ein-eindeutige Beziehung besteht zwischen:
(a) den hilbertschen Unterriumen H — C* und
(b)  den Funktionen

w: XxX—C
mit s (z,y) = s (y, x) fiir alle z,y € X und

m

Z Zk 2 (g, m) 20 firalle (21)gcpem € € (Th)gcpem C X

k,1=0

Diese Funktionen heiflen (Kern-) Funktionen positiven Typs .

10
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Abgabe : Freitag, 18. Juni 2004

Aufgabe 1 (Die Hilbert-Schmidt-Operatoren als hilbertscher Unterraum)
Seien p, v Radonintegrale auf X ,Y . Fir » € L?(u®v) sei T, der zugehorige
Hilbert-Schmidt-Operator.

(a) Zeige: Die Zuordnung
jix—T. L (nov) — L, (L*(v),L*(n),)

macht L? (4 ® v) zu einem hilbertschen Unterraum von £ (L? (v),L? (u),) . Berechne
den zugehorigen Kern.

(b)  Welches Kriterium fiir die Zugehorigkeit zu £2 (L? (v),L? (u)) ergibt sich hieraus?

Aufgabe 2 (L?>-Riume von hilbertraumwertigen Funktionen)
Sei H ein Hilbertraum und o ein Radon-Integral auf dem Hausdorffraum A . Fiir eine
Abbildung 0 : A — 'H definiere

o1 = [ 1601, do <A>)% eE, .

(a) Betrachte den Quotientenraum
A’ (o,H) = {0: A — H | 0 skalar o-mefbar, ||0]|, < oc}/{0=0 o-fi} .

Zeige, dass ||-||, eine Norm induziert, und dass zu jeder Cauchy-Folge (§,) C A? (o, H) ein
Grenzwert ¢ € A? (o, H) und eine Teilfolge existiert, die pktw. o-f.ii. gegen ¢ konvergiert.
Hinweis : Beweis des Satzes von Riesz-Fischer.

(b) Sei @ :|H) (L% (0)] — A? (0, H) die durch

(&) (fh=7F¢
eindeutig bestimmte lineare Abbildung. Zeige, dass ® injektiv ist.

(c) Sei L?(o,H) der Abschluss von @ ( |H) (L2 (J)|> in A? (o,’H) . Zeige, dass

(C]0)y : Ar— (CN[O(N)y : A — K fiiralle (€L’(o,H), 0 €A’(c,H)
o-mef3bar ist.

(d) Zeige, dass durch

11
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(c|6) ;:/(qe)<> do firalle C,0€L2(0,H)

A
ein Skalarprodukt mit (¢|¢) = ||C||5 definiert ist, mit dem L2 (¢, H) ein Hilbertraum ist.

(e)  Wie verhalten sich L? (0, H) und A? (o, H) zueinander, wenn H separabel ist? Finde
fiir nicht separables H ein Gegenbeispiel zu dieser Eigenschaft!

12
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Abgabe : Freitag, 25. Juni 2004

DEFINITION 1 Sei (0, ’f() eine Zerlegung von H in F .
Sie heifit nicht-entartet , falls fiir jede o-melbare Menge A C A gilt

1 -h=0skalar o-fi. => A ist cine lokale o-Nullmenge.

Sie heif3t direkt , falls sie nicht-entartet ist und die Abbildung
/oda L2 <a,ﬁ) — H

injektiv ist.
In diesem Fall ist f ¢ do unitdr und man schreibt

69/\
H:/ Hdo in FT.

Aufgabe 1 (Die triviale Zerlegung von L?(0)) Sei o ein Radon-Integral auf dem
lokalkompakten Raum X . Zeigen Sie, dass

L2(0)2/®C-5mda in M (X) .

Aufgabe 2 (Die Fourier-Zerlegung von L? (R")) Zeigen Sie, dass
®
L2 (R") :/ C.exd\ inS(RY) |

Gilt diese Zerlegung auch in M (R") ?

Aufgabe 3 (Die Zerlegung der geraden und ungeraden L?-Funktionen) Zeige, dass

52} 52} D
L?(R) = (C-eA@C-e_Ad)\:/ C-v2sin (27X) dA @ [ C-v2cos (21)-) dA
R R R?
und
D D
Li(R):/ C-V/2sin (27X-) dA  bzw. Lg(R)Z/ C - V2cos (2m\-) dA
RY Ry
in S(R) ist.

13
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Abgabe : Freitag, 2. Juli 2004

Aufgabe 1 (Berechnung des Inversen in einer Banach-Algebra) Sei A eine Banach-
Algebra mit Eins, a € A ein invertierbares Element, ¢ € |0, 1[ und

B::{beA)nmxwe—awﬁk—bw)gg}.

Zeigen Sie :
(a) Jedes b € B ist invertierbar.
(b) Durch
®(b):=2b—bab firallebe B

ist eine ¢-Lipschitz-stetige Abbildung ® : B — B definiert, deren einziger Fixpunkt a !
ist.

(c)  Setzt man fiir beliebiges by € A und alle n € N
bn =" (bo) 5
so gilt:

2" —1

(o)
E e — boa und o ! =lim,, .o b, E e — boa in A .
k=0 n=0

Aufgabe 2 (Die Banach-Algebra ¢ (Z)) Zeigen Sie, dass durch
o1 (k ng —1) fiir alle k € Z und ¢, € (* (Z)
IezZ

eine Verkniipfung * wohldefiniert ist, mit der versehen ¢'(Z) zu einer kommutativen
Banach-Algebra iiber dem Korper C wird.
Welches ist das Einselement von ¢! (Z) ?

Aufgabe 3 (Das Spektrum von C (X)) Sei X ein kompakter Raum. Zeigen Sie, dass
die Abbildung

e: X —Sp(C(X)):xr— e,

ein Homdomorphismus ist.
Hinweis: Zum Beweis der Surjektivitéit betrachte man fiir x € SpC (X) die Mengen
{p =0} fir p € Kerx .

14
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Abgabe : Freitag, 9. Juli 2004

Aufgabe 1 (Das Spektrum von ¢! (Z) und der Satz von Wiener)

(a) Eine Semilinearform x : ¢! (Z) — C ist genau dann ein Charakter, falls ein z € U
existiert mit

(x| p) Zcp )- 28 fiir alle o € 1 (Z) .
keZ
Hinweis: Zeige, dass mit

ep:l—6y,: 72— C

gilt
@zZ(p(k:)fk in /1 (Z) .
ke

Berechne fiir k,[ € Z das Faltungsprodukt ey * ¢; .

(b) Sei f: U— C eine stetige Funktion, deren Fourierreihe Y Ff (k) - id* absolut
kEZ
konvergiert. Dabei ist

-:i. =k | _ ! —2mikt 2mit
FI() =g [ 27 () ()= [ e (@) di
Zeige, dass gilt:
f=>Y_Ff(k)-id* incC(U) .
keZ

(¢) Beweisen Sie den Satz von Wiener (Norbert Wiener, 1932): Ist f : U — C eine
stetige Funktion mit absolut konvergenter Fourierreihe und f (z) # 0 fiir alle z € U , so

konvergiert die Fourierreihe von — absolut.
Hinweis : Zeigen Sie, dass die Gelfand Abbildung
G:ipr— Y () d : 01(Z) — C (Sp L (7))
Iz

ein Algebra-Isomorphismus auf die Unteralgebra A der stetigen Funktionen mit absolut
konvergenter Fourierreihe ist.

15
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Aufgabe 2 (Diagonalisierung normaler Endomorphismen)

Sel ‘H ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber C und T ein normaler Endomor-
phismus von ‘H , d.h. T*T =TT* .

(a) Deuten Sie T als eine stetige Funktion auf Sp 7" . Durch welche Funktion auf dieser
Menge wird T' dargestellt? Durch welche wird Idy, dargestellt?

Hinweis: Betrachten Sie die von 7" und Ids erzeugte Unter-C*-Algebra A (7T') von
L(H) .

(b)  Zeigen Sie: wenn X ein topologischer Raum ist und = € X |, so ist
gy iy 0py: X — C
genau dann stetig, wenn {z} in X abgeschlossen und offen ist.

(c)  Schreiben Sie idg,7 und ls,7 im Vektorraum C (SpT') als Linearkombination von
1{)\} ,AeSpT.

(d) Sei Py := ®1yy . Schreiben Sie Idy und 7' als eine Linearkombination der P .

(e)  Zeigen Sie: 11y stellt die orthogonale Projektion Py auf den Eigenraum £ (\) zum
Eigenwert A von 7' dar.
Hinweis: Betrachten Sie Produkte idg, 7 -1qy} -

(f)  Folgern Sie: es gibt eine Orthonormalbasis von H , beziiglich derer die Matrixdar-
stellung von 7' Diagonalgestalt hat.

16
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Abgabe : Freitag, 16. Juli 2004

Aufgabe 1 (Die Ableitung ist abgeschlossen) Zeige:

(a) Der Operator @ in C ([0, 1]) mit Definitionsbereich C™V) ([0, 1]) ist abgeschlossen, aber
nicht stetig.

(b)  Gleiches gilt in L2 ([0, 1]) mit dem Definitionsbereich H™ (]0, 1[) oder
HWP(0, 1) := {& e P (10,1]) | £(0) = £ (1) =0} .

Aufgabe 2 (Die (unbeschrinkten) Multiplikationsoperatoren) Sei p ein Radon-
Integral auf einem Hausdorffraum X und sei f : X — K p-messbar. Sei

Mp:D(f) —L*(n): E— f-€,
wobei der Definitionsbereich definiert als
D(f)={¢el?(n)| f-£€L?(n)} .
Zeige:
(a) Esgilt M} = M5 .
(b) Esgilt D(|f|*) C D(f) und
(c) My ist normal.
(d) My ist genau dann selbstadjungiert, wenn f p-fast iiberall reell ist.
(e) Esgilt
Myl = [[fllo := inf {A € Ry [|f] <A p-fii}

insbesondere ist M; genau dann beschrankt, wenn f p-wesentlich beschrénkt ist.

-1
(f)  Das Punktspektrum Sp, M ist die Menge aller A € K mit ( f ()\)) > 0. Fur

A € Sp, My gilt

-1

Ker (M — A -1d) = L? <,u,f(/\)) = {feLQ(p) 'g:om. aqu\_fl(A)} .

-1

(g) Das Spektrum Sp M; ist die Menge aller A € K mit p < f U )) > 0 fiir alle Umge-
bungen U von A . Es gilt auch

17
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SpM;=()f(4),
wobei der Durchschnitt iiber alle Teilmengen A C X mit u (X ~ A) = 0 gebildet wird.
(h) Ist g: X — K p-messbar, so gilt
Myig=M;+M; und My, = MM, .

(i) Ist X C R" offen, so dass f € L . (X) , so ist D (X) wesentlicher Definitionsbereich
von My .

18
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Abgabe : Freitag, 23. Juli 2004

Aufgabe 1 (Die s.a. Fortsetzungen des Impulsoperators) Sei I = 0,1[ . Be-
trachte den Operator P = @ in L? (I) mit Definitionsbereich D (I) . Fiir a € U seien

D(P,) :={¢eHV ()| £(0)=a-£(1)}

und P, := P*|pp,) . Zeige, dass P; = P, O P, und dass jede selbstadjungierte Fortset-
zung von P von dieser Form ist.

Aufgabe 2 (Die Zerlegung des Impulsoperators P,) Betrachte fiir & € U den Ope-
rator P, aus der letzten Aufgabe.

(a) Zeige, dass die Eigenvektoren von P, zum Eigenwert z die Form
C-exp(2miz-id) mit Ce€C

haben. Welche Bedingung ergibt sich fiir z oder was ist das Punktspektrum von P, ?

(b)  Zeige, dass Sp, P, = Sp P, .

(c) Gebe eine diskrete Diagonalisierung von P, an.
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