Chapitre 8

DECOMPOSITIONS SPECTRALES

Dans tout ce qui suit F' est un espace localement convexe,
o une intégrale de Radon sur un espace topologique séparé A
et
H = [ Hdo une décomposition d’un sous-espace hilbertien dans Ff.

Rappelons le lemme 5.12 et le théoréeme 5.13 : (0’,7:2) est une décomposition de H dans

FT si, et seulement si, )?LQDH € L? (o) pour tout ¢ € F et p — H?LQDH est une semi-norme de
o 2

Mackey sur F' .
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8.1 Les opérateurs de multiplications

8.1 Les opérateurs de multiplications

LEMME Soient o : A — K une fonction o-mesurable et ( € L2 (U,ﬁ) )
(1) SiaGLOO(U),onaa-CGLQ(U,ﬁ).

(ii) Pour tout k € N, on a la<ky - ¢, Lijajcny - ¢ € L? (U,ﬁ) .

(i) On a ¢ = limyg 1ga <k - ¢ dans L? (U,ﬁ) .

(iv) Silla-C|l, < oo, alors a- ¢ € L? (U,ﬁ) .

Démonstration de (i) Sia€L*(o),ona
!W-M§=/qWNM-CMWiwkwéHM&-/!KMWimWM=JMM¢HM§<&%

D’aprés la remarque 5.12.4, il existe une suite ((y), oy de )/fz (F)> <L°° (0’)) telle que ¢ = limy, ¢},

dans L? (0’, ﬁ) ; mais comme
2
o o= e <lly < el - 1Sk = €Cll; — 0.,
il vient
a-¢=limya-(, € L? (U,ﬁ) ,
puisque « - ¢}, € )E(F)> <L°° (0’)) .
Démonstration de (ii) C’est immédiat, puisque Lyjqj<k} , L{jaj<i} - @ € L™ (0) .

Démonstration de (iii) On a A =Jyon{lof <k} et
[ Lgar<ny - € = Cll, = [gasr - <L, < I¢ll, € L2 (o) -
Puisque 1o} - [|C]|, est o-mesurable, on obtient

. 2 .
limy, || 1ajcny - ¢ —C|l, = hmk/l{|a|>k} |I¢)? do =0

par le théoréeme de Lebesgue.

Démonstration de (iv) Si||e- ¢, < oo, on obtient

[ Tgar<ry - a-¢—a-C||, = [[Tgapsry - - ]|, < lla-¢l, € L? (o) ,
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Les opérateurs de multiplications 8.1

et puisque lija>ky - o - ||C][, est o-mesurable, on en déduit
. 2 .
limy, Hl{lalék} o —a CH2 = hmk/l{|a|>k} laf® - HCHi do =0

par le théoreme de Lebesgue. 0J

Grace a ce lemme nous pouvons introduire les notations suivantes :

DEFINITION 1 Posons

L2 (U,ﬁ) = {C e L? (U,ﬁ) ) o - (||, < oo}
t
) Ma:Li(a,ﬁ)—>L2(U,ﬁ):CI—>a-C.

REMARQUE Rappelons que L* (0) est muni de la norme supérieure essentielle! On a
donc || < ||a|, localement o-p.p. .

Nous utiliserons comme précédemment (cf. exemple 1.2.6 et 6.10) la notation
(id) :== 1+ id]* .

THEOREME

(i) Sia:AN— K est une fonction o-mesurable, l’opérateur M, est normal et M’ = Mz .
En particulier L2 (0’, ﬁ) est un espace de Hilbert pour la norme définie par M, .
Si A est une partie o-mesurable sur laquelle o est essentiellement bornée, alors 1,4 -

L2 (0’, ﬁ) cL? (U,ﬁ) .

Les noyaux de L2 (0’, ﬁ) — L2 (0’, ﬁ) et a-L2 (U,ﬁ) — L? (0’, ﬁ) sont respectivement
M<a>71 Gt M|a|2_<a>71 .
(11) Pour tout a € L*® (o) l'opérateur M, est borné dans L> (U,ﬁ) de norme < o], -
L’application

M :a+— M, :L* (o) —>£(L2 (U,ﬁ))

est linéaire, involutive, i.e. M} = Mz , multiplicative, i.e. M,.3 = M,Mpg pour tout f € L™ (o)
et continue de norme 1 .
(iii) Pour toute partie o-mesurable A C A Uopérateur My := M, est lorthoprojecteur sur
1,- L2 (aﬁ) My=My=0 et My =M, =1d .
(iv) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Pour tout c € L™ (0) , on a | M| = |||, -

(b)  Pour toute partie o-mesurable A qui n’est pas localement o-négligeable, on a
1, L2 (aﬁ) £{0} .
(c¢) Toute partie o-mesurable A telle que 14 -h =0 scalairement o-p.p. est localement

o-négligeable.
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8.1 Les opérateurs de multiplications

Démonstration de (i) Si¢el,-L2 (0’, ﬁ) et « est essentiellement bornée sur A , on
aa-(=14-a-C o-p.p., donc o - ¢ € L? (U,ﬁ) par le lemme 8.1. L’opérateur M, est de
domaine dense. En effet, pour tout ¢ € L? (0’, ﬁ) ,ona lyycr - ¢ € L2 (0’, ﬁ) par le lemme

(ii) et ¢ = limy 1{ja)<ky - ¢ par le lemme (iii). II est fermé car L2, (o, H ) est un espace de Hilbert
pour la norme en graphe |-||,, . En effet si ((),cy est une suite de Cauchy dans cet espace, on
a ¢ ;= limg ¢, et 0 := limy o - ¢, dans L2 (U,ﬁ) . Mais par la proposition 5.12; il existe une
sous-suite (k;) de N telle que ¢ := lim; ¢}, et 6 := lim; « - ;, ponctuellement. On en déduit que
0 =a-(, puis que ¢ = limy ¢, dans L2 (U,ﬁ) )

Pour calculer le noyau de L? (0’, ﬁ) — L2 (0’, ﬁ) , soient ¢ € L? (0’, ﬁ) et € L2 (0’, ﬁ) )
On a

(¢16).s :/(<a>—1.de)o da—l—/(a-(afl.da.e)o o —

= ((Oé>_1 ) C} e)a )
car (a) ' - ¢ € L? (U,ﬁ) . Ce noyau est donc ¢ — (a)~' - ¢ . Déterminons maintenant celui

de o - L2 (0’, ﬁ) — L2 (0’, ﬁ) . Remarquons tout d’abord que

2 . 2 2
o6l = ot I = [wror 0l = [ () 1612 Lo do

re2)

On a alors
(Cla-0)p. :/<0<> (@) (]0), Loy do = (a-a- <0‘>_1'q0"9)a~La ’

cara- (o) ' -Cel? (U,ﬁ) . Ce noyau est donc ¢ — |af>- ()" - C.

Nous avons ainsi prouvé que

L2 (U,ﬁ) +a-L2 (U,ﬁ) =12 (U,ﬁ) )

donc que M, est normal par le lemme 7.7. Ainsi D (M) = D (M,) = L? (0’, ﬁ) =12 (0’, ﬁ) ,

et comme pour tout ¢, 0 € L? (0’, ﬁ) ,on a

(0] M) = (a0 Q)ra = (0] - C)p2 = (0] Ma()
on obtient M} = Mz .

Démonstration de (ii) Si a € L* (o) , pour tout ¢ € L? (0’, ﬁ) , on a

M2 = /<a-<|a-<>o do < Hauio-/moo do = a2, - ICIEE |

donc || M, || < |le|, - L’application M est évidemment linéaire, involutive et de norme < 1. Si
B € L® (o), alors

Map¢ = (a-f)-C=a-(8-() = MaMgC .
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Les opérateurs de multiplications 8.1

Démonstration de (iii) Si A est une partie o-mesurable de A , comme
i =14=14,
lopérateur M, satisfait par (ii) aux relations
M3 =My = My =M,

donc est un orthoprojecteur. Son image est 14 - L2 (0’, ﬁ) .

Démonstration de (iv)
(a) = (b) Si A n’est pas localement o-négligeable, on a ||[Mu| = ||14], # 0 , donc
My #0.
(b) = (c)  Sily-h =0 scalairement o-p.p. , alors 147 = 0 ponctuellement o-p.p. par le
2 .
= (olie) -
<

14-h (F)> <L°° (0’)) = {0} et en utilisant exercice 5.12 on obtient

théoréme 5.12 ou directement en constatant que, pour tout ¢ € F', on a H/fzgo

0 o-p.p. . Ainsi
A

1,- L2 (aﬁ) _ 12 (a, 1A-ﬁ) _ )1A-E(F)> <L°° (a)) T {0} ;

(b) montre alors que A est localement o-négligeable.

(c) = (a) 1l nous suffit de prouver que, pour tout A < [jaf|, , on a A < ||M,]| . Mais
A :={) < |a|} n’est pas localement o-négligeable, donc on n’a pas 14 - h = 0 ponctuellement

o-p.p. . Il existe donc un ¢ € F' tel que {1 A -/ﬁgo + 0} ne soit pas o-négligeable et il vient

2
HlA : h<pH2 # 0, ainsi que

M, 1A-/f24p t 1A-|a|2-/f2g02>)\2- 1A-/f24p
2 o

ce qui finit la démonstration. O

2

:)\2.H1A./}24p

Y

2
<o 2
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8.2 Les opérateurs de Toeplitz associés a une
décomposition

DEFINITION 1 Soit P l'orthoprojecteur de L? (0’, ﬁ) sur

P = (Ker (/oda))m “h)

I’espace des représentants de Parseval associé a la décomposition de H (cf. remarque 5.14.1).
Pour toute fonction o-mesurable oo : A — K | nous poserons

D (a) = {567’( )EELi (U,ﬁ)} ,

et désignerons par Z, l'opérateur dans H défini par

Za:D(a)—>H:§»—>/a-/§\da.

On a donc le diagramme commutatif suivant :

Za
H «— D (a) — H
> l l T f<>da
P eoPNL2 (aﬁ) L? (a, ﬁ)
! /M

L2 (U, ﬁ)

Puisque < est une isométrie de H sur P, dont I’application réciproque est [ ¢ do , opérateur
Z, est équivalent & l'opérateur dans P défini par

C»—>P(a-§):PﬂLi(a,ﬁ)—>P.

DEFINITION 2 Nous dirons que 'opérateur Z, dans H , ou 'opérateur équivalent dans
P, est un opérateur de Toeplitz .

REMARQUE Puisque PNL2 (U, ﬁ) , muni de la norme induite par celle de L2 (U, ﬁ) , est
un espace de Hilbert comme on le vérifie immédiatement, 'opérateur Z, est fermé. La premiére
question génante est savoir sous quelles conditions il est de domaine dense, i.e. P N L2 (U, H)
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est dense dans P . Nous n’étudierons pas cette question ici. Par contre si « € L* (¢) , on a le
diagramme simplifié suivant :

H — H

o)
—

T [odo

DEFINITION 3 Pour toute partie o-mesurable A de A soit
Hy = / 14-Hdo
le sous-espace hilbertien de F'' de noyau hy := f 14 ‘hdo .

L’exercice 5.12 montre que
Ha = / (L2 (0, 1A-ﬁ>) do = / (114-L2 (U,ﬁ)) do .

THEOREME

(i)  Pour tout o € L™ (0) Uopérateur Z, est borné dans H de norme < |||, . L’application
Z:ar— Zy:L* (o) — L(H)

est linéaire, involutive, i.e. Z% = Zg , positive, i.e. Z, est un opérateur auto-adjoint positif si
a >0, et continue de norme < 1.

(ii) Pour toute partie o-mesurable A C A Uopérateur Zs = Z1, est auto-adjoint positif,
Zy=2y=0etZy=21=1d.O0naZs(H) C Ha et les noyauzr de ces sous-espaces hilbertiens
sont respectivement Zf, et Z4 .

(iii) Soit A une partie o-mesurable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) 14-h =0 scalairement o-p.p. .
(b) Ha={0}.
(¢) Za(H)={0}.

(iv) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) L’application
/oda L2 (a,ﬁ) — H

est injective, i.e. h (F) est dense dans L? (0’, ﬁ) .

(b) Z est multiplicative, i.e. pour tout o, 3 € L™ (0) , on a Zog = ZnZg .
(¢)  Pour toute partie o-mesurable A l'opérateur Z 4 est un orthoprojecteur, i.e.
ZZZZA ou ZA(H):HA
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(d)  Pour toute partie o-mesurable A , on a
HA N H[A == {0} .
Dans ce cas, Z est lorthoprojecteur de H sur Ha = Z 4 (H) . Si les parties o-mesurables

A, B sont disjointes, on a Ha 1. Hp et H =Hs B Hc, -

Démonstration de (i) La premiére partie est évidente par le théoréme 8.1, puisque &
et f odo sont de norme < 1 et adjointes 'une de 'autre :

(/oda) oM,o0s
Z = ((/oda) oMaoZS) = (/oda) oMgoo = Zs .

La positivité découle du fait que E est le représentant de Parseval de £ , donc que

(SIZQE)Z/a-(E)E) do >0 .

1Zall = < Mol < el

et

Démonstration de (ii) Puisque 1,4 est une fonctions réelle, 'opérateur Z, est auto-
adjoint. On a évidemment Z; = 0 et

Zlgz/lfdazg.

Le noyau de Z4 (H) est Z,Z% = Z% par 'exemple 5.4.5. Puisque Z, est un opérateur auto-
adjoint positif, c’est le noyau d’un sous-espace hilbertien de H . Dans F'f sont noyau est

hiZh = /1A “hdo = hy
par la proposition 5.5, ce qui finit de montrer que ce sous-espace hilbertien est H 4 .

Démonstration de (iii) Pour toute partie o-mesurable A , on a 14 - h = 0 scalairement
o-p.p- si, et seulement si, pour tout ¢ € F' ,on a 1,4 - <<p )/ﬁ4p> = 0 o-p.p. par les formules de
polarisation (cf. proposition 1.3), donc a [ 14 - <<,0 )/ﬁ4p> do = 0 pour tout ¢ € F' . Mais cette
relation signifie que [ 1,4 -hdo = 0 . Elle est alors successivement équivalente & Hy = {0} ,

puis & Z4 = 0 et finalement & Z4 (H) = {0} .

Démonstration de (iv)
(a) = (b) Si [odo:L? (0’, 7/-2) — 'H est injective, 3 -Eest le représentant de Parseval
de Zs¢ . Par suite

Zazﬁg:/a- (5-2) do = Z, 4 .

(b) = (¢)  Si Z est multiplicative, on a Z% = Zyz = Za , ce qui par (ii) est équivalent a
Za(H) =Hy . Puisque Z4 est auto-adjoint, c’est un orthoprojecteur.
(c)=(d) Si¢eHsNHeg,onal=27uE =274 =2aZc4E , dou le résultat puisque

TaZin=0a(0d=24)=Z4— 2% =Z4—Z4=0.
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(d) = (a) Sicel? (0’, ﬁ) et [(do =0, alors pour toute partie o-mesurable A , on a

/1A'Cd0':_/1[:A'Cd0-€HAmH[:A:{O} ,

donc [14-Cdo =0 . Pour tout ¢ € F', on adonc [14-(p|{) do =0 quel que soit la partie
o-mesurable A | donc (p|() = 0 o-presque partout (cf. exemple 1.16.1). Par la remarque
5.12.2, on en déduit que ¢ = 0 o-presque partout, ce qui finit de prouver que [ est injective.

Finalement si ces propriétés sont satisfaites, quel que soient les parties o-mesurables A, B
disjointes, on obtient Hy = Za (H) L Zp(H) = Hp , puisque Z est multiplicative et donc
ZaZp = Zanp = Zy ={0} . O

Claude Portenier DECOMPOSITIONS SPECTRALES 425



8.3 Les décompositions non-dégénérées et directes

8.3 Les décompositions non-dégénérées et directes

Les hypotheéses de mesurabilité étant tres faibles, il est faci/l\e de construire des exemples
pathologiques. Une maniére de les éviter est de supposer que h est o-mesurable au sens de
Lusin, mais avec 'inconvénient de géner le développement de la théorie. Cette mesurabilité est
par contre tres utile en pratique.

EXEMPLE  Soient A € [0,1] et 7 : [0,1] — Hilb (KOU) : A\— K- 14 ()\) - 14 . On a

B 0,1] — L, (K([O,l])7K[0,l]) S N 1a(N)- }1{A}> <1{A}} ,

cette application est scalairement A ;-mesurable et

/ﬁd)\[oﬂ - {0} .

En outre {1 a1y = 0} = LA n’est pas nécessairement Ajp,1]-mesurable.
En effet, pour tout ¢, € K%  Tapplication

A= (e L) (L ) =0 (A) ¥ (V)
est \jp1-négligeable. O

DEFINITION 1 Nous dirons que la décomposition (0’, ﬁ) de H est non-dégénérée si toute

partie o-mesurable A telle que 14 - h = 0 scalairement o-p.p. est localement o-négligeable.

SCOLIE 1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i)  La décomposition (U,ﬁ) de 'H est non-dégénérée.

(i1)  Pour tout o € L™ (o) , on a || M| = |||, -

(i1i) Pour toute partie o-mesurable A qui n’est pas localement o-négligeable, on a Ha # {0} .

(iv) Pour toute partie o-mesurable A qui n'est pas localement o-négligeable, on a Z, (H) #
{0} .

C’est immédiat par les théorémes 8.1.iv et 8.2.iii. O

REMARQUE 1 Soit ( : A — FT une application scalairement o-mesurable. Pour que tout
ensemble o-mesurable A tel que 'on ait 1 4-¢ = 0 scalairement localement o-p.p. soit localement
o-négligeable, il faut et il suffit que, pour tout K € R (A) tel que 1k -( = 0 scalairement o-p.p. ,
on ait o (K) =0 .

C’est immédiat puisqu’une partie est localement o-négligeable si, et seulement si, toute
partie compacte qu’elle contient est o-négligeable. O

LEMME Si(: A — F' est une application continue, ou plus généralement o-mesurable
au sens de Lusin, alors les ensembles {{ # 0} et {¢ = 0} sont o-mesurable. En outre
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(i)  On a (=0 scalairement localement o-p.p. si, et seulement si, ( = 0 localement o-p.p. .

(ii) Pour que tout ensemble o-mesurable A tel que l'on ait 14 - = 0 scalairement localement
o-p.p. soit localement o-négligeable, il faut et il suffit que { # 0 localement o-p.p. .

La démonstration de la premiere partie est analogue a celle faite pour la proposition 15.11
du cours d’Analyse [17]. En effet, pour tout K € R(A) , il existe une suite (Ly),ony C R (K)
telle que N := K \ oy Lk soit o-négligeable et ¢ L, SOit continue pour tout £ € N . On a
alors

{CA£0}NK = (U {ﬁm +# 0}) UN pour un certain N C N |
keN

donc {¢ # 0} N K est o-mesurable ; on en déduit que {¢ # 0} est o-mesurable (cf. cours d’Ana-

lyse [17], théoréme 15.9.1).

Démonstration de (i) La condition est évidemment suffisante, car {¢ # 0} D {(¢| () # 0}
pour tout ¢ € F . Réciproquement, soit K € K(A) tel que K C {{ # 0}; avec les notations
ci-dessus, pour tout £ € N et tout A € Ly , il existe ¢ € F tel que (¢|((A)) # 0 . Par la

compacité de L;, , il existe une suite finie (goj)jzl . C F telle que

L c Q{wo%o} -

Mais comme chaque ensemble {(p|( # 0)} est localement o-négligeable, on en déduit que Ly
est o-négligeable, donc aussi K .

Démonstration de (ii) La condition est évidemment nécessaire, car 1yc—g - ¢ = 0 par-
tout, donc {¢ = 0} est localement o-négligeable par la remarque, ce qui montre que ¢ # 0
localement o-p.p. . Réciproquement si { # 0 localement o-p.p. et K € R(A) tel que 1 - (=0
scalairement o-p.p. , on a 1x - { = 0 o-p.p. par (i), donc o (K) =0 . O

REMARQUE 2 Sans '’hypothése de mesurabilité (i) est faux comme le montre I’exemple
ci-dessus. On a {¢ =0} =0 et 14 - = 0 est scalairement o-négligeable quel que soit la partie

A.

PROBLEME Si h = I’ scalairement (localement) o-p.p. , que peut-on dire de L2 (0’, ﬁ) et

L2 (0’, H') ? Pour p € F | est-ce que f/L\'QO est un champ & valeurs dans H ? Probablement non

en considérant un cas dégénéré.

DEFINITION 2 Nous dirons que la décomposition (0’, ﬁ) de 'H est directe si elle est non-

dégénérée et si ’application
/oda L2 (U,ﬁ) — H

est injective.

Dans ce cas f o do est unitaire et nous écrirons

@/\
H:/ Hdo dans FT .
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SCOLIE 2 Calcul fonctionnel borné
Soit (0’, ﬁ) une décomposition de H non-dégénérée. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
(i)  La décomposition (U,ﬁ) de H est directe.
(i) Z est multiplicative, i.e. pour tout o, 3 € L™ (0) , on a Zpg = ZaZs .
(iii) Pour toute partie o-mesurable A l'opérateur Z, est un orthoprojecteur, i.e.
Zi=7a ou Za(H)=Ha .
(iv) Pour toute partie o-mesurable A , on a
HaNHea ={0} .

Dans ce cas, Z est Uorthoprojecteur de H sur Ha = Za (H) . Si les parties o-mesurables
A, B sont disjointes, on a Ha 1. Hp et H =Hs B Hc, -

Nous avons recopier le théoréme 8.2.iv. O
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8.4 Décompositions unidimensionnelles

Soient
€:A—r ey A — F1
une famille scalairement o-mesurable de vecteurs dans F' et
K-e:A—>Hz'lb(FT) A — K- ey

avec ||ex|l, = 1 pour tout A € A tel que €y #0 .
La famille correspondante des noyaux est

le) (e : A — L (F,FT) .

Elle est scalairement o-mesurable.

REMARQUE A?(0,K-¢) est l'espace vectoriel des classes (modulo o-p.p.) de champs de
la forme ( - € pour une fonction ¢ : A — K telle que HCH; = [ I¢]* do < 0o et que ¢ - (€] @) soit
o-mesurable pour tout ¢ € F .

EXEMPLE Reprenons 'exemple 8.3. Soient A C [0,1] et € : [0,1] — KO : X — 14 (X) -
1\ - L’ensemble A? (0’, 14 - K- 1{0}) est formé des classes modulo ’égalité Ag 1-p.p. de fonction

¢ quelconques sur [0, 1] telles que ¢ =0 sur CA et [* 1| dAjo,) - On a )|e> (€] (K([OJ])) > = {0},
donc L? ()\[071], 14-K- 1{0}) = {0} , mais
L? ()\[071]) -14 - 1{0} =14 L? ()\[071]) C A? (0’, 14 K- 1{0}) .

THEOREME La famille de noyauz |€) (€| est scalairement o-intégrable si, et seulement si,
€ est scalairement de carré o-intégrable, i.e. {¢| F) C L? (o) .
Dans ce cas
(i)  Pour que [ K-edo soit un sous-espace hilbertien de FT il faut et il suffit que
(el : o — (elp) : F — L*(0)
soit continue pour la topologie de Mackey sur F' .

(ii)  Soit H — FT un sous-espace hilbertien de FT de noyau h . Pour que l'on ait
H = / K-edo

1hellye = lICel iy pour tout ¢ € F' .

il faut et il suffit que
(iii) On a
)|e> (e (F) > <L°° (a)) CL2(0,K-6)CL2(0) ¢ C A2 (0,K -¢)

et les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(a)  La décomposition [ K- edo est non-dégénérée.
(b)  Toute partie o-mesurable A telle que 14 - € = 0 scalairement o-p.p. est localement
o-négligeable.

(c) )<€|F>><LOO (0’)) est dense dans L? (o) .
(d) Onal?(c,K-¢)=L*(0)-¢

(iv) Sie: N — F' est continue, plus généralement o-mesurable au sens de Lusin, alors la
décomposition [ K -edo est non-dégénérée.

(v)  Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) La décomposition est directe, i.e. H = f@ K-edo .
(b)  L’application
Ci—>/§-edU:L2(a)—>H

est unitaire.
(c) (€| F) est dense dans L? (o) .

La premiéere partie n’est qu’'une reformulation du lemme 5.12.iv, puisque

[€) (el = (el ) - €

donc

[1e) (el ]| =gl o) -ell, = el )]

en remarquant que €, = 0 entraine évidemment (€,| @) =0 .

Démonstration de (i) C’est ’équivalence (ii)<=>(iii) du théoréme 5.13.
Démonstration de (ii) Cela découle du théoréeme d’unicité 5.3.
Démonstration de (iii) Pour tout o € F'et f € L>(0) ,on a

190 4ele) (| =T (dg)-e et T-(dg)eL? (o),

ce qui prouve l'inclusion

l€) (e| (F) > <L°° (o )) C L? (0) - €; la remarque montre que L? (¢) -€ C

A? (0,K - ¢€) . Pour montrer que L? (6, K -¢) C L?(0) - €, il nous suffit de prouver que L2 (o) - €
est un sous-espace vectoriel complet de A? (o, K -¢€) , puisque L? (0,K - €) est par définition

I’adhérence de )|e> (€] (F) > <L°° (0’)) dans A? (0,K - €) . Considérons I’application

®:L*(0) — L*(0)-eCc A’ (0,K-€): (= (€.
On a

¢ el = / ICO) - W2, do(A) = / Lz - [C? do < ICI

ce qui montre que ® est continue, et
/ 1{6750} . |9|2 do = 0} .

La norme sur L? (¢)/ Ker @ , qui est un espace de Hilbert, est donnée par

1€ + Ker @||* = infpecixera 0] -

Ker & = {9 € L? (o)
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On a d’une part

*

6+ Ker®l > ifoccrria [ Liosny 0] do >
A

> infpckera (/ Lieroy - ¢]? do —/ Liezoy - |0 — ¢|? dU) = / Lgeroy - ¢ do .
A A A

D’autre part pour tout s € S (X) tel que s > 1yczoy - IC|* , en posant 6, := 1{S>|C|2} -( ,ona

{0, # ¢ ={s<[¢]*} c{e=0},

donc 0, -€=(-€,ie. 0, € (+Ker® . Mais comme |6,]> < s, on obtient

1€+ KerCIDH2 = infgeciKer @ HQH; < / |95|2 do < / sdo .

En prenant I'infimum on obtient finalement
¢ 4 Ker @|° = / Liezoy - ¢ do = I - €ll3

et montre que L? (0) - € & L? (0)/ Ker ® est complet.
Ces inclusions montrent 1’équivalence (c¢)<=(d).

(a) <= (b) La formule de polarisation montre que 14 - |¢€) (¢| = 0 scalairement o-p.p. est
équivalent a 1,4 - € = 0 scalairement o-p.p.

(b) = (c) Sige L%(0) est orthogonal & )(e| F) > <L°° (0’)) , pour tout ¢ € F' , on a

/Igl-|<€|90>|-l{g;m}da:/g-(6|90>-signumg-signum<6|so>-1{g¢0}d0=0,

puisque signum g - signum (€| ) - 1{g20y € L™ (o) , donc 140y - (€| ) = 0 o-p.p.; (b) montre
alors que {g # 0} est localement o-négligeable, donc o-négligeable puisque cet ensemble est
o-modéré. Ceci finit de prouver que g =0 .

(c) = (b)  Si K est une partie compacte telle que, pour tout ¢ € F', on ait 1 - (€| ) =0
o-p.p. , alors 15 L )(e|F> > <L°° (0’)) ,donc o (K)=0.

(c) <= (d) C’est une conséquence des inclusions, car on a
160 4el (F) ) (L= ()] = [[tel ) ) (1= (0)]] - -

Démonstration de (iv) Par hypothése on a € # 0 partout, donc ¢ # 0 scalairement
localement o-p.p. par le lemme 8.3.ii.

Démonstration de (v) C’est immeédiat par définition et (iii). O

EXEMPLE 1 (Décomposition triviale) Si o une intégrale de Radon sur un espace loca-
lement compact A , alors

L2(U):/@K-€>\d0()\) dans M (A)

ou ¢, désigne l'intégrale de Dirac au point A € A .
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L’application ¢ : A — M (A) : A — €, est un homéomorphisme sur son image. Les
noyaux de L? (o) — L? (0) et K- &) — M (X) sont respectivement

pr—p-0 et ey {al: LX) — M(X);
en outre, pour tout ¢ € L (A) , on a
(elp) = e,
donc
|1e) el = ltelo) = 1ol |

et par suite

|12 ele], = [ 1ot ar = et

Le théoréme (ii) montre que (o, K - ) est une décomposition de L? (o) . Elle est non-dégénérée
par (iv). Comme (¢| K (X)) = K (X) est dense dans L?(¢) , la décomposition est directe par
(v). O

EXEMPLE 2 (Transformation de Fourier)

Rappelons (cf. exemple 4.3.4) que nous avons posé
ey 1= eX™* . R" — C , pour tout A € R" |
et
eo i A— ey R" — S (R") .
Alors (\*,C - ¢e,) est une décomposition directe de L? (R") dans S (R") , i.e.

@
L? (R") = / C-exd\ dans S(R™) .

n

En particulier
/|6>\><€>\| d\=Id:p+— ¢:SR") — S (R") .

L’application e, est évidemment continue. C’est en fait un homéomorphisme sur son image.
Pour tout ¢ € S(R")' , on a

(o) = [ e (@) do = Fip.
donc
[ leo) teal ]| = Iecl ol = 176l

et par suite

1
2
1o} tecl o], = ( [ 17t dv) = | Felly = llell
par le théoreme de Plancherel 4.11. Ceci montre que (A", C - e,) est une décomposition non-
dégénérée de L2 (R™) dans S (R") . Elle est directe, car
(€| S(R™)) = F(S(R") =S (R")
est dense dans L? (R") . O
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Remarquons que, pour tout £ € L? (R") , on a E =F¢ - e, , car
—1
E=FFE= | FE(N) -exndA

par la proposition 4.10.

EXEMPLE 3 Le théoréeme de Plancherel-Godement (cf. chapitre 9) est une généralisation
de ces exemples.
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8.5 Calcul fonctionnel mesurable

On considére une décomposition directe

®
H:/ Hdo dans FT .

Puisque f odo : L2 (U, ﬁ) — 'H est unitaire, donc Z, est unitairement équivalent a M, ,

en particulier 'image de L? (U, ﬁ) est D (a) et

1 Z.£))° = / | - HEHi do pour tout £ € D (a) ,

toute assertion concernant les opérateurs Z, se prouve donc dans L2 (U, H) .

REMARQUE Dans la décomposition triviale

L () = [ Keerdu(a) - M(X)
ona/Z=M!

THEOREME Soient o, 3 des fonctions o-mesurables.
Z,, est un opérateur normal et Z' = Z5 .
Si A est une partie o-mesurable sur laquelle o est essentiellement bornée, alors Ha C D () .
Les noyau de D (o) — H et Zo (D () — H sont respectivement Z -1 el Z, 2.5~

(i) Pourtouta € C, on a Zyo =a-Z, .

(ii) Si|al < a-|B]+0b pour certaines constantes a,b € R, , alors D (3) est dense dans D () ,
et

Zo = Zajn(g) -

(i) D(Zo+Zg) =D (a)ND(B) et Zorp= Zo + Zs .
(it) D(ZuZ5) =D (af) N D(B) et Zuy = 7Tz .
(v) SifBeL*® (o), alors

Tars = Za+ 25 et Zug=ZaZs .
(vi) Si(ag),ey est une suite de fonctions o-mesurables telle que

a=limya, o-pp. et |ag| <a-|B|+b pour certains a,b € R,
alors pour tout £ € D () , on a
Zy& =1limy Z,, ¢ dans 'H .

En particulier on peut prendre la suite (1{|a|<k} . a) et on a la formule pour tout £ € D («) .

keN
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(vii) Pour que & € Ker Z,, , il faut et il suffit que

=0 o-p.p. sur {a #0} ,
i.€.
Ker Z, = Hia=0y -

(viii) On a Z, = 0 si, et seulement si, « = 0 o-p.p. . En particulier si « = 3 o-p.p. , alors
Zo=125 .

(ix) Pour que Z, soit injectif, il faut et il suffit que l'on ait o # 0 o-p.p. . Dans ce cas Z, est
dimage dense et en définissant

1 ﬁ a(N)#0

—A—K: A+— s ,

@ 0 a(N) =0
onaZl=271.
(x)  Pour que Z, soit auto-adjoint, il faut et il suffit que o soit réelle o-p.p. .
(xi) Sta< B o-p.p.,aorsZ, < Zg, ie (& Z,&) < (& Zs&) pour tout & € D(a)ND(B) .
(xii) Pour que Z, soit auto-adjoint positif, il faut et il suffit que « >0 o-p.p. .
(ziii) Pour tout z € C, on a

Ker (Zy —z-1d) = Hia=2 -

Pour que z € Sp, T, il faut et il suffit que o ({ao = z}) >0 .

(ziv) On a || Z,|| = |||, - En particulier Z, € L (H) si, et seulement si, « € L™ (o) .
(xv) Pour que Z, soit inversible, il faut et il suffit que
1
oc{a=0})=0 e —e€L%(0) .
a

(zvi) Pour que z € Sp Zy, il faut et il suffit que o* ({a € U}) > 0 pour tout voisinage (ouvert)
U de z .

Toute ces assertions découlent & ’aide de manipulations sur des fonctions du théoréme 8.1.
La partie initiale de (i).

Démonstration de (i) C’est immeédiat.
Démonstration de (ii) L’inégalité montre que D () C D () , car pour tout n € D (() ,
ona

lac-7lly < i@~ 181 +0) - 7ll, < a- 18- 7lly, + 0 - [7ll, < oo
Soit £ € D («) et posons By == {|f| <k} .Onalp, fe D(5) , et

1, €2 = [ 1o) 110 ao

(2
tend vers 0 par le théoréme de Lebesgue, puisque (1 + |a|2) . HS H € L! (o) . La formule découle
2

alors de la proposition 7.2.

Démonstration de (iii) C’est immédiat par (ii), car |af,|8|, |a+ G| < |a| + 8], donc
D(lal+18)) € D(e)nD(B) € D(a+P5)
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et D (Ja|+ |5]) est dense dans D (a + () .
Démonstration de (iv) C’est aussi immédiat par (ii), car |a - 5], |8] < |a- 8]+ 5] .

Démonstration de (v) Cela découle du fait que T+ S et T'S sont fermés, si 1" est fermé
et S € L(H) (cf. proposition 7.1.iii et lemme 7.3).

Démonstration de (vi) C’est une conséquence du théoréme de Lebesgue, puisque

o &= 8= f b=t

et que
2

cL'(o) .

<

log, — HEHi <8 (a 18)* + b?) - HE

Démonstration de (vii) Pour que ¢ € KerZ, , il faut et il suffit que £ € D (a) et

1Z.£| = 0, donc que « £e L2 (U,ﬁ) et [ o ’E 0 o-
p.p. .

~

2
do = 0, et par suite que « - £
<o

Démonstration de (viii) Ona Z, = 0 si, et seulement si, H,—oy = Ker Z, = H d’aprés
(vii), ce qui signifie que Hyn20y = {0} , donc que o ({a # 0}) = 0 puisque la décomposition est
non-dégénérée.

Démonstration de (ix) Grace a (vil) Z, est injectif si, et seulement si, Hya—oy = {0},
i.e. si a # 0 o-p.p. puisque la décomposition est non-dégénérée. On alors

(Im Z,)" = Ker Z* = Ker Zz = Ker Z, = {0}
par la remarque 7.3.2, ce qui montre que Z, est d’'image dense. En outre

Loty =017y =2,1=71=1Id

4
[

par (viii), et comme la formule (%) de 8.2 montre que a - L2 (0’, ﬁ) =12 (0’, ﬁ) , on obtient
Zl=7 i

1
[

Démonstration de (x) Cela découle de (viii), puisque Z, = Zz est équivalent a

0=Z20—Za=Zu3z -
Démonstration de (xi) On a évidemment
(€126 = [ (&) aor< [ 5 (¢[€) dor = (g 20)

Démonstration de (xii) 11 nous suffit par (xi) de prouver la nécessité. Mais d’aprés (x)
la fonction « est réelle o-p.p. et, pour tout £ € Het Kk € N, on a

0< (Z{—k<a<0}€} ZoZ{_k<aco}€) = /a 1 r<a<oy 1€])* do <0,

donc 1gn<o £=0 o-p.p. . Ceci montre que Hia<oy = {0} , et par suite que o ({a < 0}) =0,
puisque la décomposition est non-dégénérée.

Démonstration de (xiii) En effet Z, — z-1d = Z,_, par (v), donc

Ker (Zy —z-1d) = Ker Z,—, = Hia=»
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grace a (vii). Ainsi z € Sp, si, et seulement si, Ho—cy # {0} , ce qui signifie que o* ({a = c}) > 0
puisque la décomposition est non-dégénérée.

Démonstration de (xiv)  Tout d’abord on a [|Z,| < |||, par la proposition 8.1. Si
0<a< |, ,alorso* ({|la] >a}) >0, donc o* ({k > |a| > a}) > 0 pour un certain k € N .

Ainsi pour tout £ € Hgsjaj>ay # {0}, on a & =0 o-p.p. sur L{k > |a| > a} et il vient

2 2 |2 2 ~[|2 2 2
1281 = [ 1o || do > [ @ 1poiaa - || do = a?- eI # 05
on en déduit que || Z,]| > a .

Démonstration de (xv) La condition de (ii) est suffisante, car ~ - a = 1 o-presque
partout, donc

ZéZa CZ=1d= ZaZé
par la proposition, (iv) et (v). Réciproquement, puisque Z, est injectif, on a
{0} =Ker Z, = H{a=0} ,
donc o ({a=0}) = 0 . Comme « i = 1 o-presque partout, il vient ZaZé C Id , donc

Zy=Z7 sur D (ZaZ;) =D(1)ND (L) =D (L) . Puisque Z1 est ferm¢, on en déduit que

Q=

Zi=27'e€L(H),

Q=

donc que * € L* (o) par (i).

Démonstration de (xvi)  Finalement remarquons que z ¢ Sp Z,, est équivalent a l'inver-
sibilité de Z, — ¢-Id = Z,_. , donc a o ({a = z}) = 0 et == € L™ (o) . Mais ceci signifie qu’il
existe une constante € > 0 telle que | — z| > ¢ o-p.p. , donc que

oc({a € B(z,e)})=0.

EXERCICE Si «a est une fonction o-mesurable > 0 , montrer que

Zo=Z o2 f5 -
Peut-on généraliser ce résultat ? Au lecteur la fantaisie!
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8.6 Le théoréme spectral

DEFINITION Soit T un opérateur fermé dans H . Nous dirons qu’une décomposition

directe non-dégénérée (0’, H) de H dans F' est une diagonalisation de T si
T=2,

pour une certaine fonction o-mesurable £ sur A . On dit alors que T est diagonalisable par
(U,H, /@) dans FT .

Nous désignerons par B (C) le plus petit espace vectoriel V C C® contenant C° (C) et ayant
la propriété :

Si (fx) est une suite de V convergente ponctuellement vers une fonction f telle que, pour
certains a,b € Ry , on ait |fx| < a-|f|+ b pour tout k € N, alors f € V.

On peut montrer que B3 (C) est 'espace vectoriel des fonctions boréliennes sur C , mais il est
plus important de constater que pour toute fonction o-mesurable « et toute fonction f € B (C),
la fonction f o a est o-mesurable.

THEOREME Soit T un opérateur fermé dans un espace de Hilbert H . Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(i) T est normal.

(i) L’algébre A(T) est commutative.

(iii) 1l existe un espace localement convexe tonnelé F tel que H soit un sous-espace hilbertien
de F' et que T soit diagonalisable dans F''.

Dans ce cas, il existe une unique application f —— f(T) de B(C) dans l’ensemble des
opérateurs normaux dans H telle que

f(T):Zfon:g'_)/fO/‘ﬂ'ng'

quelle que soit la diagonalisation de T .

(i) = (ii)  C’est le corollaire 7.8.

(ii) = (iii)  Puisque A (T) = A (A, B) est commutative, le théoréme 6.10 montre que A (7')
est isomorphe a C (Sp. A (T)) et que Sp A (T) s’identifie a la fermeture de SpT" dans la sphére
de Riemann C U {oo} .

Pour tout £ € H \ {0} , la forme linéaire
fr=(&f(T)€):C(SpA(T) — C
est positive, donc définit une intégrale de Radon o, sur Sp A (T") . L’application
C(suppog) — H: fr— f(T)¢
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est une isométrie :
W@WﬂW@W@&%MWM=ﬂN@-

Ceci montre que L? (0¢) est isomorphe a la fermeture H, du sous-espace vectoriel Fy := A (T) &
dans H , la multiplication par f dans L? (o¢) correspondant a 'opérateur induit par f (T") dans
He . On a

@
L2(0'§):/ C-Sxddg()\)
dans M (supp o¢) ; comme
Fe — C(suppog) : f(T)— f
est une bijection, par transposition on obtient une bijection

¢ : M (suppoe) — Fg

donc une décomposition directe de H, dans F, g :

@D
ng/ (C'(I)S)\dag()\) .
En rappelant que
a:=(id)"" et b:=id-(id)"",
on a
a(T)=Jd+T"T) ' =A et b(T)=T(d+T*T) "' =B.

En considérant les restrictions ag , b et ke de a , b et id & suppoe \ {oo} , prolongée par

0 a l'infini si nécessaire, les opérateurs induit par A , B et T' = BA~! dans H, sont alors
respectivement égaux a Z,, , Zp, et

Ly Z s =T = T .

ag

car o ({o0}) =0 .
Il suffit alors de constater, par le lemme de Zorn, qu’il existe une famille (5 j)je ; telle que

H=HBH, ,
jeJ 7
et on pose
(A, o) = H—J (suppagj,agj) , P .= @ng , K= kg, SUr SUppog, .
jed jed

(iii) = (i)  C’est une conséquence évidente du calcul fonctionnel mesurable (théoréme 8.5).

Le reste est alors facile. O

DEFINITION On dit que f —— f(T) est le calcul fonctionnel mesurable associé a ’opé-
rateur 1" . Il nous permet de définir toute une série d’opérateurs a partir de 7" :

(a) Si P est un polynome complexe a deux variables, alors en posant f (\) := P ()\, 5\) pour

tout A € C,ona f(T) = P(T,T") en général, mais dans certains cas il est nécessaire de
prendre la fermeture de P (7, 7*) . Par exemple si P(X,Y) = X — Y et T est auto- adjoint,
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ona for =0 o0-p.p.,donc f(T)=0; par contre T — T™* est nul, mais seulement défini sur

D(T)!
b) T 3 , si T' est auto-adjoint positif.
c) |T|:=(T*T )% , si T est un opérateur fermé quelconque.

o

(
(
(d) T tels que T =T+ — T~ et T* auto-adjoints positifs, si T" est auto-adjoint.
(e) el ,sin T ,cos T, etc...

(f)

f) InT, et T?:=e*™ T pour z € C, si T est auto-adjoint positif injectif (i.e. 0 ¢ Sp, T ),
et plus généralement si 'on peut définir une branche du logarithme sur Sp7T' .
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8.7 Equations d’évolution

Le calcul fonctionnel nous permet de résoudre certaines équations aux dérivées partielles
dont I'une des variables, en général celle du temps, joue un role particulier. Considérons par
exemple une équation du type

atC (t7 l’) = LzC (t7 l’) .
On l'interpréte comme une équation différentielle ordinaire a valeurs vectorielles, en considérant
L, comme un opérateur dans un certain espace de fonctions ne dépendant que de la variable
x .
C’est I'exemple typique d’une équation d’évolution

¢ =T¢,

oul 1" est un opérateur dans un espace de Hilbert ‘H .

DEFINITION Si I est un intervalle de R , on dit que ¢ : I — D (T) est une solution de
cette équation si ( est dérivable dans ‘H , i.e. pour tout t € I ,

aC (t) := lims_,oi “[C(t+s)—((t)] existe dans H
et si

OC(t)=T¢(t) pourtouttel.

Dans ce cas, ( : J — H est continue.

Remarquons qu’une solution { est continiment dérivable, i.e. 0;( : I — H est continue si,
et seulement si 7'¢ : I — 'H est continue, i.e. ( : [ — D (T) est continue.
On la

PROPOSITION  Soit T' un opérateur normal dans H diagonalisé par (U,ﬁ, /@) dans FT.
Etant donnét el , on a

tT .
Te" = Zﬁ.etn ;

en particulier £ € D (T etT) si, et seulement st,

K- e HE

] €L (o) .
Si & € D (Te™) pour tout t € I, alors
Citr—eTe: T — D(T)
est une solution contindment dérivable de I’équation d’évolution O =T( .

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante, car pour tout t € Ret z € C
on a

}et'z} et Leltl i 2| <1,
donc

}et-z} < }Z_et-z} +€|t| ,
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et le théoréme 8.5.ii montre que D (k- €"*) C D (e"*) . La formule en découle également.

Il nous reste a prouver que ( est contintiment dérivable et satisfait & ’équation d’évolution.
Etant donné ¢ € I, soit [a,b] un voisinage de ¢t dans I . Si (ej),cy €st une suite convergente
vers 0 telle que ¢ + ¢ € [a,b] , on a

1
_ . [€(t+6k)'T€ N et.T€:| _ fk (T)g
Ek
en ayant posé
fr = i . [e(t+5k)'id _ etdd}
€k ’

puisque € € D (et'T) pour tout ¢t € I . En outre
limy, fy (2) = 2 - "%,
et le théoréme de la moyenne montre que
i ()] < 5Dy 12 €%7] = SUDeiapy |2 - 77| < [2] - (€707  ePRez) = |z v 4 |5 b2 |
Ainsi
|fror| < |k e+ }/{ : eb'”} pour tout k € N;

mais par hypothése on a

[ e+ |- =[] - €] e L2 (o)
et le théoréme 8.5.vi nous permet de conclure : ( est dérivable et

OC () =limy, fi (T)€ = Zyoonl = TeVTE .

Finalement

tree)id — o et ponctuellement

limy, % - e
et
|k - e(“ek)'id} < k- e+ |k -e""|  pour tout k € N;
comme ci-dessus on en déduit que
limy, T¢ (¢ + e5) = limy Te" N TE =limy Z_ 110)nl = Zorn& = T TE=T( (1)

donc que T'¢ est continue, et par suite que ¢ : [ — D (T') est continue. O

COROLLAIRE Equation de la chaleur. Supposons queT est un opérateur auto-adjoint
positif de la forme T = S*S pour un certain opérateur fermé S défini dans 'H et a valeurs dans
G . Alors pour tout & € 'H , I’équation de la chaleur

aC+TC=0
posséde une unique solution  : R — D (T') continiment dérivable satisfaisant & la condition
initiale
lim; 04 € (t) =< .
Ona
C(t)y=e"T¢ pour toutt €I,
cette solution est indéfiniment dérivable, satisfait a I’équation
ICH+T (=0,
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ainsi qu’a
1 2 ! 2 L2
SISO+ [ 15C(s)llg ds = 5 [I€]]5
2 o 2
pour tout t > 0 .
En outre, si, € D(T) , on a
La condition de la proposition appliquée a —T est satisfaite. En effet x - e ** € L* (o) ,
puisque z — z - e~ "% atteint son maximum sur R, en % et que kK > 0 o-p.p. par le théoréme
8.5.xii. Ceci montre que t — e *T¢ est une solution continfiment dérivable. On prouve par

récurrence qu’elle est indéfiniment dérivable et satisfait & 1’équation donnée en considérant
—T* . Par ailleurs, si (t),cy est une suite de R convergente vers 0 , on a

limg exp (—t; - k) =1 pontuellement

et

lexp (—ty, - k)| < 1 o-p.p. .
Par le théoréme 8.5.vi on obtient

limgexp (=t -T)E=¢ .
Si ¢ € D(T) , on obtient de méme la derniére assertion, puisque
limy, k - exp (=t} - k) = Kk ponctuellement

et

lexp (—tx - k)| < |K| o-p.p. .

Il nous reste a prouver la formule et 'unicité. Si ( est une solution contintiment dérivable,
on a

ONCl5, =0 (1<) = (9| Oy + (€1 D)y = =2 (¢| TC)y, =

= =2(5¢/SQ)g = =21IS¢]l5 -
car D (T) = D (S*S) € D(S) . Il suffit donc d’intégrer entre € > 0 et ¢ , puis de faire tendre €
vers 0 :

1€ ()13 = 11€l17 = lime o (IS ()][3, — (IS (2)ll7, = lim6—>0+/ 9 ¢l =

t t
zawmww/ux%z—z/ua%-
. 0

D’autre part, par linéarité, on peut supposer que la condition initiale ¢ = 0; mais alors

t
0<M@%=—?AH%%<0,

et par suite ( =0 . O

EXEMPLE C(lassiquement le probléme de la diffusion de la chaleur est modélisé par I’équa-
tion

atC_I—ADC:Oa
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ou Ap est opérateur de Dirichlet sur un ouvert X de R™ . Il est résolu, grace au théoreme
précédent, car on peut montrer, en utilisant la nucléarité de D (X) , que Ap est diagonalisable
dans D (X) . Si X est borné, cette diagonalisation est discréte, i.e.

SpAp =Sp, Ap

et H se décompose dans H! En effet I'injection canonique D (Ap) — L2 (X) est compacte,
donc aussi le noyau de ce sous- espace hilbertien ; ainsi

1 o\ —1
m = Sp (Id+(¢D) ) ~ {0}

est discret, et par suite aussi

1
Sp Ap = g
P2 \/ Sp (1d + (Ap)?) " ~ {0}

Nous en donnerons dans le numéro suivant une solution explicite pour R” et R .
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La décomposition de Fourier 8.8

8.8 La décomposition de Fourier

Rappelons (cf. exemple 5.14.2) que
®
L? (R") :/ C-eyd\.

Cette décomposition est évidemment non-dégérée et, pour tout ¢ € L? (R") , le champ F¢ - e,
est la décomposition de Parseval & de £ . En outre les applications

g»—>g-eozL2(Rn) —>L2(R",(C-eo)
et
g»—>/g-eod)\":L2(R") — L*(R")

sont unitaires : cf. §5.15.

PROPOSITION  Soit p € L _(R"™) tel que p > 0 presque partout.

loc

(i) Sip e Ll (R") , alors S (R") est dense dans L*(R", p) . Si 71) e LL_,(R") , alors

mod mod

L2 (R", p) C LL_, (R") .

mod

(ii) Pour toute fonction \"-mesurable o : R — C , lopérateur de multiplication M, par o
et (V) := Z, sont normauz dans L* (R™) et, pour tout { € D (a) = [L* (R, (®)) - e, dA™ ,
on a

a(Wﬁ:/a-f&-emv=f<a-f5> ,

i.€.
-1
a(V)=FM,F .
(i) Si o € L2 4 (R™) , alors M, et Z, sont des opérateurs essentiellement normauzr sur
-1
S (R™) . Pour tout £ € L*(R") , on a o - F€ € L (R") , lapplication y — & (y) - (.7:04)

y
est \"'-intégrable dans S (R™)" et

(@7 sen) €= a0 -FeW - cxr= [c)- (Fa) .
En particulier y

0 (V) = (& (V) s) ) -

Démonstration de (i) L’inclusion S (R") C L?(R", p) est claire si p € L. ,(R") .
D’autre part, si 6 est orthogonal a S (R™) dans L? (R",p) , alors [@ -6 -p = 0 pour tout
v € S(R™) , donc # = 0 presque partout par la proposition et 'exemple 3 de 1.16. Ceci prouve

que S (R") est dense dans L? (R", p) . Si maintenant % e L. _,(R") , pour tout # € L (R", p) ,

mod
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8.8 La décomposition de Fourier

J et e (o) (g 7)<

Démonstration de (ii) Remarquons tout d’abord que
L (R",C-e,) =L*(R", (a)) - €5 -
Mais comme « - L2 (R", (a)) C L? (R") € M™°4 (R") | 'exemple 4.10.2 montre que

on a

/a-fﬁ-eAdA":f(a-fﬁ) .

Démonstration de (iii) La premiére partie est immédiate par (i) et la proposition 7.2.ii.
Pour tout ¢ € S (R") et £ € L? (R") , il vient

(elpm'e) = @@ ele = [ Fo-Fe=(Fela-70 = (o|F (a-79)) |

donc
>*5=/a<A>-f5<A>-eAdA

par 'exemple 4.10.2. Quant & la derniére assertion, on a a - Fp € L! (R") et a nouveau par
I’exemple 4.10.2 on peut calculer ponctuellement :

a(W)w(y)z/a(A)-fw(A)-ex(y) dAz/au)-ﬂo_y(A)dA:

:/a()\)-<<,0_y}€,\> d/\=<go_y /a-exd/\>=<90 (;a)y> )

en ayant utilisé I'une des formules de la proposition 4.9.
Comme @ (V) ¢ € L2 (R"™) , on en déduit que

y%<90 €(y)-(3'la)y>rR"—>(C

-1
est intégrable, donc que y — & (y) - (.7: a) est scalairement \"-intégrable dans S (R")", car
y

(plame) = @@ele) = [TTTo0)-£0) dy:/&(y)-<90 (7o) >dy.

On a donc
5 /6 (.7:04) dy .

Finalement I'application y — & (y) - (.7: a) est \"-intégrable dans S (R")' par définition (cf.
y

proposition 3.12), puisque
L* (R") - L*(R") c L*(R") .
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-1

REMARQUE 1 Pour n € H->) (R") = F (L2,
définir le produit de convolution par

n*urz/nydu(y) :

(R")) et p € L? (R™) + M° (R") , on peut

Remarquons que 7 * 6, =7, . En outre, si n € L? (R") , on peut montrer que
Ny T n(r—y)
est u—intégrable pour presque tous les z € R | que [n(- —y) du (y) € L? (R") et que
n*uz/&(-—y) du(y) -

Le produit de convolution définit ci-dessus est donc un prolongement du produit de convolution
classique.
Pour tout £ € L? (R") , on peut donc écrire

(54 (W)|5(Rn))T€ - ._}loz * &

REMARQUE 2 La condition o € L2 _; (R") est nécessaire pour que S (R") C D (a) .

mod

REMARQUE 3 Un polynéme complexe
P::an-ida:R" — C
A n variables sur R" satisfait évidemment & la condition ci-dessus. Posons
Li=ca " S(RY) — S (R") = L? (R")
et calculons P (V) :

Pour tout ¢ € S (R") , on a

-1

P(W)o= [ PO Foh)-exir = [ F(Lp)erdr=F (F (Le) = Ly
par le théoréeme 4.9 et 'exemple 4.10.2, ce qui montre que

L=P(Y)
est un opérateur normal. Par la proposition (iii), pour tout £ € L? (R™) , on obtient
t - -1
L= (P(Dgen) €= [ POV -FEW) -exar=F (P- F¢) .
donc
D(L)=D(L)={¢c?R") | LI¢ e >’ R")} = {(cL’R") | P- FE€ L*(R")} .

Pour simplifier les notations on ne fait pas de distinction entre P (¥) et L . On considére

également P (¥) comme un opérateur différentiel dans S (R")" .
Remarquons en outre que

/Aj-eAdAz/@jeAdAZ@j (/eAdA) =96
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8.8 La décomposition de Fourier

et par suite que

Fr= [POan=Y e [3an=Ya ro=rm:.

Nous avons donc prouvé le

THEOREME Tout opérateur différentiel o coefficients constants P (V) = > cqo - @ sur
R™ est essentiellement normal sur S (R™) , et diagonalisable par (\",C - ey, P) dans S (R")" .
Le domaine de définition de sa fermeture est

{¢e > (R") | P-FEeL?(R™)} .
Pour tout £ € L2 (R") , on a

P(V)E=FPwé—P(V)6%¢.

EXEMPLE 1 Ona
1
4—7T2'A p=Ap=1Y)
J(R™) .

et son domaine de définition est H?

EXEMPLE 2 Revenons maintenant a la résolution explicite de I’équation de la chaleur dans
. Comme dans la démonstration du corollaire 8.7, et en modifiant celle du théoréme 8.5.vi,

on montre que pour tout f € LL ., (R") , l’apphcatlon

¢: t»—>/ —+ P )-exd\: RY — D (Ap)

est indéfiniment dérivable, et 'unique solution continiiment dérivable de 9;¢ + Ap( = 0 et de
condition initiale

-1
6 = hmt_>()+C /f Y d)\ - f.f € S(Rn),

On peut méme montrer que, pour tout s € R , application
U1 & CHY (RY) — ¢ (R, H™) (R"))

est linéaire et continue. En outre C(>°) (Ri, H () (R")) est un espace localement convexe tonnelé
réflexif, donc le dual d’un espace tonnelé.

Calculons la solution E,, , dite élémentaire , de condition initiale

Oy = /6_2”'”3’ cexdA .

On peut le faire ponctuellement. Il vient

Ey (t) (l’) _ /e—t~|>\|2 . 6—27ri~>\oy . 627ri~>\oz d\ = /6—[t~|>\|2—27ri~>\o(z—y)] d\ =

= exp (—L.'Z_y'Q) -/exp (—t- {A—iﬂi.(f_y)}j d\ =
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La décomposition de Fourier 8.8

72|z —yl? A2 T 5 72|z —yl?
=exp | —————— -/e""d)\:(?) exp | ————— |

en ayant utilisé le théoréme de Cauchy. On a donc

Ey (t) (z) = E(t) (z —y)
en ayant posé

E(t) = (E)% - eXp (—LW> e SR .

t

1 )
Mais comme 6, = F (e~2™¥*°) € H(~%) (R") pour tout s > 2 , quel que soit £ € L*(R") ,
on prouve que

£= /5 (y)-6,dy dans H"9 (R") .

Le lemme 3.12.iii montre alors que

(=0 — / E(y) - 0.5, dy = / £(y)- Eydy dans € (RY, HO) (R")) |

En particulier

c@=(7)" [ e (—”'"”‘t‘y') E(y) dy

pour tout t >0 et x € R™ .
Utilisant le produit de convolution, on aurait aussi pu écrire

C(t) = Fethal s |

d’ou le méme résultat puisque F et = F (t) . L’invariance par translation de Ap est évi-
demment fondamentale.

EXEMPLE 3 Considérons la décomposition directe non-dégénérée
@
L’ (R}) = / C-2sin (27\) d\ dans D (R%)" .

L’opérateur de Dirichlet Ap est aussi diagonalisé par |id|2 . Pour tout y € R} , la solution
élémentaire F, de I’équation de la chaleur de condition initiale

oy =4- /sin (2w Ay) - sin (27 A-) dA

1= (7)) (o () oo () )

EXEMPLE 4 Calcul de la résolvente de Ap dans R™ .

est

Puisque Ap = |V|*, le théoréme 8.5.xvi montre que
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Pour tout ¢ € C tel que Rec >0, ona —c? € C\R, , donc Ap + ¢ - Id est inversible et

IR |
Ap+c-1d) ' =F—— _«
(A ) e + |id[?

Y

ou

-1 1 1
F 2 :/ 7 €
c + |id| 2+ |
Sin =1, on aimmédiatement
1 .
/72 cexdh = L . e72melidl
2+ | c

Sin > 2, pour r € R% | soit o 'intégrale de Radon superficielle sur la sphére S~ de rayon
r et calculons tout d’abord ponctuellement, ce qui est possible :

n—1

2.1 LR :
i n_i i / 627rz-|z|-'r'-sm19 . COSn—Q 9do =
L) Js

2.7 2 2
:T”—l. T / cos(27‘r-|;L‘|-T-Sin19)-COSn_219d19:

|

_ n—1 Kl . _ 42 nTia . .. =
=r [ (1) /_(1 t*) * cos (2 - |z| - - t)dt

5 -T%-J%z (2m - |x|-r) .

Il vient alors

n

1 S 3
/72 cexd\ :limR_,oo/ T a2 fid] ) dr =
¢+ Al o [T Hr? e

2m
n_2
jid| 2
dans S (R™)" par la formule de Hankel-Nicholson (cf. Abramowitz-Stegun 11.4.44).

Rappelons quelques résultats de la théorie des fonctions de Bessel. Les fonctions de Hankel
d’ordre v , définies pour Rerv > —% par

2\? eti(—5-1) * 1 it\"
HE(r) = (= 7/ 3 (1+—) e tat
v mr r (1/ + %) 0 2r

sur R* , forment un systéme fondamental de solutions de I'équation différentielle de Bessel :
id*-0*f +id-0f + (id*—v*) - f =0.
La fonction de Bessel d’ordre v est définie par

J, = % (H} —H,)

"% Kz (27 c- [id])

et on a

Jy (r) = (g)yr (y+%) -/_1 (1—£2)""% - cos (rt) dt .

1

450 DECOMPOSITIONS SPECTRALES Claude Portenier



La décomposition de Fourier

La fonction de Macdonald d’ordre v est définie par

. 1 eti(red) o0 £\"2
K, (r) ::g-e”' T H (ir) = (%)2 67/ i (1+2—) ‘e
0

I'(v+3)

00 1 v 2
Ky (r) = / cosh (vt) - e gt = — - (f) : / tvleTtTw dt .
0 2 \2 0

8.8

Remarquons que les fonctions de Bessel et de Macdonald d’indice demi-entier sont élémen-

taires. En particulier pour n =3 , on a

et

Pour n = 2 , on obtient

1 o0
/2 cexd\ =2m - Ky (2mc - |id]) = 27 / cos (id - sinh t) dt .
e+ || 0

EXEMPLE 5 Calculons le propagateur
exp (=it - Ap) .
On a
exp (—it - Ap) = ._7-16_”"1‘1'2 *
et
._7-16_”"1‘1'2 = /e‘it'M|2 cexd\ = lim [ e Cmr NP o gy

e—0+

Ponctuellement il vient

1 T
2

A )\ =

/e—(27r6+it)-|>\|2+27ri->\oz A\ =
(2me +it) 1
2

- |zf? /
=exp| ———— | [exp|— —
2me + 1t (2me + it)
N St N A
TP\ o it ) \orevit)

griace au théoreme de Cauchy, d’oll en passant a la limite

n c 112
;e—it~|id|2 — (E)E - exp _m
it it '

w3

Le mouvement d’une particule libre en mécanique quantique est décrit par I’hamiltonien

h2
H=—.
2m Ao
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8.8 La décomposition de Fourier

et I’équation de Schrodinger
h
i-—0C=HC(.
27

On peut montrer, comme pour I’équation de la chaleur, que la solution est donné par le groupe
a un parameétre d’opérateurs unitaires

271 .mh m\ s M
t|—>exp(—7-t-H)—exp(—zz-t-ﬁp)—(%) -exp(zﬁ-|1d|)*.

Si la particule est au temps 0 dans ’état £ , au temps t elle se trouve dans 1’état

exp (—?t . H) = (%)% -/exp (z% - |id —y|2) E(y) dy =

() e (i™ i) / exp (—2mi- 1 idy ) -exp (iT0 - |yl) - € (y) dy =
_ (%)_ - exp (z% : |id|2) F (exp [z% : |id|2-§D (% -id) .

On peut alors montrer lorsque t — 0o que

exp (—?t . H) &~ (%)% - exp (z% . |id|2) - F¢& (% -id) dans L* (R") ,

donc que la répartition de la position pour des temps assez grand est environ

()7 Gl

Remarquons que |.7-"§|2 est la répartition de £ au temps 0 . Celle de I'impulsion p est donc
h

O e

donnée par la transformation p —— 2 | i.e.
2
Une particule classique d’impulsion p partant de 0 en 0 se trouve au temps t en £ - ¢ .

Partant statistiquement avec la répartition (%)n . }.7: £ (,—1I . id) }2 , on obtient la répartition de la

position par la transformation r —— =% | i.e. (%)n . }.7:5 (% -id) }2 .
Ceci montre que la particule quantique ayant une certaine répartition de I'impulsion au
temps 0 se comporte asymptotiquement comme une particule classique partant statistiquement

de 0 au temps 0 avec la méme répartition de 'impulsion.
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8.9 Equation de Schrédinger

REMARQUE 1 A un systéme quantique on associe un espace de Hilbert H . Les éléments
¢ € H tels que ||£]| = 1 sont dits les états observables de ce systéme. Observer un tel systéme
revient & considérer un opérateur auto-adjoint 7' dans H , dite une observable . Si T est

diagonalisé par (U,ﬁ, /@) dans F' | et si I'on observe beaucoup de systémes préparés dans

létat € € D (T) , la probabilité d’obtenir une valeur mesurée dans une partie A C R est

/Hl(A) [ 2 = / (& 120 €) dor = (€12 208) -

J Il ar= e =1

La valeur moyenne de toutes les observations possibles est alors

[ [l o= [ ({x2), a0 =)
On appelle écart (quadratique moyen) le nombre A (7, &) défini par
AT = |76 = (679) -1 = [ 1n= (7o) ] do

qui donne une certaine mesure de la concentration des valeurs mesurées autour de la valeur
moyenne, c’est-a-dire une mesure de I’ incertitude sur la valeur moyenne.

Remarquons que

On a A (T,&) = 0 si, et seulement si, £ est un état propre de T de valeur propre (£| 7€) .

|2
En effet A(T,€) = 0 si, et seulement si, |k — (& T€)[* - HgH = 0 o-p.p. , ce qui est
<&
équivalent & £ = 0 o-p.p. sur la partie {k # (£|T€)} . Ceci est équivalent a
€ € Hin=(ejreyy = Ker (T' = (¢ T€) - 1d)

par le theoréme 8.5.xiii. O

REMARQUE 2 A tout systéme quantique est associé 1’observable énergie H , dite le ha-
miltonien du systéme. En général H est un opérateur différentiel auto-adjoint dans L? (R") ,
par exemple

1 k?
H=—.9%>+—.id?
om P
pour Doscillateur harmonique dans L? (R) , ou
1 e?
“om AT
pour Iélectron de 1'atome d’hydrogeéne neutre dans L? (R?) , en ayant choisi des unités telles
que la constante de Planck h soit égale a 1 , i.e. h a i .
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8.9 Equation de Schrodinger

Soient donc ‘H un espace de Hilbert et H un opérateur auto-adjoint dans H . L’évolution
du systéme est décrite par une fonction ¢ : R — D (H) dérivable dans H et solution de 1’
équation de Schrédinger

@C = _HC ’
ou comme la note les physiciens
ih-¢=HC.

PROPOSITION  Pour tout £ € D (H) , l’équation de Schrodinger posséde une unique so-
lution telle que ¢ (0) =& . On a

C(s) = U en ayant posé U, :=e ™5 c L(H) .
L’application s — U : R — L, (H) est une représentation unitaire de R dans H (forte-
ment) continue.
Mettons ’équation sous la forme

o¢=—2mi-HC,

et soit (O',ﬁ, /@) une diagonalisation de H dans F''; on peut supposer que la fonction k est

réelle puisque H est auto-adjoint (théoréme 8.5.x). Pour tout s,¢ € R , on a alors

e—27rzt-fz e L® (0_) , e—27rz(s+t)-fz _ e—27rzs-ne—27rzt-n et 2wtk — e—27rz(—t)-/-z ,

donc
U=e™H cr(H) |, U=1d , Uyw=UU et U =U

par le calcul fonctionnel borné (scolie 8.3.2), ce qui prouve que s — U, est une représentation
unitaire. Elle est fortement continue, car

—2mi(s+t)-x _ e~ 2mis K ponctuellement et }6—27ri(s+t)-n <1,

lim; e
donc
lim; g Us & = U pour tout £ € H
par le théoréeme 8.5.vi.
Soit alors £ € D (H) . Puisque l'opérateur —2mi - H est diagonalisé par (U,ﬁ, —271 - /@) et
que
—27i - K - e 2T HEH cL?(o) ,

onaf e D(—2ri- He > ) pour tout s € R , donc que
(:s— U :R—D(—2mi-H)=D(H)

est une solution contintiment dérivable telle que ¢ (0) = Upé =€ .

Prouvons 'unicité. Par linéarité, il nous suffit de montrer que si ¢ est une solution telle que
((0) =0, alors ( =0 . Mais on a

0 (I<I*) = 2(¢1¢) = (9¢[¢) + (¢|9¢) = (—2mi - HC| () + (¢|2mi - HC) =0,

ce qui prouve que ||C|| est une fonction constante égale a ||¢ (0)|| =0 , donc que ( =0 . O

REMARQUE 3 Nous dirons que ¢ : R — H telle que ||| = 1 est stationnaire si, pour
toute observable T' de ¢ , i.e. telle que ( (R) € D(T) , la valeur moyenne ({|7°¢) de T est
constante au cours du temps.
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Pour que ( soit stationnaire, il faut et il suffit que { soit de la forme
(= f-& pouruné € H tel que ||£]| =1 et une fonction f: R — U .

Eneffet si¢ € D(T) , on a
(CIT¢) = (f-&ITf-&) =f1> (£ TE) = (& TE) .

Réciproquement, pour tout n € H , Porthoprojecteur P, = |n) (| sur C - 7 est une observable
de ¢ , donc

(¢ Py¢) = |(n] ¢)]* est constant.
Pour tout n.L{ (0) , on a

(nl¢ () = (n[¢(0)) =0 pour tout t € R,

donc ( (t) Ln , et par suite que ¢ (t) € U- ((0) . Ainsi ((t) = f(t) - ((0) pour un certain
f@t)eU. O

DEFINITION On dit que ¢ : R — "H est un état stationnaire si ( est une solution
stationnaire de I’équation de Schrodinger.

COROLLAIRE Les états stationnaires sont exactement ceux de la forme

t e—27rzE-t &- ;

ou & est un vecteur propre de H associé a la valeur propre E , i.e.
HE = E¢;
on dit que c’est l’équation de Schrodinger indépendante du temps.

La suffisance est immédiate, puisque
@ (6—27riE~<> . &-) — _F. e—27riE~<> . &- — _H (6—27riE~<> . &-) )

Réciproquement, si ¢ est un état stationnaire, il est de la forme f-& ,on & € H , [|€|| =1 et
f:R — U . Mais comme f = (£|(), f est continiment dérivable et il vient

If-£=9C(=—-H(=—f - HS.
En particulier on a

90
f0) . s

ce qui montre que £ est un vecteur propre de H associée & la valeur propre E := —%, il

vient alors

Pf E=—f - HE=—f-E-¢,
donc @f = —E - f , ce qui montre que f = f(0)-e 2 d’ou le résultat en remplagant £ par

f0)-¢. ]

REMARQUE 4 Les états d’'un systéme quantique sont représentés par les éléments d’un
sous-espace vectoriel dense D d’un espace de Hilbert H . Etant donné n € D 1’état initial
au temps 0 du systéme et s € R | soit V (s,n) € D I'état du systéme au temps t . D’aprés
I'interprétation probabiliste, si 7 est observable, alors V' (s,n) l'est aussi, i.e.

V(s,mlf =1 st il =1,
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Les phénomeénes ondulatoires proviennent du principe de superposition , qui stipule que
Vs:nr—Vi(s,n): D — D
est un opérateur linéaire. On V, = Id . L’évolution étant déterministe et réversible , pour tout
s,t € R, il vient
Vaun =V (s+t,n) =V (s, V(t,n) = V.V (t,n) = ViVin
donc
Vsre =Vili .

Ceci montre que chaque V; est une bijection isométrique de D sur D , donc un opérateur
unitaire ; il est clair qu’il se prolonge en un opérateur unitaire U, dans H et que

s— Uy : R — L(H)
est une représentation unitaire de R dans H .
En admettant la continuité de 1’évolution du systéme, i.e. la continuité de
s +— Vi

pour tout n € D , la représentation s — U est fortement continue.
En effet, pour tout £ € H et € > 0, choisissons 7 € D tel que || — || < £ . 1l existe alors

6 > 0 tel que l'on ait ||[Vin —n|| < £ si [t] < 6. Pour ces t , on obtient alors

10 = &Il < U = Ul + Ve —nll + lln = &Il < IVim —nll +2ln — €]l < .

£
3

0

Ainsi, les principes fondamentaux de la mécanique quantique entraine que 1’évolution d’un
systéme quantique est décrite par une représentation fortement continue de R dans un espace
de Hilbert. Nous avons vu dans la proposition précédente que ’équation de Schrodinger induit
une telle représentation. Nous allons maintenant montrer la réciproque.

THEOREME (de Stone) Soit s — U, : R — L, (H) une représentation unitaire forte-
ment continue. Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint H dans H tel que, pour tout
seR, on ait

U. = e—27ris-H
s = .

Plus précisément, le domaine de H est l’ensemble des & € 'H tels que lim;_,q % (U =€) existe,
et on a
HE =~ limy_o 7 - (U —
= —— - lim;_,q— - - .
om0t

Pour tout a € K (R) , le théoréme 3.12.ii montre que s — a(s) - Us est A-intégrale dans
T
L,(H,) = (|H>i <H|) . Posons
7 (a) = /a (s)-Usds dans L4 (H,) .

Il est clair que
mT:K(R) — L(H):a+— m(a)

est linéaire. On a

W(a*):/m-Usds:/@-U_Sds:/@-U;ds:
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:/(a(S)-Us)* ds = (/a(S)'Ust)*ZW(a)*

par le lemme 3.12.iii appliqué a o* : L, (H,) — Ls (H,) , qui est évidemment continue. Pour
tout b € L (R) , et en évaluant en £ € H , donc en calculant les intégrales dans H,, , il vient

W(a*b)ﬁz/(/a(s—t)-b(t) dt)-Usgds:/a(s—t)-b(t)-Usgd(s,t):

:/a(s)-b(t)-Us+t§d(s,t):/(/a(s)-Us(b(t)-Utﬁ) dt) ds =

:/a(s)-Us (/b(t)-Utﬁdt) ds = (/a(s)-Usds) (/b(t)-Utﬁdt) =m(a)m(b)¢,

en ayant utilisé le théoreme de Fubini, la formule de changement de variable, ainsi que le lemme
3.12.iii appliqué a Uy .

Nous avons donc prouvé que 7 est une représentation de I (R) dans H . Par le corollaire
au théoreme de Plancherel-Godement nous pouvons considérer un K (R)-module F' tel que H
soit isomorphe & un sous-module hilbertien diagonalisable dans F'f | i.e. il existe un espace
localement compact A , une intégrale de Radon o et des applications continues

e:N— F' et sx:A— Sp,K(R)

tels que

H:/@(C-sda et aﬁz/(%|a>-/§\-5da.

Remarquons qu’il existe une fonction continue x : A — R : A —— k() tel que

(s]a) = /6_2”“'” ~a(s) ds .

Posons H := Z, . C’est un opérateur auto-adjoint et on a e 2" = 7, sm.. . Pour tout
&neH, il vient

[ats)- .6 ds = (nlag) = [ (q-clat <) do= [ (7| (la) E<) o=

:/ : (/e_%is'”-a(s) ds) Edo = /a(s)- (/?-e‘%“'“fda) ds =
_ /a(s). (/ﬁ.e—%“'“ -Eda) ds = /a(s) - (n| e He) ds

Par comparaison on obtient

)

U _ e—27ris-H
s = .

Etant donné £ € D (H) , en posant ¢ := U,§ = e 2"H¢ | ]a proposition précédente montre
que ( est dérivable, donc que

lin o 7 - (U4 — ) = limg_g 7 - (¢ (1) —C (0)) = 8¢ (0
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existe. Réciproquement, définissons un opérateur S sur ’ensemble D (S) des £ possédant cette
propriété par
SE =~ T, g+ - (U — €) .
21 t

Pour tout £, € D (S) , on obtient

(650) = g -t (614 (Un =) ) = g timea (1 @20 ) =

1 . 1
=9 - lim¢ o (— ~(U-4€ —f)'ﬂ) = (S¢|n) -
m —t
Ainsi S est un opérateur symétrique, D (S) D D (H) et
1 1

HE=—9¢(0) = ~or -limy_, 7 (U = &) =S¢,

montrant que S est un prolongement de H . On en déduit que
HcSCS*"CH'=H,
et par suite H = S , ainsi que D (H) = D (95) . O

458 DECOMPOSITIONS SPECTRALES Claude Portenier



