
Chapitre 8

DÉCOMPOSITIONS SPECTRALES

Dans tout ce qui suit F est un espace localement convexe,
σ une intégrale de Radon sur un espace topologique séparé Λ

et
H =

R bH dσ une décomposition d�un sous-espace hilbertien dans F � .

Rappelons le lemme 5.12 et le théorème 5.13 :
³
σ, bH´ est une décomposition de H dans

F � si, et seulement si,
°°°bhϕ°°°

¦
∈ L2 (σ) pour tout ϕ ∈ F et ϕ 7−→

°°°bhϕ°°°
2
est une semi-norme de

Mackey sur F .
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8.1 Les opérateurs de multiplications

8.1 Les opérateurs de multiplications

LEMME Soient α : Λ −→ K une fonction σ-mesurable et ζ ∈ L2
³
σ, bH´ .

(i) Si α ∈ L∞ (σ) , on a α · ζ ∈ L2
³
σ, bH´ .

(ii) Pour tout k ∈ N , on a 1{|α|6k} · ζ , 1{|α|6k} · α · ζ ∈ L2
³
σ, bH´ .

(iii) On a ζ = limk 1{|α|6k} · ζ dans L2
³
σ, bH´ .

(iv) Si kα · ζk2 <∞ , alors α · ζ ∈ L2
³
σ, bH´ .

Démonstration de (i) Si α ∈ L∞ (σ) , on a

kα · ζk22 =
Z ∗

kα (λ) · ζ (λ)k2λ dσ (λ) 6 kαk
2
∞ ·
Z ∗

kζ (λ)k2λ dσ (λ) = kαk
2
∞ · kζk

2
2 <∞ .

D�après la remarque 5.12.4, il existe une suite (ζk)k∈N de
¯̄̄bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄ telle que ζ = limk ζk

dans L2
³
σ, bH´ ; mais comme

kα · ζk − α · ζk
2
2 6 kαk

2
∞ · kζk − ζk

2
2 −→ 0 ,

il vient

α · ζ = limk α · ζk ∈ L2
³
σ, bH´ ,

puisque α · ζk ∈
¯̄̄bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄ .

Démonstration de (ii) C�est immédiat, puisque 1{|α|6k} , 1{|α|6k} · α ∈ L∞ (σ) .

Démonstration de (iii) On a Λ =
S
k∈N {|α| 6 k} et°°1{|α|6k} · ζ − ζ°°¦ = °°1{|α|>k} · ζ°°¦ 6 kζk¦ ∈ L2 (σ) .

Puisque 1{|α|>k} · kζk¦ est σ-mesurable, on obtient

limk

°°1{|α|6k} · ζ − ζ°°22 = limk

Z
1{|α|>k} · kζk2¦ dσ = 0

par le théorème de Lebesgue.

Démonstration de (iv) Si kα · ζk2 <∞ , on obtient°°1{|α|6k} · α · ζ − α · ζ°°¦ = °°1{|α|>k} · α · ζ°°¦ 6 kα · ζk¦ ∈ L2 (σ) ,
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Les opérateurs de multiplications 8.1

et puisque 1{|α|>k} · |α| · kζk¦ est σ-mesurable, on en déduit

limk
°°1{|α|6k} · α · ζ − α · ζ°°22 = limk

Z
1{|α|>k} · |α|2 · kζk2¦ dσ = 0

par le théorème de Lebesgue. ¤

Grâce à ce lemme nous pouvons introduire les notations suivantes :

DEFINITION 1 Posons

L2α

³
σ, bH´ := nζ ∈ L2 ³σ, bH´ ¯̄̄ kα · ζk2 <∞o

et

Mα : L
2
α

³
σ, bH´ −→ L2

³
σ, bH´ : ζ 7−→ α · ζ .

REMARQUE Rappelons que L∞ (σ) est muni de la norme supérieure essentielle ! On a
donc |α| 6 kαk∞ localement σ-p.p. .

Nous utiliserons comme précédemment (cf. exemple 1.2.6 et 6.10) la notation

hidi := 1 + |id|2 .

THEOREME

(i) Si α : Λ −→ K est une fonction σ-mesurable, l�opérateur Mα est normal et M∗
α = Mα .

En particulier L2α
³
σ, bH´ est un espace de Hilbert pour la norme déÞnie par Mα .

Si A est une partie σ-mesurable sur laquelle α est essentiellement bornée, alors 1A ·
L2
³
σ, bH´ ⊂ L2α ³σ, bH´ .
Les noyaux de L2α

³
σ, bH´ ,→ L2

³
σ, bH´ et α·L2α ³σ, bH´ ,→ L2

³
σ, bH´ sont respectivement

Mhαi−1 et M|α|2·hαi−1 .

(ii) Pour tout α ∈ L∞ (σ) l�opérateur Mα est borné dans L2
³
σ, bH´ de norme 6 kαk∞ .

L�application

M : α 7−→Mα : L
∞ (σ) −→ L

³
L2
³
σ, bH´´

est linéaire, involutive, i.e. M ∗
α =Mα , multiplicative, i.e. Mα·β =MαMβ pour tout β ∈ L∞ (σ)

et continue de norme 1 .

(iii) Pour toute partie σ-mesurable A ⊂ Λ l�opérateur MA := M1A est l�orthoprojecteur sur

1A · L2
³
σ, bH´ ,M∅ =M0 = 0 et MΛ =M1 = Id .

(iv) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Pour tout α ∈ L∞ (σ) , on a kMαk = kαk∞ .
(b) Pour toute partie σ-mesurable A qui n�est pas localement σ-négligeable, on a

1A · L2
³
σ, bH´ 6= {0} .

(c) Toute partie σ-mesurable A telle que 1A · bh = 0 scalairement σ-p.p. est localement
σ-négligeable.
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8.1 Les opérateurs de multiplications

Démonstration de (i) Si ζ ∈ 1A ·L2
³
σ, bH´ et α est essentiellement bornée sur A , on

a α · ζ = 1A · α · ζ σ-p.p., donc α · ζ ∈ L2
³
σ, bH´ par le lemme 8.1. L�opérateur Mα est de

domaine dense. En effet, pour tout ζ ∈ L2
³
σ, bH´ , on a 1{|α|6k} · ζ ∈ L2α ³σ, bH´ par le lemme

(ii) et ζ = limk 1{|α|6k} · ζ par le lemme (iii). Il est fermé car L2α
³
σ, bH´ est un espace de Hilbert

pour la norme en graphe k·kα . En effet si (ζk)k∈N est une suite de Cauchy dans cet espace, on
a ζ := limk ζk et θ := limk α · ζk dans L2

³
σ, bH´ . Mais par la proposition 5.12, il existe une

sous-suite (kl) de N telle que ζ := liml ζkl et θ := liml α · ζkl ponctuellement. On en déduit que
θ = α · ζ , puis que ζ = limk ζk dans L

2
α

³
σ, bH´ .

Pour calculer le noyau de L2α
³
σ, bH´ ,→ L2

³
σ, bH´ , soient ζ ∈ L2 ³σ, bH´ et θ ∈ L2α ³σ, bH´ .

On a

(ζ| θ)L2 =
Z ¡

hαi−1 · ζ
¯̄
θ
¢
¦ dσ +

Z ¡
α · hαi−1 · ζ

¯̄
α · θ

¢
¦ dσ =

=
¡
hαi−1 · ζ

¯̄
θ
¢
α
,

car hαi−1 · ζ ∈ L2α
³
σ, bH´ . Ce noyau est donc ζ 7−→ hαi−1 · ζ . Déterminons maintenant celui

de α ·L2α
³
σ, bH´ ,→ L2

³
σ, bH´ . Remarquons tout d�abord que

kα · θk2α·L2α = inf
γ∈L2α,α·γ=α·θ

kγk2α =
°°1{α 6=0} · θ°°α = Z hαi · kθk2¦ · 1{α6=0} dσ .

On a alors

(ζ|α · θ)L2 =
Z
hαi ·

¡
α · hαi−1 · ζ

¯̄
θ
¢
¦ · 1{α 6=0} dσ =

¡
α · α · hαi−1 · ζ

¯̄
α · θ

¢
α·L2α

,

car α · hαi−1 · ζ ∈ L2α
³
σ, bH´ . Ce noyau est donc ζ 7−→ |α|2 · hαi−1 · ζ .

Nous avons ainsi prouvé que

L2α

³
σ, bH´+ α · L2α ³σ, bH´ = L2 ³σ, bH´ ,

donc queMα est normal par le lemme 7.7. Ainsi D (M ∗
α) = D (Mα) = L

2
α

³
σ, bH´ = L2α ³σ, bH´ ,

et comme pour tout ζ, θ ∈ L2α
³
σ, bH´ , on a

(θ|M ∗
αζ) = (α · θ| ζ)L2 = (θ|α · ζ)L2 = (θ|Mαζ) ,

on obtient M∗
α =Mα .

Démonstration de (ii) Si α ∈ L∞ (σ) , pour tout ζ ∈ L2
³
σ, bH´ , on a

kMαζk22 =
Z
(α · ζ|α · ζ)¦ dσ 6 kαk

2
∞ ·
Z
(ζ| ζ)¦ dσ = kαk

2
∞ · kζk

2
2 ,

donc kMαk 6 kαk∞ . L�application M est évidemment linéaire, involutive et de norme 6 1 . Si
β ∈ L∞ (σ) , alors

Mα·βζ = (α · β) · ζ = α · (β · ζ) =MαMβζ .
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Les opérateurs de multiplications 8.1

Démonstration de (iii) Si A est une partie σ-mesurable de Λ , comme

12A = 1A = 1A ,

l�opérateur MA satisfait par (ii) aux relations

M 2
A =M12A

=MA =M
∗
A ,

donc est un orthoprojecteur. Son image est 1A · L2
³
σ, bH´ .

Démonstration de (iv)

(a) ⇒ (b) Si A n�est pas localement σ-négligeable, on a kMAk = k1Ak∞ 6= 0 , donc
MA 6= 0 .
(b) ⇒ (c) Si 1A ·bh = 0 scalairement σ-p.p. , alors 1A ·bh = 0 ponctuellement σ-p.p. par le
théorème 5.12 ou directement en constatant que, pour tout ϕ ∈ F , on a

°°°bhϕ°°°2
¦
=
D
ϕ
¯̄̄bhϕE =

0 σ-p.p. . Ainsi
¯̄̄
1A · bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄ = {0} et en utilisant l�exercice 5.12 on obtient

1A · L2
³
σ, bH´ = L2 ³σ, 1A · bH´ = ¯̄̄1A · bh (F )EDL∞ (σ)¯̄̄Λ2 = {0} ;

(b) montre alors que A est localement σ-négligeable.
(c) ⇒ (a) Il nous suffit de prouver que, pour tout λ < kαk∞ , on a λ 6 kMαk . Mais
A := {λ < |α|} n�est pas localement σ-négligeable, donc on n�a pas 1A ·bh = 0 ponctuellement
σ-p.p. . Il existe donc un ϕ ∈ F tel que

n
1A · bhϕ 6= 0o ne soit pas σ-négligeable et il vient°°°1A · bhϕ°°°2

2
6= 0 , ainsi que°°°Mα

³
1A · bhϕ´°°°2

2
=

Z
1A · |α|2 ·

°°°bhϕ°°°2
¦
> λ2 ·

Z
1A ·

°°°bhϕ°°°2
¦
= λ2 ·

°°°1A · bhϕ°°°2
2
,

ce qui Þnit la démonstration. ¤
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8.2 Les opérateurs de Toeplitz associés à une
décomposition

DEFINITION 1 Soit P l�orthoprojecteur de L2
³
σ, bH´ sur

P :=
µ
Ker

µZ
¦ dσ

¶¶⊥L2
= bh (F )L2 ,

l�espace des représentants de Parseval associé à la décomposition de H (cf. remarque 5.14.1).
Pour toute fonction σ-mesurable α : Λ −→ K , nous poserons

D (α) :=
n
ξ ∈ H

¯̄̄ bξ ∈ L2α ³σ, bH´o ,

et désignerons par Zα l�opérateur dans H déÞni par

Zα : D (α) −→ H : ξ 7−→
Z
α · bξ dσ .

On a donc le diagramme commutatif suivant :

Zα

H D (α) H

b¦ R
¦ dσ

P P ∩ L2α
³
σ, bH´ L2

³
σ, bH´
Mα

L2α

³
σ, bH´

.

Puisque b¦ est une isométrie deH surP , dont l�application réciproque est R ¦ dσ , l�opérateur
Zα est équivalent à l�opérateur dans P déÞni par

ζ 7−→ P (α · ζ) : P ∩ L2α
³
σ, bH´ −→ P .

DEFINITION 2 Nous dirons que l�opérateur Zα dans H , ou l�opérateur équivalent dans
P , est un opérateur de Toeplitz .

REMARQUE Puisque P∩L2α
³
σ, bH´ , muni de la norme induite par celle de L2α ³σ, bH´ , est

un espace de Hilbert comme on le vériÞe immédiatement, l�opérateur Zα est fermé. La première
question génante est savoir sous quelles conditions il est de domaine dense, i.e. P ∩ L2α

³
σ, bH´
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Les opérateurs de Toeplitz associés à une décomposition 8.2

est dense dans P . Nous n�étudierons pas cette question ici. Par contre si α ∈ L∞ (σ) , on a le
diagramme simpliÞé suivant :

Zα

H H

b¦ R
¦ dσ

L2
³
σ, bH´ L2

³
σ, bH´

Mα

.

DEFINITION 3 Pour toute partie σ-mesurable A de Λ soit

HA :=

Z
1A · bH dσ

le sous-espace hilbertien de F � de noyau hA :=
R
1A · bh dσ .

L�exercice 5.12 montre que

HA =

Z ³
L2
³
σ, 1A · bH´´ dσ = Z ³

1A · L2
³
σ, bH´´ dσ .

THEOREME

(i) Pour tout α ∈ L∞ (σ) l�opérateur Zα est borné dans H de norme 6 kαk∞ . L�application

Z : α 7−→ Zα : L
∞ (σ) −→ L (H)

est linéaire, involutive, i.e. Z∗α = Zα , positive, i.e. Zα est un opérateur auto-adjoint positif si
α > 0 , et continue de norme 6 1 .
(ii) Pour toute partie σ-mesurable A ⊂ Λ l�opérateur ZA := Z1A est auto-adjoint positif,
Z∅ = Z0 = 0 et ZΛ = Z1 = Id . On a ZA (H) ⊂ HA et les noyaux de ces sous-espaces hilbertiens
sont respectivement Z2A et ZA .

(iii) Soit A une partie σ-mesurable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) 1A · bh = 0 scalairement σ-p.p. .
(b) HA = {0} .
(c) ZA (H) = {0} .

(iv) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) L�application Z
¦ dσ : L2

³
σ, bH´ −→ H

est injective, i.e. bh (F ) est dense dans L2 ³σ, bH´ .
(b) Z est multiplicative, i.e. pour tout α, β ∈ L∞ (σ) , on a Zαβ = ZαZβ .
(c) Pour toute partie σ-mesurable A l�opérateur ZA est un orthoprojecteur, i.e.

Z2A = ZA ou ZA (H) = HA .
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(d) Pour toute partie σ-mesurable A , on a

HA ∩H{A = {0} .

Dans ce cas, ZA est l�orthoprojecteur de H sur HA = ZA (H) . Si les parties σ-mesurables
A,B sont disjointes, on a HA ⊥ HB et H = HA ¢H{A .

Démonstration de (i) La première partie est évidente par le théorème 8.1, puisque b¦
et
R
¦ dσ sont de norme 6 1 et adjointes l�une de l�autre :

kZαk =
°°°°µZ ¦ dσ

¶
◦Mα ◦ b¦°°°° 6 kMαk 6 kαk∞

et

Z∗α =

µµZ
¦ dσ

¶
◦Mα ◦ b¦¶∗ = µZ ¦ dσ

¶
◦Mα ◦ b¦ = Zα .

La positivité découle du fait que bξ est le représentant de Parseval de ξ , donc que
(ξ |Zαξ ) =

Z
α ·
³bξ ¯̄̄ bξ´ dσ > 0 .

Démonstration de (ii) Puisque 1A est une fonctions réelle, l�opérateur ZA est auto-
adjoint. On a évidemment Z0 = 0 et

Z1ξ =

Z
1 · bξ dσ = ξ .

Le noyau de ZA (H) est ZAZ∗A = Z2A par l�exemple 5.4.5. Puisque ZA est un opérateur auto-
adjoint positif, c�est le noyau d�un sous-espace hilbertien de H . Dans F � sont noyau est

h�ZAh =

Z
1A · bhdσ = hA

par la proposition 5.5, ce qui Þnit de montrer que ce sous-espace hilbertien est HA .

Démonstration de (iii) Pour toute partie σ-mesurable A , on a 1A · bh = 0 scalairement
σ-p.p. si, et seulement si, pour tout ϕ ∈ F , on a 1A ·

D
ϕ
¯̄̄bhϕE = 0 σ-p.p. par les formules de

polarisation (cf. proposition 1.3), donc à
R
1A ·

D
ϕ
¯̄̄bhϕE dσ = 0 pour tout ϕ ∈ F . Mais cette

relation signiÞe que
R
1A · bhdσ = 0 . Elle est alors successivement équivalente à HA = {0} ,

puis à ZA = 0 et Þnalement à ZA (H) = {0} .

Démonstration de (iv)

(a) ⇒ (b) Si
R
¦ dσ : L2

³
σ, bH´ −→ H est injective, β · bξ est le représentant de Parseval

de Zβξ . Par suite

ZαZβξ =

Z
α ·
³
β · bξ´ dσ = Zαβξ .

(b) ⇒ (c) Si Z est multiplicative, on a Z2A = Z12A = ZA , ce qui par (ii) est équivalent à
ZA (H) = HA . Puisque ZA est auto-adjoint, c�est un orthoprojecteur.
(c) ⇒ (d) Si ξ ∈ HA ∩H{A , on a ξ = ZAξ = Z{Aξ = ZAZ{Aξ , d�où le résultat puisque

ZAZ{A = ZA (Id−ZA) = ZA − Z2A = ZA − ZA = 0 .
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(d) ⇒ (a) Si ζ ∈ L2
³
σ, bH´ et R ζ dσ = 0 , alors pour toute partie σ-mesurable A , on aZ

1A · ζ dσ = −
Z
1{A · ζ dσ ∈ HA ∩H{A = {0} ,

donc
R
1A · ζ dσ = 0 . Pour tout ϕ ∈ F , on a donc

R
1A · hϕ| ζi dσ = 0 quel que soit la partie

σ-mesurable A , donc hϕ| ζi = 0 σ-presque partout (cf. exemple 1.16.1). Par la remarque
5.12.2, on en déduit que ζ = 0 σ-presque partout, ce qui Þnit de prouver que

R
est injective.

Finalement si ces propriétés sont satisfaites, quel que soient les parties σ-mesurables A,B
disjointes, on obtient HA = ZA (H) ⊥ ZB (H) = HB , puisque Z est multiplicative et donc
ZAZB = ZA∩B = Z∅ = {0} . ¤
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8.3 Les décompositions non-dégénérées et directes

Les hypothèses de mesurabilité étant très faibles, il est facile de construire des exemples
pathologiques. Une manière de les éviter est de supposer que bh est σ-mesurable au sens de
Lusin, mais avec l�inconvénient de gêner le développement de la théorie. Cette mesurabilité est
par contre très utile en pratique.

EXEMPLE Soient A ⊂ [0, 1] et bH : [0, 1] −→ Hilb
¡
K[0,1]

¢
: λ 7−→ K · 1A (λ) · 1{λ} . On abh : [0, 1] −→ Ls

¡
K([0,1]),K[0,1]

¢
= K[0,1]

2

: λ 7−→ 1A (λ) ·
¯̄
1{λ}

® ­
1{λ}

¯̄
,

cette application est scalairement λ[0,1]-mesurable etZ bH dλ[0,1] = {0} .
En outre

©
1A · 1{·} = 0

ª
= {A n�est pas nécessairement λ[0,1]-mesurable.

En effet, pour tout ϕ,ψ ∈ K([0,1]) , l�application
λ 7−→

­
ϕ
¯̄
1{λ}

® ­
1{λ}

¯̄
ψ
®
= ϕ (λ) · ψ (λ)

est λ[0,1]-négligeable. ¤

DEFINITION 1 Nous dirons que la décomposition
³
σ, bH´ de H est non-dégénérée si toute

partie σ-mesurable A telle que 1A · bh = 0 scalairement σ-p.p. est localement σ-négligeable.
SCOLIE 1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La décomposition
³
σ, bH´ de H est non-dégénérée.

(ii) Pour tout α ∈ L∞ (σ) , on a kMαk = kαk∞ .

(iii) Pour toute partie σ-mesurable A qui n�est pas localement σ-négligeable, on a HA 6= {0} .
(iv) Pour toute partie σ-mesurable A qui n�est pas localement σ-négligeable, on a ZA (H) 6=
{0} .

C�est immédiat par les théorèmes 8.1.iv et 8.2.iii. ¤

REMARQUE 1 Soit ζ : Λ −→ F � une application scalairement σ-mesurable. Pour que tout
ensemble σ-mesurable A tel que l�on ait 1A ·ζ = 0 scalairement localement σ-p.p. soit localement
σ-négligeable, il faut et il suffit que, pour tout K ∈ K (Λ) tel que 1K ·ζ = 0 scalairement σ-p.p. ,
on ait σ (K) = 0 .

C�est immédiat puisqu�une partie est localement σ-négligeable si, et seulement si, toute
partie compacte qu�elle contient est σ-négligeable. ¤

LEMME Si ζ : Λ −→ F � est une application continue, ou plus généralement σ-mesurable
au sens de Lusin, alors les ensembles {ζ 6= 0} et {ζ = 0} sont σ-mesurable. En outre
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(i) On a ζ = 0 scalairement localement σ-p.p. si, et seulement si, ζ = 0 localement σ-p.p. .

(ii) Pour que tout ensemble σ-mesurable A tel que l�on ait 1A · ζ = 0 scalairement localement
σ-p.p. soit localement σ-négligeable, il faut et il suffit que ζ 6= 0 localement σ-p.p. .

La démonstration de la première partie est analogue à celle faite pour la proposition 15.11
du cours d�Analyse [17]. En effet, pour tout K ∈ K (Λ) , il existe une suite (Lk)k∈N ⊂ K (K)
telle que N := K r

S
k∈N Lk soit σ-négligeable et ζ |Lk soit continue pour tout k ∈ N . On a

alors

{ζ 6= 0} ∩K =

Ã[
k∈N

nbh|Lk 6= 0o
!
∪ eN pour un certain eN ⊂ N ,

donc {ζ 6= 0}∩K est σ-mesurable ; on en déduit que {ζ 6= 0} est σ-mesurable (cf. cours d�Ana-
lyse [17], théorème 15.9.i).

Démonstration de (i) La condition est évidemment suffisante, car {ζ 6= 0} ⊃ {hϕ| ζi 6= 0}
pour tout ϕ ∈ F . Réciproquement, soit K ∈ K (Λ) tel que K ⊂ {ζ 6= 0} ; avec les notations
ci-dessus, pour tout k ∈ N et tout λ ∈ Lk , il existe ϕ ∈ F tel que hϕ| ζ (λ)i 6= 0 . Par la
compacité de Lk , il existe une suite Þnie

¡
ϕj
¢
j=1,...,n

⊂ F telle que

Lk ⊂
n[
j=1

©­
ϕj
¯̄
ζ
®
6= 0

ª
.

Mais comme chaque ensemble {hϕ| ζ 6= 0i} est localement σ-négligeable, on en déduit que Lk
est σ-négligeable, donc aussi K .

Démonstration de (ii) La condition est évidemment nécessaire, car 1{ζ=0} · ζ = 0 par-
tout, donc {ζ = 0} est localement σ-négligeable par la remarque, ce qui montre que ζ 6= 0
localement σ-p.p. . Réciproquement si ζ 6= 0 localement σ-p.p. et K ∈ K (Λ) tel que 1K · ζ = 0
scalairement σ-p.p. , on a 1K · ζ = 0 σ-p.p. par (i), donc σ (K) = 0 . ¤

REMARQUE 2 Sans l�hypothèse de mesurabilité (ii) est faux comme le montre l�exemple
ci-dessus. On a {ζ = 0} = ∅ et 1A · ζ = 0 est scalairement σ-négligeable quel que soit la partie
A .

PROBLEME Si bh = bh0 scalairement (localement) σ-p.p. , que peut-on dire de L2 ³σ, bH´ et
L2
³
σ,cH0

´
? Pour ϕ ∈ F , est-ce que bh0ϕ est un champ à valeurs dans bH ? Probablement non

en considérant un cas dégénéré.

DEFINITION 2 Nous dirons que la décomposition
³
σ, bH´ de H est directe si elle est non-

dégénérée et si l�application Z
¦ dσ : L2

³
σ, bH´ −→ H

est injective.

Dans ce cas
R
¦ dσ est unitaire et nous écrirons

H =
Z ⊕ bH dσ dans F � .
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SCOLIE 2 Calcul fonctionnel borné
Soit

³
σ, bH´ une décomposition de H non-dégénérée. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(i) La décomposition
³
σ, bH´ de H est directe.

(ii) Z est multiplicative, i.e. pour tout α, β ∈ L∞ (σ) , on a Zαβ = ZαZβ .
(iii) Pour toute partie σ-mesurable A l�opérateur ZA est un orthoprojecteur, i.e.

Z2A = ZA ou ZA (H) = HA .

(iv) Pour toute partie σ-mesurable A , on a

HA ∩H{A = {0} .

Dans ce cas, ZA est l�orthoprojecteur de H sur HA = ZA (H) . Si les parties σ-mesurables
A,B sont disjointes, on a HA ⊥ HB et H = HA ¢H{A .

Nous avons recopier le théorème 8.2.iv. ¤
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8.4 Décompositions unidimensionnelles

Soient

² : λ 7−→ ²λ : Λ −→ F �

une famille scalairement σ-mesurable de vecteurs dans F � et

K · ² : Λ −→ Hilb
¡
F �
¢
: λ 7−→ K · ²λ

avec k²λkλ = 1 pour tout λ ∈ Λ tel que ²λ 6= 0 .
La famille correspondante des noyaux est

|²i h²| : Λ −→ L
¡
F,F �

¢
.

Elle est scalairement σ-mesurable.

REMARQUE Λ2 (σ,K · ²) est l�espace vectoriel des classes (modulo σ-p.p.) de champs de
la forme ζ · ² pour une fonction ζ : Λ −→ K telle que kζk22 =

R
|ζ|2 dσ <∞ et que ζ · h²|ϕi soit

σ-mesurable pour tout ϕ ∈ F .

EXEMPLE Reprenons l�exemple 8.3. Soient A ⊂ [0, 1] et ² : [0, 1] −→ K[0,1] : λ 7−→ 1A (λ) ·
1{λ} . L�ensemble Λ2

¡
σ, 1A ·K · 1{¦}

¢
est formé des classes modulo l�égalité λ[0,1]-p.p. de fonction

ζ quelconques sur [0, 1] telles que ζ = 0 sur {A et
R ∗ |ζ|2 dλ[0,1] . On a ¯̄̄|²i h²| ¡K([0,1])¢ E = {0} ,

donc L2
¡
λ[0,1], 1A ·K · 1{¦}

¢
= {0} , mais

L2
¡
λ[0,1]

¢
· 1A · 1{¦} = 1A · L2

¡
λ[0,1]

¢
⊂ Λ2

¡
σ, 1A ·K · 1{¦}

¢
.

THEOREME La famille de noyaux |²i h²| est scalairement σ-intégrable si, et seulement si,
² est scalairement de carré σ-intégrable, i.e. h²|F i ⊂ L2 (σ) .

Dans ce cas

(i) Pour que
R
K · ² dσ soit un sous-espace hilbertien de F � , il faut et il suffit que

h²| : ϕ 7−→ h²|ϕi : F −→ L2 (σ)

soit continue pour la topologie de Mackey sur F .

(ii) Soit H ,→ F � un sous-espace hilbertien de F � de noyau h . Pour que l�on ait

H =
Z
K · ² dσ ,

il faut et il suffit que

khϕkH = kh²|ϕik2 pour tout ϕ ∈ F .
(iii) On a ¯̄̄

|²i h²| (F )
ED
L∞ (σ)

¯̄̄
⊂ L2 (σ,K · ²) ⊂ L2 (σ) · ² ⊂ Λ2 (σ,K · ²) ,

et les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(a) La décomposition
R
K · ² dσ est non-dégénérée.

(b) Toute partie σ-mesurable A telle que 1A · ² = 0 scalairement σ-p.p. est localement
σ-négligeable.

(c)
¯̄̄
h²|F i

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
est dense dans L2 (σ) .

(d) On a L2 (σ,K · ²) = L2 (σ) · ² .

(iv) Si ² : Λ −→ F � est continue, plus généralement σ-mesurable au sens de Lusin, alors la
décomposition

R
K · ² dσ est non-dégénérée.

(v) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) La décomposition est directe, i.e. H =
R ⊕K · ² dσ .

(b) L�application

ζ 7−→
Z
ζ · ² dσ : L2 (σ) −→ H

est unitaire.
(c) h²|F i est dense dans L2 (σ) .

La première partie n�est qu�une reformulation du lemme 5.12.iv, puisque

|²i h²|ϕ = h²|ϕi · ² ,
donc °°° |²i h²|ϕ°°°

¦
= kh²|ϕi · ²k¦ = |h²|ϕi| ,

en remarquant que ²λ = 0 entraîne évidemment h²λ|ϕi = 0 .

Démonstration de (i) C�est l�équivalence (ii)⇐⇒(iii) du théorème 5.13.

Démonstration de (ii) Cela découle du théorème d�unicité 5.3.

Démonstration de (iii) Pour tout ϕ ∈ F et f ∈ L∞ (σ) , on a¯̄̄
|²i h²|ϕ

ED
f
¯̄̄
= f · h²|ϕi · ² et f · h²|ϕi ∈ L2 (σ) ,

ce qui prouve l�inclusion
¯̄̄
|²i h²| (F )

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
⊂ L2 (σ) · ² ; la remarque montre que L2 (σ) · ² ⊂

Λ2 (σ,K · ²) . Pour montrer que L2 (σ,K · ²) ⊂ L2 (σ) · ² , il nous suffit de prouver que L2 (σ) · ²
est un sous-espace vectoriel complet de Λ2 (σ,K · ²) , puisque L2 (σ,K · ²) est par déÞnition
l�adhérence de

¯̄̄
|²i h²| (F )

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
dans Λ2 (σ,K · ²) . Considérons l�application

Φ : L2 (σ) −→ L2 (σ) · ² ⊂ Λ2 (σ,K · ²) : ζ 7−→ ζ · ² .
On a

kζ · ²k22 =
Z ∗

Λ

kζ (λ) · ² (λ)k2K·²λ dσ (λ) =
Z ∗

Λ

1{²6=0} · |ζ|2 dσ 6 kζk22 ,

ce qui montre que Φ est continue, et

KerΦ =

½
θ ∈ L2 (σ)

¯̄̄̄ Z ∗
1{²6=0} · |θ|2 dσ = 0

¾
.

La norme sur L2 (σ)/KerΦ , qui est un espace de Hilbert, est donnée par

kζ +KerΦk2 = infθ∈ζ+KerΦ kθk22 .
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On a d�une part

kζ +KerΦk2 > infθ∈ζ+KerΦ
Z ∗

Λ

1{² 6=0} · |θ|2 dσ >

> infθ∈KerΦ
µZ ∗

Λ

1{²6=0} · |ζ|2 dσ −
Z ∗

Λ

1{² 6=0} · |θ − ζ|2 dσ
¶
=

Z ∗

Λ

1{²6=0} · |ζ|2 dσ .

D�autre part pour tout s ∈ S (X) tel que s > 1{²6=0} · |ζ|2 , en posant θs := 1{s>|ζ|2} · ζ , on a

{θs 6= ζ} =
©
s < |ζ|2

ª
⊂ {² = 0} ,

donc θs · ² = ζ · ² , i.e. θs ∈ ζ +KerΦ . Mais comme |θs|2 6 s , on obtient

kζ +KerΦk2 = infθ∈ζ+KerΦ kθk22 6
Z ∗

|θs|2 dσ 6
Z ∗

s dσ .

En prenant l�inÞmum on obtient Þnalement

kζ +KerΦk2 =
Z ∗

1{²6=0} · |ζ|2 dσ = kζ · ²k22

et montre que L2 (σ) · ² ≈ L2 (σ)/KerΦ est complet.
Ces inclusions montrent l�équivalence (c)⇐⇒(d).

(a) ⇐⇒ (b) La formule de polarisation montre que 1A · |²i h²| = 0 scalairement σ-p.p. est
équivalent à 1A · ² = 0 scalairement σ-p.p.
(b) ⇒ (c) Si g ∈ L2 (σ) est orthogonal à

¯̄̄
h²|F i

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
, pour tout ϕ ∈ F , on aZ

|g| · |h²|ϕi| · 1{g 6=0} dσ =
Z
g · h²|ϕi · signum g · signum h²|ϕi · 1{g 6=0} dσ = 0 ,

puisque signum g · signum h²|ϕi · 1{g 6=0} ∈ L∞ (σ) , donc 1{g 6=0} · h²|ϕi = 0 σ-p.p. ; (b) montre
alors que {g 6= 0} est localement σ-négligeable, donc σ-négligeable puisque cet ensemble est
σ-modéré. Ceci Þnit de prouver que g = 0 .
(c) ⇒ (b) Si K est une partie compacte telle que, pour tout ϕ ∈ F , on ait 1K · h²|ϕi = 0
σ-p.p. , alors 1K⊥

¯̄̄
h²|F i

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
, donc σ (K) = 0 .

(c) ⇐⇒ (d) C�est une conséquence des inclusions, car on a¯̄̄
|²i h²| (F )

ED
L∞ (σ)

¯̄̄
=
h¯̄̄
h²|F i

ED
L∞ (σ)

¯̄̄i
· ² .

Démonstration de (iv) Par hypothèse on a ² 6= 0 partout, donc ² 6= 0 scalairement
localement σ-p.p. par le lemme 8.3.ii.

Démonstration de (v) C�est immédiat par déÞnition et (iii). ¤

EXEMPLE 1 (Décomposition triviale) Si σ une intégrale de Radon sur un espace loca-
lement compact Λ , alors

L2 (σ) =

Z ⊕
K · ελ dσ (λ) dansM (Λ) ,

où ελ désigne l�intégrale de Dirac au point λ ∈ Λ .

Claude Portenier DÉCOMPOSITIONS SPECTRALES 431



8.4 Décompositions unidimensionnelles

L�application ε : Λ −→ M (Λ) : λ 7−→ ελ est un homéomorphisme sur son image. Les
noyaux de L2 (σ) ,→ L2 (σ) et K · ελ ,→M (X) sont respectivement

ϕ 7−→ ϕ · σ et |ελi hελ| : K (X) −→M (X) ;

en outre, pour tout ϕ ∈ K (Λ) , on a
hε|ϕi = ϕ ,

donc °°° |εi hε|ϕ°°°
¦
= |hε|ϕi| = |ϕ| ,

et par suite °°° |εi hε|ϕ°°°2
2
=

Z
|ϕ|2 dσ = kϕk22 .

Le théorème (ii) montre que (σ,K · ε) est une décomposition de L2 (σ) . Elle est non-dégénérée
par (iv). Comme hε| K (X)i = K (X) est dense dans L2 (σ) , la décomposition est directe par
(v). ¤

EXEMPLE 2 (Transformation de Fourier)

Rappelons (cf. exemple 4.3.4) que nous avons posé

eλ := e
2πi·λ�¦ : Rn −→ C , pour tout λ ∈ Rn ,

et

e¦ : λ 7−→ eλ : Rn −→ S (Rn)0 .
Alors (λn,C · e¦) est une décomposition directe de L2 (Rn) dans S (Rn) , i.e.

L2 (Rn) =
Z ⊕

Rn
C · eλ dλ dans S (Rn)0 .

En particulier Z
|eλi heλ| dλ = Id : ϕ 7−→ ϕ : S (Rn) −→ S (Rn)0 .

L�application e¦ est évidemment continue. C�est en fait un homéomorphisme sur son image.
Pour tout ϕ ∈ S (Rn)0 , on a

he¦|ϕi =
Z
e−2πi·¦�x · ϕ (x) dx = Fϕ ,

donc °°° |e¦i he¦|ϕ°°°
¦
= |he¦|ϕi| = |Fϕ| ,

et par suite °°° |e¦i he¦|ϕ°°°
2
=

µZ
|Fϕ|2 dλn

¶ 1
2

= kFϕk2 = kϕk2

par le théorème de Plancherel 4.11. Ceci montre que (λn,C · e¦) est une décomposition non-
dégénérée de L2 (Rn) dans S (Rn)0 . Elle est directe, car

he¦| S (Rn)i = F (S (Rn)) = S (Rn)
est dense dans L2 (Rn) . ¤
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Remarquons que, pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , on a bξ = Fξ · e¦ , car
ξ =

−1
FFξ =

Z
Fξ (λ) · eλ dλ

par la proposition 4.10.

EXEMPLE 3 Le théorème de Plancherel-Godement (cf. chapitre 9) est une généralisation
de ces exemples.
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8.5 Calcul fonctionnel mesurable

On considère une décomposition directe

H =
Z ⊕ bH dσ dans F � .

Puisque
R
¦ dσ : L2

³
σ, bH´ −→ H est unitaire, donc Zα est unitairement équivalent àMα ,

en particulier l�image de L2α
³
σ, bH´ est D (α) et

kZαξk2 =
Z
|α|2 ·

°°°bξ°°°2
¦
dσ pour tout ξ ∈ D (α) ,

toute assertion concernant les opérateurs Zα se prouve donc dans L2
³
σ, bH´ .

REMARQUE Dans la décomposition triviale

L2 (µ) =

Z ⊕
K · εx dµ (x) ,→M (X)

on a Z =M !

THEOREME Soient α, β des fonctions σ-mesurables.
Zα est un opérateur normal et Z∗α = Zα .
Si A est une partie σ-mesurable sur laquelle α est essentiellement bornée, alorsHA ⊂ D (α) .
Les noyau de D (α) ,→ H et Zα (D (α)) ,→ H sont respectivement Zhαi−1 et Z|α|2·hαi−1

(i) Pour tout a ∈ C, on a Za·α = a · Zα .
(ii) Si |α| 6 a · |β|+ b pour certaines constantes a, b ∈ R+ , alors D (β) est dense dans D (α) ,
et

Zα = Zα|D(β) .

(iii) D (Zα + Zβ) = D (α) ∩D (β) et Zα+β = Zα + Zβ .
(iv) D (ZαZβ) = D (αβ) ∩D (β) et Zαβ = ZαZβ .
(v) Si β ∈ L∞ (σ) , alors

Zα+β = Zα + Zβ et Zαβ = ZαZβ .

(vi) Si (αk)k∈N est une suite de fonctions σ-mesurables telle que

α = limk αk σ-p.p. et |αk| 6 a · |β|+ b pour certains a, b ∈ R+ ,
alors pour tout ξ ∈ D (β) , on a

Zαξ = limk Zαkξ dans H .

En particulier on peut prendre la suite
¡
1{|α|6k} · α

¢
k∈N et on a la formule pour tout ξ ∈ D (α) .
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(vii) Pour que ξ ∈ KerZα , il faut et il suffit quebξ = 0 σ-p.p. sur {α 6= 0} ,

i.e.

KerZα = H{α=0} .

(viii) On a Zα = 0 si, et seulement si, α = 0 σ-p.p. . En particulier si α = β σ-p.p. , alors
Zα = Zβ .

(ix) Pour que Zα soit injectif, il faut et il suffit que l�on ait α 6= 0 σ-p.p. . Dans ce cas Zα est
d�image dense et en déÞnissant

1

α
: Λ −→ K : λ 7−→


1

α(λ)
α (λ) 6= 0

si
0 α (λ) = 0

,

on a Z−1α = Z 1
α
.

(x) Pour que Zα soit auto-adjoint, il faut et il suffit que α soit réelle σ-p.p. .

(xi) Si α 6 β σ-p.p. , alors Zα 6 Zβ , i.e. (ξ|Zαξ) 6 (ξ|Zβξ) pour tout ξ ∈ D (α)∩D (β) .
(xii) Pour que Zα soit auto-adjoint positif, il faut et il suffit que α > 0 σ-p.p. .

(xiii) Pour tout z ∈ C, on a
Ker (Zα − z · Id) = H{α=z} .

Pour que z ∈ Spp T , il faut et il suffit que σ ({α = z}) > 0 .
(xiv) On a kZαk = kαk∞ . En particulier Zα ∈ L (H) si, et seulement si, α ∈ L∞ (σ) .
(xv) Pour que Zα soit inversible, il faut et il suffit que

σ ({α = 0}) = 0 et
1

α
∈ L∞ (σ) .

(xvi) Pour que z ∈ SpZα, il faut et il suffit que σ∗ ({α ∈ U}) > 0 pour tout voisinage (ouvert)
U de z .

Toute ces assertions découlent à l�aide de manipulations sur des fonctions du théorème 8.1.
La partie initiale de (i).

Démonstration de (i) C�est immédiat.

Démonstration de (ii) L�inégalité montre queD (β) ⊂ D (α) , car pour tout η ∈ D (β) ,
on a

kα · bηk2 6 k(a · |β|+ b) · bηk2 6 a · kβ · bηk2 + b · kbηk2 <∞ .

Soit ξ ∈ D (α) et posons Bk := {|β| 6 k} . On a 1Bk · bξ ∈ D (β) , et°°°1Bk · bξ − bξ°°°2
α
=

Z ¡
1 + |α|2

¢
· |1Bk − 1|

2 ·
°°°bξ°°°2

2
dσ

tend vers 0 par le théorème de Lebesgue, puisque
¡
1 + |α|2

¢
·
°°°bξ°°°2

2
∈ L1 (σ) . La formule découle

alors de la proposition 7.2.

Démonstration de (iii) C�est immédiat par (ii), car |α| , |β| , |α+ β| 6 |α|+ |β|, donc
D (|α|+ |β|) ⊂ D (α) ∩D (β) ⊂ D (α+ β)
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et D (|α|+ |β|) est dense dans D (α+ β) .

Démonstration de (iv) C�est aussi immédiat par (ii), car |α · β| , |β| 6 |α · β|+ |β| .

Démonstration de (v) Cela découle du fait que T +S et TS sont fermés, si T est fermé
et S ∈ L (H) (cf. proposition 7.1.iii et lemme 7.3).

Démonstration de (vi) C�est une conséquence du théorème de Lebesgue, puisque°°°αk · bξ − α · bξ°°°2
2
=

Z
|αk − α|2 ·

°°°bξ°°°2
¦
dσ

et que

|αk − α|2 ·
°°°bξ°°°2

¦
6 8 ·

¡
a2 |β|2 + b2

¢
·
°°°bξ°°°2

¦
∈ L1 (σ) .

Démonstration de (vii) Pour que ξ ∈ KerZα , il faut et il suffit que ξ ∈ D (α) et

kZαξk = 0 , donc que α · bξ ∈ L2 ³σ, bH´ et R |α|2 °°°bξ°°°2
¦
dσ = 0 , et par suite que α · bξ = 0 σ-

p.p. .

Démonstration de (viii) On a Zα = 0 si, et seulement si, H{α=0} = KerZα = H d�après
(vii), ce qui signiÞe que H{α 6=0} = {0} , donc que σ ({α 6= 0}) = 0 puisque la décomposition est
non-dégénérée.

Démonstration de (ix) Grâce à (vii) Zα est injectif si, et seulement si, H{α=0} = {0} ,
i.e. si α 6= 0 σ-p.p. puisque la décomposition est non-dégénérée. On alors

(ImZα)
⊥ = KerZ∗α = KerZα = KerZα = {0}

par la remarque 7.3.2, ce qui montre que Zα est d�image dense. En outre

ZαZ 1
α
= Z 1

α
Zα = Zα· 1

α
= Z1 = Id

par (viii), et comme la formule (∗) de 8.2 montre que α · L2α
³
σ, bH´ = L21

α

³
σ, bH´ , on obtient

Z−1α = Z 1
α
.

Démonstration de (x) Cela découle de (viii), puisque Zα = Zα est équivalent à

0 = Zα − Zα = Zα−α .

Démonstration de (xi) On a évidemment

(ξ|Zαξ) =
Z
α ·
³bξ ¯̄̄ bξ´ dσ 6 Z β ·

³bξ ¯̄̄ bξ´ dσ = (ξ|Zβξ) .
Démonstration de (xii) Il nous suffit par (xi) de prouver la nécessité. Mais d�après (x)
la fonction α est réelle σ-p.p. et, pour tout ξ ∈ H et k ∈ N , on a

0 6
¡
Z{−k6α<0}ξ

¯̄
ZαZ{−k6α<0}ξ

¢
=

Z
α · 1{−k6α<0} · kξk2 dσ 6 0 ,

donc 1{α<0} ·bξ = 0 σ-p.p. . Ceci montre que H{α<0} = {0} , et par suite que σ ({α < 0}) = 0 ,
puisque la décomposition est non-dégénérée.

Démonstration de (xiii) En effet Zα − z · Id = Zα−z par (v), donc
Ker (Zα − z · Id) = KerZα−z = H{α=z}
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grâce à (vii). Ainsi z ∈ Spp si, et seulement si,H{α=c} 6= {0} , ce qui signiÞe que σ∗ ({α = c}) > 0
puisque la décomposition est non-dégénérée.

Démonstration de (xiv) Tout d�abord on a kZαk 6 kαk∞ par la proposition 8.1. Si
0 6 a < kαk∞ , alors σ∗ ({|α| > a}) > 0 , donc σ∗ ({k > |α| > a}) > 0 pour un certain k ∈ N .
Ainsi pour tout ξ ∈ H{k>|α|>a} 6= {0} , on a bξ = 0 σ-p.p. sur { {k > |α| > a} et il vient

kZαξk2 =
Z
|α|2 ·

°°°bξ°°°2
¦
dσ >

Z
a2 · 1{k>|α|>a} ·

°°°bξ°°°2
¦
dσ = a2 · kξk2 6= 0 ;

on en déduit que kZαk > a .

Démonstration de (xv) La condition de (ii) est suffisante, car 1
α
· α = 1 σ-presque

partout, donc

Z 1
α
Zα ⊂ Z1 = Id = ZαZ 1

α

par la proposition, (iv) et (v). Réciproquement, puisque Zα est injectif, on a

{0} = KerZα = H{α=0} ,

donc σ ({α = 0}) = 0 . Comme α · 1
α
= 1 σ-presque partout, il vient ZαZ 1

α
⊂ Id , donc

Z 1
α
= Z−1α sur D

³
ZαZ 1

α

´
= D (1) ∩D

¡
1
α

¢
= D

¡
1
α

¢
. Puisque Z 1

α
est fermé, on en déduit que

Z 1
α
= Z−1α ∈ L (H) ,

donc que 1
α
∈ L∞ (σ) par (i).

Démonstration de (xvi) Finalement remarquons que z /∈ SpZα est équivalent à l�inver-
sibilité de Zα− c · Id = Zα−c , donc à σ ({α = z}) = 0 et 1

α−c ∈ L∞ (σ) . Mais ceci signiÞe qu�il
existe une constante ε > 0 telle que |α − z| > ε σ-p.p. , donc que

σ ({α ∈ B (z, ε)}) = 0 .
¤

EXERCICE Si α est une fonction σ-mesurable > 0 , montrer que
Zα = Z√αZ√α .

Peut-on généraliser ce résultat ? Au lecteur la fantaisie !
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8.6 Le théorème spectral

DEFINITION Soit T un opérateur fermé dans H . Nous dirons qu�une décomposition
directe non-dégénérée

³
σ, bH´ de H dans F � est une diagonalisation de T si

T = Zκ

pour une certaine fonction σ-mesurable κ sur Λ . On dit alors que T est diagonalisable par³
σ, bH,κ´ dans F � .
Nous désignerons par B (C) le plus petit espace vectoriel V ⊂ CC contenant C0 (C) et ayant

la propriété :
Si (fk) est une suite de V convergente ponctuellement vers une fonction f telle que, pour

certains a, b ∈ R+ , on ait |fk| 6 a · |f |+ b pour tout k ∈ N , alors f ∈ V .
On peut montrer que B (C) est l�espace vectoriel des fonctions boréliennes sur C , mais il est

plus important de constater que pour toute fonction σ-mesurable α et toute fonction f ∈ B (C),
la fonction f ◦ α est σ-mesurable.

THEOREME Soit T un opérateur fermé dans un espace de Hilbert H . Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) T est normal.

(ii) L�algèbre A (T ) est commutative.
(iii) Il existe un espace localement convexe tonnelé F tel que H soit un sous-espace hilbertien
de F � et que T soit diagonalisable dans F �.

Dans ce cas, il existe une unique application f 7−→ f (T ) de B (C) dans l�ensemble des
opérateurs normaux dans H telle que

f (T ) = Zf◦κ : ξ 7−→
Z
f ◦ κ · bξ dσ

quelle que soit la diagonalisation de T .

(i) ⇒ (ii) C�est le corollaire 7.8.

(ii) ⇒ (iii) Puisque A (T ) = A (A,B) est commutative, le théorème 6.10 montre que A (T )
est isomorphe à C (SpA (T )) et que SpA (T ) s�identiÞe à la fermeture de SpT dans la sphère
de Riemann C ∪ {∞} .

Pour tout ξ ∈ H r {0} , la forme linéaire
f 7−→ (ξ| f (T ) ξ) : C (SpA (T )) −→ C

est positive, donc déÞnit une intégrale de Radon σξ sur SpA (T ) . L�application
C (suppσξ) −→ H : f 7−→ f (T ) ξ
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est une isométrie :

kf (T ) ξk2 = (ξ |f (T )∗ f (T ) ξ ) =
¡
ξ
¯̄
|f |2 (T ) ξ

¢
=

Z
|f |2 dσξ .

Ceci montre que L2 (σξ) est isomorphe à la fermeture Hξ du sous-espace vectoriel Fξ := A (T ) ξ
dans H , la multiplication par f dans L2 (σξ) correspondant à l�opérateur induit par f (T ) dans
Hξ . On a

L2 (σξ) =

Z ⊕
C · ελ dσξ (λ)

dansM (suppσξ) ; comme

Fξ −→ C (supp σξ) : f (T ) ξ 7−→ f

est une bijection, par transposition on obtient une bijection

Φ :M (supp σξ) −→ F �ξ

donc une décomposition directe de Hξ dans F
�
ξ :

Hξ =

Z ⊕
C · Φελ dσξ (λ) .

En rappelant que

a := hidi−1 et b := id · hidi−1 ,
on a

a (T ) = (Id+T ∗T )−1 = A et b (T ) = T (Id+T ∗T )−1 = B .

En considérant les restrictions aξ , bξ et κξ de a , b et id à supp σξ r {∞} , prolongée par
0 à l�inÞni si nécessaire, les opérateurs induit par A , B et T = BA−1 dans Hξ sont alors
respectivement égaux à Zaξ , Zbξ et

ZbξZ 1
aξ

= Z bξ
aξ

= Zidξ ,

car σξ ({∞}) = 0 .
Il suffit alors de constater, par le lemme de Zorn, qu�il existe une famille

¡
ξj
¢
j∈J telle que

H = ¢
j∈J
Hξj ,

et on pose

(Λ, σ) :=
]
j∈J

³
suppσξj , σξj

´
, F :=

M
j∈J

Fξj , κ := κξj sur suppσξj .

(iii) ⇒ (i) C�est une conséquence évidente du calcul fonctionnel mesurable (théorème 8.5).

Le reste est alors facile. ¤

DEFINITION On dit que f 7−→ f (T ) est le calcul fonctionnel mesurable associé à l�opé-
rateur T . Il nous permet de déÞnir toute une série d�opérateurs à partir de T :

(a) Si P est un polynôme complexe à deux variables, alors en posant f (λ) := P
¡
λ, λ̄

¢
pour

tout λ ∈ C , on a f (T ) = P (T, T ∗) en général, mais dans certains cas il est nécessaire de
prendre la fermeture de P (T, T ∗) . Par exemple si P (X,Y ) = X − Y et T est auto- adjoint,
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on a f ◦ κ = 0 σ-p.p. , donc f (T ) = 0 ; par contre T − T ∗ est nul, mais seulement déÞni sur
D (T ) !

(b) T
1
2 , si T est auto-adjoint positif.

(c) |T | := (T ∗T )
1
2 , si T est un opérateur fermé quelconque.

(d) T± tels que T = T+ − T− et T± auto-adjoints positifs, si T est auto-adjoint.
(e) eT , sin T , cos T , etc...

(f) ln T , et T z := ez·ln T pour z ∈ C , si T est auto-adjoint positif injectif (i.e. 0 /∈ Spp T ),
et plus généralement si l�on peut déÞnir une branche du logarithme sur SpT .
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8.7 Equations d�évolution

Le calcul fonctionnel nous permet de résoudre certaines équations aux dérivées partielles
dont l�une des variables, en général celle du temps, joue un rôle particulier. Considérons par
exemple une équation du type

∂tζ (t, x) = Lxζ (t, x) .

On l�interprète comme une équation différentielle ordinaire à valeurs vectorielles, en considérant
Lx comme un opérateur dans un certain espace de fonctions ne dépendant que de la variable
x .

C�est l�exemple typique d�une équation d�évolution

∂ζ = Tζ ,

où T est un opérateur dans un espace de Hilbert H .

DEFINITION Si I est un intervalle de R , on dit que ζ : I −→ D (T ) est une solution de
cette équation si ζ est dérivable dans H , i.e. pour tout t ∈ I ,

∂ζ (t) := lims→0
1

s
· [ζ (t+ s)− ζ (t)] existe dans H ,

et si

∂ζ (t) = Tζ (t) pour tout t ∈ I .
Dans ce cas, ζ : J −→ H est continue.

Remarquons qu�une solution ζ est continûment dérivable, i.e. ∂tζ : I −→ H est continue si,
et seulement si Tζ : I −→ H est continue, i.e. ζ : I −→ D (T ) est continue.

On la

PROPOSITION Soit T un opérateur normal dans H diagonalisé par
³
σ, bH,κ´ dans F �.

Etant donné t ∈ I , on a
TetT = Zκ·etκ ;

en particulier ξ ∈ D
¡
TetT

¢
si, et seulement si,

κ · etκ ·
°°°bξ°°° ∈ L2 (σ) .

Si ξ ∈ D
¡
TetT

¢
pour tout t ∈ I , alors

ζ : t 7−→ etT ξ : I −→ D (T )
est une solution continûment dérivable de l�équation d�évolution ∂ζ = T ζ .

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante, car pour tout t ∈ R et z ∈ C ,
on a ¯̄

et·z
¯̄
6 e|t·z| 6 e|t| si |z| 6 1 ,

donc ¯̄
et·z
¯̄
6
¯̄
z · et·z

¯̄
+ e|t| ,
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et le théorème 8.5.ii montre que D (κ · et·κ) ⊂ D (et·κ) . La formule en découle également.
Il nous reste à prouver que ζ est continûment dérivable et satisfait à l�équation d�évolution.

Etant donné t ∈ I , soit [a, b] un voisinage de t dans I . Si (εk)k∈N est une suite convergente
vers 0 telle que t+ εk ∈ [a, b] , on a

1

εk
·
£
e(t+εk)·T ξ − et·T ξ

¤
= fk (T ) ξ

en ayant posé

fk :=
1

εk
·
£
e(t+εk)·id − et·id

¤
,

puisque ξ ∈ D
¡
et·T
¢
pour tout t ∈ I . En outre

limk fk (z) = z · et·z ,
et le théorème de la moyenne montre que

|fk (z)| 6 sups∈[a,b] |z · es·z| = sups∈[a,b]
¯̄
z · es·Re z

¯̄
6 |z| ·

¡
ea·Re z + eb·Re z

¢
= |z · ea·z|+

¯̄
z · eb·z

¯̄
.

Ainsi

|fk ◦ κ| 6 |κ · ea·κ|+
¯̄
κ · eb·κ

¯̄
pour tout k ∈ N ;

mais par hypothèse on a £
|κ · ea·κ|+

¯̄
κ · eb·κ

¯̄¤
·
°°°bξ°°°

¦
∈ L2 (σ) ,

et le théorème 8.5.vi nous permet de conclure : ζ est dérivable et

∂ζ (t) = limk fk (T ) ξ = Zκ·et·κξ = Te
t·T ξ .

Finalement

limk κ · e(t+εk)·id = κ · et·id ponctuellement

et ¯̄
κ · e(t+εk)·id

¯̄
6 |κ · ea·κ|+

¯̄
κ · eb·κ

¯̄
pour tout k ∈ N ;

comme ci-dessus on en déduit que

limk Tζ (t+ εk) = limk Te
(t+εk)·T ξ = limk Zκ·e(t+εk)·κξ = Zκ·et·κξ = Te

t·T ξ = T ζ (t) ,

donc que T ζ est continue, et par suite que ζ : I −→ D (T ) est continue. ¤

COROLLAIRE Equation de la chaleur. Supposons que T est un opérateur auto-adjoint
positif de la forme T = S∗S pour un certain opérateur fermé S déÞni dans H et à valeurs dans
G . Alors pour tout ξ ∈ H , l�équation de la chaleur

∂ζ + Tζ = 0

possède une unique solution ζ : R∗+ −→ D (T ) continûment dérivable satisfaisant à la condition
initiale

limt→0+ ζ (t) = ξ .

On a

ζ (t) = e−t·T ξ pour tout t ∈ I ,
cette solution est indéÞniment dérivable, satisfait à l�équation

∂kζ + T kζ = 0 ,
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ainsi qu�à

1

2
kζ (t)k2H +

Z t

0

kSζ (s)k2G ds =
1

2
kξk2H

pour tout t > 0 .
En outre, si ξ ∈ D (T ) , on a

limt→0+ ∂ζ (t) + Tξ = 0 .

La condition de la proposition appliquée à −T est satisfaite. En effet κ · e−t·κ ∈ L∞ (σ) ,
puisque z 7−→ z · e−t·z atteint son maximum sur R+ en 1

t
et que κ > 0 σ-p.p. par le théorème

8.5.xii. Ceci montre que t 7−→ e−t·T ξ est une solution continûment dérivable. On prouve par
récurrence qu�elle est indéÞniment dérivable et satisfait à l�équation donnée en considérant
−T k . Par ailleurs, si (tk)k∈N est une suite de R∗+ convergente vers 0 , on a

limk exp (−tk · κ) = 1 pontuellement

et

|exp (−tk · κ)| 6 1 σ-p.p. .
Par le théorème 8.5.vi on obtient

limk exp (−tk · T ) ξ = ξ .
Si ξ ∈ D (T ) , on obtient de même la dernière assertion, puisque

limk κ · exp (−tk · κ) = κ ponctuellement

et

|exp (−tk · κ)| 6 |κ| σ-p.p. .
Il nous reste à prouver la formule et l�unicité. Si ζ est une solution continûment dérivable,

on a

∂ kζk2H = ∂ (ζ| ζ)H = (∂ζ| ζ)H + (ζ| ∂ζ)H = −2 (ζ|Tζ)H =

= −2 (Sζ|Sζ)G = −2 kSζk
2
G ,

car D (T ) = D (S∗S) ⊂ D (S) . Il suffit donc d�intégrer entre ε > 0 et t , puis de faire tendre ε
vers 0 :

kζ (t)k2H − kξk
2
H = limε→0+ kζ (t)k2H − kζ (ε)k

2
H = limε→0+

Z t

ε

∂t kζk2H =

= −2 · limε→0+

Z t

ε

kSζk2G = −2 ·
Z t

0

kSζk2G .

D�autre part, par linéarité, on peut supposer que la condition initiale ξ = 0 ; mais alors

0 6 kζ (t)k2H = −2 ·
Z t

0

kSζk2G 6 0 ,

et par suite ζ = 0 . ¤

EXEMPLE Classiquement le problème de la diffusion de la chaleur est modélisé par l�équa-
tion

∂tζ +∆/Dζ = 0 ,
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où ∆/D est l�opérateur de Dirichlet sur un ouvert X de Rn . Il est résolu, grâce au théorème
précédent, car on peut montrer, en utilisant la nucléarité de D (X) , que ∆/D est diagonalisable
dans D (X) . Si X est borné, cette diagonalisation est discrète, i.e.

Sp∆/D = Spp∆/D ,

et H se décompose dans H ! En effet l�injection canonique D (∆/D) ,→ L2 (X) est compacte,
donc aussi le noyau de ce sous- espace hilbertien ; ainsi

1

1 + (Sp∆/D)
2 = Sp

¡
Id+ (∆/D)

2¢−1 r {0}
est discret, et par suite aussi

Sp∆/D =

s
1

Sp
¡
Id+ (∆/D)

2¢−1 r {0} − 1 .
Nous en donnerons dans le numéro suivant une solution explicite pour Rn et R∗+ .
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8.8 La décomposition de Fourier

Rappelons (cf. exemple 5.14.2) que

L2 (Rn) =
Z ⊕

C · eλ dλ .

Cette décomposition est évidemment non-dégérée et, pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , le champ Fξ · e¦
est la décomposition de Parseval bξ de ξ . En outre les applications

g 7−→ g · e¦ : L2 (Rn) −→ L2 (Rn,C · e¦)
et

g 7−→
Z
g · e¦ dλn : L2 (Rn) −→ L2 (Rn)

sont unitaires : cf. §5.15.

PROPOSITION Soit ρ ∈ L1loc (Rn) tel que ρ > 0 presque partout.

(i) Si ρ ∈ L1mod (Rn) , alors S (Rn) est dense dans L2 (Rn, ρ) . Si 1
ρ
∈ L1mod (Rn) , alors

L2 (Rn, ρ) ⊂ L1mod (Rn) .
(ii) Pour toute fonction λn-mesurable α : Rn −→ C , l�opérateur de multiplication Mα par α
et α (∇/ ) := Zα sont normaux dans L2 (Rn) et, pour tout ξ ∈ D (α) =

R
L2 (Rn, hαi) · e¦ dλn ,

on a

α (∇/ ) ξ =
Z
α · Fξ · eλ dλn =

−1
F (α · Fξ) ,

i.e.

α (∇/ ) =
−1
FMαF .

(iii) Si α ∈ L2mod (Rn) , alors Mα et Zα sont des opérateurs essentiellement normaux sur

S (Rn) . Pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , on a α · Fξ ∈ L1mod (Rn) , l�application y 7−→ ξ (y) ·
µ
−1
Fα
¶
y

est λn-intégrable dans S (Rn)0 et³
α (∇/ )|S(Rn)

´�
ξ =

Z
α (λ) · Fξ (λ) · eλ dλ =

Z
ξ (y) ·

µ
−1
Fα
¶
y

dy .

En particulier

α (∇/ ) =
³
α (∇/ )|S(Rn)

´�
|D(α) .

Démonstration de (i) L�inclusion S (Rn) ⊂ L2 (Rn, ρ) est claire si ρ ∈ L1mod (Rn) .
D�autre part, si θ est orthogonal à S (Rn) dans L2 (Rn,ρ) , alors

R
ϕ · θ · ρ = 0 pour tout

ϕ ∈ S (Rn) , donc θ = 0 presque partout par la proposition et l�exemple 3 de 1.16. Ceci prouve
que S (Rn) est dense dans L2 (Rn, ρ) . Si maintenant 1

ρ
∈ L1mod (Rn) , pour tout θ ∈ L2 (Rn, ρ) ,
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on a Z |θ|
hidim =

Z
|θ| · ρ 12 · ρ

− 1
2

hidim 6
µZ

|θ|2 · ρ
¶ 1

2

·
µZ

1

hidi2m
· 1
ρ

¶ 1
2

<∞ .

Démonstration de (ii) Remarquons tout d�abord que

L2α (Rn,C · e¦) = L2 (Rn, hαi) · e¦ .
Mais comme α · L2 (Rn, hαi) ⊂ L2 (Rn) ⊂Mmod (Rn) , l�exemple 4.10.2 montre queZ

α · Fξ · eλ dλn =
−1
F (α · Fξ) .

Démonstration de (iii) La première partie est immédiate par (i) et la proposition 7.2.ii.
Pour tout ϕ ∈ S (Rn) et ξ ∈ L2 (Rn) , il vientD

ϕ
¯̄̄
α (∇/ )� ξ

E
= (α (∇/ )ϕ| ξ) =

Z
α · Fϕ · Fξ = hFϕ|α · Fξi =

¿
ϕ

¯̄̄̄
−1
F (α · Fξ)

À
,

donc

α (∇/ )� ξ =
Z
α (λ) · Fξ (λ) · eλ dλ

par l�exemple 4.10.2. Quant à la dernière assertion, on a α · Fϕ ∈ L1 (Rn) et à nouveau par
l�exemple 4.10.2 on peut calculer ponctuellement :

α (∇/ )ϕ (y) =
Z
α (λ) · Fϕ (λ) · eλ (y) dλ =

Z
α (λ) · Fϕ−y (λ) dλ =

=

Z
α (λ) ·

­
ϕ−y

¯̄
eλ
®
dλ =

¿
ϕ−y

¯̄̄̄Z
α · eλ dλ

À
=

*
ϕ

¯̄̄̄
¯
µ
−1
Fα
¶
y

+
,

en ayant utilisé l�une des formules de la proposition 4.9.
Comme ᾱ (∇/ )ϕ ∈ L2 (Rn) , on en déduit que

y 7−→
*
ϕ

¯̄̄̄
¯ξ (y) ·

µ
−1
Fα
¶
y

+
: Rn −→ C

est intégrable, donc que y 7−→ ξ (y) ·
µ
−1
Fα
¶
y

est scalairement λn-intégrable dans S (Rn)0 , car

D
ϕ
¯̄̄
α (∇/ )� ξ

E
= (α (∇/ )ϕ| ξ) =

Z
α (∇/ )ϕ (y) · ξ (y) dy =

Z
ξ (y) ·

*
ϕ

¯̄̄̄
¯
µ
−1
Fα
¶
y

+
dy .

On a donc

α (∇/ )� ξ =
Z
ξ (y) ·

µ
−1
Fα
¶
y

dy .

Finalement l�application y 7−→ ξ (y) ·
µ
−1
Fα
¶
y

est λn-intégrable dans S (Rn)0 par déÞnition (cf.

proposition 3.12), puisque

L∞ (Rn) · L2 (Rn) ⊂ L2 (Rn) .
¤
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REMARQUE 1 Pour η ∈ H(−∞) (Rn) =
−1
F (L2mod (Rn)) et µ ∈ L2 (Rn) +Mb (Rn) , on peut

déÞnir le produit de convolution par

η ∗ µ :=
Z
ηy dµ (y) .

Remarquons que η ∗ δy = ηy . En outre, si η ∈ L2 (Rn) , on peut montrer que
ηy : x 7−→ η (x− y)

est µ−intégrable pour presque tous les x ∈ Rn , que
R
η (·− y) dµ (y) ∈ L2 (Rn) et que

η ∗ µ =
Z
ξ (·− y) dµ (y) .

Le produit de convolution déÞnit ci-dessus est donc un prolongement du produit de convolution
classique.

Pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , on peut donc écrire³
ᾱ (∇/ )|S(Rn)

´�
ξ =

−1
Fα ∗ ξ .

REMARQUE 2 La condition α ∈ L2mod (Rn) est nécessaire pour que S (Rn) ⊂ D (α) .

REMARQUE 3 Un polynôme complexe

P :=
X
α

cα · idα : Rn −→ C

à n variables sur Rn satisfait évidemment à la condition ci-dessus. Posons
L :=

X
α

cα · ∂/α : S (Rn) −→ S (Rn) ,→ L2 (Rn)

et calculons P (∇/ ) :

Pour tout ϕ ∈ S (Rn) , on a

P (∇/ )ϕ =
Z
P (λ) · Fϕ (λ) · eλ dλ =

Z
F (Lϕ) eλ dλ =

−1
F (F (Lϕ)) = Lϕ

par le théorème 4.9 et l�exemple 4.10.2, ce qui montre que

L = P (∇/ )
est un opérateur normal. Par la proposition (iii), pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , on obtient

L�ξ =
³
P (∇/ )|S(Rn)

´�
ξ =

Z
P (λ) · Fξ (λ) · eλ dλ =

−1
F
¡
P · Fξ

¢
,

donc

D
¡
L
¢
= D (L∗) =

©
ξ ∈ L2 (Rn)

¯̄
L�ξ ∈ L2 (Rn)

ª
=
©
ξ ∈ L2 (Rn)

¯̄
P · Fξ ∈ L2 (Rn)

ª
.

Pour simpliÞer les notations on ne fait pas de distinction entre P (∇/ ) et L . On considère
également P (∇/ ) comme un opérateur différentiel dans S (Rn)0 .

Remarquons en outre queZ
λj · eλ dλ =

Z
∂/jeλ dλ = ∂/j

µZ
eλ dλ

¶
= ∂/jδ ,
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et par suite que
−1
FP =

Z
P (λ) eλ dλ =

X
α

cα ·
Z
λα · eλ dλ =

X
α

cα · ∂/αδ = P (∇/ ) δ .

Nous avons donc prouvé le

THEOREME Tout opérateur différentiel à coefficients constants P (∇/ ) =
P

α cα · ∂/α sur
Rn est essentiellement normal sur S (Rn) , et diagonalisable par (λn,C · eλ, P ) dans S (Rn)0 .
Le domaine de déÞnition de sa fermeture est©

ξ ∈ L2 (Rn)
¯̄
P · Fξ ∈ L2 (Rn)

ª
.

Pour tout ξ ∈ L2 (Rn) , on a

P (∇/ ) ξ =
−1
FP ∗ ξ = P (∇/ ) δ ∗ ξ .

EXEMPLE 1 On a
1

4π2
·∆D = ∆/D = |∇/ |2

et son domaine de déÞnition est H(2) (Rn) .

EXEMPLE 2 Revenons maintenant à la résolution explicite de l�équation de la chaleur dans
Rn . Comme dans la démonstration du corollaire 8.7, et en modiÞant celle du théorème 8.5.vi,
on montre que pour tout f ∈ L1mod (Rn) , l�application

ζ : t 7−→
Z
e−t·|λ|

2 · f (λ) · eλ dλ : R∗+ −→ D (∆/D)

est indéÞniment dérivable, et l�unique solution continûment dérivable de ∂tζ +∆/Dζ = 0 et de
condition initiale

ξ := limt→0+ ζ (t) =

Z
f (λ) · eλ dλ =

−1
Ff ∈ S (Rn)0 .

On peut même montrer que, pour tout s ∈ R , l�application
Ψs : ξ 7−→ ζ : H(s) (Rn) −→ C(∞)

¡
R∗+,H(∞) (Rn)

¢
est linéaire et continue. En outre C(∞)

¡
R∗+,H(∞) (Rn)

¢
est un espace localement convexe tonnelé

réßexif, donc le dual d�un espace tonnelé.

Calculons la solution Ey , dite élémentaire , de condition initiale

δy =

Z
e−2πi·λ�y · eλ dλ .

On peut le faire ponctuellement. Il vient

Ey (t) (x) =

Z
e−t·|λ|

2

· e−2πi·λ�y · e2πi·λ�x dλ =
Z
e−[t·|λ|

2−2πi·λ�(x−y)] dλ =

= exp

Ã
−π

2 · |x− y|2

t

!
·
Z
exp

Ã
−t ·

·
λ− πi · (x− y)

t

¸2!
dλ =
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= exp

Ã
−π

2 · |x− y|2

t

!
·
Z
e−t·|λ|

2

dλ =
³π
t

´n
2 · exp

Ã
−π

2 · |x− y|2

t

!
,

en ayant utilisé le théorème de Cauchy. On a donc

Ey (t) (x) = E (t) (x− y)
en ayant posé

E (t) :=
³π
t

´n
2 · exp

Ã
−π

2 · |id|2

t

!
∈ S (Rn) .

Mais comme δy =
−1
F (e−2πi·y�¦) ∈ H(−s) (Rn) pour tout s > n

2
, quel que soit ξ ∈ L2 (Rn) ,

on prouve que

ξ =

Z
ξ (y) · δy dy dans H(−s) (Rn) .

Le lemme 3.12.iii montre alors que

ζ = Ψ−sξ =

Z
ξ (y) ·Ψ−sδy dy =

Z
ξ (y) ·Ey dy dans C(∞)

¡
R∗+,H(∞) (Rn)

¢
.

En particulier

ζ (t) (x) =
³π
t

´n
2 ·
Z
exp

Ã
−π

2 · |x− y|2

t

!
· ξ (y) dy

pour tout t > 0 et x ∈ Rn .
Utilisant le produit de convolution, on aurait aussi pu écrire

ζ (t) =
−1
F e−t·|id|2 ∗ ξ ,

d�où le même résultat puisque
−1
F e−t·|id|2 = E (t) . L�invariance par translation de ∆/D est évi-

demment fondamentale.

EXEMPLE 3 Considérons la décomposition directe non-dégénérée

L2
¡
R∗+
¢
=

Z ⊕
C · 2 sin (2πλ·) dλ dans D

¡
R∗+
¢0
.

L�opérateur de Dirichlet ∆/D est aussi diagonalisé par |id|2 . Pour tout y ∈ R∗+ , la solution
élémentaire Ey de l�équation de la chaleur de condition initiale

δy = 4 ·
Z
sin (2πλy) · sin (2πλ·) dλ

est

Ey (x) =
³π
t

´1
2 ·
Ã
exp

Ã
−π

2 · |x− y|2

t

!
− exp

Ã
−π

2 · (x+ y)2

t

!!
.

EXEMPLE 4 Calcul de la résolvente de ∆/D dans Rn .

Puisque ∆/D = |∇/ |2 , le théorème 8.5.xvi montre que
Sp∆/D = R+ .
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Pour tout c ∈ C tel que Re c > 0 , on a −c2 ∈ CrR+ , donc ∆/D + c2 · Id est inversible et¡
∆D + c

2 · Id
¢−1

=
−1
F 1

c2 + |id|2
∗ ,

où
−1
F 1

c2 + |id|2
=

Z
1

c2 + |λ|2
· eλ dλ .

Si n = 1 , on a immédiatementZ
1

c2 + |λ|2
· eλ dλ =

π

c
· e−2πc·|id| .

Si n > 2 , pour r ∈ R∗+ , soit σ l�intégrale de Radon superÞcielle sur la sphère Sn−1r de rayon
r et calculons tout d�abord ponctuellement, ce qui est possible :

Z
eλ (x) dσ = r

n−1 · 2 · π
n−1
2

Γ
¡
n−1
2

¢ · Z π
2

−π
2

e2πi·|x|·r·sinϑ · cosn−2 ϑ dϑ =

= rn−1 · 2 · π
n−1
2

Γ
¡
n−1
2

¢ · Z π
2

−π
2

cos (2π · |x| · r · sin ϑ) · cosn−2 ϑ dϑ =

= rn−1 · 2 · π
n−1
2

Γ
¡
n−1
2

¢ · Z 1

−1

¡
1− t2

¢n−3
2 cos (2π · |x| · r · t) dt =

=
2π

|x|
n−2
2

· r n2 · Jn−2
2
(2π · |x| · r) .

Il vient alorsZ
1

c2 + |λ|2
· eλ dλ = limR→∞

Z R

0

2π

|id|
n−2
2

· r
n
2

c2 + r2
· Jn−2

2
(2π · |id| · r) dr =

=
2π

|id|
n−2
2

· cn−22 ·Kn−2
2
(2π · c · |id|)

dans S (Rn)0 par la formule de Hankel-Nicholson (cf. Abramowitz-Stegun 11.4.44).
Rappelons quelques résultats de la théorie des fonctions de Bessel. Les fonctions de Hankel

d�ordre ν , déÞnies pour Re ν > −1
2
par

H±
ν (r) :=

µ
2

πr

¶1
2

· e
±i(r− νπ

2
− π
4 )

Γ
¡
ν + 1

2

¢ ·
Z ∞

0

tν−
1
2 ·
µ
1± it

2r

¶ν− 1
2

· e−t dt

sur R∗+ , forment un système fondamental de solutions de l�équation différentielle de Bessel :

id2 ·∂2f + id ·∂f +
¡
id2−ν2

¢
· f = 0 .

La fonction de Bessel d�ordre ν est déÞnie par

Jν =
1

2

¡
H+
ν −H−

ν

¢
et on a

Jν (r) =

¡
r
2

¢ν
π
1
2

Γ

µ
ν +

1

2

¶
·
Z 1

−1

¡
1− t2

¢ν− 1
2 · cos (rt) dt .
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La fonction de Macdonald d�ordre ν est déÞnie par

Kν (r) :=
π

2
· eiπ· ν+12 ·H+

ν (ir) =
³ π
2r

´1
2 · e

+i(r+ π
4 )

Γ
¡
ν + 1

2

¢ · Z ∞

0

tν−
1
2 ·
µ
1 +

t

2r

¶ν− 1
2

· e−t dt .

On a

Kν (r) =

Z ∞

0

cosh (νt) · e−r·cosh t dt = 1

2
·
³r
2

´ν
·
Z ∞

0

t−ν−1 · e−t− r2

4t dt .

Remarquons que les fonctions de Bessel et de Macdonald d�indice demi-entier sont élémen-
taires. En particulier pour n = 3 , on aZ

eλ (x) dσ =
2r

|x| · sin (2π · |x| · r)

et Z
1

c2 + |λ|2
· eλ dλ =

1

2 |id| · e
−2πc·|id| .

Pour n = 2 , on obtientZ
1

c2 + |λ|2
· eλ dλ = 2π ·K0 (2πc · |id|) = 2π ·

Z ∞

0

cos (id · sinh t) dt .

EXEMPLE 5 Calculons le propagateur

exp (−it ·∆/D) .

On a

exp (−it ·∆/D) =
−1
F e−it·|id|2 ∗ ,

et
−1
F e−it·|id|2 =

Z
e−it·|λ|

2 · eλ dλ = lim
ε→0+

Z
e−(2πε+it)·|λ|

2 · eλ dλ .

Ponctuellement il vient Z
e−(2πε+it)·|λ|

2+2πi·λ�x dλ =

= exp

Ã
− π

2 · |x|2

2πε+ it

!
·
Z
exp

− ¯̄̄̄¯(2πε+ it) 12 · λ− πix

(2πε+ it)
1
2

¯̄̄̄
¯
2
 dλ =

= exp

Ã
− π

2 · |x|2

2πε+ it

!
·
µ

π

2πε+ it

¶n
2

,

grâce au théorème de Cauchy, d�où en passant à la limite

−1
F e−it·|id|2 =

³π
it

´n
2 · exp

Ã
−π

2 · |id|2

it

!
.

Le mouvement d�une particule libre en mécanique quantique est décrit par l�hamiltonien

H =
h2

2m
·∆/D
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et l�équation de Schrödinger

i · h
2π
∂ζ = Hζ .

On peut montrer, comme pour l�équation de la chaleur, que la solution est donné par le groupe
à un paramètre d�opérateurs unitaires

t 7−→ exp

µ
−2πi
h
· t ·H

¶
= exp

µ
−iπh
m
· t ·∆/D

¶
=
³ m
iht

´n
2 · exp

³
i
πm

ht
· |id|2

´
∗ .

Si la particule est au temps 0 dans l�état ξ , au temps t elle se trouve dans l�état

exp

µ
−2πi
h
t ·H

¶
ξ =

³ m
iht

´n
2 ·
Z
exp

³
i
πm

ht
· |id−y|2

´
· ξ (y) dy =

=
³ m
iht

´n/2
· exp

³
i
πm

ht
· |id|2

´
·
Z
exp

³
−2πi · m

ht
· id ·y

´
· exp

³
i
πm

ht
· |y|2

´
· ξ (y) dy =

=
³ m
iht

´n
2 · exp

³
i
πm

ht
· |id|2

´
· F
³
exp

h
i
πm

ht
· |id|2 · ξ

i´³m
ht
· id
´
.

On peut alors montrer lorsque t 7−→∞ que

exp

µ
−2πi
h
t ·H

¶
ξ ∼

³ m
iht

´n
2 · exp

³
i
πm

ht
· |id|2

´
· Fξ

³m
ht
· id
´

dans L2 (Rn) ,

donc que la répartition de la position pour des temps assez grand est environ³m
ht

´n
·
¯̄̄
Fξ
³m
ht
· id
´¯̄̄2

.

Remarquons que |Fξ|2 est la répartition de p
h
au temps 0 . Celle de l�impulsion p est donc

donnée par la transformation p 7−→ p
h
, i.e.µ
1

h

¶n
·
¯̄̄̄
Fξ
µ
1

h
· id
¶¯̄̄̄2

.

Une particule classique d�impulsion p partant de 0 en 0 se trouve au temps t en p
m
· t .

Partant statistiquement avec la répartition
¡
1
h

¢n · ¯̄Fξ ¡ 1
h
· id
¢¯̄2
, on obtient la répartition de la

position par la transformation x 7−→ mx
t
, i.e.

¡
m
ht

¢n · ¯̄Fξ ¡m
ht
· id
¢¯̄2

.
Ceci montre que la particule quantique ayant une certaine répartition de l�impulsion au

temps 0 se comporte asymptotiquement comme une particule classique partant statistiquement
de 0 au temps 0 avec la même répartition de l�impulsion.
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8.9 Equation de Schrödinger

REMARQUE 1 A un système quantique on associe un espace de Hilbert H . Les éléments
ξ ∈ H tels que kξk = 1 sont dits les états observables de ce système. Observer un tel système
revient à considérer un opérateur auto-adjoint T dans H , dite une observable . Si T est
diagonalisé par

³
σ, bH,κ´ dans F � , et si l�on observe beaucoup de systèmes préparés dans

l�état ξ ∈ D (T ) , la probabilité d�obtenir une valeur mesurée dans une partie A ⊂ R estZ
κ−1(A)

°°°bξ°°°2
¦
dσ =

Z ³bξ ¯̄̄ 1κ−1(A) · bξ´
¦
dσ =

¡
ξ|Zκ−1(A)ξ

¢
.

Remarquons que Z
Λ

°°°bξ°°°2
¦
dσ = kξk2 = 1 .

La valeur moyenne de toutes les observations possibles est alorsZ
κ ·
°°°bξ°°°2

¦
dσ =

Z ³bξ ¯̄̄κ · bξ´
¦
dσ = (ξ|Tξ) .

On appelle écart (quadratique moyen) le nombre ∆ (T, ξ) déÞni par

∆ (T, ξ)2 := kTξ − (ξ|T ξ) · ξk2 =
Z
|κ− (ξ|Tξ)|2 ·

°°°bξ°°°2
¦
dσ ,

qui donne une certaine mesure de la concentration des valeurs mesurées autour de la valeur
moyenne, c�est-à-dire une mesure de l� incertitude sur la valeur moyenne.

On a ∆ (T, ξ) = 0 si, et seulement si, ξ est un état propre de T de valeur propre (ξ|Tξ) .

En effet ∆ (T, ξ) = 0 si, et seulement si, |κ− (ξ|Tξ)|2 ·
°°°bξ°°°2

¦
= 0 σ-p.p. , ce qui est

équivalent à bξ = 0 σ-p.p. sur la partie {κ 6= (ξ|Tξ)} . Ceci est équivalent à
ξ ∈ H{κ=( ξ|Tξ)} = Ker (T − (ξ|Tξ) · Id)

par le theorème 8.5.xiii. ¤

REMARQUE 2 A tout système quantique est associé l�observable énergie H , dite le ha-
miltonien du système. En général H est un opérateur différentiel auto-adjoint dans L2 (Rn) ,
par exemple

H =
1

2m
· ∂/2 + k

2

2
· id2

pour l�oscillateur harmonique dans L2 (R) , ou

H =
1

2m
·∆/ − e2

|id|
pour l�électron de l�atome d�hydrogène neutre dans L2 (R3) , en ayant choisi des unités telles
que la constante de Planck h soit égale à 1 , i.e. } à 1

2π
.
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Soient donc H un espace de Hilbert et H un opérateur auto-adjoint dans H . L�évolution
du système est décrite par une fonction ζ : R −→ D (H) dérivable dans H et solution de l�
équation de Schrödinger

∂/ζ = −Hζ ,
ou comme la note les physiciens

i} · úζ = Hζ .

PROPOSITION Pour tout ξ ∈ D (H) , l�équation de Schrödinger possède une unique so-
lution telle que ζ (0) = ξ . On a

ζ (s) = Usξ en ayant posé Us := e
−2πis·H ∈ L (H) .

L�application s 7−→ Us : R −→ Ls (H) est une représentation unitaire de R dans H (forte-
ment) continue.

Mettons l�équation sous la forme

∂ζ = −2πi ·Hζ ,

et soit
³
σ, bH,κ´ une diagonalisation de H dans F � ; on peut supposer que la fonction κ est

réelle puisque H est auto-adjoint (théorème 8.5.x). Pour tout s, t ∈ R , on a alors
e−2πit·κ ∈ L∞ (σ) , e−2πi(s+t)·κ = e−2πis·κe−2πit·κ et e−2πit·κ = e−2πi(−t)·κ ,

donc

Ut := e
−2πit·H ∈ L (H) , U0 = Id , Us+t = UsUt et U ∗t = U−t

par le calcul fonctionnel borné (scolie 8.3.2), ce qui prouve que s 7−→ Us est une représentation
unitaire. Elle est fortement continue, car

limt→0 e
−2πi(s+t)·κ = e−2πis·κ ponctuellement et

¯̄
e−2πi(s+t)·κ

¯̄
6 1 ,

donc

limt→0 Us+tξ = Usξ pour tout ξ ∈ H
par le théorème 8.5.vi.

Soit alors ξ ∈ D (H) . Puisque l�opérateur −2πi ·H est diagonalisé par
³
σ, bH,−2πi · κ´ et

que

−2πi · κ · e−2πit·κ ·
°°°bξ°°° ∈ L2 (σ) ,

on a ξ ∈ D
¡
−2πi ·He−2πis·H

¢
pour tout s ∈ R , donc que

ζ : s 7−→ Usξ : R −→ D (−2πi ·H) ≡ D (H)
est une solution continûment dérivable telle que ζ (0) = U0ξ = ξ .

Prouvons l�unicité. Par linéarité, il nous suffit de montrer que si ζ est une solution telle que
ζ (0) = 0 , alors ζ = 0 . Mais on a

∂
¡
kζk2

¢
= ∂ (ζ| ζ) = (∂ζ| ζ) + (ζ| ∂ζ) = (−2πi ·Hζ| ζ) + (ζ| 2πi ·Hζ) = 0 ,

ce qui prouve que kζk est une fonction constante égale à kζ (0)k = 0 , donc que ζ = 0 . ¤

REMARQUE 3 Nous dirons que ζ : R −→ H telle que kζk = 1 est stationnaire si, pour
toute observable T de ζ , i.e. telle que ζ (R) ⊂ D (T ) , la valeur moyenne (ζ|T ζ) de T est
constante au cours du temps.
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Pour que ζ soit stationnaire, il faut et il suffit que ζ soit de la forme

ζ = f · ξ pour un ξ ∈ H tel que kξk = 1 et une fonction f : R −→ U .

En effet si ξ ∈ D (T ) , on a
(ζ|T ζ) = (f · ξ|Tf · ξ) = |f |2 · (ξ|Tξ) = (ξ|T ξ) .

Réciproquement, pour tout η ∈ H , l�orthoprojecteur Pη = |η) (η| sur C · η est une observable
de ζ , donc

(ζ|Pηζ) = |(η| ζ)|2 est constant.

Pour tout η⊥ζ (0) , on a
(η| ζ (t)) = (η| ζ (0)) = 0 pour tout t ∈ R ,

donc ζ (t)⊥η , et par suite que ζ (t) ∈ U · ζ (0) . Ainsi ζ (t) = f (t) · ζ (0) pour un certain
f (t) ∈ U . ¤

DEFINITION On dit que ζ : R −→ H est un état stationnaire si ζ est une solution
stationnaire de l�équation de Schrödinger.

COROLLAIRE Les états stationnaires sont exactement ceux de la forme

t 7−→ e−2πiE·t · ξ ,
où ξ est un vecteur propre de H associé à la valeur propre E , i.e.

Hξ = Eξ ;

on dit que c�est l�équation de Schrödinger indépendante du temps.

La suffisance est immédiate, puisque

∂/
¡
e−2πiE·¦ · ξ

¢
= −E · e−2πiE·¦ · ξ = −H

¡
e−2πiE·¦ · ξ

¢
.

Réciproquement, si ζ est un état stationnaire, il est de la forme f · ξ , où ξ ∈ H , kξk = 1 et
f : R −→ U . Mais comme f = (ξ| ζ) , f est continûment dérivable et il vient

∂/f · ξ = ∂/ζ = −Hζ = −f ·Hξ .
En particulier on a

Hξ = −∂/f (0)
f (0)

· ξ ,

ce qui montre que ξ est un vecteur propre de H associée à la valeur propre E := −∂/f(0)
f (0)

; il
vient alors

∂/f · ξ = −f ·Hξ = −f · E · ξ ,
donc ∂/f = −E · f , ce qui montre que f = f (0) · e−2πiE·¦ , d�où le résultat en remplaçant ξ par
f (0) · ξ . ¤

REMARQUE 4 Les états d�un système quantique sont représentés par les éléments d�un
sous-espace vectoriel dense D d�un espace de Hilbert H . Etant donné η ∈ D l�état initial
au temps 0 du système et s ∈ R , soit V (s, η) ∈ D l�état du système au temps t . D�après
l�interprétation probabiliste, si η est observable, alors V (s, η) l�est aussi, i.e.

kV (s, η)k = 1 si kηk = 1 .
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Les phénomènes ondulatoires proviennent du principe de superposition , qui stipule que

Vs : η 7−→ V (s, η) : D −→ D

est un opérateur linéaire. On V0 = Id . L�évolution étant déterministe et réversible , pour tout
s, t ∈ R , il vient

Vs+tη = V (s+ t, η) = V (s, V (t, η)) = VsV (t, η) = VsVtη ,

donc

Vs+t = VsVt .

Ceci montre que chaque Vs est une bijection isométrique de D sur D , donc un opérateur
unitaire ; il est clair qu�il se prolonge en un opérateur unitaire Us dans H et que

s 7−→ Us : R −→ L (H)
est une représentation unitaire de R dans H .

En admettant la continuité de l�évolution du système, i.e. la continuité de

s 7−→ Vsη

pour tout η ∈ D , la représentation s 7−→ Us est fortement continue.

En effet, pour tout ξ ∈ H et ε > 0 , choisissons η ∈ D tel que kη − ξk 6 ε
3
. Il existe alors

δ > 0 tel que l�on ait kVtη − ηk 6 ε
3
si |t| 6 δ . Pour ces t , on obtient alors

kUtξ − ξk 6 kUtξ − Utηk+ kVtη − ηk+ kη − ξk 6 kVtη − ηk+ 2 kη − ξk 6 ε .
¤

Ainsi, les principes fondamentaux de la mécanique quantique entraîne que l�évolution d�un
système quantique est décrite par une représentation fortement continue de R dans un espace
de Hilbert. Nous avons vu dans la proposition précédente que l�équation de Schrödinger induit
une telle représentation. Nous allons maintenant montrer la réciproque.

THEOREME (de Stone) Soit s 7−→ Us : R −→ Ls (H) une représentation unitaire forte-
ment continue. Alors il existe un unique opérateur auto-adjoint H dans H tel que, pour tout
s ∈ R , on ait

Us = e
−2πis·H .

Plus précisément, le domaine de H est l�ensemble des ξ ∈ H tels que limt→0
1
t
· (Utξ − ξ) existe,

et on a

Hξ = − 1

2πi
· limt→0

1

t
· (Utξ − ξ) .

Pour tout a ∈ K (R) , le théorème 3.12.ii montre que s 7−→ a (s) · Us est λ-intégrale dans
Ls (Hσ) =

³
|Hi i hH|

´�
. Posons

π (a) :=

Z
a (s) · Us ds dans Ls (Hσ) .

Il est clair que

π : K (R) −→ L (H) : a 7−→ π (a)

est linéaire. On a

π (a∗) =

Z
a (−s) · Us ds =

Z
a (s) · U−s ds =

Z
a (s) · U ∗s ds =
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=

Z
(a (s) · Us)∗ ds =

µZ
a (s) · Us ds

¶∗
= π (a)∗

par le lemme 3.12.iii appliqué à ¦∗ : Ls (Hσ) −→ Ls (Hσ) , qui est évidemment continue. Pour
tout b ∈ K (R) , et en évaluant en ξ ∈ H , donc en calculant les intégrales dans Hσ , il vient

π (a ∗ b) ξ =
Z µZ

a (s − t) · b (t) dt
¶
· Usξ ds =

Z
a (s− t) · b (t) · Usξ d (s, t) =

=

Z
a (s) · b (t) · Us+tξ d (s, t) =

Z µZ
a (s) · Us (b (t) · Utξ) dt

¶
ds =

=

Z
a (s) · Us

µZ
b (t) · Utξ dt

¶
ds =

µZ
a (s) · Us ds

¶µZ
b (t) · Utξ dt

¶
= π (a)π (b) ξ ,

en ayant utilisé le théorème de Fubini, la formule de changement de variable, ainsi que le lemme
3.12.iii appliqué à Us .

Nous avons donc prouvé que π est une représentation de K (R) dans H . Par le corollaire
au théorème de Plancherel-Godement nous pouvons considérer un K (R)-module F tel que H
soit isomorphe à un sous-module hilbertien diagonalisable dans F � , i.e. il existe un espace
localement compact Λ , une intégrale de Radon σ et des applications continues

ε : Λ −→ F � et κ : Λ −→ SphK (R)

tels que

H =
Z ⊕

C · ε dσ et aξ =

Z
hκ| ai · bξ · ε dσ .

Remarquons qu�il existe une fonction continue κ : Λ −→ R : λ 7−→ κ (λ) tel que

hκ| ai =
Z
e−2πis·κ · a (s) ds .

Posons H := Zκ . C�est un opérateur auto-adjoint et on a e−2πis·H = Ze−2πis·κ . Pour tout
ξ, η ∈ H , il vientZ

a (s) · (η|Usξ) ds = (η| aξ) =
Z ³bη · ε| baξ · ε´

¦
dσ =

Z ³bη · ε| hκ| ai · bξ · ε´
¦
dσ =

=

Z bη · µZ e−2πis·κ · a (s) ds
¶
· bξ dσ = Z a (s) ·

µZ bη · e−2πis·κ · bξ dσ¶ ds =
=

Z
a (s) ·

µZ bη · e−2πis·κ · bξ dσ¶ ds = Z a (s) ·
¡
η| e−2πis·Hξ

¢
ds .

Par comparaison on obtient

Us = e
−2πis·H .

Etant donné ξ ∈ D (H) , en posant ζ := U¦ξ = e−2πi¦·Hξ , la proposition précédente montre
que ζ est dérivable, donc que

limt→0
1

t
· (Utξ − ξ) = limt→0

1

t
· (ζ (t)− ζ (0)) = ∂ζ (0)
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existe. Réciproquement, déÞnissons un opérateur S sur l�ensemble D (S) des ξ possèdant cette
propriété par

Sξ := − 1

2πi
· limt→0

1

t
· (Utξ − ξ) .

Pour tout ξ, η ∈ D (S) , on obtient

(ξ|Sη) = − 1

2πi
· limt→0

µ
ξ| 1
t
· (Utη − η)

¶
= − 1

2πi
· limt→0

µ
1

t
· (U∗t ξ − ξ)

¯̄̄̄
η

¶
=

=
1

2πi
· limt→0

µ
1

−t · (U−tξ − ξ)
¯̄̄̄
η

¶
= (Sξ| η) .

Ainsi S est un opérateur symétrique, D (S) ⊃ D (H) et

Hξ = −∂/ζ (0) = − 1

2πi
· limt→0

1

t
· (Utξ − ξ) = Sξ ,

montrant que S est un prolongement de H . On en déduit que

H ⊂ S ⊂ S∗ ⊂ H∗ = H ,

et par suite H = S , ainsi que D (H) = D (S) . ¤
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