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2.1 Semi-normes

2.1 Semi-normes

DEFINITION 1 On dit qu’une fonction p : ' — R est une fonctionnelle et qu’elle est
sous-linéaire si elle posséde les deux propriétés suivantes :

(a)  positivement homogéne
pla-p)=a-p(p) pourtout « € R, et p € F |
(b)  sous-additive
plp+v) <plp)+p(¥) pourtout p,¢ € F .

Nous désignerons par SL (F') 'ensemble de toutes les fonctionnelles sous-linéaires sur F' .
On dit que p est une forme sous-linéaire si c’est une fonctionnelles sous-linéaires sur F' a
valeurs dans R et que c’est une semi-norme si elle prend ses valeurs dans R, et si elle est

(c)  absolument homogéne
pla-¢)=|al-p(p) pourtout a e Ket p € F

On dit que c’est un norme si en plus elle est

(d)  séparante

p(lp) =0 <= =0 pourtoutpecF .

Nous dirons qu’un espace vectoriel F' muni d’une semi-norme p est un espace semi-normé .
S’il faut préciser nous écrirons (F, p) . Rappelons que 'on dit espace normé s’il est muni d’une
norme.

EXEMPLE 1 Pour toute forme linéaire p : I — K | la fonction ¢ —— |u ()| est une
semi-norme sur F' . Par exemple si X est un ensemble et x € X | alors la forme linéaire d’
évaluation en x

gg KX — K:pr— ¢(z)
définit une semi-norme sur KX
K¥ — Ryt o— |o(2)] .

Si X est un espace topologique séparé et p une intégrale de Radon sur X | alors

LI(N)—>R+3<P'—>'/<PUZN'
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est une semi-norme sur L! (1) , qui n’est pas une norme puisqu’il existe en général des fonctions

p-intégrables telles que | ¢ dp = 0 . Il ne faut pas confondre cette semi-norme avec la norme
o= [ 1 da

EXEMPLE 2 Soit P un ensemble fini de formes sous-linéaires ou de semi-normes sur F' et
(ap),ep C Ry . Alors

max P : ¢ — max,cpp(p) et Zap-p:w'ﬁzap'p(@
pEP pEP

sont des formes sous-linéaires ou respectivement des semi-normes sur F' .

EXEMPLE 3 Si P est une famille de fonctionnelles sous-linéaires sur F' , alors

sup P : ¢ —— sup,ep p ()

est une fonctionnelle sous-linéaire. Ceci est également vrai pour les formes sous-linéaires ou les
semi-normes, pour autant que sup P soit finie!

EXEMPLE 4 Soient (F,p) , (G,q) des espaces semi-normés et s € [1,00[ . Alors

1
pXsq:(p,7)— ()" +q(7))s et pXeq:(p,y)— max(p(p),q(v))
sont des semi-normes sur F' x G .
La fonction

p+q:pr— prag () + qrac ()

est une semi-norme sur FF NG .

EXEMPLE 5 Soit X un ouvert de R™ . Pour tout ¢ € C(* (X) , toute partie compacte
K C X , tout « € N” et tout k£ € N | on pose

Pr .k (¢) == maXqeNn |al, <k ’|aa§0Hoo,K
et

o () = [0l -

On vérifie immédiatement que ce sont des semi-normes sur C(*) (X) .

EXEMPLE 6 Pour simplifier ’écriture introduisons la fonction indéfiniment dérivable
(id) := 14 [id* : R* — R s 2+ 1+ |z .
Pour tout ¢ € C) (R") et k € N posons

pr () = maXaeNn,|af, <k (id>k : 8“4,0” € E-‘r

et

qk (410) ‘= MaXaeNn jal, <k

’(id>k : awHQ cR, .
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On vérifie immédiatement que ces fonctionnelles sont absolument homogenes et sous-ad-
ditives. Il est alors clair que

SR") :={pe C(*=) (R") | pr (@) < oo pour tout k € N}
et
S*(R") :={pe C*) (R™) } gk () < oo pour tout k € N}

sont des sous-espaces vectoriels de C(*) (R") et que les restrictions correspondantes de p; et g
sont des normes.

L’espace S (R™) étant trés important dans les applications, on dit qu'une fonction f €
L> (R") est a décroissance rapide si, pour tout £ € N | on a

<w“ﬂk<m.

(o)

mop (R™) I'ensemble de ces fonctions.

On désigne par L

On dit qu’une fonction f € C(*)(R") est déclinante si toutes ses dérivées sont & décroissance
rapide, i.e. si f € S(R") .
Nous montrerons en 2.3 que S? (R") = S (R") ! Nous dirons que c’est I’ espace de Schwartz .

LEMME Pour tout x,y € R" , on a
(o +y) <{z)- L+ )’ <2-(2)- (o)
et

(1) <2-(z+y)-(y) -
En effet comme 1, |z| < 1+ |z|* , il vient
(@+y) =1+lz+yl <1+ el +2]al - |yl + [yl <
<14z +21+z?) -yl + 1+ |2]?) - y* =
= (L [a”) - (L+ 2yl + yl*) = (@) - L+ Jy])* -
D’autre part il est clair que (1 + |y|)* < 2 (1+ |y|2) = 2(y) . Finalement
(1) =(x+y-y) <2-@@+y) - (—y =2-z+y) () -

On dit que 2 - (id) est un poids sous-multiplicatif .

PROPOSITION Soitp: F — R .

(i)  Sip est une fonctionnelle sous-linéaire, on a
p(p) = —p(—p) pourtout p € F .
(ii) Sip est une forme sous-linéaire, on a

Ip(¥) —p()| <max[p (Y —¢),p(e—v)] pourtout v, € F .

(iii) Sip est une semi-norme p , on a

Ip(0) —p (W) <plp—1) pourtout ,9p € F .
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En effet on a

0=0-p(0)=p(0)=ple—9)<plp) +p(—¥) ,
donc (i). Si p est sous-linéaire, remarquons tout d’abord que

pW)=pW—p+e)<p—9)+plp) ,
donc que

pW)—plp) <ph—¢) .

On en déduit alors que

p () —p ()] = max[p(¥) = p(p),p(p) —p ()] < max[p (¥ —¢),p(p - V)] ,
ce qui finit de prouver (ii). La derniére assertion est alors immédiate. 0

DEFINITION 2 i (g;);.; C SL(F) , on pose

/\ g5 (p) = inf qu (4,0]-) €R pour tout p € F .
jeJ (‘Pj)jEJGF(J)’ZjEJ Pi=P jeJ

Si X est un ensemble, A une partie de X et f: A — R , on désigne par f* la fonction
sur X obtenue en prolongeant f par oo hors de A . On écrit ¢; A g2 & la place de A ey 4 -

THEOREME  Soient p € SL(F) et (¢;);c, C SL(F) .
(i)  On ap<q; pour tout j € J si, et seulement si, p < /\jeJ g -

(i) Si Njeyq > —oo sur F, alors N\;c;q; € SL(F) . Si tous les g; sont absolument
homogenes, il en est de méme de |\, ;q; -

(iii) Soient C' un sous-cone convexe de F et r : C — R une fonctionnelle positivement
homogéne et sous-additive. Alors la fonctionnelle r : F' — R appartient o SL(F) .

Démonstration de (i) Cette assertion est importante, puisqu’elle raméne un probléme
a plusieurs inégalités (méme une infinité!) a un probléme & une seule inégalité. Etant donné
p€eFet (‘Pj)jej € FU) tels que Zjej%' = , sipour tout j € J ,onap < g, , alors

p(p)=p (Z%) <D (@) <) a4 (9)
jed jed jed

donc p () < A ics 4 () en passant a 'infimum. Réciproquement étant donné k € J , on a

p(p) < N\ ai(p) < alp)

jeJ
en considérant la famille (gpj)je , définie par
v J=k
;= si
0 sinon
Démonstration de (ii) Pour tout o € R’ et ¢ € I, on a tout d’abord
/\ qj (o~ ) = inf((pj)jEJeF(JLZjEJ = Z g (¢;) =
jeJ jeJ

Claude Portenier ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 89



2.1 Semi-normes
= « - inf i Z .(ﬁ):a./\ ()
(‘Pj)jEJGF(J)’ZjEJ _aJ_:(P - % o / EAS O
JjeJ jeJ
On en déduit que
—00< Ngi(0)=Ng(2:00=2- \g(0)<0,
jed jed jed
donc A ics 4 (0) =0 . Si en plus chaque g; est absolument homogene, il est clair que /\ ier 4
’est aussi. Finalement, pour tout ¢, 9 € F' et (goj)jej, (Q/Jj)jej C FUY) tels que djespi =¢pet
Zje] ¢j = ¢ 9 11 Vient Zje] (410] + d}]) =@ + ¢ 9 dOHC
/\Qj (p+1) < qu (0 + ;) < Z%’ () +Z%‘ (%)
jed jed jed jed
et par suite
Nae+v) < Na@+ N\a@) ,
jed jed jed

ce qui montre que /\ ey dj est sous-additive.

Démonstration de (iii) C’est immédiat. O

EXEMPLE 7 Soient F' et GG des sous-espaces vectoriels de H , p et ¢ des semi-normes
respectivement sur F' et GG . Alors p™ A ¢™ est une semi-norme sur F' + G . Remarquons que,
pour tout # € FF+ G , on a

PP AG0)=inf{p(p)+q@) |[pcF,vecGeto+1p=0}.

C’est immédiat, puisque p™ A g™ >0 .
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2.2 Espaces polynormés

DEFINITION 1 Soit p est une semi-norme sur F' . Si ¢ € F' et r € R’ , on pose
By(pr)={yeF|p—¢p)<r}

et
Dy(o,r) ={veF[pl—p)<r}.

Soit P un ensemble de semi-normes sur F' . Pour toute partie finie P C P et rp :=
(p),ep C RY, on dit que

Bp (p,7p) ﬂB ¢,1p) et Dp(p,rp) ﬂD ©,7p)
peEP peP

sont respectivement une boule fermée et une boule ouverte de centre ¢ (par rapport a P ).
On dit qu’une partie O C F est ouverte (par rapport a P ) si, pour tout ¢ € O , il existe
une boule fermée B de centre ¢ contenue dans O .

On peut remplacer ”boule fermée” par ”boule ouverte”. Il suffit de remarquer que ’on a

BP (‘;07 9 ) C D (41077?) C B;D (41077‘P) .

PROPOSITION L’ensemble Tp des parties de F' ouvertes par rapport a P est une topologie
sur F'.

C’est facile (cf. cours d’Analyse [17], proposition 10.12). O

DEFINITION 2 On dit que (F,P) est un espace polynormé et que Tp est la topologie
associée , ou bien la topologie définie par P .

Nous utiliserons les notions topologiques (cf. appendice 1). Elles sont calquées sur celles
qui ont été développées dans le cours d’Analyse [17], chapitre 10, dans le cadre des espaces
métriques.

REMARQUE 1 En écrivant ¢ = ¢ + (1 — ) , on voit que

Bp (p,rp) =¢+ Bp(0,1p) = <,0+ﬂ —Tp, Tp))
peP
et
Dp(p,rp) =9+ Dp(0,rp) 90+m —Tp, Tp|)
peEP

Ceci montre en particulier qu'une translation

o—p: F—F:pr—y—oyp
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est continue, puisque pour tout ouvert O de F' , on a (¢ — 4,0)_1 (O) = ¢ + O et cet ensemble
est ouvert.

REMARQUE 2 En posant ¢ := max,cp P ,on a
T

p
Bp (¢,7p) = Ba (9, 1) .
En effet les inégalités
p(¥—¢)<r, pourtoutpée P

sont équivalentes a

p
—(WY—-p)<1.
hepy, 0 v)

REMARQUE 3 Si g est une semi-norme sur F' , alors
F=|]JB,0,r)= |J D,(0,r) .

rERi reRi

REMARQUE 4 Si g est une semi-norme sur F', alors {¢g = 0} est un sous-espace vectoriel,
qui peut étre de dimension infinie! On a

{q:O}: m BQ(§07T): m DQ(§07T) .

reRY reR?

Si ¢ est une semi-norme continue sur F' , alors {g =0} = q ({0}) est un sous-espace vectoriel
fermé de F' , puisque {0} est fermé dans R, .

REMARQUE 5 Remarquons qu'une partie V' de F' est un voisinage de ¢ € F' , i.e. que ¢
est un point intérieur & V' si, et seulement si, il existe une boule de centre ¢ contenue dans V' .

EXEMPLE Tout espace normé est évidemment un espace polynormé. Voici une liste des
espaces normés, les quatre premiers sont des espaces de Banach, que nous supposons connus.

(@) (K"1,) -

(b)  Exercice : Soient X un ensemble et p € [1,00] :

LFID = 1f (@) <oo}

zeX

" (X) =17 (#) = {f e K¥

muni de la norme

B =

=M1l = llps = (Z |f(93)|p> ,

zeX

ol # désigne l'intégrale de comptage sur X muni de la métrique discréte. C’est donc un cas
particulier de 'exemple (d).
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(c) Soit X un espace topologique séparé : C°(X) C C°(X) C ¢*°(X) munis de la norme
uniforme |||, (cf. cours d’Analyse [17], § 10.5 et 10.19).
(d) Soient X un espace topologique séparé, u une intégrale de Radon sur X et p € [1,00] :
(Lp (1), HHp) (cf. cours d’Analyse [17], § 15.13 et 15.14).

(e) Soient F,G des espaces normés :

(F' < G, [[pry[|p + l[pralle)  (F x G, max (||pry ||, [[prallg)) -

(f)  Exercice : Soient F' un espace normé et H sous-espace vectoriel fermé de F' : F/H (cf.
proposition 2.8).

LEMME Soient p une semi-norme et q une fonctionnelle sous-linéaire sur F' . Pour que q
soit magorée par M € R, sur B, (0,1) , il faut et il suffit que
q<M-p.

Dans ce cas, la plus petite des constantes M € R, satisfaisant a cette inégalité est

sup (o) -
pEFp(p)<1

La condition est nécessaire, car pour tout ¢ € F tel que p(p) > 0, on a p (—K) =1,

p(®)
L _ (e
p(p) 7(?) q(p(sO))gM’

ce qui prouve l'inégalité dans ce cas. Si p(¢) = 0,onap(a-p) = a-p(p) = 0 pour tout
a€R,  donca-q(p) =qla-¢) <M eR, , ce qui montre que q(¢) < 0 et prouve aussi
I'inégalité dans ce cas.

La réciproque et la derniére assertion sont triviales. 0]

donc

COROLLAIRE Soient (F,P) un espace polynormé et q une forme sous-linéaire sur F' . Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i)  q est continue.

(ii) q est continue en 0 .

(iii) 1l existe une boule de centre 0 sur laquelle q est majorée.

(iv) 1l existe c € Ry et un ensemble fini P C P de semi-normes tels que

qg<c-maxP .

(i) = (ii)  C’est évident.

(ii) = (iii)  Si ¢ est continue en 0 , il existe une partie ouverte O contenant 0 telle que
q(0) C | —1,1] . Par définition d’une partie ouverte, on a bien (iii).

(iii) = (iv)  Si g est majorée par M € R, sur Bp(0,7p) , en posant r := min,epr, et
c = ]\—f , alors ¢ est majorée par ¢ sur By p (0,1) . En effet pour tout ¢ € Bpaxp (0,1) , il
vient p(r-¢) <r <r,, donc

r-@ € Bp(0,rp) ,
et par suite 7 - ¢ (p) < M . L’inégalité découle donc de la proposition.
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(iv) = (i)  Montrons que g est continue en ¢ € F' . Pour tout ¢ € F' | la proposition 2.1.(ii)
et I’hypothése montre que

9 (¥) — q(p)] Smaxg(¥ — ), q(p—¥)] <c maxP ¥ —p) .
Pourtout5>0,811/1€Bp(<p,z),onamaxP(z/J—go)\f,donC

lq(¥) —q(p)l <e,
ce qu’il fallait démontrer. O

REMARQUE 6 Les semi-normes p € P sont évidemment continues. Par les remarques 1 et
2, toute boule par rapport a P est de la forme

B, (p,1) = ¢+ B, (0.1) = [go (o — )] ((0,1]) ,
respectivement

Dy(.1) = ¢+ Dy (0,1) = [go (o= )] " ((0,1]) ,
ol ¢ est une semi-norme continue par le corollaire (iv).

En particulier les boules fermées et ouvertes par rapport & P sont fermées respectivement
ouvertes pour Tp .

EXERCICE Ona
BP (¢7TP)O = DP (¢7TP) .

Si T est une application (semi-) linéaire et ¢ une semi-norme ou une fonctionnelle sous-
linéaire sur GG , alors il en est de méme de go T .

THEOREME Soient (G, Q) un espace polynormé et T : F — G une application (semi-)
linéaire. Pour que T soit continue, il faut et il suffit que q o T soit continue sur F' pour tout
qge Q.

La condition est évidemment nécessaire, puisque g est continue sur G . Réciproquement
la continuité de 7" en ¢ € F' et celle en 0 sont équivalentes, puisque la translation ¢ — ¢ est
continue (cf. remarque 1) :

Ty —Te=T—p)=To(c—¢)(¥) .

Si O est un ouvert dans GG contenant 0 , il existe une boule ouverte
-1
Dq (0,rq) = m q (J=rgre) €O
q€Q
Il vient alors
T (Dq (0,7q)) m T ( _Tq,TqD> = m (qu)—l (J=rqrdl)
qeQ q€Q

et le membre de droite est une partie ouverte dans F' contenant 0 par hypothése. Le resultat
en découle puisque

T (_Tl (Do (o,rQ))) € Do (0,70) C O .
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REMARQUE 7 Une semi-norme de la forme c¢-max P pour P C P est évidemment continue.
Mais on n’a pas nécessairement ¢ - max P € P!

DEFINITION 3 Nous dirons qu'un ensemble P de semi-normes sur F' est saturé si, pour
toute famille finie P C P , il existe p € P et ¢ € R, tel que

max P <c-p.
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2.3 Espaces localement convexes et espaces polynormés
équivalents

DEFINITION On dit que deux ensembles P et Q de semi-normes sur F', ou bien les deux
espaces polynormés (F,P) et (F, Q) , sont équivalents si les topologies associées Tp et To sont
égales.

L’espace topologique (F,Tp) représente donc la classe des espaces polynormés équivalents
a (F,P) . On dit que c’est un espace localement convexe . On le désigne en général simplement
par F et on dit que T := Tp est la topologie de F' . C’est en fait cette structure qui nous
intéressera par la suite.

On désigne par P I’ensemble de toutes les semi-normes continues pour Tp .

PROPOSITION  Pour que Tg C Tp , i.e. que id : (F,Tp) — (F,Tg) soit continue, il
Jaut et il suffit que chaque semi-norme q € Q soit continue pour Tp , i.e. Q CP .
Dans ce cas on a Q C P .

C’est immédiat par le théoréeme 2.2. O

COROLLAIRE Pour que P soit équivalent a Q , il faut et il suffit que, l'on ait Q C P et
PCOQ,ieP=0Q.

REMARQUE 1 La topologie d'un espace localement convexe F' défini par P ne dépend
donc que de la classe des ensembles de semi-normes équivalents a P . Celle-ci est représentée
par P . On peut donner des conditions géométriques (convexité) caractérisant les topologies de
ce type.

En pratique ceci permet de remplacer ’ensemble de définition P par un autre mieux adapté
au probléme considéré.

REMARQUE 2 Dans beaucoup de démonstrations il ne sera pas nécessaire de se référer
au systéme de semi-normes P définissant 1’espace localement convexe F' . Seul le fait que la
topologie de F’ soit définie par un ensemble de semi-normes sera utile. On utilisera par exemple
les faits élémentaires suivants :

(i)  Une partie O de F' est ouverte si, et seulement si, pour tout p € O , il existe une semi-
norme continue p sur F' telle que B, (p,1) C O .

(ii) Pour qu’une fonctionnelle sous-linéaire q sur F' soit continue, il faut et il suffit qu’il existe
une semi-norme continue p sur F telle que ¢ < p .

Si P est un ensemble saturé de semi-normes définissant la topologie de F', on a des assertions
analogues en introduisant des constantes positives.
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EXEMPLE 1 Tout espace semi-normé défini un espace localement convexe. La semi-norme
définit évidemment un ensemble saturé de semi-normes définissant la topologie de F' . Réci-
proquement nous dirons qu’un espace localement convexe pouvant étre défini par une seule
(semi-)norme est (semi-)normable .

En particulier K" muni de I'une quelconque des normes |-|, définit le méme espace locale-
ment convexe, puisque ces normes sont équivalentes.

EXEMPLE 2 Si F est un espace localement convexe défini par P et GG est un sous-espace
vectoriel de F', alors I'ensemble P des restrictions des semi-normes dans P a G définit une
structure d’espace localement convexe sur GG . Elle ne dépend que de celle de F', puisque

5|G C 73—|G C 5|G
par le corollaire 2.2.iv, donc
P =P -
La topologie de G est la topologie induite par celle de F' .

EXEMPLE 3 Soit X un ensemble. On munit K¥ d’une structure d’espace localement conve-
xe en considérant toutes les semi-normes ¢ — |¢ (x)| pour x € X . On dit que c’est la topologie
de la convergence simple sur X . Plus généralement si GG est un espace localement convexe, sur
G on considére les semi-normes

pr—qoyp(x) ,

ol ¢ est une semi-norme continue sur GG . Cet ensemble n’est pas saturé.

EXEMPLE 4 Soit X un espace topologique. On munit C (X) d’une structure d’espace lo-
calement convexe en considérant toutes les semi-normes ¢ — ||¢||_ , pour K compact dans
X . On dit que c’est la topologie de la convergence compacte sur X . Cet ensemble est saturé,
puisque pour tout K, L € R(X) , on a

max (|1l s oo ) = i,

EXEMPLE 5 Soit X un ouvert de R” . On munit Iespace C(*) (X) d’une structure d’es-
pace localement convexe en considérant I’ensemble saturé des semi-normes (pr k) cp ge /(X) (cf.
exemple 2.1.5). On dit que c’est la topologie de la convergence compacte de toutes les déri-

vées sur X . On le note souvent € (X) . Les ensembles de semi-normes (pxk)yen geq(x) €6

s e 2 . . ) 2
(qK7a)a€Nn7Keﬁ(X) sont évidemment équivalents, mais (qK7a)a€Nn7Keﬁ(X) n’est pas saturé.

EXEMPLE 6 Les deux sous-espaces vectoriels S (R™) et Sz (R™) (cf. exemple 2.1.6) sont
égaux et les ensembles saturés de semi-normes (pi ),y €t (qr)pen SONt équivalentes, donc défi-
nissent le méme espace localement convexe. On dit que c’est I’ espace de Schwartz .

(a)  Montrons tout d’abord que, pour tout s > % , on a

[ (id) ||, < o0 .
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v e [ i) -

* n—1

* 1 1 B 1 r
:/}Rii(l+r2)5)\(8 (r)) dr = A (S )'/Rii(lw?)sdrg

n— * 1
<)\(S 1)-(1+/[1 [TQS_anr) <00 .

(b) Pour tout ¢ € C*) (R") ,keNets>2 ona

On a

ar () < ||(Gd) "), - Prirs) () -
En effet, pour tout a € N™ tel que ||, < k , il vient

*

2 *
- orl|, = [ ™ lomel = [y Gyt vl <

< <id>2k+28 . |aa<‘0|2

s (|2 a2
Gl < 1D, - PR ()
d’ou 'inégalité.

(c) SifeC (R") et 3%y € L' (R") pour tout 3 < (1), alors

fx) = / oW f d\ pour tout z € R™,
z—RY

ou (1) désigne le multi-indice ayant toutes ses composantes égales a 1 , et

£l < [OMF, -

Considérons le cas n = 2 pour simplifier et soit z = (u,v) . Le théoréme de Fubini (cours
d’Analyse [17] 16.3) montre que, pour presque tous les s , les fonctions 0N f (s,-) = 0x0: f (s, -)
et 01f (s,-) sont intégrables, donc que 0y f (s,-) s’annule en —oo par 'exercice qui suit. On a
alors

/ O f dx = / (/ oW f (s, t) dt) ds = / O f (s,v) ds pour tout u,v .
('LL,'U)—IREL —00 —00 PO

Le théoréme de Fubini montre & nouveau que, pour presque tous les v , les fonctions 0y f (-, v)
et f(-,v) sont intégrables, donc que f (-,v) s’annulent en —oo . Il vient alors

/ OV f d\= f(u,v) pour tout u et pour presque tous v .
Qu,w)

La formule en découle pour tous les v par continuité (cours d’Analyse [17] 15.5). Quant a
< SUPzeR"/ }a(l)ﬂ dA < Ha(l)fH1 :
z—R"

I'inégalité, on a
/ oW £ dx
z—RY +

(d) Pour tout p € So(R") , k € Net o, € N tels que |af, < ket 8 < (1), la fonction
o° [(id>k . 86“4,0} est Lebesgue-intégrable et

1£lloo = SUPzern

|07 [t - oo¢] | <€ rn @)
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pour une certaine constante C' € R* . En particulier
P () < C - Gern () -
En effet par la formule de Leibniz on obtient

0 [(id>k-3“90} = ) B ((id>'“) L0 =

Tl
ocnromp 10!

2|'Y|1 . |
_ Z k 3 <id>k—|’7|1 SidY _aa+0<p ,

pernoraes <k B 111
car fl=7l=60'=1et
9; (id)' = 21 - (id)"" - pr; .

J

Comme
Iy
2

)i o O] < )P () 0] < () [0y
et la+ 0], <k+n,il vient

<id>k—|’7|1 SidY _aa+0<‘0 <

1

<ld>—n . <ld>k+n . aa—&-O(p <ld>k+n . aa—&-O(p

N

<™,

2

<)), - gren () < 00,
d’ou le résultat par le critére d’intégrabilité (cours d’Analyse [17] 15.10) et en posant
Cn 2|’Y|1 - k!
= H<1d> Hz Z (k— |y
YV OEN" y+0=p, ], <k v

Finalement par ce qui précéde on a
()t 0| < |0 [t o] | < Caun ()
ce qui finit de prouver notre assertion.

(e) Par (b) on obtient immédiatement S (R™) C S, (R™) , tandis que (d) montre que S, (R™) C
S (R™) . Ces inégalités montrent également que les suites de semi-normes (p; ),y €t (qx) ey SOt
équivalentes.

EXERCICE Soit f : R, — K une fonction localement absolument continue telle que
f,0f € L} (R,) resp. f,0f € L? (R,) . Montrer que l'on a f € C°(R,) .
11 suffit d’utiliser la définition d’une fonction localement absolument continue (cours d’Ana-

lyse [17] 15.19) pour la premiére partie et la formule d’intégration par partie (cours d’Analyse
[17] 16.4) pour la seconde.
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2.4 Produit de deux espaces localement convexes

Dans tout ce qui suit, et sauf mention expresse du contraire,
les lettres F,G,H et P,Q,R désignerons respectivement
des espaces localement convexes
et
des ensembles de semi-normes définissant leur topologie.

Utilisant 1’exemple 2.1.4, nous pouvons poser la

DEFINITION 1 On muni F'x G d’une structure d’espace localement convexe en considérant
la famille de semi-normes P X, Q := {p X q | pE P , g€ Q} . On dit que c’est le produit
(direct) de F' et G .

Cette structure ne dépend évidemment que des structures d’espace localement convexe de
F et G, carona

P Xoo QCP Xoo QCP X0 Q
par le corollaire 2.2.(iv) :
max [¢- max P (¢) ,d - max Q (v)] < max (¢, d) - maxpe pgeq max [p (@), q (v)] =
= max (¢, d) - max (P X Q) (¢,7) -
On a donc
P Xoo Q=P X0 Q..
Etant donné s € [1,00] , les inégalités
PXeq<27 PXaoq €t PXooq<PXag

montre en outre que P x, Q engendre le méme espace localement convexe.

REMARQUE 1 Les projections canoniques
pri i FxG—F:(p,7)r— ¢ e pry: FxG—G:(p,7)—7

sont des applications linéaires continues.
Pour tout v € G , respectivement ¢ € F' | les injections canoniques

Jiy  F—FXG:o—(p,7) et Jo,:G— FxG:y+— (p,7)

sont des applications affines continues.

C’est immeédiat en utilisant le théoréme 2.2. O

REMARQUE 2 Pour toutes parties A C Fet BC G ,ona
AxB=AxXB.

La démonstration est laissée en exercice.
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PROPOSITION Soits : F' x G — H une application bilinéaire ou sesquilinéaire. Pour
que s soit continue, il faut et il suffit que, pour toute semi-norme continue r sur H , ou toute
semi-norme r € R , il existe des semi-normes continues p sur ' et q sur G , telles que l’on ait

r(s(p,7) <p(p)-q(y) pourtoutp € FetyeG .
La condition est suffisante, car pour tout ¢, ¢, € F et 7,7, € G, on a
5 (0,7) =5 (©0,70) = 5 (0,7) =5 (¢,7) +5(9,7) — 5 (20, 70) =

=5(0,7 =) —5(Y —©0,7%) =5 (@ — 05,7 —Y0) — 5 (20,7 — Vo) +5( —©0,7) »

donc

(5 (0,7) =5 (20, 70)) < PP —9) a (v —70) +1(w0) - (v =) + 2P =) q(7) -

Réciproquement, si s est continue et 7 € R , 'ensemble s~ (D, (0,1)) est ouvert dans
F x G , donc contient un ensemble de la forme B, (0,1) x B, (0,1) , ou p et ¢ sont des semi-
normes continues sur F' et GG respectivement. Cette inclusion signifie que, pour tout ¢ € F et
v € G telsque p(p),q(y) <1,onar(s(p,v)) <1.O0n en déduit 'inégalité comme dans la
démonstration du lemme 2.2. O

EXEMPLE Le produit scalaire d’un espace préhilbertien F
(]): FxF—K:(p,¢) — (¢|¢)

est continu sur ’espace normé F' associé.

C’est évident par I'inégalité de Cauchy-Schwarz 1.1. O

THEOREME Soit F' un espace localement convexe.
(i)  L’application linéaire
+: () — p+y  FXF —F
et l'application bilinéaire
(o) — a-p KX FF— F
sont continues.
(i) Pour tout « € K~ {0} ety € F , les applications
pr—a-p , p— e+ F—F
sont des homéomorphismes.

(iii) Si H est un sous-espace vectoriel de F', alors son adhérence H est un sous-espace vecto-
riel.

Démonstration de (i) Si p est une semi-norme continue sur F' , alors

po+(p,¥) =ple+v) <p(p)+p(@) =px1p(p,¥) ,

d’ou la premiére partie par le théoréme 2.2. Pour la seconde on a

po-(a,p)=pla-p)=lal -p(p),

d’ou le résultat par la proposition.

Claude Portenier ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 101



2.4 Produit de deux espaces localement convexes

Démonstration de (ii) C’est immédiat par (i) et la remarque 1, puisque
a-p=-0jal(p) e p+ih=1407y(p) .
Démonstration de (iii) Par la continuité de + et la remarque 2, il vient
H+H=+(HxH)=+(HxH)C+(HxH)=H+H=H .

De méme on a

K-H=-(KxH)=-(KxH)C-(KxH)=K-H=H .

De maniére analogue (cf. exemple 2.1.4) on peut poser la

DEFINITION 2 On muni F'NG d’une structure d’espace localement convexe en considérant
la famille de semi-normes P + Q := (p + q) On dit que c’est I’ intersection des espaces
localement convexes F' et G .

pEP,EQ *
Si P et Q sont saturés, il en est de méme de P + Q , puisque pour toutes parties finies

PCcPet@CQ,ona
max (P + @) < max P 4+ max @ .
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2.5 Convergence

PROPOSITION  Pour que la topologie de F soit séparée, il faut et il suffit que, pour tout
p e F~ {0}, il existep € P tel que p(p) >0 .

La condition est suffisante, car pour tout ¢,1 € F tels que ¢ # 1 , il existe p € P tel que
r:=p(p —1) >0 . Il suffit donc de remarquer que

r r
By (o:3) N5y (:3) = 0:
en effet si 0 € B, (gp,g) N B, (¢,§) ,on a

PO —¢)  p(O-¥) <3,

donc

r=plp—9)<plp—0)+pl—-19)<

.’r‘,

Wi N

ce qui est absurde.

Réciproquement si la topologie est séparée, pour tout ¢ € F' ~\ {0} , il existe évidemment
une boule Bp (0,7p) ne contenant pas ¢ , donc un p € P C P tel que ¢ ¢ B, (0,r,) , ce qui
montre que p(¢) > 1, >0 . O

COROLLAIRE  S0it (¢g)ey une suite de F' . Pour que (¢py)gen converge vers ¢ € F il
faut et il suffit que, pour tout p € P, on ait limgp (p, —p) =0 .
Si F' est séparé, alors la limite d’une suite est univoquement déterminée.

La condition est nécessaire puisque p est continue. Réciproquement si O est un ouvert
contenant ¢ et Bp (¢, rp) une boule contenue dans O , pour tout p € P, il existe k, € N tel
que

p(pr —¢) <1y, pourtout k >k, .
Pour tout k£ > max,cp k, , on a alors
¢, € Bp (p,mp) CO .
Si ¢ et 1 sont des limites de (¢;),cy ; ON 2
p e =) <plp—limg ) + p (limy o, — ) = limgp (@ — @) + lim p (g — ) =0,
donc ¢ — 1 = 0 par le corollaire. O

EXEMPLE 1 Soit X un ensemble. Une suite (¢;),cy C K* (cf. exemple 2.3.3) converge
vers ¢ € KX si, et seulement si, pour tout € X , on a limy, ¢, (z) = ¢ (x) , ce qui signifie que
(Yr)pen converge ponctuellement sur X vers ¢ .

EXEMPLE 2 Soit X un espace topologique. Une suite (¢,),.y C C (X) (cf. exemple 2.3.4)
converge vers ¢ € C(X) si, et seulement si, pour tout compact K C X | on a limy ), = ¢
uniformément sur K .
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EXEMPLE 3 Soit X un ouvert de R" . Une suite (i), C C°® (X) (cf. exemple 2.3.5)
converge vers ¢ € C(>) (X) si, et seulement si, pour tout compact K C X et tout « € N* |
on a limy 0%p, = 0%p uniformément sur K , ce qui signifie que (¢y),cy , ainsi que toutes les
dérivée, converge uniformément sur tout compact de X .

Puisque

plor =) <plor —@) +plp—w) ,

et en utilisant le corollaire 2.2.iv, toute suite convergente est une suite de Cauchy au sens
suivant :

DEFINITION 1 On dit qu’une suite (¢;),cy de F est une suite de Cauchy si, pour toute
semi-norme continue, ou toute semi-norme p € P , et tout € > 0, il existe N € N tel que 'on
ait

p(pr — @) < e pourtout k,l > N |

et que F est séquentiellement complet (on dit aussi semi-complet ) si F' est séparé et si toute
suite de Cauchy est convergente.

On dit qu’une série Yo, ¢, est convergente de somme @ = > 2, ¢, si

k
o =lim; > ¢,
=0

et que cette série est absolument convergente si, pour toute semi-norme continue, ou toute
semi-norme p € P , on a

ZP(‘P!) <0

Dans un espace normé on dit aussi que cette série est normalement convergente (cf. cours
d’Analyse [17], définition 10.7.2).

On dit qu'un sous-espace vectoriel H de F est séquentiellement dense si, pour tout ¢ € F',
il existe une suite (¢, ),y C H telle que ¢ = limy, ¢, .

THEOREME Soient F' un espace localement convexe séquentiellement complet et () ,cn
une suite de F' .

1 ritére de Cauchy our que la série Y @, soit convergente, il faut et il suffit que,
' Critére de Cauchy P la séri oo Soit te, il faut et il suffit
pour toute semi-norme continue, ou toute semi-normep € P, on ait

k
hkap (Z (p]) =0.
j=l

(ii) Critére de Weierstraf8 Si la série Y -, ¢, est absolument convergente, alors tout
réarrangement Z?io ©s1) €st convergent ( o est une bijection de N sur N ) et, pour toute
semi-norme continue, ou toute semi-normep € P, on a

P (Z S%(z)) < ZP(%) :

=0
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(iii) Soient H un sous-espace vectoriel de F' séquentiellement dense, G un espace localement
convexe séquentiellement complet et T : H — G une application (semi-) linéaire continue.

Alors il eziste une unique application (semi-) linéaire continue T : F' — G qui prolonge T .

Démonstration de (i) La condition signifie simplement que la suite des sommes par-
tielles est une suite de Cauchy.

Démonstration de (ii) Par le théoréme du réarrangement (cf. cours d’Analyse [17],
théoréme 6.14) la série Y% @, est absolument convergente et Y% p (¢;) = Y120 P (o)) ;
il suffit alors de constater que

k
p (Z %m) <D p(pop) =0,
j=l j=l

lorsque k — oo .

Démonstration de (iii) Pour tout ¢ € F et toute suite (¢,),.y C H tels que ¢ =
limy ¢, , on peut définir 7" par

ﬁp = limy Ty,

et il n’est pas trop difficile de vérifier que T est continue. O

EXEMPLE 4 Tout espace de Banach est évidemment séquentiellement complet.

EXEMPLE 5 Les espaces C (X) et £ (X) sont séquentiellement complets (cf. exemples 2.3.4
et 2.3.5). C’est immédiat, puisqu’on a convergence simple, ce qui permet de définir la fonction
limite, et convergence uniforme (ainsi que des dérivées dans le second cas) sur les boules fermées
contenues dans X , qui sont compactes.

EXERCICE L’espace de Schwartz S (R") est séquentiellement complet (cf. exemple 2.3.6).
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2.6 Sommabilité

Il n’est pas possible d’exprimer la continuité d’une application a I'aide des suites conver-
gente, & moins que F' soit métrisable (cf. théoréme 2.11). De méme il existe des parties denses
dans F' qui ne sont pas séquentiellement denses. En outre il est utile d’introduire une notion
de sommabilité, par opposition a la notion de convergence d’une série, ne faisant pas intervenir
lordre (sur I’ensemble d’indices) dans lequel on additionne.

Pour surmonter ces difficultés il est nécessaire d’introduire la notion de filtre (cf. appendice
1). Nous ne les utiliserons en fait que dans ce paragraphe et seulement pour pouvoir définir
les espaces localement convexes complets et démontrer la suffisance du critére de Cauchy. Par
contre la sommabilité nous sera utile par la suite.

DEFINITION On dit qu'une base de filtre 28 sur F' est de Cauchy si, pour toute semi-
norme continue, ou toute semi-norme p € P , et tout € > 0 , il existe B € B tel que 'on
ait

p(p—1) <e pourtout .9 € B,

et que F est complet si toute base de filtre de Cauchy est convergente.
Soit J un ensemble. Nous désignerons par £ (.J) 'ensemble des parties finies de J , i.e.
I’ensemble des parties compactes de J muni de la métrique discréte.

On dit qu’'une famille (goj)je ; C F est sommable de somme ¢ si, pour toute semi-norme
p € P et tout € >0, il existe K € K(J) telle que, pour tout L € K(J) avce L D K , on ait

p(Zsoj—@) <e.

jEL

Dans ce cas on écrit

= ¢
jed
On dit que (‘Pj)jej est absolument sommable si, pour tout p € P , la famille (p (gpj))jej
est sommable dans R .

REMARQUE 1 Considérons sur K (J) la base de filtre B formée des ensembles
t:={LecR(J)|LDK}
et I'application
S:ﬁ(J)—>F:L»—>Z<pj.
jeL
Par définition (goj)je , est sommable si, et seulement si, la base de filtre S (B) est convergente.
Soit 3 ;c ¢, sa limite. Dans ce cas nous écrirons

Z (,0j = limﬁ(J)aK—mo Z ij = th Z ij

jeJ JEK jeK
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pour simplifier.

Il est clair que la notion de sommabilité est invariante par transformation bijective de
I’ensemble d’indices. En outre on a la

PROPOSITION  Soit J un ensemble dénombrable. Si (‘Pj)jej est une suite sommable dans
F, alors pour toute bijection o : N — J , la série 2, ) €st convergente et

Z o) = Z Pj -
1=0 jeJ

Avec les notation de la définition, posons N := max r (K) . Pour tout £k > N , on a
1

o({0,.... k) Do (?; (K)) — K et il vient

k
(zz) N SR S P
1=0 j€o

jed ({0,....k}) jed

ce qu’il suffisait de démontrer. O

Pour les familles de nombres réels nous avons obtenu un résultat analogue dans le lemme
1.1. Les interrelations sont explicitées dans le corollaire 2.11.

THEOREME Soient F' un espace localement convexe complet et (4,0]-) une famille de F' .

jeJ
(i) Critére de Cauchy Pour que la famille (‘Pj)jej soit sommable, il faut et il suffit que,
pour toute semi-norme continue, ou toute semi-normep € P, et tout e > 0 , il existe K € R (J)
tel que, pour tout L € R (J) satisfaisant o LN K =0 , on ait

p(Zsoj) <€

jEL
En particulier toute sous-famille d’une famille sommable est sommable.

(ii) Critére de Weierstrafs Toute famille absolument sommable est sommable et, pour
toute semi-norme continue, ou toute semi-normep € P , on a

p (Z%) < pe) -

jed jed
Démonstration de (i) On vérifie immédiatement que la condition est nécessaire. La
condition, avec les notations de la remarque 1, signifie que S (28) est une base de filtre de
Cauchy sur F', donc convergente par hypothése., ce qui montre que ("Dj)je , est sommable.

Une sous-famille d’'une famille sommable satisfait évidemment au critére de Cauchy, donc
est sommable.

Démonstration de (ii) C’est immédiat puisque, pour tout L € K(J) , on a
p (Z%) <) ple)
jeL jeL
ce qui montre que (goj)je , satisfait au critere de Cauchy. O
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REMARQUE 2 SiT : F — G est une application linéaire continue et (goj)je ; C Fune

famille sommable, respectivement absolument sommable, alors il en est de méme de (T 4,0]-)

) > Te; =T (ngj) :

jeJ jeJ

jeJ
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2.7 Espaces de dimension finie

DEFINITION On dit que deux espaces localement convexes F' et GG sont isomorphes s’il
—1
existe une bijection linéaire 1" : F' — G qui soit un homéomorphisme, i.e. telle que 7" et T

soient continues.
Soient F' et G des espaces normés. Une application linéaire T : ' — G telle que

ITellg = llellr  pour tout @ € F

est dite une isométrie de F' dans G . On dit que c’est une isométrie de F' sur G si elle est
surjective.

Remarquons qu’une isométrie est injective, puisque ||T¢||; = 0 entraine ||¢|/, = 0 , donc
-1
@ = 0. Si elle est surjective, alors 7" est une isométrie de G sur F' .

LEMME

(i)  Toute application linéaire T : (K", |-|,) — F est continue.

(ii) Si H est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace localement convexe
séparé F' | il existe une semi-norme continue sur F' qui induise une norme sur H .

Démonstration de (i) Désignons par (€;),_;
. . n
semi-norme continue sur F' . Pour tout z € K" ;onaxz =) j=1%j - € et

la base canonique de K" et soit p une

d’ou le résultat par le théoréme 2.2.

Démonstration de (ii) Comme F est séparé, étant donné ¢, € H~{0} , il existe d’apres
la proposition 2.5 une semi-norme p; continue sur F' telle que p; (¢;) > 0. L’ensemble {p; = 0}N
H est un sous-espace vectoriel de dimension < dim (H) . En choisissant ¢, € {p; = 0}NH~{0} ,
si cela est possible, et une semi-norme p, continue sur F' telle que ps (v,) > 0, la dimension de
{p2 =0} N {p; =0} N H est strictement plus petite que celle de {p; = 0} N H . Par récurrence
il existe des semi-normes continues (p;),_, . telles que m < dim (H) et

Nir =0}k = (0}

La semi-norme p := max;—1, _,p; (exemple 2.1.2) est donc continue sur F' par le corollaire
2.2.(iv) et elle définit une norme sur H , car elle ne s’y annule qu’en 0 . O

THEOREME Si ' est un espace localement convexe séparé de dimension finie, alors F
est isomorphe a K" . En d’autres termes tous les espaces localement convexes séparés de méme
dimension finie sont isomorphes, ou encore il n’existe qu’une seule structure d’espace localement
conveze séparé sur K™ .
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Soient 7" une bijection linéaire de K" sur F' et S := {z € K" | |z|, =1} la sphere unité
de K™ par rapport & la norme |-|; . Comme S est compacte et 1" continue par le lemme, la
partie T (S) est compacte dans F' et ne contient pas 0 . Par le lemme (ii), il existe une norme
p continue sur F' . Puisqu’elle ne s’annule pas sur 7' (5) , on a

e:=inf ergyp(p) > 0.

-1

T
SigoGF\{O},ona_li GS,dOHC%GT(S),etparsuitep % >¢.0nen
Ty Ty Ty
. 1 1 1
déduit que
-1 1
Tol <=-ply) ,
. €
—1
ce qui finit de prouver, grace au théoréme 2.2, que T' est continue. O

COROLLAIRE Soit F' un espace localement convexe séparé de dimension finie.

(i) 1l existe une norme sur F définissant sa structure d’espace localement conveze et toutes
les normes sur ' sont équivalentes entre elles.

(ii) Toute application linéaire de F' dans un espace localement convexe G est continue.
(iii) F est séquentiellement complet, ou bien complet pour toute norme sur F' .

(iv) F est localement compact, ou bien la boule unité de chaque norme sur F' est compacte.

Démonstration de (i) C’est immeédiat.
Démonstration de (ii) Cela découle du diagramme
S
F — G
[ A
K’n

1 —1
en remarquant que S = (S oT) o T est continue, puisque S o7 et T le sont.

Démonstration de (iii) Il suffit de remarquer que les semi-normes continues sur F' et
K" se correspondent par T, donc aussi les suites de Cauchy.

Démonstration de (iv) C’est aussi immédiat, puisque toute norme sur K" est équiva-
lente & ||, . O

REMARQUE La derniére assertion posséde une réciproque : le théoréme de Riesz 2.9.
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2.8 Espaces quotients et sous-espaces

Soient F' un espace vectoriel, H un sous-espace vectoriel de F' et
F/H :={[¢]| [¢] = ¢+ H pour ¢ € F}
I’espace quotient de F' par H .

PROPOSITION Sip est une semi-norme sur F' , alors
[p] : [¢] ¥ infyepy p () = infyen p (Y — p) =: dist, (p, H)

est une semi-norme sur F'/H .

C’est immeédiat et laissé en exercice. O

DEFINITION Si F est un espace localement convexe, alors on muni F'/H d’une structure
d’espace localement convexe en considérant les semi-normes [p] , p parcourant I’ensemble des
semi-normes continues sur F' . On dit que c’est 1" espace (localement convexe) quotient de F par
H et que 'application linéaire

Tip—[p|: F — F/H
est I application canonique de F sur F'//H . Elle est continue, puisqu’on a

[p] o 7 () = infye p (V) <plp) .

THEOREME Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) F/H est séparé.

(ii) H est fermé.

(iii) Pour tout ¢ € F . H , il existe une semi-norme p continue sur F' telle que
dist, (p, H) >0 .

(i) = (ii)  En effet
H=7({0}) ,
{0} est fermé dans F//H et 7 est continue.
(ii) = (iii) Sip € F ~\ H , il existe une semi-norme continue p sur F' telle que
B,(p,1))NH =10
Mais cela signifie que, pour tout v» € H ,onap (¢ —¢) > 1.
(iii) = (i) Si[p] € F/H~ {0} ,i.e. ¢ € F~ H , en choisissant p comme dans (iii), il vient
[p] ([]) = infyenp (b —¢) > 0.

Le résultat découle donc de la proposition 2.5. O
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COROLLAIRE §@ G est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace locale-
ment conveze séparé F' , alors G est fermé. Plus généralement, si H est un sous-espace vectoriel
fermé de F' , alors G+ H est fermé.

Soit ¢ € F . G . Par le lemme 2.7.ii, il existe une semi-norme p continue sur F' induisant
une norme sur G + K- ¢ . On peut supposer que p (@) =1 . Pour tout v € G\ B, (0,2) , on a
p(y=¢)Zp(y)—plp)21.

En outre comme B, (0,2) NG est compact, on a

inf e, 02nap (Y —¢) >0,

puisque p (v — ) > 0 pour tout v € G . Nous avons donc prouvé que dist, (¢, G) > 0 . Ceci
finit de prouver que F' \ G est ouvert.
Plus généralement, si m désigne ’application canonique de F' sur F//H , on a

G+H=|Jy+H=7x(Q)) .
yeG

Mais 7 (G) est un sous-espace vectoriel de dimension finie dans F'/H , donc est fermé par ce
qui préceéde. Le résultat en découle, puisque 7 est continue. O

EXERCICE (Hyperplan et la continuité des formes linéaires) Soit F' un espace vec-
toriel sur K . Un sous-espace vectoriel H C F' est dit un hyperplan si ' = H + K- ¢ pour un
@ € F' . Montrer :

(a) Pourtout p€e FNHonaF=H®K.p.

(b) Si F est un espace localement convexe séparé, alors H € {H,F} ,i.e. H est fermé ou
dense.

(a) Pour tout forme linéaire p: F — K, £ 0 , et tout ¢ € F tel que u(p) =1on a
F=Kerp®K-¢.
En outre p est continue si, et seulement si, Ker p est fermé.

(b)  Pour tout ¢ € K (R) et tout € > 0, il existe un ¢ € K (R) tel que

[oar=0 e le-ul<e.

Signification 7 Démontrer ce résultat élémentairement.
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2.9 Théoréme de Riesz

THEOREME  Pour qu’un espace localement convexe séparé soit de dimension finie, il faut
et il suffit qu’il soit localement compact.

Nous avons déja vu, corollaire 2.7.(iv), que la condition est nécessaire. Réciproquement il
existe une semi-norme continue p sur F telle que la boule B := B, (0,1) soit compacte. Mais

comime
1
B D, (0,2
clJe+ p(,2) :

peB
il existe une partie finie G C B telle que
1 1
Bc|Je+D, (0,5) C U¢+§-B.
peG peG

Soit G le sous-espace vectoriel de dimension finie engendré par G . Par le corollaire 2.8 il est
fermé dans F' , donc F/G est séparé par le théoréme 2.8. L’image 7 (B) de B dans F/G est
donc compacte et on a

™ (B) D By (0»;) :

car si [p] ([¢]) < 3 , il existe ¢ € [¢] tel que p(¢) <1, donc [p] = [¢] € 7 (B) . Mais

m(B) C LGJQW(QD—I-;-B) Z;-TF(B) ,

puisque 7 (G) = {0} . Par récurrence on en déduit que

1

W(B)C?-TF(B) .

On a alors
1
2k-B[p] (0,5) C2k-7T(B) CW(B) ,

ce qui montre que

F/G = g\fk - By (0, %) — 7 (B)

est compact. Ceci n’est possible que si F'/G = {0} , car v € F//G ~ {0} , alors K - 7 est fermé
dans F//G , mais n’est pas compact. Ainsi F' = T ({0}) = G est de dimension finie. —— O
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2.10 Espaces localement convexes finals

DEFINITION Soient (F])] ¢, une famille d’espaces localement convexes, F' un espace vec-
toriel et, pour tout j € J , une application linéaire 7} : F; — F' . L’ensemble de toutes les
semi-normes p sur I’ telles que chaque semi-norme poTj soit continue sur F} , définit un espace
localement convexe dit final (par rapport auzx T} ). On écrit F' = lim (F;,T;) .

—

Les applications Tj : F; — F' sont évidemment continues. En outre cette topologie jouit
de la propriété universelle , suivante :

PROPOSITION  Soient F = lim (F};,T};) et G un espace localement conveze.
—

(i)  Pour qu’une une application linéaire T : F — G soit continue, il faut et il suffit que,
pour tout j € J , Uapplication T o T} soit continue sur F; .

L
F;,— F
v\, [

G

(ii) Si F peut étre plongé dans G , i.e. il existe une application injective j : F' — G , telle
que chaque j o T} soit continue, et si G est séparé, alors in en est de méme de F' .

Démonstration de (i) En effet T' est continue si, et seulement si, pour toute semi-
norme continue ¢ sur G la semi-norme qo’l" est continue. Mais ceci est par définition équivalent
a la continuité des semi-normes q o 7o T} , donc a la continuité des applications T o T; .

Démonstration de (ii) Par (i) application j est continue. Pour tout ¢ € F . {0} , on
a jp # 0 et, puisque G est séparé, il existe par la proposition 2.5 une semi-norme continue ¢
sur G telle que go j(p) = q(jp) # 0 . Comme ¢ o j est une semi-norme continue sur F' | le
résultat en découle & nouveau par la proposition 2.5. O

REMARQUE Cette topologie est la plus fine parmi les topologies localement convexes
qui rendent les applications 7} continues, mais ce n’est pas nécessairement la plus fine parmi
toutes les topologies ayant cette propriété. En outre chaque F; peut étre séparé sans que F' le
soit (cf. exemple 1 et le théoréme 2.8, ou exemple 6).

EXEMPLE 1 Si F est un espace localement convexe et H un sous-espace vectoriel de F' ,
alors F'/H est 'espace localement convexe final par rapport a I’application canonique

m:F— F/H .
En effet si p est une semi-norme continue sur F' , la semi-norme [p]o7 est continue, puisque

7 est continue. Réciproquement si ¢ est une semi-norme sur F/H telle que g o 7 soit continue
sur F', alors ¢ = [g o7 , donc ¢ est une semi-norme définissant F//H . 0]
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THEOREME Soient F' = lim (F},T;) et, pour tout j € J , un ensemble saturé Q; de
—
semi-normes définissant la topologie de F; .

(i)  Pour qu’une semi-norme p soit continue sur F | il faut et il suffit qu’il existe des semi-
normes q; € Q; et des nombres c; € Ry tels que

p< /\Cj' [qJ']OO ’
jed
ou [g;] désigne la semi-norme sur lespace quotient F;/ Ker T} identifié au sous-espace vectoriel
Im (T3) C F .

(it) Si F =, Im(T}) , alors pour q; € Q; et c; € Ry la fonctionnelle \;_; c; - [g;]™ est
une semi-norme sur F' et [’ensemble de ces semi-normes définit la topologie de F' .
Démonstration de (i) Cela découle des théorémes 2.1.i et 2.2, puisque la continuité

de p signifie que, pour tout j € J , il existe une semi-norme ¢; € Q; et ¢; € Ry tels que
poTj <cj-qj, cest-a-dire que pjmr,) < ¢ - [g5] -

Démonstration de (ii) Pour tout ¢ € F' | il existe k € J tel que ¢ € F} et on a
0< N3] (@) < i [a] () < e - g o Th (9) < 00
jeJ

le théoréme 2.1.ii montre alors que A s G [¢;]” est une semi-norme. Il nous reste & montrer
qu’elle est continue. Mais pour tout k € J , on a

/\Cj'[Qj]OOOTjng'[Qk]OTkéck-qk.
jeJ

0

EXEMPLE 2 Soit X un espace localement compact. Pour tout compact K € K(X) , on
désigne par K (X, K) lespace de Banach de toutes les fonctions continues sur X ayant un
support dans K, muni de la norme ||| 5 . Sur K (X) = Ugcg(x) K (X, K) on considere alors
la topologie localement convexe finale par rapport aux injections canoniques
KX, K)—K(X) .
On a donc K (X) = limgegx)K (X, K) .
—

Remarquons que ||-[|,  est continue sur K (X) , ce qui prouve que K (X) est séparé. On

aurait aussi pu constater que les injections canoniques K (X, K) — C° (X) sont continues et
appliquer la proposition (ii). Grace au théoréme on voit que les semi-normes de la forme

/\ ek - ek pour (cx)genx) C R+
Kef(X)

définissent la topologie de K (X) .

EXEMPLE 3 Soit X un ouvert de R" . Pour tout K € R(X) , on désigne par D (X, K)
I’espace localement convexe de toutes les fonctions indéfiniment dérivables dans X et ayant un
support dans K , muni de I’ensemble de semi-normes (p K k[D(X, K)) (cf. exemple 2.1.5). Il est
saturé car

keN

PKkID(X,K) S PK k+1|D(X,K) -
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Sur
D(X)= |J PIX,K),
KeR(X)

I’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables & support compact, on considére alors
la topologie localement convexe finale par rapport aux injections canoniques

D(X,K) — D(X) .
On a donc D (X) = limgegx)D (X, K) .

Le méme raisonnement que ci-dessus prouve que D (X) est aussi séparé, ou mieux que
'injection canonique D (X) — K (X) est continue, et que les semi-normes de la forme

/\ Ck - (pK,kKrD(X,K))OO pour (CK)KGﬁ(X) C R+ et (k:K)KGﬁ(X) C N
KeR(X)

définissent la topologie de D (X)) .

EXEMPLE 4 La structure localement convexe la plus fine sur F', i.e. celle définie par toutes
les semi-normes sur F' et notée F't;p. , est évidemment finale par rapport aux injections

H— F,

ot H est un sous-espace vectoriel de dimension fine de F' . Toute application linéaire de F;,.
dans un espace localement convexe est continue.

Si X est un ensemble muni de la métrique discréte, alors £ (X) est 'ensemble B/ (X) des
parties finies de X et K (X) s’identifie & 'ensemble K des familles (¢ (z)),.x & support fini,
i.e. telles que ¢ (z) = 0 pour tout z € X sauf un nombre fini. Puisque pour toute partie finie
K de X , Despace de Banach K (X, K) s’identifie & (K*, ||-||,) , qui est de dimension finie, on
voit que K (X) = K& est muni de la topologie localement convexe la plus fine. On dit que
(1{z})z€X est la base canonique de K& . On a évidemment

gy (y) == 6,, pour tout ,y € X ,
ainsi que
Y= Z @ (x) - 1z pour tout ¢ € K&X)
zeX

la somme ne portant que sur un nombre fini d’indices.
Si (€2),cx est une base algébrique de F' , alors

o — ng(z)-ez:K(x) — Fline -
zeX

est un isomorphisme.

EXEMPLE 5 Plus généralement si (Fj),.; est une famille d’espace localement convexes,
top
la somme directe topologique (externe) ;. ;F; , ensemble des familles (goj)je 5 € Iljes Fi

a support fini, est I'espace localement convexe final par rapport aux injections canoniques
Fly — ®jeJ Fj .
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Si (F])] ¢, est une famille de sous-espaces vectoriels de F', on dit que F' est la somme directe
top

topologique des Fj et on écrit F' = @ F} , si I'application canonique
jeJ

top

b — r: — 2%

jeJ jeJ
est un isomorphisme.

top

COROLLAIRE Si@ F et G sont des espaces localement convezes alors F' & G est isomorphe

o Fx@G.

top .
L’application canonique F' & G — F' X G est continue par la proposition. D’autre part si
top
p est une semi-norme continue sur /' @ G , alors pjr et pi¢ sont des semi-normes continues sur

F' et G respectivement, donc pjp X p|¢ est une semi-norme continue sur F' x GG . Mais comme

ple+7) <plp) +p(¥) =pF X106 (0,7)

top
I’application canonique F' x G — F @ G est continue. O

EXEMPLE 6 Soient F' un espace vectoriel et G, H C F' des sous-espaces vectoriels muni de
normes |||, et ||-||; . Alors I'espace localement convexe final par rapport aux deux injections
canoniques G — F' et H — F est semi-normable par la semi-norme

lellrn = infyecuero=ytw [Vlle + 141y -
Nous le noterons G + H (cf.exemple 2.1.7).
Si F' est un espace localement convexe séparé et les injections canoniques continues, alors
|l gsp €st une norme.

La premiére partie est immédiate par le théoréme. Pour la seconde, la propriété universelle
montre que l'injection canonique G + H — F' est continue; il est alors clair que G + H est
séparé [

EXEMPLE 7 Voici un exemple montrant que ||-||,, ; n’est pas nécessairement une norme.

Dans K (N) on considére les vecteurs €,y = ey £ e, pour £k > 1 et on pose Fy :=
lin(€x+ , k > 1) . On vérifie immédiatement que les deux suites (e +),., sont linéairement
indépendantes et on munit F de la norme ||-|| . définie par

n 2

2
D ckx-ens|| =Y |kl
=1

+ k=1

On vérifie immédiatement que

-

-1 —2
) "1 ) "1
<k E) .k E.Eki _<ZE> .;ﬁ_)o’

k=1

"1
) 'E €k+-+'€k ) € f?+<+.FL
k=

eT‘Il\D

et

Claude Portenier ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 117



2.10 Espaces localement convexes finals

lorsque k — oo . Ceci prouve que

leollp, 4 =0

Remarquons que les injections canoniques F. — K (N) ne sont pas continues, car par
exemple

g0 : KL(N) —K: ¢+ ¢ (0)
est continue, mais

n n
ey - Py — K E Cht * €kt F— E Ch +
=1 k=1

ne l’est pas. Finalement on a

F+ﬂF_: {ch-ek
k=1

ick = 0} .
k=1

EXERCICE Soient F' un espace vectoriel et G, H C F des sous-espaces vectoriels muni de
normes ||-||5 et |||l -

(a) Si G+ H est séparé, montrer que G + H est complet si G et H le sont. Réciproque ?
(b) Sila somme G+ H est directe, comparer G + H et G X H .
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2.11 Espaces de Fréchet

DEFINITION 1 On dit qu'un espace localement convexe F' est un espace (localement
convexe) de Fréchet s’il est métrisable et complet.

THEOREME  Pour qu’un espace localement convexe soit métrisable, il faut et il suffit qu’il
soit séparé et puisse étre défini par une suite de semi-normes.

On montre facilement que si (pi),cy €st une suite de semi-normes définissant la topologie

de F', alors
1 .
A, ) = sup,ey g - min (e (9 — ), 1)
définit une métrique sur F' définissant cette topologie. La réciproque est facile. Les détails sont

laissés en exercice. 0

EXEMPLE Voici des exemples d’espaces de Fréchet.

(a) Les espaces de Banach évidemment.

(b) L’espace &£ (X) (exemple 2.5.5). Remarquons tout d’abord que, pour tout k& € N* | I’en-
semble

1
K, :=B(0,k)N {d(-,R” NX) > k:}
est compact et que

x= D(O,k:)ﬂ{d(-,R"\X)>%} .

keN*
On en déduit que si K est une partie compacte de X , alors

KCD(O,k)ﬂ{d(-,R”\X)>%} C K,

pour un certain k . Ceci montre que les semi-normes pg, , engendrent la topologie de € (X) .
(¢) L’espace de Schwartz (exercice 2.5).
(d) Les espaces D (X, K) (exemple 2.10.3).

LEMME Soit (Oéj)jeJ C Ry wune famille de nombres réels positifs. Pour que (Oéj)jeJ soit
sommable dans R , il faut et il suffit que

SUPKegr(J) Z |aj] < oo .
jeK

Z @j = SUPken(J) Z Qj -

jeg JEK

Dans ce cas

Claude Portenier ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 119



2.11 Espaces de Fréchet

Si (@), est sommable de somme « , il existe K1 € &(J) tel que

Zaj < Zaj—a

jeL jEL

+ ol <1+ |af

pour toute partie finie L D K; , ce qui montre que

SUD () Zaj <1+ of <oo.
jeEK
Réciproquement, pour tout € > 0, la propriété d’approximation du supremum montre qu’il
existe K, € R(J) tel que, pour tout L € R(J) tel que L D K, , on ait

SUPker(J) Zo‘j > Zo‘j > (SUPKeﬁ(J> ZO‘J) —e

jEK jEL jEK

Ceci prouve que (), ; est sommable de somme Supgeg( ) D jex @ - O

COROLLAIRE Soit F' un espace de Fréchet.

(i) Si (‘Pj)jej C F' est sommable, alors {j eJ } 0; # 0} est dénombrable ; si D est une par-

tie dénombrable contenant cet ensemble et o : I — D est une énumération, la série Y -, o)
est convergente de somme ). ;p; .

(ii) Si F est de dimension finie, toute famille sommable est absolument sommable.

Considérons une suite (py,),.y de semi-normes définissant la topologie de F' .

Démonstration de (i) Soit ("Dj)je ; C F une famille sommable. Le citére de Cauchy

2.6 montre que I’ensemble
. 1
{JGJ pk(@j)>E}

est fini, donc que { jed } Dk (4,0]-) + 0} est dénombrable. Par la proposition 2.5 on a
lied g0t =U{ie |m(p)#0},

keN

d’ou le résultat par la proposition 3.6.

Démonstration de (ii) Soit (gpj)je , une famille sommable dans £, que nous supposons
de dimension finie. Il est donc isomorphe & K" et la considération des composantes, puis des
parties réelles et imaginaires, nous rameéne au cas réel (cf. remarque 2.4.1). Par le critére de

Cauchy 2.6, les sous-familles (goj)je Jipr>0 et (—goj)je T <0 sont aussi sommables. Le lemme
(v (v

Yoledl= > e+ Y (wy) <o,

JEK JEK,p;>0 JEK,p;<0

montre alors que

ce qu’il fallait démontrer. O

REMARQUE 1 Toute base algébrique d’un espace de Fréchet F' est non-dénombrable.

En effet soient (€;),oy une base algébrique de F' et (py),.y une suite, que nous pouvons
supposer croissante, de semi-normes définissant la topologie de F' et telle que py (ex) > 0 pour
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tout k € N . Définissons une suite (o), .y C R par récurrence de la maniére suivante :

dist, (o - €p,linj—g  k_1¢€;
ap:=1 et, pour tout k € N | apyq:= pe (@ - € 100, ko1 65) ,
3 Pt (€kt1)
ot linj—g.. 16, = {0} . Mais pri1 (i1 €r1) < 5 - De (o - €x) 5 done pryy (s - €xr) <
- Dk (g - &) 5 lasérie 7% oy - ¢ est donc abolument, convergente, puisque

o0 o0 fe's) 1
Zpk(al'el) < Zpl(al - €) < Z§ k(g - ) < 00 .
=k I=k I=k

Elle est donc convergente et, pour tout (¢;);,_, y CK,ona

0o N
DN+1 (Zal € — ZCl . 61) P
1=0 1=0
N N 0o
Z DN+1 (CXNH CEN41 T (Z C - € — Zal : 61)) - Z PN+1 (041 : 61) =
1=0 1=0

I=N+2
0]
. ) 1
> disty, | (N1 - €n41,1inj—g, . N €5) — Z g PNz (any2 Eny2) =
I=N+2
= 1
> distyy.,, (an1 - engn ling—o v €)= g1 Gistons (@ - v Lo, v €) =
I=N+2
. ) 1
= distpy,, (An+1 - €n1,linj_o. N &) [ 1= m =
3

_ diStpNH (aN+1 ’ €N+1>hnj=07m7N ej) >0

5 .
Ceci montre que Y 2 oy - € ¢ linj_g__n€; , quel que soit N € N | ce qui est absurde puisque
(€k)ren Une base algébrique de F' . O

REMARQUE 2 Dvoretzky et Rogers [8] ont montré que dans un espace de Banach de di-
mension infinie, pour toute suite sommable (ax), .y C R7 , il existe une suite (¢, ),y Sommable
telle que |¢,|° = o pour tout k € N .

1

En appliquant ce résultat a oy := ;757 pour k > 2, pour tout p € [1,2[, on a
1

dollel* =D 757 < oo,
2 2 7k

puisque la fonction décroissante x —— lem : [2, 00 — R est intégrable :

[t )
o x-Inz Inz|,

(cf. cours d’Analyse [17], Corollaire 9.17). D’autre part

o0 o0 1 b}
>l =3 (5m) 2

k=2
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car
kjl_g . 6(1_}21)"“
WPk e T
puisque 1 — £ > 0 . Voir aussi Bourbaki [3], §1, Exercice 14, EVT V.62, ainsi que les exercices
3, p.59, 12 et 13, p. 62 qui précédent.

Plus généralement, on peut montrer que toute suite sommable est absolument sommable

dans un espace de Fréchet si, et seulement si, il est nucléaire. En outre tout espace de Banach
nucléaire est de dimension finie.

hmk =0,
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2.12 Le théoréme de Baire

Dans le paragraphe suivant nous aurons besoin d’un corollaire au résultat suivant :

THEOREME Soit X un espace métrique complet. Alors l'intersection d’une suite d’ouverts
denses est dense.

Si (Uk)gen est la suite d’ouverts denses, il nous suffit de montrer que, pour tout x € X et
tout e >0, on a

B(z,e)N (ﬂ Uk> 40 .

keN
Posons zy := x et gy := min(g,1) . Comme D (zq,eq) N Uy est un ouvert non-vide, il existe
r1 € X et g1 > 0 tels que 'on ait e; < % et
B(z1,e1) C D (20,€0) N -

On construit de cette maniére, par récurrence, une suite décroissante (B (T, €x)),ey de boule
fermées telles que

1
0<eg, < ? et B ($k+175k+1) cD (l’k,Sk) NU .
La suite (2;),cy est une suite de Cauchy, car pour k <[, on a
1—
d(zg, ) < ) d(z),T541) <
J

[airy
[asry

1

1—
— 2

<

I
e
I
e

J

Comme z; € B (xy, k) pour tout [ > k , il vient

lim; x; € m B(l’k,Sk) C mD(l’k,Sk)ﬂUk C mB(l’,S)ﬂUk:B(ZL’,S)ﬂ (m Uk> ,

keN* keN keN keN

ce qu’il fallait démontrer. O

APPLICATION Le théoréme de Baire permet souvent de prouver I’existence de beaucoup
d’éléments d’un espace métrique complet n’ayant pas une certaine propriété.

Pour cela il suffit que ’ensemble E des éléments ayant cette propriété soit contenu dans
une réunion dénombrable

Ec A
keN
telle que chaque Ay, soit fermé et sans point intérieur, i.e. A2 = () . Son complémentaire CE est
alors dense, donc contient beaucoup d’éléments !

En effet
CE > () LA

keN
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et chaque CA; est un ouvert dense de X , puisque
CA, =CA=C0p=X.
O

EXERCICE 1 L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] qui sont nulle part dérivables est
dense dans C ([0, 1]) .

Il suffit de considérer les ensembles

Ay = {f € C([0,1]) | 3t € ]0,1] tel que SUDse(0,1] {t}

s—t

COROLLAIRE Soit X un espace métrique complet.

(i) Si (Ap)pen est une suite d’ensembles fermés telle que X = Uy Ax , alors il existe un
k € N tel que Ay soit d’intérieur non-vide.

(i) Sif:X — [—00,00[ est une fonction s.c.i., alors il existe un ouvert non-vide U tel que

supep f (r) < oo .

Démonstration de (i) Si chaque Ay, est d’intérieur vide, alors CA;, est un ouvert dense,
donc

M A, =CJ 4 =Cx =0
keN keN
est dense, ce qui est évidemment absurde.

Démonstration de (ii) 11 suffit, pour ¥ € N | de poser A;, := {f <k}, qui est un
ensemble fermé puisque f est s.c.i.; on a X = J, .y Ak , car f ne prend pas la valeur oo . Il
suffit de poser U := (A;)° pour le k tel que (A;)° # 0 . O
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2.13 Espaces tonnelés

DEFINITION Nous dirons qu’un espace localement convexe F' est tonnelé s’il est séparé
et si toute semi-norme semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur F est continue.

THEOREME Tout espace de Fréchet est tonnelé.

Soit donc ¢ une semi-norme s.c.i. sur F' . Par le corollaire 2.12.i, il existe ¢ € F' et une
semi-norme continue p sur F' telle que B, (¢,1) C {¢ < k} pour un certain k € N . Pour tout
¥ € B,(0,1) , il vient alors ¢, — 1 € B, (¢,1) , donc

q(¥) <q(W—¢)+q(p) <2k,
d’ou le résultat par le corollaire 2.2.iii. O

PROPOSITION 5i F' est un espace localement convexe séparé, final par rapport aux appli-
cations linéaires T; : F; — I, et si chaque Fj est tonnelé, alors F' est tonnelé.

Les applications linéaires 7} étant continues par définition, si ¢ est une semi-norme s.c.i.
sur I, alors g o T; en est une sur F} , puisque pour tout v € R , on a

—1
{goTj >~} =T;({a>7}) -
Comme F} est tonnelé, chaque g o T} est continue, donc ¢ est continue par définition. — [

EXEMPLE 1 Les espaces de Banach, l'espace £ (X) et l'espace de Schwartz S (R™) sont
tonnelés (cf. exemples 2.11.a & 2.11.d).

EXEMPLE 2 Si X est un espace localement compact, alors K (X) est tonnelé (cf. exemple
2.10.2).

EXEMPLE 3 Si X est un ouvert de R™ | alors D (X) est tonnelé (cf. exemple 2.10.3).

EXEMPLE 4 Si F est un espace vectoriel, alors Fy;,. est tonnelé (cf. exemple 2.10.4).

Nous utiliserons essentiellement la propriété d’étre tonnelé de la maniére suivante :

SCOLIE Si F' est un espace tonnelé et si Q est une famille de semi-normes s.c.i. telles que
p(p) :=8sup,eoq(p) < oo pourtout p € F ,

alors p est une semi-norme continue sur F .

C’est immédiat, I’enveloppe supérieure d’une famille de fonctions s.c.i. étant s.c.i. et celle
de semi-normes étant une semi-norme, pour autant qu’elle soit finie. O
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2.14 Produit tensoriel topologique inductif

Notre but est d’introduire le formalisme des vecteurs bra et ket de Dirac. Nous aurons
besoin d’une part de la notion de semi-dualité, traitée en 3.4, et d’autre part de celle de produit
tensoriel. C’est la solution d’un probléme universel pour les applications bilinéaires. Pour nos
besoins il est préférable de considérer les applications sesquilinéaires.

THEOREME Soient F,G, H des espaces vectoriels. Il existe un espace vectoriel, que nous
noterons |F) (G| , et une application sesquilinéaire o droite

M (0,7) = o) (V] F x G — [F) (G]

tels que toute application sesquilinéaire a droite, respectivement o gauche, s de F' X G dans H se

factorise univoquement en une application linéaire, respectivement semi-linéaire, s de |F) (G|
dans H :

FxG — H
|F) (G
1.e. telle que

s (,7) =5(lp) (7])  pour tout p € F ety e G .

L’espace vectoriel |F) (G| et lapplication sesquilinéaire o droite X sont uniques & isomor-
phisme pres.

L’unicité est immédiate, car si E et e sont aussi solution de ce probléme universel, on a le
diagramme commutatif

Fx@G )
RN BN
IF) (G = E -5 |F)(G|

—~ —_

donc M o¢ = Idp,g par I'unicité de la factorisation. On prouve de méme que ¢o X = Idg .

Pour ’existence, on considére 'espace vectoriel K> formé des famille (c, ) (om)eFxa &

support fini et sa base canonique (1{(@77)}) cf. exemple 2.10.4). Désignons par N le

FxG)

(p)EFXG (

sous-espace vectoriel de K( engendré par les éléments de la forme

Literteamt = Lermt = Koy
Lo+t — L1t = et

Laemt — @ Liomy
et

Lipamt — @ Loy
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pour p, v,y € F' [ v,71,7, € Get @ € K. On pose
|F) (G| == K" /N

et
X (@) oy — o) (7] i =€p, + N FXG — KEXG) |F) (G] .
Il est clair que X est sesquilinéaire a droite, puisque

o1+ 02) (V] = Lo, 4001 TN = Lo, + Lepn TN = [o1) (V| +|w2) (7]
10) (71 + 72l = Lot TN = Lot + L)y TN = @) (71| + 1) (V2]

- @) (V] = 1apmy + N = Lyemy + N =a-[p) (7]
et

) (v == 1gpamy + N =0 1y + N =a-[p) (7] .

Sis: F x G — H est une application sesquilinéaire & droite, respectivement a gauche,
alors

S: K9 — H . (C<P77)(<p,'y)eFXG = Z Cory Loy Z Cory 5 (57)
(pEFXG (pY)EFXG

est 'unique application linéaire, respectivement semi-linéaire, valant s (y,y) sur I’élément de
base 1¢(,); - La sesquilinéarité de s montre que S s’annule sur N , donc qu’elle se factorise en
une unique application linéaire, respectivement semi-linéaire, s : |F') (G| — H telle que

5(le) (V) = Sepy =5 (0,7) -
O

DEFINITION 1 On dit que |F) (G| est le produit tensoriel (semi-linéaire & droite) de F' et
Get que X : FF x G — |F) (G| est I application canonique . Un élément de |F') (G| s’appelle
tenseur , et il est dit élémentaire s'il est de la forme |p) (] .

Si F,G sont des espaces localement convexes, on dit que |F') (G| , munit de la topologie
localement convexe finale par rapport aux applications linéaires

¢r— o) (7| : F — [F) (G| pouryed
et aux applications semi-linéaires
v lo) (7] : G — |F) (G| pour ¢ € F,
est le produit tensoriel (topologique) inductif de F' et G . On le note |F) ; (G| .

REMARQUE On peut considérer le probléme universel analogue pour les applications bi-
linéaires et les applications sesquilinéaires (& gauche). Les solutions sont notées respectivement

R:FXG—FRG:(p,7)— Q7
et
> F X G —(F[-[G): (p,7) — (el - |) -
Comme ci-dessus on définit F' ®; G et (F| - |G) .
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LEMME Tout tenseur t € |F) (G| s’écrit, de plusieurs maniéres, comme combinaison li-
néaire (finie) de tenseurs élémentaires

t= ; l05) (v
ot (),

j=lm & Fet (%’)j:1 ., ©G . On peut supposer que (Vj)jzl . est libre. Dans ce cas
(QDj)jzl . est univoquement déterminée.

geeoy

)

En effet, en choisissant une base algébrique (e;),_, _,, de 7 K-, , on peut écrire

m
i = E Cii €,
=1

donc
t:z>%><zcﬂ-ez IR z—><'
j=1 =1 j=1 1=1 =1 |j=1

Pour 'unicité il nous suffit de montrer que ’application linéaire

F> <ZK S€ (‘»01)1:1,...,m — Z lo1) (et

est injective. Remarquons que le calcul ci-dessus montre qu’elle est surjective. Considérons
I’application

o F" —

s: Fx ZK'Q — " (‘P»ZQ'Q) — (C_l'Sp)l:L...,m )
I=1

=1

elle est sesquilinéaire a droite, donc se factorise en une application linéaire

F> <ZK-€1
=1
et on a

500 ((#)1,m) =5 (Z ) <e,|> =Y 5w tal) = S s (ena) = (@,

=1

5: — ™

Ceci prouve que 5§ o ® = Idpm , et par suite notre assertion. 0]

PROPOSITION

(i) Propriété universelle du produit tensoriel inductif L’application canonique X :
F x G — |F); (G| est séparément continue et, pour qu’une application sesquilinéaire & droite
s de ' X G dans un espace localement convexe H soit séparément continue, il faut et il suffit
que Uapplication linéaire s : |F); (G| — H soit continue.

(ii) Soient F et G des espaces localement convexes et S : F' — F,T:G — G des
applications linéaires. Il existe une unique application linéaire

S)(T]: |F) (G — |F) (G|
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telle que

1S)(T| (1) (11 ) = 1S9} (Ty|  pour tout p € F ety € G .

Si S etT sont injectives, respectivement continues, il en est de méme de |S) (T'| .
Démonstration de (i) C’est immédiat par la proposition 2.10.

est sesquilinéaire & droite, donc définit une application linéaire |S) (T'| ayant la propriété citée.
L’injectivité découle immédiatement du lemme. En effet si ¢ € |F') (G| , on peut supposer
par le lemme que t = > 7 }4,0]-> <’yj} et que (’yj)jzl _est libre, et de [S) (T'| (t) = 0 on tire

i}S%MT%} =0;

,, est libre, donc S; = 0 pour tout j =1,...,n

Démonstration de (ii) L’application

Xo(S,T):FxG— FxG—

mais puisque 7T est injective, la suite (T 71’)]’:1
par le lemme. On en déduit que chaque ¢; = 0 par I'injectivité de S, donc que ¢ =0 .
Quant & la continuité il suffit d’appliquer (i), puisque X o (S,T) est séparément continue.

0

EXEMPLE 1 Grace aux propriétés universelles, il existe un isomorphisme semi-linéaire res-
pectivement linéaire canonique de |F) ; (G| sur (F|-;|G) respectivement de | F') ; (G| sur (F|-;|G)
tels que

o) (Y[ — (el - 17} esp. @) (V] — (1l - lg) -

En outre l'espace localement convexe |F') ; (F| (ou (F|-; |F) ) posséde une involution naturelle
continue

o) (Y| = |7) (ol = [F) i (F| — [F) i (F|

EXEMPLE 2 Soient X et Y des ensembles. L’application

5 : KX x KY — K 2 (¢,7) — popr; 70D,
est évidemment sesquilinéaire a droite et séparément continue. Il existe donc une application
linéaire continue s : }KX >Z <KY} — KX*Y telle que

s(le) (W)« (@ y) — @ (@) -7 (y) : X xY — K.

Elle est injective.

En effet pour tout ¢ € [KX) (KY | tel que’s (t) = 0, on peut supposer que t = > i ;) (5]
et que (’yj)j:1 . est libre dans KY par le lemme ci-dessus. Pour tout z € X , on a alors

0=5(t) () = >y (@) ;.

donc 2?:1 @; () -v; = 0 et par suite o; (r) = 0 pour tout j = 1,...,n . Les ¢, sont donc tous
nuls, ce qui montre que t =0 . 0]
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KXXY

Ceci nous permet d’identifier }KX > <KY} a un sous-espace vectoriel de et justifie la

définition
o) (7] == opry 7 oPT; : (2, y) — ¢ (2) -7 () -
On dit que les fonctions dans }KX > <KY} sont & variables séparées .

EXEMPLE 3 Les espaces localement convexes }K > <K } et KX*Y) sont canoniquement
isomorphes.

Grace au corollaire et en restreignant l'injection canonique de ’exemple précédent, on ob-
tient évidemment une application linéaire continue injective
[KE) i (RO)| — RO
et, pour tout f € K&*Y) on a

f= D f@y Yen= Y, [@y-[lw) (luwl,

(z,y)eX XY (z,y)eX XY

ce qui montre qu’elle est bijective. Puisque K&X*Y) est muni de la topologie localement convexe

la plus fine (cf. exemple 2.10.4), Iapplication réciproque K(**¥) — }K(X)> i <K(Y)} est aussi
continue.
Comme cas particulier on obtient immédiatement
[K™) (K™ = K*™ ,
puisque K* = K{0-n=1})

EXEMPLE 4 Si X,Y sont des espaces localement compacts, on montre comme précédem-
ment que

K (X)) (KY)] = KX xY)
est injective et continue.

A T’aide du théoréme de Stone-Weierstrafl on voit facilement que [IC (X)) ; (K (Y )| est dense
dans K (X x Y') , mais sa topologie n’est pas en général celle induite par K (X x Y

EXEMPLE 5 Si X,Y sont des ouverts de R™ et R™ respectivement, on montre comme
précédemment que

D(X))i(D(Y)] = DX xY)

est continue et d’image dense. On peut montrer que c’est un isomorphisme.

EXEMPLE 6 Soient p et v des intégrales de Radon sur X et Y respectivement. Alors
M (1)) (M (v)| s’identifie canoniquement & une partie de M (1 ® v) grace au prolongement
linéaire de

1F) gl — f®g: M) M) — Mpev) .

En effet 'application

s:M(p) x M(v) — M(uev):(f,g9) — " (z,y) — f(z)-g(y)”
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est sesquilinéaire & droite, donc induit une application linéaire
5: M (p) M) —M(@uev) .
Elle est injective, car si 'image de t = > 7, |f;) (g;] dans M (p®v) est 0, i.e. 37, f; () -

gj (y) = 0 p ® v-p.p. , il nous suffit de montrer que chaque f; = 0 p-p.p. . Nous pouvons
supposer que (gj)j:1 . est libre dans M (v) par le lemme. Par le théoréme de Tonelli, pour

pi-presque tous les x € X, ona Y7, f;(z) - g; (y) =0 dans M (v) , donc f; (z) = 0 pour tous
j. [

La notation

1) (gl (z,y) == f () - g (y)

ne préte donc pas a confusion. C’est celle que nous avons déja utilisée dans le cours d’Analyse
[17], définition 16.3.

PROBLEME Est-ce que [M* (u)) (M*(v)] — M*(p®v) est injective? Pour les pro-
blémes que I’on rencontre avec le théoreme de Tonelli dans le cadre de la théorie de 'intégration
essentielle voir 'exercice 16.3.3 du cours d’Analyse [17].

COROLLAIRE §@ F et G sont séparés, respectivement tonnelés, il en est de méme de
[F)i (G| .

Pour démontrer que |F'); (G| est séparé nous avons besoin du théoréme de Hahn-Banach
3.6. Ce théoréeme montre que 'application linéaire continue

!
F—K": 0 (-]0)p
est injective. La proposition (ii) et I’exemple 2 ci-dessus nous fournissent une application linéaire

continue injective
IF) i (Gl — [ ) (K| = K o) (> (o - (0l g

(cf. 2.4 pour les notations). Mais comme la topologie de la convergence simple est séparée, le
résultat en découle par la proposition 2.5.
La seconde partie est alors une conséquence de la proposition 2.13. O

DEFINITION 2 Si F, G sont des espaces localement convexes, on dit que |F') (G| , muni de
la topologie localement convexe finale par rapport a ’application

(0,7) — l@) (V] : F x G — |F) (G]
est le produit tensoriel (topologique) projectif de F' et G . On le note |F) . (G| .

Pour le produit tensoriel projectif on a des résultats analogues & ceux du produit tensoriel
inductif.
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2.15 Produit tensoriel d’espaces de Hilbert

PROPOSITION  Soient F' et G des espaces préhilbertiens de produit scalaire (-|-)p et (-] )4
respectivement. 1l existe un unique produit scalaire (+|)p) g sur [F) (G| tel que

(oGl @) = (elo)e (0l
pour tout p,p € F etv,0 € G .

L’application

boy 1 ' X G — K (4,0) — (@] V) - (0]7)q

est sesquilinéaire a droite en (1, 0) , donc induit par la propriété universelle du produit tensoriel
une unique forme linéaire

bory : |F) (G] — K2 [9) (0] — (0| 9) 5 - (8]7)e

On vérifie facilement que I’application
s: FxG— (IF)(G]) : (9,7) — by
est semi-linéaire a gauche, donc définit une unique application semi-linéaire
51 |F) (G — (F®G)" 1 ]g) (7] — by -
Par construction
ey (1) (G) x (IF)(G]) — K (s,8) — (518) 71 = 3 (5) (1

est 'unique forme sesqulhnéaire telle que
9) — (0
(I G|y @) . = (el9)r- (21
Elle est hermitienne, car

(o alllwyel) . =Tl O = @le)r- (10 = (1) @]l (), -

d’ou le résultat par sesquilinéarité. Montrons qu’elle est positive non-dégénérée. Etant donné
t=>" }4,0]-) (’yj} € |F) (G| , en choisissant une base hilbertienne de I'espace de Hilbert de

dimension finie engendré par (’yj)jzl ..... . » on peut supposer (cf. lemme 2.14), que (’yj)jzl
est un systéme orthonormé. On a alors

1y = (H1D) iy = D ( [ (vkl) l©1) (%I)WG| =

k=1

Z (erl ) p (71|7k)G:ZH§0kH%>O
k=1

puisque (7| 7)e = Oky - S HtH|F)(G| =0, il vient ||¢,]|% = 0, donc ¢, = 0 pour tout k et par
suite t =0 . O
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DEFINITION Muni de ce produit scalaire on dit que |F) (G| est le produit tensoriel (semi-
linéaire a droite) des espaces préhilbertien F' et G et on le note |F') 2 (G| . Nous désignerons
par |F') 3 (G| lespace de Hilbert complété de |F') o (G| (cf. 3.8).
On définit de méme le produit tensoriel F' ® G des espaces préhilbertien F' et G par
(P @Y ®0)peg = (¢l ¥)p - (710)g

pour tout ¢, € F et v,0 € G .

THEOREME  Soient H et G des espaces de Hilbert. Si (€y),cp €t (€1),c, sont des bases

hilbertiennes de 'H et G respectivement, alors (|€k) (€l|)(kl) nl est une base hilbertienne de
SL)eEK X
H)2 (G] -
En effet c’est un systéme orthonormé
er) (el lem) (en = (erlem)y - (€nl€)e = Okm - O1n =0 mn)
(o) ] lew) ), = (ol 2 (6l @)g = km B = Bis )
et puisque

H|s><v|H|2H)§(g|=Hﬁrm-rwué:(Z (24l ) ) (me )

keK leL

2

= > P -lallP= X |(le) (@)

Y

(k)EK XL (k)EK XL H2(6|
le théoréme 1.10 montre que ¢ ® v € lin ( lew) (el|) , donc que (|5k) (el|) est
(k)EK XL (ke XL
totale dans |H)3 (G| = [H) (G] - O

EXEMPLE Soient p et v des intégrales de Radon sur X et Y respectivement. Alors 1’es-
pace de Hilbert |L? (11))% (L? (v)| s’identifie canoniquement & L? (i ® v) grace au prolongement
continu de

©) (Y] — €@7: L () (L (v)]| — L (@) .

D’apreés 'exemple 2.14.6 'application [£) (7| — £®7 est injective et sit = 2?21 }51) (’yj} €
IL? (1) (L (v)| , on &

n

sz = 3 (16 0wl 160 () -
I H|L2(H))(L2(V)| Z 1€k) (Vel| 1€0) (1] L2(2)) (L2 )|

k=1

€|€ 2 ('7|'Y 2(,) — ( & €d,u) ( Y dy):
Z: kIST/L2( I TkJL2( et /k 1 /l k

Zé“ ®%

ce qui prouve que c’est une isométrie. Il nous reste donc a prouver que |L? (1)) (L? (v)| est
dense dans L? (4 ® v) . Mais pour tout f € L? (u® v) tel que f L |L?(u)) (L?(v)| , et tout

= Z/ﬁk@’% Y du®v =

k=1

Y

L2 (u@v)
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§ € L*(p) , v € L*(v) , le théoréme de Fubini montre que & (z) -y - f (z,-) € L' (v) pour
p-presque tous les z € X, que £- ([~ (y) y) dv(y)) € L* (u) et que

Jew- ([ >f<x,y>dv<y>)du<x>=o.

Puisque L2 (,u) et L? (v) sont des espaces test (cf. corollaire 1.16), on obtient tout d’abord que

[y y) dv (y) = 0 localement u-p.p., puis pour localement p-presque tous les x € X
que f ( ) = 0 localement v-p.p. Mais comme f est p ® v-mesurable et © ® v-modérée, on en
déduit que f =0 p ® v-p.p. On peut donc conclure & ’aide du corollaire 1.4. ———— [J
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