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5.1 Le noyau d’un sous-espace-hilbertien

5.1 Le noyau d’un sous-espace-hilbertien

DEFINITION 1 Nous dirons que H — FT , ou plus simplement H , est un sous-espace
hilbertien de F' si H est un sous-espace vectoriel de F' muni d’une structure d’espace de
Hilbert telle que I'injection canonique j : H — FT soit continue. On désigne par Hilb (F T)
I’ensemble des sous-espaces hilbertiens de F'f .

11 est équivalent d’apreés le scolie 3.7.i d’exiger que j : H, — F'T soit continue. En considérant
la semi-dualité (H|H) , I'application j' : F, — H,, est continue d’aprés la proposition 3.7.iii,
donc aussi j7 : F — H, .

DEFINITION 2 L’application linéaire continue
h:=jjl: F — H, — F'

s’appelle le noyau de H — FT .

Par simplification, puisque j n’est que I'injection canonique du sous-espace vectoriel H dans
FT , on dénote aussi par h Papplication linéaire continue

hi=j":F—H,.

On dit également que c’est le noyau de H < F' . On a alors j = h' et le noyau comme
application de F' dans F7T est hfh .

REMARQUE 1 Dans les applications, I'espace F' sera tonnelé. Dans ce cas le noyau h :
' — "H est continu par le scolie 3.7.ii. Pour ne pas faire cette hypotheése, il suffit d’introduire
la topologie de Mackey ; le noyau h : F, — H est alors continu par le théoréme 3.11.ii. Un
espace tonnelé est muni de la topologie de Mackey comme nous ’avons vu dans le théoréme
3.11.1.

REMARQUE 2 Attention, si H est en semi-dualité avec H' et cet espace n’est pas identifié
avec H , alors I’adjointe de j : H < F'T est une application linéaire continue j' : F, — H' et
on a

(i) p = <jT<,0} €>HT = (R‘lego} ﬁ)H pour tout p € Fet £ €H .

Ceci montre que 'adjointe de j calculée en considérant la semi-dualité (| H) est égale & R~15T
oll R désigne 'application de Riesz de H dans H' . Le noyau de H — F'T est donc jR~15T , ou
R7Y5T .
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REMARQUE 3 Rappelons les résultats suivants :

(a) D’aprés la remarque 3.4.4, le scolie 3.7.i et le théoréme 3.11.ii, on a
Ft=(F,)",
et
L(F,F")=L(F, F')=L(F, F") =L (F.,F)
est I'ensemble des applications linéaires de F' dans F' admettant une adjointe.

(b) La proposition 3.13 montre qu’il y a une correspondance biunivoque entre les applications
linéaires continues

T:F— F',
les formes sesquilinéaires séparément continues
s: FxF—K
et les formes semi-linéaires continues
5:|F); (F| —K

donnée par

(I¢) (1 |5) =5 (4,0) = (| TY)  powr tout g, € F .

Soit maintenant T : F' — F'T une application linéaire.

(c) Pour que T soit continue, ou faiblement continue, et que I'on ait 7" = T , il faut et il
suffit que s soit hermitienne, i.e. que

(@l T) = (4| Tep) pour tout ¢, ¢ € F .

Il suffit de constater que s est hermitienne si, et seulement si, 7" est une adjointe de 7' .

(d) Si K=C, alors s est hermitienne, respectivement hermitienne positive si, et seulement
si, on a (| Ty) € R, respectivement (| Tp) > 0 pour tout ¢ € F' .

Cela découle directement de la formule de polarisation, proposition 1.3.iii. ——+—— [

DEFINITION 3 Une application linéaire continue 7' : F' — FT est dite un noyau . Si
T =T on dit que ce noyau est hermitien . Si en plus on a

(p|Tp) >0 pour tout p € F

on dit qu’il est hermitien positif . On désigne par L, (F F T) , respectivement £ (F \F T) , le
sous-espace vectoriel réel des noyaux hermitiens, respectivement le cone convexe des noyaux
hermitiens positifs.

REMARQUE 4 Soient S,T € L, (F, FT) . Pour que S =T , il faut et il suffit que, pour
tout ¢ € F', on ait

(o] Sp) = (| Typ) .

C’est immédiat par les formules de polarisation, proposition 1.3, (ii) et (iii)). ——— O
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Le noyau d’un sous-espace-hilbertien
PROPOSITION Le noyau h de H — FT est hermitien positif, i.e. h € L, (F, FT) , et on

(hel &)y = (@l &) p
En particulier on a

pour tout p € F et £ € 'H .
(@l hip) p = (hep| hep)s,

et (plhp)p = |lhellz  pour tout g4 € F .
En outre h : F, — H est continue, i.e.

1
¢ — (@l hp) i = [[helly
est une semi-norme continue sur F. .

En effet

et par suite

(hel &) = (7] &) = (0l 5&) = (¢l€) |

(ol k) = (he| hp) = (h| hp) = (Y] hp) = (he| V)
ce qui montre que le noyau h : F — F'T est hermitien. On aurait aussi pu calculer
ot .
(51" =41t =551
Il est positif puisque
(¢l he) = |Ihol* > 0 .
La continuité de h : F, — 'H découle de la remarque 1.

O
application h : ' — 'H telle que

COROLLAIRE Soit H un sous-espace vectoriel de FT muni d’une structure d’espace de
Hilbert. Pour que H — FT soit un sous-espace hilbertien, il faut et il suffit qu’il existe une

(0| &) p = (hpl&),, pourtout p€ FetéecH .
Dans ce cas h est le noyau de H — FT .

La nécessité découle de la proposition. Réciproquement la formule montre que h est ’ad-
est bien le noyau.

jointe de j : H — FT , donc que j est continue par le scolie 3.7, puis par comparaison que h

0
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5.2 Exemples élémentaires de sous-espaces hilbertiens

EXEMPLE 1 Soient ‘H un espace de Hilbert (en semi-dualité avec lui-méme) et G C H un
sous-espace vectoriel fermé de ‘H . Alors G — H , en ayant muni G du produit scalaire induit
par ‘H , est un sous-espace hilbertien de H , dont le noyau est 'orthoprojecteur

Po:H—G.
En effet, pour tout p € Het n € G , on a

(eln)y = (Popln)y = (Foeln)g -
0

REMARQUE 1 Ceci montre que la notion de noyau d’un sous-espace hilbertien généralise
celle d’orthoprojecteur sur un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert.

EXEMPLE 2 Soit £ € FT tel que € # 0 . Alors K - ¢ , muni du produit scalaire
(a-&p-§)r—a- B
( € est donc de norme 1 dans K- ¢ ), est un sous-espace hilbertien K - ¢ — FT dont le noyau est
1€) (&l o —18) (£l = (€l @) - € -
En effet on a
(pla-&) = (el&)-a=((el¢)-€|a-€) = (I el a-€) -
O

EXEMPLE 3 Soit H un espace de Hilbert. Le noyau de tout sous-espace hilbertien G — H
est un opérateur borné auto-adjoint positif dans H . Celui de 'H — H est Id . Nous verrons
réciproquement grace au théoréme de Schwartz (cf. exemple 5.11.2) qu’a tout opérateur borné
auto-adjoint positif dans H correspond un unique sous-espace hilbertien de H .

EXEMPLE 4 Soit H un espace de Hilbert en semi-dualité avec H' . Les noyaux de
M- H et He—H, = (H)
sont respectivement ’application de Riesz

R:H—H, e¢ R H —H.

En effet par définition du produit scalaire sur H! , pour tout £ € Het u e H! ,0n a
(€l = (RE Wy et (ul&ap = (B[ €),, -
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EXEMPLE 5 Soient X un espace localement compact et p une intégrale de Radon (positive)
sur X . Alors

L2 (n) = M(X):&— & p
est un sous-espace hilbertien, dont le noyau est
K(X) — L* (1) : o — []

11 faut faire attention si ’on ne fait pas de distinction entre la fonction ¢ et sa classe [p] .
Par exemple si le support de p n’est pas X (cf. remarque 1.2.1 et définition 1.2.2), ce noyau
n’est pas injectif! Par précaution, on peut écrire

dont le noyau est

K(X)—L(u) p:pr—p-p.

En effet (¢|&-p) = [P & dp=(¢]€) . O

EXEMPLE 6 Pour tout x € X ,ona K¢, — M (X) et son noyau est |e,) (,] .
D’aprés I'exemple précédent, comme K - ¢, = L% (g,) - €, , le noyau est

pr— - = (T) e = |ez) (€| ¥ -
On aurait aussi pu appliquer 'exemple 2.

;
EXERCICE Soient H,G des espaces de Hilbert. On a (|Q’)Z (H|) =Ls(H,G,) . Montrer

que £? (H,G) est un sous-espace hilbertien de £, (H,G,) et calculer son noyau.

Dans ce formalisme (cf. Cohen-Tannoudji [5], p. 108 et ss) l'espace vectoriel £ des vecteurs
ket représentent les états physiques du systéme quantique considéré. Rappelons (cf. [5], p. 94 et
ss) que £ est un sous-espace vectoriel d’un espace L? . Cohen-Tannoudji suppose pratiquement
(cf. p. 95) que €& = D (R™) . Plus généralement on peut supposer que £ est un espace test par
rapport a une intégrale de Radon pivot p (cf. définition 1.16.2).

Apres avoir introduit le dual £* de £ formé des vecteurs bra et le vecteur bra associé & un
vecteur ket de £ , Cohen-Tannoudji constate que certains bra (les distributions de Dirac) n’ont
pas de ket correspondant dans £ (cf. [5], p. 110 et ss). Ces vecteurs bra jouent pourtant un
role primordial comme vecteurs de base dans une décomposition continue et il leur associe des
vecteurs ket généralisés ayant un ”produit scalaire” avec tout vecteur ket de € (cf. [5], p. 113
et 114).

Il me semble plus naturel de considérer un espace localement convexe séparé F', ainsi qu'un
sous-espace hilbertien H «— F'T de noyau h , par exemple un espace test F' par rapport & une
intégrale de Radon pivot p , donc H =L? (i) , et d’interpréter h (F) comme ’espace des états
physiques et F'T comme ’espace des vecteurs ket généralisés. On a donc les inclusions

h(F)— H < F.
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5.3 Caractérisation d’un sous-espace hilbertien

Voici une caractérisation d’un sous-espace hilbertien H & ’aide de son noyau h montrant
comment certaines informations relatives a H sont contenues dans h .

PROPOSITION  Soit H — F'' un sous-espace hilbertien de noyau h .

(i)  Le sous-espace vectoriel h (F') est dense dans H , et H est le complété de h (F) muni du
produit scalaire

(hel h¢)h(p) = (| W) p
(ii) Soit € € F1. Pour que & € H, il faut et il suffit qu’il existe une constante ¢ € R telle que

1
(el < c-(plhp)?  pour tout p € F .

Dans ce cas,

HgH'H = SuptpEF,(ap|hap><1 |<<ID| €>|
est la plus petite de ces constantes.

La densité de h(F') dans H est clair puisque j est injective (cf. corollaire 3.10.iv). La
premiére partie est alors évidente en utilisant la proposition 5.1. Quant & la seconde, si € € 'H ,
on a

(el €)] = |(he| )] < II€]l - 1ol = €]l - (ol h)?

Ceci montre que ||| est I'une de ces constantes. L’égalité en découle car la boule unité de
h (F) est dense dans celle de H par la remarque 3.8.2. Réciproquement si & € F'T satisfait a
I'inégalité, on vérifie immédiatement que £ s’annule sur Ker h , donc définit une forme semi-
linéaire

hep — (@] §)
continue sur h (F') . Elle posséde donc un prolongement continu & H . D’apres le théoréme de
représentation de Riesz, il existe n € H tel que
(&) = (heln) = (¢|n) pour tout p € F'.

Onadoncé=neH. O

THEOREME (d’unicité) Un sous-espace hilbertien est univoquement déterminé par son
noyau.

Plus précisément, si h et g sont les noyauxr de H,G — F' , alors H = G si, et seulement
si, pour tout o € ', on a ||hell,, = |lgellg -

En effet (ii) montre que le sous-espace vectoriel est univoquement déterminé par h , puis
(i) qu’il en est de méme de la structure hilbertienne. La seconde partie découle de la remarque
5.1.3. 0

REMARQUE 1 Le noyau fournit une indexation uniforme, paramétrée par F' , d'une partie
dense de chaque sous-espace hilbertien.
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REMARQUE 2 Nous verrons en démontrant le théoréeme de Schwartz (cf. remarque 5.11.2)
une autre caractérisation d’un sous-espace hilbertien utilisant la notion d’image décrite dans le
paragraphe suivant.

EXEMPLE La seconde partie de la proposition est une version abstraite d’un résultat clas-
sique en théorie de l'intégration (cf. exercice 1.16.3) :

Soient X un espace localement compact et p une intégrale de Radon (positive) sur X .
Pour qu’une intégrale de Radon v sur X appartienne a L2 (1) , i.e. que v soit de base u et de
densité dans L2 (i) , il faut et il suffit que

SUPgeic(x), flol,<1 (] V)] <00

i.e. que v soit continue sur K (X) pour la topologie induite par L2 (u) .
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5.4 Image d’un sous-espace hilbertien

Nous allons maintenant donner un procédé trés général de construction de sous-espaces
hilbertiens. Soient GG un autre espace localement convexe séparé et ® € L (F f GT) .SiH — FT
est un sous-espace hilbertien de F'' de noyau h : F — FT | alors

®p = ' i H — GT
est une bijection de
Ker (<I>|H)LH = (H N Ker )"
sur & (H) . Munissons ce sous-espace vectoriel du produit scalaire transporté, i.e.
(P& ®n)g(ryy := (£l m)y,  pour tout &,n € Ker (P

On dit que £ € H tel que @ = 0 est un représentant de 6 € ® (H) . L’unique représentant

)J_H

€ Ker (94 M sera noté &0 et s’appelle le représentant de Parseval de 6; nous dirons
| [H
également que

—1 —1
Q0 — Pl : @ (H) — H

est U'application de Parseval .

THEOREME & (H) — G' est un sous-espace hilbertien dont le noyau g : G — G est
PhPT .

Plus précisément, pour tout € ® (H) , on a

)

-1
18]l o) = minecrpes €]l = chme
H

—1
i.e. le représentant de Parseval ®n est ['unique solution du probléme variationnel

PE=0 et ||&]| est minimal.

—1
L’application de Parseval est une isométrie et @13 Py, est lorthoprojecteur sur Ker (<I>|H)LH

Pour tout v € G, l’élément h®T~y de H est le représentant de Parseval de ®h®'~y . D’autre
part, pour tout £,m € H , on a

(®¢| (I”?)@(H) = (&ln)y

pour autant que ['un des &,n soit le représentant de Parseval.

La deuxiéme partie découle du théoréme de la projection, car le représentant de Parseval

—1
P de 0 € ® (H) est la projection orthogonale sur Ker (<I>|H)LH de tout représentant de 6 .
Démontrons la troisiéme partie. Pour tout v € G et ¢ € HNKer® , on a

(h®T]€),, = (@T7] &) = (v ®E) =0,
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5.4 Image d’un sous-espace hilbertien
donc h®Ty € Ker (<I>|H)LH . Quant & la derniére formule, on a
—1 —1 —1
(elome) = (onloa|one) =(@ei01g, -
H H
Finalement, pour tout v € G et 8 € ® (H) , il vient

=l ), = (o), = (o), om0

d’ou la premiére assertion. O

On a le diagramme commutatif suivant :

&

dhDt
G — Gt
AN
@ (H),

DEFINITION Nous dirons que ® (H) — G est le sous-espace hilbertien image de H par
o .

—1
REMARQUE L’application de Parseval ®3; est un inverse a droite de ®; . Pour que &
soit une application unitaire de H sur ® (H) , il faut et il suffit que ® soit injective sur H .

COROLLAIRE Soient ‘H un espace de Hilbert et ¥ : F — 'H wune application linéaire
faiblement continue.

(i) Silon considere la semi-dualité (H|H) , i.e. en identifiant H et H}, , alors ¥T (H) — F!
est un sous-espace hilbertien de noyau ¥ .

(i) Sil’on considére la semi-dualité <H| HTB> , i.e on n’identifie pas H et HTB ,et R: H —

Hg est lapplication de Riesz, alors Wi (H;}) s FT est un sous-espace hilbertien de noyau
VIRV .

En effet les noyaux de H — H et Hg < HT sont respectivement Id et R d’aprés les
exemples 5.2.3 et 5.2.4. O

EXEMPLE 1 On peut évidemment appliquer le corollaire si F' est un sous-espace vectoriel
de 'H muni d’une topologie localement convexe plus fine que celle induite par celle de 'H , par
exemple la topologie localement convexe la plus fine, et en prenant I'injection canonique pour
v,
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Image d’un sous-espace hilbertien 5.4

EXEMPLE 2 L’exemple 5.2.5 s’obtient en considérant I’espace de Hilbert L? (i) , applica-
tion canonique

UK(X) — L () pr— ¢

et en identifiant L? (1) avec son semi-dual fort. L’application de Riesz est donc 'identité et,
pour tout p € K (X) et £ € L2 () , on a

(0| ) = (0 €)pa( —/s_o-ﬁdﬂz(som-m-

On en déduit que le noyau de W' (L2 (1)) est ¢ — o -, ce qu'il fallait démontrer.

EXEMPLE 3 Plus généralement, nous allons utiliser les notations de 1’exemple 3.4.5, en

particulier la semi-dualité
1
<L2 (1, p) |L? (u,p)>

définie par (¢| 77 = &-ndp . L’application de Riesz est dans ce cas

LQ(u,p)—>[L2(u,p)} L?( ;) Erp-t.

Soient p € Li . (1) et

UK (X) — L (,p) s p— ¢
Pour tout ¢ € K (X) et n € L? (,u,l—l)) , on a

<¢|‘1’Tn>=<q’s@|n>p=/¢-ndu=<90|77-u> :
car L? (N? p) - Lloc (lu)

Hso-nleH\/g.@.\L[

= lllly, - 1nll2 <00

<lve-el,-
1

On en déduit que le noyau de U' (L2 (,u, /—1))) est WIRW : o — p- - . Mais c’est aussi le

noyau de L? (,u, %) - |4, puisque

{pln-p) = /@-ndu = {elm, = (p-eln)iz(,2)

o(e(e8) v o) e

1
L? (u,;) =L (pp) - pu =L (1, p) - ppr

ce qui peut paraitre surprenant, mais dans le second cas pu est l'intégrale pivot, tandis que
dans le premier c’est p qui joue ce role (cf. remarque 4.2).
On a L2 (u,p) C L. (u) si, et seulement si, € L. (u) . Dans ce cas L? (i, p) - p est le

(cf. remarque 5.1.1). Ainsi

Remarquons que

plongement naturel de L? (i, p) = L% (pu) dans /\/l (X)!
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5.4 Image d’un sous-espace hilbertien

La suffisance découle de ce qui précéde. Réciproquement soit K un compact de X . L’in-
jection L%(p - pu, K) — L(u, K) étant évidemment de graphe fermé, elle est continue. Il existe
donc une constante M < oo telle que

[l < M- [y, pour tout ¢ € L*(p- p, K) .
Pour tout f € L! (1, K) , on a ﬁ; € L%, p, K) , donc

| <o | s
\/p 1K 2,0, K
Appliquant cette inégalité & 1x on obtient
1 1
I L
Vollx
puis par récurrence
—2 It 5ty
P <M 1
le < 1

pour tout n > 1 . Comme nous pouvons supposer que p < 1, nous obtenons finalement

< M? .

1

_ 2
p "

1o~ 1,k = limsup,,-,

0

EXEMPLE 4 Soit X un ouvert de R™ . Alors L? (X) est un sous-espace hilbertien de D (X)’
de noyau

pr— ¢ D(X) = LX) .
De méme L? (R") est un sous-espace hilbertien de S (R™)" de noyau
pr—p:SR") — L*(R") .

La théorie des sous-espaces hilbertiens permet de démontrer assez facilement certains ré-
sultats cités ou démontrés par P.A. Fillmore et J.P. Williams [9]. Nous en verrons quelques
exemples dans la suite.

EXEMPLE 5 Soient H un espace de Hilbert, T" un opérateur borné dans H et £ € H . Alors
le noyau de T' (H) <— H est TT* et, pour que £ € T (H) , il faut et il suffit que

SUPpen, | T*n|<1 [(n] )] < oo

Le noyau de T (H) — H est évidemment TT* par le théoréme et la seconde partie n’est
qu’une reformulation de la proposition 5.3.ii. O
La seconde partie est un résultat de Yu. L. Shmulyan (cf. [9], corollary 2, p. 259).

EXEMPLE 6 Soient H un espace de Hilbert, T" un opérateur borné dans H et G — H
un sous-espace hilbertien de ‘H . Pour que G = T (H) , il faut et il suffit que ¢ = T7* . En
particulier si g% est I'unique racine carrée auto-adjointe positive de g (cf. exemple 6.8.3), on a

G=g:(H).

C’est immeédiat par le théoréme d’unicité 5.3, puisque le noyau de T' (H) est g par 'exemple
précédent. O
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EXEMPLE 7 Soient ‘H un espace de Hilbert et G <— "H un sous-espace hilbertien de noyau
g . Alors le noyau de g (H) < H est ¢* et celui de g (H) — G est g -

La premiére partie découle de I’exemple 5 ci-dessus, puisque g est un opérateur borné positif
dans H , donc ¢* = g . En considérant g : H — G , I'adjointe g’ est I’injection canonique de
G dans H et le noyau de g (H) — G est gg' = g|g également par le théoreme. ——— O

EXEMPLE 8 Si ‘H est un espace de Hilbert et R I'application de Riesz, alors ’espace de
Hilbert H' est I'image de H par R ,ie. H' = R(H) .

C’est immédiat puisque par définition, pour tout £,7 € 'H , on a
(RE| By = (&lm)yy -
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5.5 Transitivité

PROPOSITION  Soient H < FT et G < H des sous-espaces hilbertiens de noyaux
h:F—H, e ¢g:H, — G,

respectivement. Alors le noyau de G — FT est gh : F — G, .

En effet G < FT est I'image de G — H par h' . Son noyau est donc
higtgh .

LEMME On a des injections canoniques continues
Lo(H)— L (FE,H):T——Th et Ly (F,H)— Ly (F,E}): S+ h'S
et, pour tout £,m € 'H, les formules
&) (il h=1&) (nl et KT1E) (n[h=1€) (n| -

La premiére assertion découle du fait que h (F') est dense dans ‘H d’aprés la proposition
5.3.i. La deuxiéme est évidente. Quant aux formules, pour tout ¢ € F' | il vient

1§) Ml hp = (n| )y - €= (Ml 0)p - & =16) (nlp
et

(ol hT€)) . = (he| &)y = (9] &) -
0

COROLLAIRE Soient H — FT un sous-espace hilbertien et (ej)jej une base hilbertienne
de H. Alors (le;) (e;]);c; et (lej) (ej]),c, sont respectivement sommables dans L, (F,'H) et
L (F, FT) , et le noyau de 'H est

D lei) (el F—MH ou > lej)(ej| : F— FI.
jeJ jeJ
En effet (|e;) (¢;]);, est sommable dans £ (H) et on a
Id = Z le;) (e;]  dans Ly (H)
jeJ
(cf. 3.21), d’ou le résultat. O
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5.6 Dilatation d’un sous-espace hilbertien

Soient H < F'f un sous-espace hilbertien de noyau h et o > 0 . L’application
:FT — Fl . 6— a-¢

est évidemment linéaire continue.

DEFINITION On désigne par a - H le sous-espace hilbertien ® (H) .

On a évidemment 0 - H = {0} . Pour tout « > 0, le sous-espace vectoriel sous-jacent de
a - H est 'H et, pour tout £&,7 € 'H ,

(Va-&[Va-n),, = (Elnsy .
Le représentant de Parseval de £ € o - 'H est ﬁ -£etona

(M ==+ (Elmhy

En d’autres termes si G — FT un sous-espace hilbertien et a > 0 , alors G = o - 'H si, et
seulement si, les sous-espaces vectoriels G et H coincident et si, pour tout £,7 € G , on a

(Elmg =" - (€lmy -

PROPOSITION Le noyau de a-'H est a-h et, pour tout p € F', le représentant de Parseval
de (a-h) @ est Ja-hy .

On a ®Tp = \/a - ¢ pour tout ¢ € F, d’ol le résultat. 0J
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5.7 Somme de deux sous-espaces hilbertiens

Soient H — F' et G — FT des sous-espaces hilbertiens de noyaux h et g respectivement.
L’application linéaire

O:HxG— F'(&n)— &+

est continue.
En effet, pour tout p € F, (€ Het n€ G ,on a

(ol &+m) = (he| &)y + (geln)g = ((he, 99)| (§,1))30xa -
0

DEFINITION 1 On désigne par H + G le sous-espace hilbertien ® (H x G) et on dit que
c’est la somme de Het G .

Le sous-espace vectoriel sous-jacent de 'H + G est évidemment la somme des sous-espaces
vectoriels sous-jacents. Le produit scalaire de H 4 G est plus complexe et dépend de la position
relative de ‘H et G puisque

Ker®d={({,-§) e HxG| e HNG} .
L’étude du cas ou HN G = {0} sera faite en 5.10.

PROPOSITION Le noyau de H + G est h + g et, pour tout ¢ € F , le représentant de
Parseval de (h+ g) ¢ est (ho, gp) .

Pour tout p € F' ;¢ € Het n € G , il vient
(@] (€,1)) 5106 = (Pl €+ 1) = (P, g0)| (€:1)) 36

et par suite ®'p = (hyp, g¢) . Le noyau de H + G — FT est donc
PO =h+g
par le théoréeme 5.4. 0

DEFINITION 2 Le représentant de Parseval de § € H + G sera noté (px0,pgh) € H X G;
on dit que 6 = pyb + pgh est la décomposition de Parseval de 6 et que les applications linéaires
p:H+G — Hetpg:H+G — G sont les applications de Parseval de la décomposition

H+G.

Les autres assertions du théoréme 5.4 peuvent étre reformulées de la maniére suivante :

SCOLIE Pour 8 € H + G la décomposition de Parseval 0 = py + pg est l'unique décom-
position § = & +n telle que ||0||5,, 5 = |17, + [nllZ - C'est aussi l'unique solution du probléme
variationnel

0=¢&+n et HﬁHi + HnHé est minimal.
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THEOREME

(i)  L’application de Parseval pyy : H+ G — H est le noyau du sous-espace hilbertien
H— H+G . Elle est de norme <1 et

Ker py, = HM+9)

(ii) Les opérateurs py et pg dans H+G sont auto-adjoints positifs de norme < 1 , commutent
l'un avec Uautre, satisfont a py + pg = Idyig et 0 < pyy,pg < 1d .
(i) Le noyau du sous-espace hilbertien py (H 4 G) — H est pyp - 1l est injectif.

Démonstration de (i) Pour tout 0 e H+Get £ € H,ona

(pH9| 5)7{ = (pH9| 5)7{ + (p99| O)Q = ((pH9>p99)| (5»0))ng = (9| €)H+g
d’aprés la derniére formule du théoréme 5.4. Ceci montre que py : H + G — H est le noyau
de H — H + G par le corollaire 5.1. On a
lpbll7, < bz + Ipgblig = 19171g »
donc ||py|| <1, et

Ker pr = (Tm i) - = -9

Y

puisque pj, est I'injection canonique de ‘H dans H + G .

Démonstration de (ii) On a ||py|| < 1 par le corollaire 3.8 ou bien simplement, en
utilisant le probléme variationnel, que

€136 < Ni€ll7 + l0llg = l1EN3, -

Considéré comme un opérateur dans ‘H + G , on en déduit que py; est de norme < 1 . Par la
proposition ci-dessus appliquée & F' = H + G et 'exemple 5.2.3, on obtient py + pg = Idyg -
Les autres assertions sont immédiates.

Démonstration de (iii) Le théoréme 5.4 montre que le noyau de py (H + G) — H est

prId pl, = prp -
Ce noyau est injectif par (i). O

EXEMPLE Soient H un espace de Hilbert et S, T des opérateurs bornés dans H . Alors
S(H) + T (H) = (SS* + TT*)? (H)
(cf. [9], theorem 2.2, p. 260).

Cela découle des exemples 5 et 6 de 5.4. En effet, les noyaux des sous-espaces hilbertiens
S (H) et T (H) sont respectivement S.S* et TT* , tandis que celui de S (H)+T (H) est SS*+TT*
par la proposition. O
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5.8 Structure d’ordre sur les sous-espaces hilbertiens

DEFINITION 1 Soient H «— FT et G «— F des sous-espaces hilbertiens de noyaux h et g
respectivement. Nous noterons H < G si

HCG et H<— G est continue de norme < 1.

Ceci définit évidemment une structure d’ordre sur Hilb (F T) . Remarquons que £ (F ,F T)
est aussi muni d’une structure d’ordre, notée T' < S, définie par

S—TeL, (FF),
i.e.

(el Te) < (| Sp) pour tout p € F.

PROPOSITION  Soient H,G € Hilb (FT) .
(i)  Pour que H < G, il faut et il suffit que l'on ait h < g .
(11)  Pour que l'on ait H C G , il faut et il suffit qu’il existe o« € RY. tel que H < -G .

Démonstration de (i) La condition est nécessaire car, pour tout ¢ € F', on a

2 2
(ol hp) = ||hol|” = supgere<1 [0 O < supPyeg i< [{@l M| = (¢l g9) -
Réciproquement, soit & € ‘H . Par la proposition 5.3.ii on obtient alors

oo > HgH'H = SupthF,(Lp|hap><1 |<<)0| €>| Z SupthF,(ap|g<p><1 |<<)0| €>| ;
ce qui montre que £ € G et que |||, < [[]],, -
Démonstration de (ii) La condition est évidemment suffisante. Réciproquement, d’aprés
le théoréme du graphe fermé 3.14, 'injection canonique H <— G est continue. En effet elle a un

graphe fermé, les topologies de H et G étant plus fines que celle induite par F'' . Il existe donc
un o € RY tel que

Hlg < V@ - -l = 1M1

ce qui montre que i -H<LG. O

COROLLAIRE St'H =G comme ensembles, alors les normes de H et G sont équivalentes
et il existe o, B € RY tels que

a-G<HLB-G.

En particulier, sur un sous-espace vectoriel de FT il existe au plus une topologie d’espace
de Hilbert telle que l'injection canonique soit continue.

DEFINITION 2 Dans le cas du corollaire, on dit que H et G sont équivalents et on écrit
H=G.
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5.9 Intersection de deux sous-espaces hilbertiens

Soient H — FT et G — FT des sous-espaces hilbertiens de noyaux h et g respectivement.
On vérifie immédiatement que H NG muni du produit scalaire

(0] Dpyng = (0] D)3, + (6] D)g
est un sous-espace hilbertien. On a HNG < H,G .

PROPOSITION  Les noyaur de HNG — H et HNG — H + G sont respectivement pgy
et pgpr = pupg - On a
Kerpg = (HNG)*™ .
En outre
H=py(H+G)+HNG
et les applications de Parseval de cette décomposition sont pypy et pgy, donc
0 < P, g < 1d
D’autre part h (F) est dense dans py (H+ G) et
1€ll7 = llpréllze + llpg€llz + 2 - lpgllg  pour tout & € H .
Pour tout E € Het 0 € HNG ,on a

(€| Q)H = (pnﬁ +pg€| 9)7{ = (pg€| 9)9 + (pg€| Q)H = (pg€| Q)ng )

car (pué|0)y = (£]0)yg = (pg€|0)g . Ceci prouve la premiére partie grace au corollaire 5.1.
Par la proposition 5.5 et le théoréme 5.7, on en déduit que le noyau de HNG — H + G est
PgHPH = Pgpr - Si 6 € Kerpg , on a0 = pytl € H , donc

RN I
Ker pg = Ker pgpy = (Impgm) =(HNG) ,

puisque pTgm est I'injection canonique de H NG dans 'H .
En outre d’apreés 5.7, proposition et théoréme, le noyau de

pu(H+G)+HNG —H

est pyn + pgy = Idy , ce qui permet de conclure a I'aide du théoréme d’unicité 5.3. D’autre
part

h(F) =pr(h+g)(F)
et (h+ g) (F) est dense dans ‘H + G d’apres la proposition 5.3.i. Quant a la formule, on a
€113 = IPr€ i re6) + 1PGElring = I€llyeq + IPo€lln + Ipotls =

2 2 2
= |lpréll3 + llpgélls + 2 - Ipgéllg -
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5.10 Somme directe de deux sous-espaces hilbertiens

Soient H — F'' et G — FT des sous-espaces hilbertiens de noyaux h et g respectivement.

DEFINITION On dit que ‘H + G est la somme directe de 'H et G si 'application
P:HXxG—H+G:(&n)—E+n
est bijective, i.e. si HNG = {0} . Dans ce cas on écrit HEHG .

REMARQUE Cette notation est justifiée, car ® est une application unitaire de H x G sur
‘H+G , donc 'H et G sont orthogonaux dans H + G et les applications de Parseval py, et pg sont
respectivement les orthoprojecteurs sur ‘H et G .

Ainsi 'orthogonalité de H et G dans H + G est équivalente a HNG = {0} .

PROPOSITION  Pour que la somme H + G soit directe, il faut et il suffit que que H et
G soient étrangers pour l'ordre, c’est-a-dire que, pour tout sous-espace hilbertien IC , on ait
K={0} ss K<H,G.

La condition est évidemment nécessaire puisque
KcHNG={0} .
Réciproquement, on a H NG < H, G (cf. 5.9), donc HNG = {0} . O
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5.11 Théoréme de Schwartz

LEMME Pour tout noyau hermitien positif h € L (F F T) , la fonction

1
© — (@] hip)?
est une semi-norme s.c.i. sur F .
Elle est continue si F' est tonnelé.

La forme sesquilinéaire

FxF—K:(p,¢) — (p|h)) = (ho| )

est hermitienne positive puisque h € L, (F, F') . On a donc [(¢| he)| < (¢] h1/1>% (| he)
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (proposition 1.1), donc

Nl

1
SUDye r (pinpy<t | (P he)| < (0| hp)? .
En prenant
¥

L
(@l hep)?
si (| hy) # 0, on obtient I’égalité, le cas (¢|hy) = 0 étant trivial. On en déduit évidemment

que ¢ — (| h<,0>% est s.c.i., puis la continuité & ’aide du scolie 2.13. O

[SIE

THEOREME Pour tout noyau hermitien positif h € L (F, FT) tel que ¢ — (p| hp)
soit continue, il existe un unique sous-espace hilbertien H — F' de noyau h .

L’application noy : 'H —— h est un morphisme injectif croissant de Hilb (F T) dans le
conoide ordonné L (F, FT) ; c’est un isomorphisme si F' est tonnelé.

En particulier Hilb (F T) est un conoide ordonné et on a associativité et commutativité de
l’addition, distributivité de la multiplication par les scalaires positifs par rapport o l’addition et

compatibilité avec l’ordre.
En outre st ® € L (Fj, GI,) , alors

@ : Hilb (F') — Hilb (G') : H — @ (H)
est une application linéaire croissante.
L’unicité a déja été démontrée en 5.3. La forme hermitienne positive (¢, 9) —— (| ht))
passe au quotient Fj, := F'/Ker h en définissant
(¢ + Ker h, v + Ker h) — (| h¢))

puisque pour ¢ € Kerh ou ¢ € Kerh , on a bien (p|ht)) = (hp|1y) = 0 . C’est un produit
scalaire sur F}, par le théoréme 1.1, car si 0 = ||[¢) + Ker b = (1| hap) , l'inégalité de Cauchy-

Schwarz
1

(ol | < (] ho)? (] hep)?

montre que (| hy) = 0 pour tout ¢ € F | donc que hyp = 0 , i.e. Y + Kerh = 0 . Soit 1/72
I'espace de Hilbert complété de Fj, (cf. remarque 3.8.2).
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L’application canonique quotient
\I/:F—>E:<,0»—><,0—I—Kerh
est continue par hypothése, car on a

lo + Ker bz = (¢l he)

1
2

—~\T
D’aprés le corollaire 5.4.ii, le sous-espace hilbertien image H := W' ((Fh)g) est de noyau
— — T
UiQU ouQ: F, — (Fh) désigne ’application de Riesz. Pour tout ¢,9 € F' | on a
B

(el VIQUY) = (V| QUi) . = (V| W)z = (| W)

donc ¥TQU = h .
La derniére partie découle des propositions 5.6, 5.7, 5.8 et du théoréme 5.4. ——— [

REMARQUE 1 1l est pratiquement indispensable de faire I’hypothése que F' est tonnelé
pour montrer que
1
@ — (| hyp)*
est une semi-norme continue. On peut quelque peu laffaiblir, car il suffit que F soit séquen-
tiellement complet pour une topologie compatible avec la dualité, mais cela ne semble pas trés
utile.
Plus généralement, noy est un isomorphisme de Hilb (F T) sur le sous-conoide héréditaire
vers le bas de £ (F F T) formé des noyaux positifs h tels que la semi-norme

1
¢ — (¢l hyp)?
soit continue pour la topologie de Mackey 7 (F F T) sur F' .

Il suffit d’appliquer le théoreme de Schwartz & F. . Nous avons vu que cette condition est
nécessaire dans la proposition 5.1. Le sous-conoide de ces semi-normes est héréditaire vers le
bas puisque, pour tout g € L (F, FT) tel que g < h , on a évidemment (| g<,0>% < (] h<,0>%
pour tout ¢ € F' | ce qui montre que la semi-norme associée & g est aussi continue pour la
topologie de Mackey. O

REMARQUE 2 Dans la démonstration du théoréme de Schwartz nous avonc obtenu une
autre caractérisation du sous-espace hilbertien H a ’aide de son noyau h (cf. 5.3). On a

H =0 ((E);) ,

\I/:F—>E:<,0»—><,0—I—Kerh

ou

est I'application canonique de F' dans l’espace de Hilbert E associé a la forme sesquilinéaire
hermitienne positive (¢, 1) — (| hip)définie par h .

La connexion entre ces deux caractérisations est donnée par la formule h = ¥TQW¥ . Si I’on

—\T
identifie (Fh) avec son image H — ¥ s’identifie donc a ’injection canonique H «— FT — ce
B
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qui est souvent utile pour simplifier les notations, alors 'unique application linéaire continue

= —~ 1
h : F, — H qui factorise h par ¥ est I’application de Riesz Q) : Fj, — H = (Fh>5 .

EXEMPLE 1 Soient H,G € Hilb (F T) .SiH < G, il existe un unique sous-espace hilbertien
Kde FitelqueG=H+K .

En effet g —h e L, (F F T) est le noyau d’un sous-espace hilbertien K — FT et

car la semi-norme
1 1
pr— (¢l (g —h)¢)? < (¢plgp)?
est évidemment continue pour la topologie de Mackey. O

EXEMPLE 2 Soit ‘H un espace de Hilbert. Le théoréme de Schwartz montre qu’il y a cor-
respondance biunivoque entre les sous-espaces hilbertiens G — H et les opérateurs bornés
auto-adjoints positifs g dans H (cf. exemple 5.2.3).

Ceci montre également que Hilb(H) est ’ensemble des images d’opérateurs bornés dans
H (cf. exemple 5.4.6). La théorie des sous-espaces hilbertiens est donc le cadre naturel dans
lequel il faut placer le travail de Fillmore et Williams.

EXEMPLE 3 Soient U : FF — H , V : F — G des applications linéaires faiblement
continues dans des espaces de Hilbert H et G , en semi-dualité avec eux-mémes. La forme
sesquilinéaire hermitienne positive

(0, 9) — (Up|U)y + (V| Vip)g : F X F — K
est associée au noyau hermitien positif
ke=UU+VV.
La semi-norme
o = (plkp)? = [(Up| Uy + (Vo V)]
est évidemment continue. On a
Kerk =KerUNKerV |

et si K — F'T désigne le sous-espace hilbertien associé & k , en utilisant la remarque 2 ci-dessus,
on obtient

ol ((E);) —K=U'(H)+V(G) .

En outre, si k ]/?; — FT | U: jf\k — HetV: ﬁ; — G désignent les factorisations de
k,U etV par o — ¢ + Kerk , alors
kE=UtU+VvV
T

induit 'application de Riesz 1/72 — K = (ﬁ\k)g .
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5.12 Champs de carré intégrable

Dans tout ce qui suit, soient
A un espace topologique séparé, ¢ une intégrale de Radon sur A ,
H: A — Hilb (F T) une famille de sous-espaces hilbertiens dans F'f
et
h:A— L (F , F T) la famille des noyaux correspondants.

DEFINITION 1 Pour tout A € A, la norme et le produit scalaire dans H (\) seront notés
-l = H'Hﬁ(,\) et (+[-)y= (| ')ﬁ(x) - Pour toute application
6:N— FT |
on définit
101l = 101l7 < A — 1O (N[, = SUPgeF, (plh(N)p)<1 (@l )] : A — R,

et on pose
1

o1, = ol = ([ 10 I3 do )’

Il est clair que ||-||, est dénombrablement sous-additive. Comme toujours nous ne ferons
aucune différence entre une classe, modulo ’égalité o-p.p. , et I'un des représentant de cette
classe. Il faut évidemment s’assurer, dans toute définition, que cela ne dépend pas du représen-
tant choisi.

Si [|0]], < oo, on a [|0]|, < oo o-p.p. (cf. cours d’Analyse [17], corollaire 15.1.ii). D’autre
part la proposition 5.3.ii montre que

ON eH(N) <« 0], <oc.

Ceci nous conduit naturellement & la

DEFINITION 2 On dit que § : A — FT est un champ (& valeurs dans H ) si 0 est
scalairement o-mesurable et si I’'on a

0(N) € H (A) pour o-presque tous les A € A |
Si 6,  sont des champs, on définit
(01¢)s s Ar— (O (N)[C(A)y: A — K,
en o-presque tous les A oul cela a un sens, et par 0 sinon.
Nous désignerons par A2 (U, 7/-2) I’espace vectoriel des classes, modulo I’égalité o-p.p. , des

champs 6 de carré intégrable, donc tels que ||6]], < oo , muni de la norme ||-||, .

REMARQUE 1 A? (U, ﬁ) n’est pas nécessairement un espace de Hilbert. Le point délicat

est de définir le produit scalaire, ce qui nécessite la o-mesurabilité de (60| (), , ou celle de ||6]|,
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par les formules de polarisations 1.3, ii et iii. Mais ceci n’est en général pas satisfait, méme si
I’on suppose que h est scalairement o-mesurable.

On a tout d’abord la

PROPOSITION A? (U,ﬁ) est un espace de Banach.

Plus précisément soit (0x),cy une suite de Cauchy dans A? (U,ﬁ) . Alors il existe une

sous-suite (o (1)),oy telle que :

(i) Pour o-presque tous les A € A, la suite (0,q) (X)), converge dans H (\) .

leN

(ii) La suite (QQ(Z))ZGN converge ponctuellement o-p.p. dans F' vers un champ 6 € A? (0’, ﬁ)
tel que

0 =lim, 0, dans A® (0’, ﬁ) )

En outre il existe une fonction g € SK (A) N L2 (o) telle que

Hga(l)Ho < g pourtoutl € N .

Soit (1), une suite de Cauchy dans A (0’, ﬁ) . I existe alors une sous-suite (ga(l))z N

telle que

1
6oy = Gal, < 5 »
et on a

o0 0o 1
S Z Hga(lﬂ) - Qa(z)HQ = ZQ <00 .

2 =0 =0

> Nbags1) — baw |,
[=0

Ceci montre que

A= D faien (V) = oy V]
1=0
est finie o-p.p. . Par suite (0,0 (X)) Jey €St une suite de Cauchy dans H (\) pour o-presque tous
les A € A . Définissons 6 : A — F'T par
0 (\) = lim; 6, () dans H(N) ,

lorsque cette limite existe, et par 0 sinon. Ainsi # est limite o-p.p. dans F'' de la suite (QQ(Z)) JeN !
donc est scalairement o-mesurable. En outre, pour tout £ € N, on a

[8ay = 0ll, = | X [Bawry = O] || <D 0atsn) = baw]l, »
1=k o =k
donc comme ci-dessus
o0 o0 1
8oy = 011, < |1D_ [10aqen = bap | <D 5 -
1=k 9 I=k
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Ceci montre que 6 € A? (0’, ﬁ) , et comme dans le cas classique, que (6),.y converge vers 6

dans A? (0’, ﬁ) . Finalement, il suffit de choisir g € SK (A) tel que [~ g*do < oo et

9= 0|, + Z |0aai1) — Oany]],
=0

puisque

[ee] 2 [ee]
/ <H9a<o> o+ D N0awn - 9a<z>}|0> do = | [0a]l, + D |Bary = bany |,
=0 =0

2
<
2

< e |, + D Bawiny — baw]l, < oo -
[=0

Rappelons que £, (F, F') = (|F); (F)' (cf. remarque 3.13.1).

LEMME

(i)  Une application 6 : A — F' est un champ si, et seulement si, on a ||0||, < co o-presque
partout, en particulier si l'on a ||0]], < oo .

(ii) Pour tout ¢ € F, Uapplication
ﬁg@:)\l—>ﬁ()\)<,0:A—>FT

= (el o), = (s [pe)

(iii) Pour que h soit scalairement o-mesurable, il faut et il suffit que Hﬁg@” soit o-mesurable
<o

est un champ et on a

e

pour tout p € I .

(iv) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) h est scalairement o-intégrable.

(b)  Pour tout p € F, h est scalairement o-intégrable.

(¢c) Pourtout p € F , on a H/fzgo eL? (o) .
<
Démonstration de (i) Cela découle de la proposition 5.3.ii.
Démonstration de (ii) C’est évident.
Démonstration de (iii) Remarquons que |F') (F| est engendré par les tenseurs élémen-

taires |¢) (p| , pour ¢, 9 € F | et que
(o) (el o) = (v |he) -

La suffisance est alors conséquence des formules de polarisation de la proposition 1.3, ii et iii,
puisque chaque h (\) est hermitien. Il est clair que la condition est nécessaire.
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Démonstration de (iv) Les conditions (a) et (b) sont évidemment équivalentes. La for-
mule de (ii) montre que (b) entraine (c). Finalement, si (c) est satisfait, on a

()] = Gl i) < [,

cL'(o) ,
<&

donc (a).

DEFINITION 3 Si h est scalairement o-intégrable, 'application sesquilinéaire & droite

(¢, ) — T by F x L= () — A? (0, )
induit une application linéaire |F') (L* (¢)| — A? (0’, ﬁ) dont le sous-espace vectoriel image
sera noté )/fz (F)> <L°° (0’)) . On désigne par L? (0’, ﬁ) la fermeture de )/fz (F)> <L°° (0’)) dans
A? (U,ﬁ) , i.e.

AZ

L2 (a, ﬁ) = )?L (F)> <L°° (a))

COROLLAIRE  Sih est scalairement o-intégrable, alors l’espace de Banach L? (0’, ﬁ) est
un espace de Hilbert.

Plus précisément, pour tout ¢ € L? (0’, ﬁ) et 0 € A? (0’, ﬁ) , les fonctions
(€10)s = A— (CNIEA), et ¢y = A—[IC NI,

sont o-mesurables, (¢|0), € L' (o) et ||¢]|, € L?(0) . En outre, pour tout §' € A? (0’, ﬁ) tel
que 0 =0 scalairement o-p.p. , on a (¢|0), = (¢|0'), o-p.p. .
Le produit scalaire de L? (0’, ﬁ) est donné par

(C10)y2 Z/(C|9)<> do  pour tout (,0 € L? (a,ﬁ) ,

En effet, il existe une suite ((,) C )/fz (F)> <L°° (0’)) telle que ¢ (\) = lim; ¢, (A) dans
ﬁ()\) pour o-presque tout les A € A . Mais pour tout ¢ € F et f € L* (o) , la fonction
(? . ﬁgp) 9) = f-(p|0) est o-mesurable, et il en est donc de méme de (¢, |#),, par combinaisons

<

linéaires, puis de (¢| ), = limy, (¢;] ), . On en déduit également que (¢,|0), = (] ¢'), o-p-p.,
puis que (¢|0), = (¢|¢), o-p.p. . Comme

/W«wuda</rmuwwww<mewu<m,

les premiéres assertions sont démontrées.
Il est alors clair que

<¢m~ﬁ/«wxw

A~

est un produit scalaire sur L? (0’, H) induisant la norme ||-||, . O
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REMARQUE 2 Rappelons (cf. définition 3.12.1) qu'une application § : A — FT est dite
scalairement o-négligeable si, pour tout ¢ € F' ; on a (¢|#) =0 o-presque partout ; ’ensemble
de mesure nulle dépend évidemment de ¢!

Si ¢ € L? (0’, ﬁ) posséde un représentant, pour 1’égalité scalaire o-p.p. , qui soit scalaire-
ment o-négligeable, nous allons montrer dans le théoréme qui suit que ( =0, i.e. ( = 0 o-p.p. .

En d’autre termes I’égalité o-p.p. et I’égalité scalaire o-p.p. coincident sur L? (0’, ﬁ) .

THEOREME  Si h est scalairement o-intégrable, alors Uapplication canonique
¢—[¢]: L2 (U,ﬁ) — A? (0’, ﬁ)/{@ =0 scal. o-p.p.}

est unitaire.

Montrons tout d’abord que c’est une isométrie. On a évidemment
1Ty = infoc scar o-pp. 1012 < U<l -

Pour l'autre inégalité, si § = ( scalairement o-p.p. , pour tout ¢ € F et f € L™ (o) , on a

(7-7%0)() J“-(90|C>=f-<90|9>=(7-7%0)9)<> o-p.p. ,

[ w10, do
/(19|9)0 do

< suPacficoyumoloer | 190 16 do < 0l

<

donc

I€ls = SUPge|im) (Loe(o)]o1,<1

= SUPye i) (1= () 19151 S

Il nous reste & montrer la surjectivité. Soit donc 0 € A2 (0’, ﬁ) . La fonction

19i—>/(19|9)0 do : L2 (aﬁ) LK

est une forme semi-linéaire continue, puisque
/(19| 0), do| < / 191l - 1101l do < [Pl - [16]], -

Utilisant le théoréme de représentation de Riesz, il existe ¢ € L2 (0’, ﬁ) tel que

(V] Q)2 = / (9] 0), do pour tout ¥ € L? (U,ﬁ) .
Pour tout ¢ € F et f € L* (o) , on a alors

[t teloyar= [ (F-holo) do=(F-hielc) = [ 1-tol0) do.

Remarquons mainteneant que (|6 — ¢) € L! (o) , puisque cette fonction est o-mesurable et
que

ltp16 = Ol = || (|0 - ¢).

< e, -1 = ¢lly < o0 -
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Elle est donc o-modérée et grace a 'exemple 1.16.1, qui montre que L (o) est un espace test,
on en tire = ( scalairement o-presque partout (cf. lemme 1.16.iii).

Nous aurions aussi pu utiliser le fait que L>>* (o) est le dual fort de L! (¢) , résultat que
nous n’avons malheureusement pas démontré (cf. exemple 3.8.2 et remarque 3.8). —— [

REMARQUE 3 Ce qui précéde peut étre généralisé de la maniére suivante. Si G est un
espace test de fonctions contenu dans L? (0) , il suffit de supposer que h est scalairement
o-intégrable sur G , i.e. pour tout v € GG , le champ v - h est scalairement o-intégrable.

On peut par exemple prendre ’espace vectoriel KL (o) des fonctions essentiellement bor-
nées a support compact, muni de la topologie finale par aux sous-espaces vectoriels XL (o, K)
des fonctions essentiellement bornées & support dans K € & (X) muni de la norme ||-|| _ ; , et

supposer que T est scalairement o-intégrable sur chaque compact de A . L’espace L™ (o) , au
contraire de L™ () , est contenu dans L? (¢) , mais son dual n’est pas des plus agréables. Ceci
conduit & introduire d’autres espaces test, par exemple K (A) dans le cas localement compact.

DEFINITION 4 Si h est scalairement o-intégrable sur G , I'application sesquilinéaire a
droite

(. 7) 7 he: Fx G — A (aﬁ)
induit une application linéaire |F) (G| — A? (U,ﬁ) dont le sous-espace vectoriel image sera

noté )/fz (F)> <G) . On désigne alors par L? (0’, ﬁ) la fermeture de )/fz (F)> <G) dans A? (U,ﬁ) .

S

Remarquons, si h est en plus scalairement o-intégrable, que pour tout ¢ € F', on a )
L?(0); il existe donc une suite croissante (A;),.y de parties o-intégrables telle que th@”

s’annule hors de | ;. A; - On en déduit que hgp =lim; 1,4, - hgo dans A? (0’, H) . Puisque G est

dense dans L? (o) (cf. théoréme 1.16.1) et que 14, € L? (o) , on en déduit que h appartient a
la fermeture de )/fz (F)> <G dans A? (U,ﬁ) ,1.e

B (F)) (L (a))Az Sy <G)A2

Réciproquement soit v € G et posons A; := {|y| < [} pour tout € N* . On a 14, -7y € L*> (o)

et comme 7 - hgo =lim; 1, -7 hgp dans A2 (0’, H) , on obtient ’autre inclusion.

REMARQUE 4 Le théoréme est encore valable dans cette situation générale en utilisant

I'intégration essentielle. Il faut alors considérer les relations d’équivalence ”égalité localement

o-p.p. 7 et "égalité scalaire localement o-p.p. ”

EXERCICE Soit A une partie de A .
(a) Montrer que AZ (0’, 1a- ﬁ) est contenu et fermé dans A? (0’, ﬁ) )
(b) Si A est o-mesurable, montrer que

A2 (J,lA-ﬁ) =14 A2 (U,ﬁ) = A? (1A-0',ﬁ)

Claude Portenier SOUS-ESPACES HILBERTIENS 319



5.12 Champs de carré intégrable

en explicitant les applications permettant 1’identification.

(c) Si A est o-mesurable et I scalairement o-intégrable, alors

L2 (a,lA-ﬁ) 1,12 (aﬁ) _ 12 (1A-a,ﬁ) .

REMARQUE 5 Si dans la définition 1 on remplace I'intégrale supérieure par l'intégrale
supérieure essentielle et dans la définition 2 on calcule modulo I’égalité locale o-p.p., ’espace

A? (0’, 7/-2) ne change pas.

En effet une fonction essentiellement de carré o-intégrable est égale localement o-p.p. & une
fonction de carré o-intégrable.
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5.13 Intégration d’une famille de sous-espaces hilbertiens

Rappelons que si F' est tonnelé, il en est de méme de |F') ; (F| (cf. corollaire 2.14). D’apreés
lexemple 2.10.4 on a F'® = (Ffme)T , donc

(F) (F)* = L (FF?) = £ (Fpines (Frind)') = (Fpine) i (Fpinel)

(cf. remarque 3.13.1). En fait on a |Ffine) i (Fine| = (|F> ; (F|)

fine

LEMME Si h est scalairement o-intégrable, alors fﬁda € (|F)(F|)? est le noyau d’un
sous-espace hilbertien H de F® et, pour tout p € F', on a

(/ﬁda)¢=/ﬁ¢da,
SIEDE

H

ainst que

e

Pour tout p,9 € F' , on a

<¢'(/Eda)s@>=<Iw><¢|'/ﬁda>:/<|¢><<p| 7Y dg:/<¢)g¢> o —
= [ (i) do == (([Rae) ] )

(Af39)) = tlsyon

ce qui montre que hdo € L, (F,F®) . Comme Ff;, est un espace tonnelé¢ (cf. exemple
f

et

2.13.4), le théoreme de Schwartz 5.12 et le lemme 5.12 montrent que [ hdo est le noyau d’un
sous-espace hilbertien de F'® . Les deux formules sont immédiates :

(o|([dr) o)~ [ (w[fe) o = (v| [Roar)
= il 0= [ el = (o f ) )= | f)

DEFINITION Si h est scalairement o-intégrable, on désigne par [ Hdo le sous-espace
hilbertien de £ dont le noyau est [hdo .

et
2

e

H
0
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Il nous faut maintenant répondre & la question : sous quelles conditions est-ce que [ Hdo
est un sous-espace hilbertien de FT?

THEOREME Considérons les propriétés suivantes :

(i) Hﬁg@” € L? (o) pour tout ¢ € F et la fonction p — Hﬁg@” est une semi-norme continue
o 2

sur .

(i1) Hﬁg@” € L% (o) pour tout ¢ € F et la fonction p — Hﬁg@” est une semi-norme de
o 2
Mackey sur F' .

(iii) h est scalairement o-intégrable et il existe un sous-espace hilbertien H — FT de noyau h
tel que

H = /ﬁda ie. ||holly = HEQDHQ pour tout ¢ € F' .
(iv) h est o-intégrable dans L, (F,FY) .
(v) h est scalairement o-intégrable dans L (F,F1) .

(vi) Pour tout p € F, on a H/fzgo eL? (o) .
<

Alors
(1) = (11) <= (171) = (1v) = (v) = (vi) .

Si F' est tonnelé, alors (v) = (i) . Si F est un espace localement conveze final par rapport a
une famille d’applications linéaires T; : F; — F , chaque F; étant un espace de Fréchet, alors
(vi) = (7) .

(i) = (ii) C’est évident, puisque la topologie de Mackey est la plus fine des topologies
localement convexes compatibles avec la semi-dualité ( F'| FT) (cf. proposition 3.11.iii).

(i) = (iii) I suffit de poser H := [ Hdo — F® . L’équivalence des deux égalités découle
du théoréme d’unicité 5.3 et du lemme ci-dessus et H est un sous-espace hilbertien de F' par
le théoréme de Schwartz (cf. remarque 5.11.1).

(iii) = (ii)  Puisque H est un sous-espace hilbertien de F'" | la proposition 5.1 montre que

o — |||, = Inell
est une semi-norme de Mackey.

(iii) = (iv)  Par définition (cf. proposition et définition 3 de 3.12), il nous suffit de prouver

que
il 140
est une semi-norme continue sur |F;) ; (F;| , c¢’est-a~dire que

(il )], =[G fre )]

est séparément une semi-norme de Mackey. Or
o o), = f (€ o) o < e
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d’otl notre assertion par la proposition 5.1.
(iv) = (v)  Clest évident.
(v) = (vi)  Clest évident par le lemme 5.12.iv.

(v) = (i)  Pour cette implication nous supposons que F' est tonnelé. Par hypothese [ hdo €

L. (F,F") , donc
(o))

est une semi-norme continue sur F' par le lemme 5.11, ce qu’il fallait démontrer.

o — ||y

(vi) = (i)  Nous supposons maintenant que F' est un espace localement convexe final par
rapport & une famille d’applications linéaires 7} : F; — F', chaque F}; étant un espace de
Fréchet. Il nous suffit de prouver que
4,0'—>/ﬁ<p:F—>L2 (U,ﬁ)

est continue. L’hypothése nous raméne au cas ot F' est un espace de Fréchet et, par le théo-
réme du graphe fermé 3.14, il nous reste & montrer que, pour toute suite (¢, ) C F telle que
@ = limy ¢, existe dans F' et 0 = limy ﬁg@k existe dans L2 (0’, ﬁ) ,onaf = ﬁgp . Mais
d’apres le théoreme 5.12 nous pouvons extraire une sous-suite (goa(l)) telle que 0 = lim,; /ﬁgoa(l)
ponctuellement o-presque partout dans F'' . La continuité des h (\) : F — FT prouve alors
notre assertion, puisque ¢ = lim; hp,;) = h (liml gpa(l)) = hp tout d’abord o-p.p. , puis dans
12 (0, ﬁ) . 0

REMARQUE D’apres le théoréme de Gelfand-Dunford 3.12, il suffit que F' satisfasse a la
propriété (GDF') pour que (vi)=(i) (cf. lemme 5.12.iv).
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5.14 Décomposition d’un sous-espace hilbertien

L’assertion (iv) du théoréme 5.13 est la plus simple et correspond aux besoins pratiques.

DEFINITION Soit H — FT un sous-espace hilbertien. Si H est une famille de sous-espaces
hilbertiens de F'' qui soit scalairement o-intégrable, i.e. h est scalairement o-intégrable, et telle
que H = [Hdo , ie.

2
thpHi = / th@” do  pour tout p € F ,
<

nous dirons que (0’, ﬁ) est une décomposition du sous-espace hilbertien H dans FT , ou bien
simplement que 1’on a la décomposition

H:/ﬁda dans F' .

THEOREME SiH = fﬁda dans FT | alors tout champ ¢ € L? (0’, ﬁ) est o-intégrable

dans FT |, Uapplication linéaire
/odU:LQ(U,ﬁ) —>FT1C’—>/CdU

est continue et l’image de L? (U,ﬁ) par cette application est H , i.e.

[ (1 (o)) dr =t

Par définition, pour montrer que ( est o-intégrable dans F, il suffit de constater que, pour

tout p € F', on a
(i) | < |

[ ielaras= [

et que p — h est une semi-norme continue sur F, par le théoreme 5.13, (iv)=-(ii).
2 21,

he

Il do < [[Be| - el < oo

L’application f odo est évidemment continue, puisque

(o|[car)|=| [ 11 do| < [ Vel ao < [fie], 1l

([fou ) = (ol fcar) = [ (il) = (i),

ce qui montre que le noyau de [ (L2 (U, ﬁ)) do — FT est

/{/odaympbﬁ ﬁgpdaz(/ﬁda)gp,
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ie. fﬁda = h , d’oul le résultat. O

REMARQUE 1 Nous pouvons maintenant interpréter le théoréme a I’aide du théoréme 5.4.

La formule
- f (o)

2
signifie que [ o do est une isométrie de Ker ( [o da) s H , en particulier que tout élément

£ € H est de la forme [ ¢ do pour un ¢ € L? (0’, ﬁ) . On dit que ¢ est une décomposition de
¢ . D’autre part Ker ([odo) est Pensemble des ¢ € L? (0’, ﬁ) tels que

0= <<,0'/Cda> =/<¢|g> do = (ﬁ(p)()p pour tout ¢ € F
(Ker (/oda))m :/fZ(F)L2 .

Il est important de bien distinguer
L2 A?

h(F) et L2 (a,ﬁ)zjﬁ(p)> <Loo(a))

donc

La décomposition de Parseval E de £ € 'H est 'unique décomposition ¢ de & adhérente a
h (F) . C'est aussi 'unique décomposition telle que [|(||, soit minimale ou que [[£||,, = |I<][, -

Par exemple, la décomposition de Parseval @ de hy est ﬁgp ,car on a hp = ( i h da) Y=
[hedo et hp € h(F)!

~ = L2 ~
L’application £ — £ est une isométrie de ‘H sur h (F') prolongeant hp — he . Comme

tout £ € H est limite d’une suite (hyp,) , h (F) étant dense dans H , on a £ = limﬁgpk , ce qui

permet en principe de calculer £!
Pour tout £,7 € 'H , on a

(€)= / CIR), do .

quel que soit la décomposition ¢ de ¢ . En particulier I'adjointe de £ —— E :H — L2 (0’, ﬁ)
est [odo , puisque

(C (/oda) 77) :(/Cda
L2
REMARQUE 2 Avec la notation du théoréme 5.12, tout § € A2 (U,ﬁ) est o-intégrable

dans F' et
/Qda:/[Q] do e H,

n)H ~ [ €, do =l -

mais on peut avoir [|0|, > ||[d]]|, -
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REMARQUE 3 Considérons la généralisation décrite dans la remarque 5.12.4. Soit G' un
espace test de fonctions contenu dans L? (o) . D’apreés la remarque 3.13.1, le semi-dual faible

de |F); (G est L. (G, F1) | celui de )|F> el > Z- < IFY, <G|) étant £, (|F> G, Ly (G,FT)) —
T

L (|F> (G, (|F> ; (G|) ) . Etant donné ¢ : A — F' | nous utiliserons les notations
o(N)-CN):G— Fliyr—y(X)-¢(V)

et
o (A — L, (G, FT) : x—0(N)-C(N)

PROPOSITION  L’application
o] B i A — L, (G, Ly (F,FD) : X [o(W]*- R ()
est o-intégrable dans L, (G, L (F, FT)) si, et seulement si, les fonctions

o 7hel, et v e

sont des semi-normes de Mackey sur F et G respectivement.

Dans ce cas, pour tout ( € L? (U,ﬁ) et v € G, le champ v - C est o-intégrable dans F'
les applications

/<>-Cda:G—>FT:'yi—>/'y-Cda
et
L? (U,ﬁ) —>£5(G,FT):<I—>/<>-<(10'

sont respectivement faiblement continue et continue. La seconde est injective, et le noyau du
sous-espace hilbertien

12 (o, H) = £, (G, F')
est donné par
F)i (6l — L. (G F) o) bl — [ o7 pdo
Par définition D'intégrabilité de |o|? - h signifie que la fonction
FXFxG—Ry:(p,7) — [l |(¢[fw)] do

est séparément une semi-norme de Mackey. En particulier, pour tout v € G , le champ |’y|2 h
est o-intégrable dans £, (F, F'') . Par le théoreme 5.13, (iii)=>(ii), appliqué & |7~k , 1a fonction

p— ”7 : /E‘PH est une semi-norme de Mackey sur F' , car
2

[y e

[ i-[fefie)| 0= f |5 3
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donc vy — HW . ﬁg@” est aussi une semi-norme de Mackey.
2

Etant donné ¢ € F et v € G , U'intégrabilité de ¢ - 7 - ﬁgp signifie que la fonction
FxG—R,:(1,0) — / )<¢)9-7-ﬁ¢>) do

est séparément une semi-norme de Mackey. En particulier en prenant § = v le champ |’y|2 -/ﬁgp
est o-intégrable dans F'f .

Par le théoreme 5.13, (iii)=(ii), appliqué a |y|? - T , la fonction o — Hﬁﬁg@” est une
2

semi-norme de Mackey sur F', car

/H|7|2 -/fZOHTﬂZﬂ do = /# : H|’Y|2 /fZOqu do = / HVEOHZ do = )hﬁouz :

D’autre part

J(lox R o= [ |mt-fe]| g ao = [Ri-Fe],.
donc vy — H\/W/EQDHQ est aussi une semi-norme de Mackey.
Dans ce cas, pour tout ¢ € L2 (U,ﬁ) et yeG,ona
(o] [2-cao)| < [(ltelr-0tar < ['|(7-he]) | do <

< [ [7-Be] el do < |- B - el < o

ce qui montre que le champ 7 -  est o-intégrable dans F' . La continuité des applications
découle de I'inégalité

<90'/7-Cd0> </*I(¢|7-C>|d0< HV%HQ-HCHQ :

Montrons l'injectivité. Si [¢-(do =0 , pour tout y € G et p € F, on a

0=<90 /v-Cd0>=/7-(¢IC>dU,

donc (¢ |¢) = 0 localement o-p.p. puisque G est un espace test, et par suite ( = 0 o-p.p. par
le théoréme 5.12 (cf. remarque 5.12.3).

On peut donc considérer L? (0’, ﬁ) comme un sous-espace hilbertien de £, (G, F T) . Cal-
culons son noyau. Pour tout ¢ € F et y € G, on a

1) = (o [-cao ) = [2-tel6) do = (3R] ), -

Ce noyau comme application lin¢aire de |F); (G| dans L, (G, F") est donc donné par

|¢><v|H/<>w-ﬁgoda.

Il provient évidemment de ’application sesquilinéaire a droite

FxG— L, (G,FT) :(p,7) »—>/<>-7-/ﬁ<pda.
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Son image s’identifie au sous-espace vectoriel de L? (0’, ﬁ) que nous avons noté )/fz (F )> <G) .
O
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5.15 Espaces de Hilbert a4 noyaux reproduisants

C’est le cas treés particulier de 'exemple 5.2.5, ot X est un espace discret. On a alors

K(X)=K% et M(X)=K".

DEFINITION On dit qu'un espace vectoriel de fonctions H sur un ensemble X , muni
d’une structure d’espace de Hilbert, est un espace de Hilbert a noyau reproduisant sur X si 'H
est un sous-espace hilbertien de KX | i.e. si I'injection canonique

JiH =K 6 (E(2))ex

est continue.

Cela signifie que, pour tout x € X , I’évaluation
bp  Er—E(x) H —K

est continue, ou encore que la convergence dans ‘H implique la convergence simple sur X .
L’adjointe de I'injection canonique est alors

KO S H o 290(”3) SEAT
zeX
i.e.
jTl{z} =16,) pour tout z € X |

ol (1{$})$€ « désigne la base canonique de K& | En effet

(€15 ay )y, = (€ 1wy Jox = E (@) = (€162 )y -
Le noyau du sous-espace hilbertien H est ainsi donné, d’aprés la remarque 5.1.2, par
h=jiR7jT: o+ Zg@(a:) “R7Y6,) : KK — KX .
zeX
D’apres I'exemple 3.13.1, ce noyau hermitien positif est défini par une unique fonction-noyau
h: Xx X —K:(z,y) — <1{z}} hl{y}> = <1{z} }R_16y>
tel que
he (x) = Z h(z,y)-¢(y) pour tout o € KX et tout z € X .

yeX
Pour tout z,y € X , on a

h(z,y)=h(y,z),

et la positivité signifie que, pour tout ¢ € K&

> e@) - h(zy)-oy)=(elhg) 20,

zyeX

,on a
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L.e. que pour toutes suites finies (¢;),_, , CKet (z;),_

i=1..m C X ,on a

> T a-h(zey) > 0;

k=1

on dit que cette fonction-noyau est de type positif .
Remarquons encore, pour tout z,y € X | que

h(-y)= R_15y =hlyy €H
et que la propriété caractéristique du noyau (cf. corollaire 5.1) s’écrit
(1] o = (R84 5)71
c’est-a-dire
§(x) = (h(-,2)|&), pourtout { € H .

On dit que c’est la propriété de reproduction et que h (-,-) est le noyau reproduisant de H .

En outre

PROPOSITION Soit H un espace de Hilbert a noyau reproduisant h sur X .

(1) La famille de fonctions (h(-,x)),.x est totale dans H et
h($7y) = (h(7$)|h(7y))ﬂ pour tout $7yEX .
(ii) Soitze X . Ona
16z = {1 (-, ) 15
et
Si la fonction h (-, x) # 0, alors h(x,z) # 0 et

infeer g@)=1 €]l = —~
€ H = 5

(iii) Pour toute partie AC X , on a

HgHooA SuszAh’($ $) HgH'H )

i.e. la convergence dans H entraine la convergence uniforme sur toute partie A de X ou la
fonction

xr— h(r,z): X — R,

est bornée.
En particulier, pour tout x € X et tout § € H tel que ||§]l;, <1, on a

1 h(<> :1:)

(iv) Si(€;),c, est une base hilbertienne de 'H alors (ej (x))
() (€j]) e, €st sommable dans KX*X et

h=> &) (] : (@,y) — > € (2)

jeJ jeJ

jes € L2(J) pour tout z € X
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La convergence est uniforme séparément en chaque variable sur toute partie de X ot la
fonction x —— h (xz,x) : X — R, est bornée.
(v) Si X est un espace topologique et H C C (X) , alors la fonction z — h (z,x) : X — R,
est s.c.i..
(vi) Réciproquement toute fonction-noyau h : X x X — K hermitienne de type positif définit
un sous-espace hilbertien & noyau reproduisant H — KX .

En particulier si E = (2;),. x est une famille dans un espace de Hilbert X ou bien ( f;)
est une famille de KX telle que (f; (2));es € 2% (J) pour tout x € X , alors

jeJ

hiz,y) = (5l Zy)y

)= fi@) fiy),

jeJ

ou plus particuliérement

est une fonction-noyau hermitienne de type positif et toute fonction-noyau hermitienne de type
positif est de ce type.

Démonstration de (i) C’est immédiat par le corollaire 1.4 et la propriété de reproduc-
tion.
Démonstration de (ii) La premiére partie est immeédiate, puisque R est une isométrie

de H sur H' , et on a

2
17 (-, 2)[3 = (R (@) B (- 2)3 = (2, )

par la propriété de reproduction. La seconde partie découle de la formule démontrée dans

I’exercice 3.8.2 :

1 h(-,z)
infecrctr [l = 40, {(16,) = 1)) = - |
st " H5 I h(:n,a:)% h(z,2) ||y
Démonstration de (iii) C’est immeédiat puisque par la propriété de reproduction et 1'in-

égalité de Cauchy-Schwarz on a
1€ (@) < 17 Cya)lly - 1€l -
Démonstration de (iv) En effet le j-iéme coefficient de Fourier de h (-, x) est

(&1 () = € ()
et

h(z,y) = (h(2)|h(y))y = (Z(eklh(-w))n-ek

keJ leJ
= (&l h (. 2)y (al B y))y - (erle) =D € (2)
ke jeJ

Si A C X est telle que sup,c4 h(z,2) < oo, pour tout y € X et toute partie finie I C J , il
vient

(z) <

> €(0)

jel

Y (Glh oY)y e

jel

= SUPzeq

00,A
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Y (Glh oY)y e

jel

1
< supyeq b (z,2)2 -

H

La convergence uniforme en découle puisque le mebre de droite converge vers 0 suivant 1’en-
semble filtré croissant B/ (J) .

Démonstration de (v) En effet
2
h(z,x) = supgeg) Z lej (2)]” -
jeK
Démonstration de (vi) C’est immédiat par le théoreme de Schwartz 5.11 puisque ¢ —

h (e, gp)% : K&)' — R est évidemment une semi-norme continue, K& étant muni de la topo-
logie localement convexe la plus fine.
Sih(zr,y):=(2;2,)y ,0na
h(z,y) = (Ze

)il vient

IO

et pour tout ¢ € KX

Y e@) h(y) o)=Y 0@ (Bl By v y) =

z,yeX z,ycX

= (Z@(z)-Em Z@(y)-5y> =

rzeX yeX

2

Y (@) Z.

zeX

X
ce qui finit de prouver que c’est une fonction-noyau hermitienne de type positif.

Finalement il suffit alors de prendre X' := H et de poser Z, := h(:,z) et f; (x) =€ (x) &
laide de (i) et (iv). O

EXERCICE 1 Montrer que le produit (ponctuel sur X x X ) de deux fonctions hermitiennes
de type positif est hermitien de type positif.

Remarquer que le produit de deux opérateurs positifs bornés dans un espace de Hilbert est
positif si ces opérateurs commutent.

EXERCICE 2 Soit h: X x X — K une fonction-noyau hermitienne. Montrer que h est de
type positif si, et seulement si, pour toute partie finie K C X , on a

det (h’ ($7 y))z,yEK 2 0.

EXERCICE 3 Soit h : X x X — K une fonction-noyau hermitienne de type positif. Montrer
que, pour tout x,y,z € X , on a

h(z,9)|* < h(z,7) h(y,y)
et
h(z,y) — h(z,2)|> <h(z,7) |h(y,y) — 2 Reh(y,2) + h(z,z2)| .
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5.16 Sous-espaces fermés de L? (o) & noyaux
reproduisants

Soit ‘H un espace de Hilbert & noyau reproduisant sur X . Supposons que X est muni d’une
topologie séparée et que le produit scalaire de H est donné par une intégrale de Radon o , i.e.
H C L2 (o) , ou encore H C L2 (o) et

(&lm)y /6 y) do (y) pour tout &,n e H .

Pour tout x € X ,ona h(-,z) € H et comme h (y,x) = h(z,y) , il vient

Uwz(MwMQuz/h@w%ﬂwdﬂw;

les ¢ € H satisfont donc a une propriété de moyenne par rapport aux intégrales h (z,-) - o .

THEOREME
(i) Ona

h(z,y)= [ h(z,2)-h(z,y) do(z) pour toutx,y € X .
(11)  Tout opérateur T de L? (o) dans H est un opérateur intégral de noyau

v+ T*h (-, z): X — L*(0) .

En particulier l'orthoprojecteur Py, de L? (o) sur H , i.e. le noyau de H — L* (o) , est un
opérateur intégral de noyau h :

PHQ(:B):(h(-,z)|9)H:/h(:ﬁ,-)-9da pour tout x € X et 0 € L* (o) .

(iii) On a
= [Kh() doo) = L2 (0) |
1.€.
IdH—/|h ,x) | do(x) dans L(H) .
Démonstration de (i) C’est immédiat par la propriété de reproduction.
Démonstration de (ii) Pour tout § € L? (o) et £ € H , la propriété de reproduction

appliquée a 76 montre que

T6(z) = (h(2)|T0)y = (T"h (- 2)]0)1(,) = /T*h(-,l’)-@dd .

Le cas particulier de 'orthoprojecteur Py s’obtient immédiatement en remarquant que Fj; est
I'injection canonique H — L? (o) .
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Démonstration de (iii) Le noyau de K- h (-, z) — H — L% (o) est |h (-, 2)) (h (-, 7)]| et,
pour tout 0,9 € L? (o) , grace a (ii), on obtient

/(9|h(-,x)) (h(2)[0) do (z) = /PH@(iﬂ)-Pnﬂ(ﬂf) do (z) =

= (P'H9| PHﬂ)Lz(a’) - (9| PHﬂ)Lz(a’) 9

d’ot le résultat.

REMARQUE 1 Si X est localement compact, le noyau de H — L2 (o) — M (X) est

<,0|—>/ y)do(y): K(X)—H.
Par la proposition 5.5 et 'exemple 5.2.5, ce noyau est égal a
2 P'H [410] ;
d’ou le résultat par (ii). O

REMARQUE 2 Attention, en voulant une démonstration simple du résultat de la remarque
précédente, pour tout ¢ € K (X) et £ € H , on pourrait écrire

(e = [7eao= [ow (/h@c,y)-s(y) da<y>) o (z) =
=/(/h<y,x>-¢<x> da(z)) £ (y) do (y)

en ayant utilisé la propriété de reproduction et le théoréme de Fubini. Mais ceci n’est possible,

1
grace au théoréeme de Tonelli, que si par exemple z —— h (x,x)? est localement o-intégrable :
en effet dans ce cas on obtient

[ re@i( [ e >|da<>)da<x><
< [e@i( [ e ) ([ 1w )da(az):

— Jell -/*|so<x>|-h<x,x>% do (z) < o0

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoréme (i) ci-dessus :

/|h<x,y>|2 da<y>=/h<x,y>-h<y,x> do (y) = h(z,7) .

EXEMPLE 1 La fonction-noyau de % (X) est 14 , la fonction caractéristique de la diagonale
de X x X . Le produit scalaire est défini par I'intégrale de comptage # = Zye « € sur l'espace
topologique discret X et la propriété de moyenne est triviale, puisque 1a (z,:) - # = €, .

EXEMPLE 2 O. Lehto [13] a construit un exemple d’espace de Hilbert a noyau reproduisant
h formé de fonctions continues, mais tel que la fonction x —— h (x, z) ne soit pas continue. Cet
exemple est décrit dans le livre de Meschkowski [14], p. 46-47.
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EXEMPLE 3 (Noyau de Bergman) Cet exemple est en fait a 'origine de la théorie des
noyaux reproduisants de Aronszajn.

Soit 2 un ouvert de C . Nous désignerons par O? () I'espace vectoriel des fonctions holo-
morphes & sur €2 qui sont de carré intégrables par rapport a 'intégrale de Lebesgue A\ sur €2 |
i.e. telles que

Hﬁgt/K 2 dha (2) < 0o .

Pour tout £ € O? () , 2 € Qet 0 < p < d(z,FrQ) , la formule de Cauchy nous permet

d’écrire
2 [ 1 Pl :
:?-/Oﬁ(z)-rdr:W—pQ-/o (/0 E(z+71-€) da)-rdr:
1
- /|w—z|<p€(w) D (w) .

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1 2 1
< bl ([ da) = 2 el

donc
1
< - .
SupzeK |€ (Z)| X \/7_T'p H€H2

pour tout compact K C €2 tel que d(K,FrQ) > p > 0 . Par le théoréme de Montel, on en
déduit que O? () est un sous-espace vectoriel fermé de L? (2) , donc un espace de Hilbert, et
en outre qu’il est & noyau reproduisant. Sa fonction-noyau s’appelle le noyau de Bergman de
Q.
Nous allons maintenant calculer le noyau de O? (D) — CP | ot D est le disque unité de C .
Remarquons tout d’abord que, pour tout £ € N, les fonctions
k+1

er = -id*
T

forment une base hilbertienne de O* (D) .
En effet, pour tout £,/ € N, on a

V( 1) 1)
(k+1)(l+ / g

(ex]er) =

1 21
_V (E+1)(+1) / phtitl (/ pill—k)o da) dr —
™ 0 0

_VOEDRD
- . k+1+42 BT TR

D’autre part, pour tout £ € O? (D) et 0 < p < 1, la série de Taylor £ (2) = Y a2
converge uniformément sur |z| < p , donc

2(k+1)

<k . k.l _rmr
/|Z|<pz £(2) dhp (2 Zal/ Z" -z d)p (2) E ] ay .

lz|<p
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Puisque [id|* - [¢] est intégrable sur I, le théoréme de Lebesgue montre alors que

Ainsi (e £) = 0, pour tout k£ € N, entraine { = 0 , ce qui prouve que (ej),y est total dans
0% (D) .
Nous pouvons maintenant utiliser la proposition 5.15.4. Le noyau de O? (D) est donc

h=>"lex) (ex| € C™".

k>0

On dit quer cette fonction-noyau est le noyau de Bergman de D et on a

h(zow) =Y le) (el (z,w) = e (2) - e (w) = %-Z(k‘%—l)-zk-wk:

k>0 k>0 k>0

1 ' 1 1
2 =N w) = ———
m ( Z ) (z20) T (1-zw)

k>0
pour tout |z|, |w| < 1.
La propriété de reproduction, ou de moyenne, s’écrit alors

T __

_1 ) w our tou 2 et z
£(2) = /(1—zw)2dAD() pour tout £ € O (D) et z € D .
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5.17 Les semi-dualités bien plongées

Soient F' un espace localement convexe séparé
et
H — FT un sous-espace hilbertien.

Nous avons déja rencontré des semi-dualités que nous dirons bien plongées. La plus simple
est (H|H) , associée au sous-espace hilbertien H — FT | donc au diagramme

Flon, Mgt
et a la formule

(pl&)p = (Rl ), pour tout p € Fet { €H .

Mais on a aussi
D(X) — K (X) = L*(X) = M (X) = D(X)
et
(] N>D(X) = (¢| N>/c(x) pour tout ¢ € D (X) et p€ M(X) ,
lorsque X est un ouvert de R™ , ou
D(R") — S(R") = L*(R") — S (R")" — D (R")
(cf. 4.3), ainsi que

K (X) — L2 (1, p) — L (1) — 1 (u, %) — M(X)

et
(el Eeexy = (0]6),  pour tout o € K (X) ef € € L2 (u, %) ,

si pu est un intégrale de Radon sur X et si p est y-mesurable et telle que 0 < m < p < M <
(cf. exemple 5.4.3). Remarquons qu’un sous-espace hilbertien, L? (1) ci-dessus, est au centre du
diagramme, i.e. p est 'intégrale pivot.

Mais que peut-on dire de la semi-dualité <L2 (u,p) |L? (,u, %)> , ol ,0,71) € LL_(n) , ou

encore (L' ()| L*® (1)) ? On a seulement

K(X)— L* (i, p) = M(X) et IC(X)‘;)LQ(N7%)"—>M(X)
K(X) — L' (p) = M(X) et K(X)—L*(u) — M(X),

ainsi que
1
(V) = (6l pous ot € K (X) et v e T (42 )

(@l M) = (17,1 pour tout € K (X) et v € L (i, p)

1
’p
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ou
(el V) ) = (@l V)asy  pour tout € K (X) et v € L (u)
(DM k) = (@l Vpeq pour tout ¢ € K (X) ety € L' () ,
et encore
1
(0 )y = (0|v),, pour tout f € L2 (u) NL2 (i, p) et v € L* () NL? (,u, ;)
ou

(0] V)20 = (0| Vg1, pour tout 0 € L2 () NLY (p) et v € L? (u) N L™ ()

Les formules

(01 €+ V) s urmre = / 0 (+v) dj = (0] €)gagy + (0 ),
et

(1€ + V)ragnige = /5' (€ +v) din = (0€)r2() + (0] V)wr)

définissent des semi-dualités entre L? (u) N L2 (u, p) et L2 (u) N L? (,u, %) et respectivement
L2 (u) NL* (p) et L? () + L ()
Nous allons formuler un concept général englobant toutes ces situations. Soient G, et G_
des espaces localement convexes en semi-dualité (cf. définition 3.7.2), notée
Gy xG. — K:(y,v) — (v]v), .
Rappelons que la semi-dualité (G_| G,) est définie par

(vlv)_:==(v|v), pourtout ve€ G_etye G, .

DEFINITION 1 Nous dirons que la semi-dualité (G| G_) est bien plongeable par rapport
a H , sl existe des applications linéaires ji : G4+ < FT injectives telles que

h(F) C jy (G1)Nj-(G-)
et

-1
(<p|j¢9>F:<ji(h<p)'9> pour tout ¢ € Fet 6 € G+ . (%)
+

THEOREME Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i)  La semi-dualité (G| G_) est bien plongeable par rapport a H .

(i) 1l existe une application linéaire ® : F — G faiblement continue et d’image dense telle
que h (F) soit dense dans T (G_) et que

Eipr— hp: F— &1 (G_)
soit faiblement continue.

(iii) 1l existe une application linéaire ® : F — G faiblement continue d’image dense et une
application linéaire j, : G — F' faiblement continue injective telles que
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Dans ce cas les applications j sont (faiblement) continues et j_ = ®1 .

(i) = (i) Les formules (*) montrent que les applications j; sont continues et que leur
adjointe sont

—1
G F — Gyt o (hy) .

—1 —1
Il suffit donc de poser ® := jT_ ,car j = = ji et j_ est un isomorphisme de j_ (G_) sur G_ .

-1 -1
(ii) = (iii)  En vertu de I'hypothése on a hth = ®T®T= et T est un isomorphisme de
®T(G_) sur G_ . On a donc

.
1
W'h = (ntn)" ==t (qﬂ) =50,

AN T
en posant j, = =T (@T) Gy — Of (G_)T — F'T; cette application linéaire est évidemment

(faiblement) continue injective.
(iii) = (i)  Posons j_ := ®' . La formule h'h = j, ® montre que
h(F)=n0"h(F) = 5,2 (F) C j. (Gy)
et, pour tout p € F et v € G_ , que
-1
V> = <j+ (he)
+

(ol i) = (ol B1v), = (Bl 1), = <j+ (D)

,,> ,
+
c’est-a-dire la formule (x,+) .
On a également
Ath = (h'h)' = (@) = j 5,
ce qui montre que h (F') C j_ (G_) , puis pour tout ¢ € F et v € G, , que
-1
v> = <j— (hw)' v> :

ce qui prouve la formule (*, —) . O

elivy e = (el isme = (ile|7) = <fjj_jlso

Si la semi-dualité (G| G_) est bien plongeable, nous identifierons les espaces G .. avec leur
image ji (G.) , donc les applications jy avec les injections canoniques. On a alors

jL:F—>Gi:<p»—>h<p.

Nous n’écrirons pas les applications j lorsque cela n’est pas nécessaire!
Ceci nous conduit naturellement & poser la

DEFINITION 2 Si G, et G_ sont des sous-espaces vectoriels de F'f |, nous dirons que la
semi-dualité (G| G_) est bien plongée par rapport a ‘H si I'on a

h(F)CGiNG_,
ainsi que les formules de dualité

(¢lv)p = (ho|v), pourtout ¢ € Fetve G- (*,+)
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et
(pl7)p = (hplv)_  pourtout ¢ € Fet v € Gy . (*,—)

Nous dirons que H est le sous-espace hilbertien pivot .

Attention, dans la formule (x,+) on considére hp comme un élément de G , tandis que
dans la formule (*, —) c’est un élément de G_ .
Voici le diagramme résumant la situation :

h’r
F —_— H [N ol

N AP

G, h(F) & G_

i [ /[}Tyl

Ft — H <— F
hi‘

REMARQUE 1 La construction d’une semi-dualité bien-plongée se fait en général de ma-
niére asymétrique comme le suggére le théoréme.

Il est souvent naturel de considéré G_ comme une partie de F'' , par exemple s'il existe une
application linéaire naturelle ® : F' — G, faiblement continue et d’image dense qui permet
d’identifier G_ , le semi-dual de G, , avec des formes semi-linéaires continues sur F' grace a
I'adjointe ®f : G_ — FT . 1l suffit alors de vérifier que I’application linéaire = : ¢ —— hyp est
a valeurs dans G_ , faiblement continue et d’image dense, ou bien qu’il existe une application
js+ : G4 — FT faiblement continue injective telles que

J+®p =he .

REMARQUE 2 L’application linéaire
Zipor—hp: F — G_
est continue dans les cas suivants :

On considére une topologie localement convexe T sur G_ compatible avec la semi-dualité
(G4+]G-) . On peut alors appliqué le théoréme du graphe fermé si F' est tonnelé et G_ < est
respectivement un espace de Hilbert (théoreme de Ptak 3.14.i et I’exemple 3.14.1), ou un espace
de Fréchet (théoreme de Ptak 3.14.ii).

En effet le graphe de = est celui de h'h ; mais ce dernier est fermé dans F' x FT | donc aussi
dans F' x G_ , puisque G_ — F' est continue. O

REMARQUE 3 Supposons que G est un espace préhilbertien. Si nous voulons appliquer
la remarque 2 précédente a la topologie forte sur G_ , nous sommes obligés de supposer que
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G, est un espace de Hilbert, puisque

(cf. exemple 3.8.1).

EXEMPLE 1 En revenant a I’exemple 5.4.3, si p,% € L _(u) , alors la semi-dualité

<L2 (1 p) OC

()

est bien plongée par rapport a L? (1) < M (X) . Par contre si 71) ¢ Li. (1) , alors cette semi-

dualité <L2 (i, p) )LQ (,u, /—1)) > n’est pas plongeable par rapport a L? (i) , puisque K (X) n’est
pas contenu dans L2 (,u, /l)) :

En effet il existe ¢ € K, (X) tel que f*go-%d,u:oo,doncgpé ¢ L? (,u,%) . —— O

La semi-dualité (H . |H_)
Soit H_ < F' un sous-espace hilbertien de noyau h_ € L, (F F T) . La remarque 5.11.2

montre que H_ peut étre considérer comme le semi-dual fort de 'espace de Hilbert 13;: associé
a h_ , linjection canonique j_ : H_ — FT étant I’adjointe de
<I>:F—>f’,::<p»—><p—|—Kerh_.

Remarquons que h (F) est un sous-espace vectoriel dense dans H_, si, et seulement si,
h (F') est dense dans H_ , qui est muni de sa norme; en outre l’application linéaire
H2ipor— hp: F— H_,

est continue si, et seulement si, il en est de méme de = : F, — H_ .
Cela découle du corollaire 3.10.i et du fait que la topologie de H_ est égale a la topologie
de Mackey puisque H_ est tonnelé. O

COROLLAIRE Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i)  La semi-dualité <FZ) H_> est bien plongeable par rapport a H .

(i) h(F) est un sous-espace vectoriel dense de H_ et p — hyp : F' — H_ , est (faiblement)
continue.

(iii) Le noyau h'h de H se factorise par ® en une application linéaire continue de Fy,_ dans
F' | ie. pour tout € F , il existe ¢y, € Ry tel que

(Yl h)* < ey - {lh-g)  pour tout p € F

dont le prolongement canonique continu h: E: — FT est injectif.

Dans ce cas, soit Hy = h (ﬁ: ) .81 Q- Hy — H_ désigne l'application de Riesz, alors
les noyaux hy et h_ des sous-espaces hilbertiens

H, — F' et H_— F'
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sont respectivement
1 -1
Qjt i F—Hy:pr—Q(hp) et Qjf :F—H_ 10— Qhy) .

Les équivalences ne sont qu'une reformulation de celles du théoréme. Le calcul des noyaux se
fait a ’aide de la proposition et de la remarque 5.1.1, ce qui revient a écrire les formules de semi-
dualité (%, +) a laide des produits scalaires de H. et de application de Riesz correspondante,
puis & utiliser le corollaire 5.1 : pour tout p € F ;0 € H, et p € H_ ,on a

')
Hy

(ol ) p = (holp), = (Q (ho)| )5, -

-1

(0l 0)p = (hol6)_ = (@ ()

et

0

REMARQUE 4 Pour conclure cet exemple, la définition montre que H, est le complété de
h (F') pour le produit scalaire

(hep )y = (L h-t)p

tandis que H_ est le complété de h_ (F') pour le produit scalaire

(h_¢ h—¢)u, = (¢l h-Y)p

par la proposition 5.3.(i). C’est aussi le complété de h (F) , mais pour un produit scalaire plus
compliqué :

(holhwy. = (b '5<hw>>_ - (s

-1

@(hw)H .

Q (hw>>F - (hso

EXEMPLE 2 Nous verrons lorsque nous étudierons les opérateurs non-bornés (cf. théoréme
7.3) qu'une semi-dualité (G.|G_) , ou G est un espace préhilbertien, peut étre bien plongée,

sans que <é:r) G_> le soit. Ce sera le cas lorsque h'h se factorise par G en une application

linéaire continue injective, mais dont le prolongement continu & G, n’est plus injectif.

La semi-dualité (HNG, |[H+G-)

Soit (G| G_) une semi-dualité bien plongée par rapport a H et considérons ’espace lo-
calement convexe intersection H N G, — F' (cf. définition 2.4.2). D’aprés I'exercice 3.7 nous

savons que (HNGy)' = H+ G_ |, car h(F) € HN G, est dense dans H comme dans G .
Cette semi-dualité

<HHG+ )(HmG+)T> — (HNG.|H+G_)
est donnée par

(01 €+ V), = (01&)y, +(0lv), pourtout 0 € HNG, ,{€HetveG_ .

Mais attention, la somme H + G_ est prise dans (H N GJF)T ! Nous aimerions en fait que cette
somme coincide avec celle prise dans F' . Ceci revient, en considérant le diagramme commutatif
suivant et son dual
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H H
4 [\
F — HNG. (HNG,) — Fi

N [y

a ce que 'application (H N GJF)T — FT soit injective, donc que h (F) soit dense dans HNG . .
Plus précisément on a le

COROLLAIRE Soit (G| G_) une semi-dualité bien plongée. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i)  La semi-dualité <H NG| (HN G+)T> est bien plongée.

(ii) HNGL et H+G_ , comme sous-espaces vectoriels de F' sont en semi-dualité grace a
(O1E+V)png, = (018)y +(0|v), pourtout 0 e HNG, ,E€H etveG .

(iii) Pour tout 0 € HN G, etv e HNG_ — F' , on a

(0] v) = (O]v) -
(iv) h(F) est dense dans HN G .

Il nous reste & montrer que
(ii) = (iii) Il vient
(01v)y = (0]v)y, +(0]10), = (0] V)ynq, = (0]0)y, + (0| v), =(O]v), .
(iii) = (iv) Sié+ve (HNG.) sannulesur h(F) ,onaé=—veHNG_ — F' donc
(0] &)y = (016, = (0]l —v), ,
et par suite &€ + v =0 dans (HNG4)" . O

EXEMPLE 3 Un élément € + 7 # 0 dans (H N G.)' peut étre 0 dans F' .
Considérons une intégrale de Radon u telle qu’il existe
EeL?(W)NL® () et nel™(u) L (n) .
Il est clair que L2 (1) N L* (1) est dense dans L? (i) et L' (1) , donc

T 00
(L% (w) NLY ()" = L2 (1) + L ()
(cf. exercice 3.7). Comme & + 1 ¢ L? (u) , la forme semi-linéaire que cet élément définit sur
L? (1) NL!' (1) muni de la norme ||-||, n’est pas continue, donc F':= {£ + 7 = 0} y est dense, et
par suite aussi dans L? (1) . Pour la méme raison, puisque £ + 1 ¢ L™ (u) , F est dense dans
L! (i) . Munissons F par exemple de la topologie induite par L? () N L! () . Les injections
canoniques F — L2 (u) et F' — L' (u) sont donc continues et d’image dense et par suite
el (u) = F' et nel®(u)— F',

mais £ + 1 = 0 dans F'T par construction.
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Par exemple, on peut prendre pour p 'intégrale de Lebesgue sur R, § := 1|y - id=1 et
n:=1.

344 SOUS-ESPACES HILBERTIENS Claude Portenier



Les semi-dualités plongées 5.18

5.18 Les semi-dualités plongées

Ce paragaphe est inspiré de ’article de Xavier Mary, Denis De Brucq et Stéphane Canu
[15].
Soient G, et G_ des espaces localement convexes en semi-dualité (G, | G_) séparante, notée
Gox G — K (7,0) — (1), -
Rappelons que la semi-dualité (G_| G ) est définie par

(v|v)_:==(v|v), pourtout ve G_etyecG,y.

DEFINITION 1 On dit que (G,|G_) est plongée dans <F }F T> s’il existe des applications
linéaires ji : G+ — FT injectives et faiblement continues.
Ondit quew :=j! : F — G4 ,ouw := j,jl : F — F' est le noyau de cette semi-dualité.

LEMME Si l'on identifie G+ & des sous-espaces vectoriels de F'' | on a
(plv)p = (we|v), pourtoutp € FetveG_ .
Le noyau de (G_| G,) est w' .
C’est évident, puisque
(plv)e = (plv)p = (st v) | = (welv),
et

o\t
wh = (]+]T_) =jjl .

EXEMPLE 1 La semi-dualité (.AC, ([0, 1])| . AC; ([0, 1])) définie par
ACo ([0,1]) :={f € AC([0,1]) | f(0) =0} , ACi([0,1]) :={g € AC([0,1]) | g(1) =0}

et
1 1
UMpZiA?@=AE?g

est séparante et plongée dans (D ([0, 1])| D ([0,1])") . Son noyau est
prPupi= [ @i D(0.1) — A (0.1)
0

En effet soit j; : AC; ([0,1]) — D ([0,1])" : g —> g - Ap1y - Pour tout p € D([0,1]) et
g € AC1([0,1]) , on a alors

(stels), = telig) = [ 5-a= [ TFaT 0= (Rucl.
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EXEMPLE 2 Soit p € L™ ([0, 1]) tel que A 1-presque partout on ait p # 0 . La semi-dualité
(G4| G_) définie par

G+:={f=ﬁ-/oodu'ueMc([O,l])} ; G—Z{gz/:pdv
(flg), /fdv—/

est séparante et plongée dans <D ([0,1])] D ([0, 1] > . Son noyau est
p+—p- Pyp:D([0,1]) — AC, ([0,1]) .

/fdy— /fd(p V) = /Olgd)\g:/olgd)\%:/olgdﬁ

et, pour tout p € D ([0,1]) et g€ G_ , on a

<j190)g>+=(90|j—9>=/0 s_o-gz/o 9 (Pop) - g /lgdkpogo (p-Poplg),

puisque f =7 [T du="7-Pop . O

v e M(]0, 1])}

et

En effet

DEFINITION 2 On dit que des semi-normes p, sur G et p_ sur G_ sont en dualité si
p_ =SSNy, <13 oubien pL=sng <y .
[’équivalence des deux conditions découle du théoréme des bipolaires 3.10. En effet

Pt = J{pp<1y = S{p,<1)° = sy = Sn{p <1} -

sy <1} <1
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