Chapitre 3

APPLICATIONS LINEAIRES

ET

SEMI-DUALITE

Dans tout ce qui suit F' et G désignerons des espaces localement convexes.

Version du 19 janvier 2005
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3.1 Espaces d’applications linéaires

3.1 Espaces d’applications linéaires

DEFINITION 1 Nous désignerons par L (F,G) le sous-espace vectoriel de G formé des
applications linéaires de F' dans G et par £ (F, G) 'ensemble des applications linéaires continues
de F' dans G .

LEMME L (F,G) est un sous-espace vectoriel de L (F,G).

C’est immédiate par le théoréme et le corollaire 2.2, car pour tout S,7 € L (F,G) , « € K
et toute semi-norme continue ¢ sur G , on a

go(a-S)=lal-qos
et
go(S+T)<qoS+qgoT <2 -max(qoS,qoT) .

0

DEFINITION 2 Etant donné des semi-normes p et ¢ sur F et GG respectivement, on considére
sur L (F,G) la fonctionnelle

T'— HTHpg “= SUDPyerp(p)<1 4 (T(p) € R+ :

Elle est évidemment sous-linéaire et, si |7, < oo, ona

q(Ty) < |IT|,, p(p) pourtout p € F

par le lemme 2.2.

LEMME SoitT € L(F,G) . Pour queT € L(F,Q) , il faut et il suffit que, pour toute semi-
norme continue q sur G , il existe une semi-norme continue p sur F telle que HTHM <00 .

REMARQUE 1 En posant LP?(F,G) := {T € L(F,Q) ) 17,, < oo} et en désignant par
P et Q 'ensemble des semi-normes continues sur F' et respectivement G , on a donc

L(F,G)=[) [U LP(F, Q)

qeQ LpeP

Ceci montre la nature complexe de L (F, G) et qu’il n’est pas évident de le munir d’une structure
d’espace localement convexe canonique liée directement & celles de F' et G . En fait on peut
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Espaces d’applications linéaires 3.1

munir cet espace de différentes topologies localement convexes, chacune liée & un certain type
de probléme (cf. 3.16).

Nous aurons essentiellement besoin de la topologie assez grossiére suivante :

DEFINITION 3 On désigne par L, (F,G) et Ls (F,G) les espaces localement convexes ob-
tenus en restreignant la topologie de G de la convergence simple sur F . Ils sont définis par
les semi-normes

T +— q(Typ) pour ¢ € F et g semi-norme continue sur G
(cf. exemple 2.3.3).

Une suite (T}),y converge vers 1" dans ces espaces si, et seulement si, pour tout ¢ € F',
la suite (T,p),cy converge vers T dans G .

PROPOSITION  Si G est séparé, alors L (F,G) et Ls (F,G) le sont aussi.

Etant donné T' € L, (F,G) ~ {0} , il existe ¢ € F tel que T'p # 0 , donc une semi-norme
continue g sur G telle que ¢ (T'¢) # 0 par la proposition 2.5. O

DEFINITION 4 Une partie B de F est dite bornée si toute semi-norme continue p sur F' est
bornée sur B , i.e. supp (B) < oo . Une partie bornée de L, (F, G) est dite simplement bornée .

REMARQUE 2 Dans I’étude de certaines classes d’applications linéaires on pourrait s’inté-
resser au sous-espace vectoriel

C L(F,G)

U [ﬂ I[P (F,QG)

peP LgeQ

formé des applications linéaires T' de F' dans G telles que pour une semi-norme continue p sur
F' la partie T ({p < 1}) soit bornée dans G (définition 4 ci-dessous) ; on dit que 7" est bornée
sur un voisinage de 0 de F' .

Mais aussi & 'espace vectoriel £° (F,G) des applications linéaires bornées, i.e. telles que
I'image de toutes parties bornées de F' soit bornées dans G . On a

L(F,G)C LM (FG) .

THEOREME (de la majoration uniforme) On suppose que F' est tonnelé. Si T est une
partie simplement bornée de Ls (F,G) , i.e. pour tout ¢ € F', l’ensemble

T(p)={T¢| T €T}
est borné dans G , la fonction
p:or——supqo7 (¢): F — R
est une semi-norme continue sur F' telle que

q(Ty) <ple) pourtoutT €T etp e F .

C’est immeédiat par le scolie 2.13, puisque chaque go T , pour T' € T , est une semi-norme
continue sur F' . 0
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3.1 Espaces d’applications linéaires

THEOREME (de Banach-Steinhaus) On suppose que F' est tonnelé. Si (Tj),cn est une
suite de L (F,G) telle que, pour tout p € F',

Ty :=lim; Ty existe dans G,

alors T : F — G est une application linéaire continue et (1},),.y converge vers T dans
L (F,G) .
Si G séquentiellement complet, alors Ly (F,G) est séquentiellement complet.

Il est clair que T : F' — G est une application linéaire. Si ¢ est une semi-norme continue
sur GG , alors

qoT (¢) =q(Typ) = limy q (Thyp) < supy, q (Tryp) = sup, o Ti (¢) < 0o .

Mais chaque q o T} est une semi-norme continue, puisque 7}, est continue, donc sup, q o T en
est aussi une par le scolie 2.13. Ceci montre que goT" est continue et prouve que T est continue.
On a évidemment

q(Tp) =limy q (Txp) pour tout ¢ € F |

donc (T}),cy converge vers T’ dans L, (F,G) .
Si G est séquentiellement complet et (7%), . est une suite de Cauchy dans £, (F,G) , pour
tout ¢ € F, la suite (Typ),y est de Cauchy dans G, ce qui permet de définir

Te :=lim, Tp € G,

d’ot le résultat. O

REMARQUE 3 Tout ce qui précede est encore valable en remplacant linéaire par semi-
linéaire.

DEFINITION 5 On dit que l'espace vectoriel F* := L (F,K) des formes linéaires sur F' est
le dual algébrique de F et que lespace vectoriel F' := L (F,K) des formes linéaires continues
sur F est le dual (topologique) de F' .

L’espace vectoriel de toutes les formes semi-linéaires sur F' , le semi-dual algébrique de F',
sera noté F'® | celui de toutes celles qui sont continues, le semi-dual (topologique) de F' | par
Ft .

Nous munirons toujours F* , F' | F® et F'' de la topologie de la convergence simple sur
F; 8l faut préciser nous les désignerons par F , I, F® et FI respectivement. On dit que
cette topologie est la topologie faible sur F'* | respectivement F' , F'® et F'; elle est définie par
les semi-normes

pr— |u(p)| pour p € F .
On dit que F” et F'f sont le dual respectivement le semi-dual faible de F .

COROLLAIRE Les espaces localement convexes F* |, F' | F¥ et FI sont séparés. Si F est

o

tonnelé, alors F! et F] sont séquentiellement complet.

APPLICATION Si f est une fonction p-modérée telle que - f € L (u) pour tout ¢ €
L2 (n) , alors f € L*(u) .
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Espaces d’applications linéaires 3.1

Pour tout K € R(X) , la fonction 1x - f est p-mesurable par le théoréme 15.9 du cours
d’Analyse [17]. Soit (Ax),cy une suite croissante de parties p-intégrables telles que f s’annule
hors de | J A et posons

By :={|f| <k} NA.
La forme semi-linéaire
pr— | @ fdp:L?(p) —K
By,
est continue, puisque par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

2
/Bks_o-fdu < (/IsOI2 du) : (/L_rsk-lfl2 du) <K p(By) - [loll; -

Mais comme
g, -@- fI<l|p-fleL!(u) pourtout k€ N,

le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue montre que
/gp-fd,u:limk/B ©- fdu pour tout p € L* (i) .
Grace au théoreme de Banach—Steinhausk?)Q, on en déduit que la forme semi-linéaire
sOH/so-fdu:IF(M) — K

est continue, donc que f satisfait 4 la condition du théoréme 1.16.ii avec FF = L? (u) . — [

REMARQUE 4 En travaillant avec 'intégration essentielle on peut supprimer I’hypothése
de modération.
En effet on a
/|S_0 [ dp = supgeaix)en . o fldu
l
en ayant posé K;:= K N{|f| <} (cf. cours d’Analyse [17], remarque 15.12). Mais

2
( ; % f] du) < (/IsOI2 du) : (/hm-lfl2 du) <P p(E) - el

ce qui montre que ¢ — | |9 f| dp est une semi-norme continue sur L? (i) . Le scolie 2.13
prouve alors qu'il en est de méme de ¢ —— SUPgcg(x)en le @ f|du , puisque L? (i) est

tonnelé (cf. exemple 2.13.1), donc que ¢ — | k, ¥ - [ dp est une forme semi-linéaire continue.
O
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3.2 Espaces normés d’applications linéaires

Dans le cas des espaces normés, on peut considérer la fonctionnelle sous-linéaire suivante :

DEFINITION 1 Soient F' et G des espaces normés. Pour tout 7' € L (F,G) , on pose
1T} = HTH||.||F,||.||G = SUPyeF||g| p<1 1Tl € R, .
Cf. définition 3.1.2. Rappelons que || 7| est la plus petite des constantes M € R satisfaisant
a l'inégalité fondamentale
ITolle < M -[lellp  pour tout € F

(cf. lemme 2.2). On a évidemment T € L (F, G) si, et seulement si, | T|| < oo . Dans ce cas on
dit que T est un opérateur borné .

On vérifie immédiatement que ||-|| est une norme sur £ (F,G) .

DEFINITION 2 L’espace L (F,G) ainsi normé est désigné par L, (F,G); on dit que sa
topologie est la topologie de la convergence bornée .
On dit que Fj := £ (F,K) est le dual fort de F'. Sa norme est définie par

po— || == HNH||.||F,|.| = SUDyeF,||o| p<1 (o)l -
On définit de méme le semi-dual fort F g de F'.

Une suite (T ) oy de £ (F, G) converge vers T' dans Ly, (F, G) si, et seulement si, elle converge
uniformément sur toute partie bornée, en particulier toute boule, de F' .
En effet si B est une partie bornée de F' , il existe r € R* tel que B C B (0,7) et on a

HTHOO,B < HTHOO,B(O,'I‘) ST ||TH :

PROPOSITION  Si G est un espace de Banach, il en est de méme de Ly, (F,G) .
En particulier, le dual fort de tout espace normé est un espace de Banach.

La démonstration est complétement analogue a celle faite pour démontrer que ¢* (X) est
complet. Elle est donc laissée en exercice. O

Voici maintenant la reformulation du

THEOREME (de la majoration uniforme) Si F' est un espace de Banach et
T C L(F,G)
un ensemble simplement borné, i.e. borné dans L (F,G) , ce qui signifie que
sup [|To|| < oo pour tout p € F .
alors T est uniformément borné, i.e. borné dans Ly, (F,G) , ce qui signifie que

sup || 7] < oo .
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En effet ¢ —— sup |7 ¢|| est une semi-norme continue sur F' par le théoréme de la majora-
tion uniforme 3.1. Il existe donc une constante M € R, telle que

sup [|7¢l| < M - [|gl|  pour tout ¢ € F',

et on obtient

sup ||7 || = suprer (SngoeF,u@n@ HTSOH) SM<oo.
U

THEOREME (de Banach-Steinhaus) Si F' est un espace de Banach et (T},), oy une suite
de L (F,G) qui converge simplement vers T € L (F,G) , alors T est continue et

|17 < liminfy ||T%|| < supy || k|| < oo .

En effet, par le théoréme de la majoration uniforme, on a
1Tl = Timy, || Teo|| < liminfy || T]| - [lol] < supy [ T3] < oo

pour tout ¢ € F' tel que ||| < 1, puisque (T%),cy st évidemment simplement bornée. O

Claude Portenier SEMI-DUALITE 141



3.3 Opérateurs & noyaux dans C°

3.3 Opérateurs a noyaux dans C’

Cas simple  Soient [a, b] un intervalle compact de R et s : [a, b]2 — K . On dit que s est
un noyau . Supposons que s est une fonction continue. Pour tout v € C ([a,b]) , on pose

Ky (2) :=/ se(2,9) -7 () dy -

La fonction Ky est continue. En effet si (), est une suite de [a, b] qui converge vers x ,
alors
limy, »¢ (zg, ) -y = 5 (z,-) -y ponctuellement sur [a,b]
et
[« (@, ) - Y < Nllloo - Il - 1 € LY ([, B])

puisque ¢ et v sont continues. Par le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue on
obtient

b b
limy, Ky (éﬂk)zlimk/ s (T, y) -7 () dy:/ limy, 3¢ (z,y) -7 (y) dy =

=/ s (z,y) v (y) dy = Ky (x) .

Ceci montre que 'on peut définir une application
K :vyvr— Ky:C([a,b]) — C([a,b]) .

Elle est évidemment linéaire. Estimons || K || . Pour tout v € C ([a, b]) , on a

b b
/ () -7 (y) dy' <l - $UPacios / 3¢ (2, )] dy .

HKIYHOO = SUDg¢[q,5]
donc
b
K| < Supze[a,b]/ |5 (2, y)| dy < o0 .

Ceci montre aussi que K est une application linéaire continue de C (|a, b|) dans lui-méme. On dit
)
que c’est un opérateur intégral , ou un opérateur a noyau , ou encore un opérateur de Fredholm .
Nous allons maintenant montrer que 'on a

b
HKH = Supze[a,b]/ |%($7y)| dy < 00.

Soit £ € [a, b] un point ou la fonction continue ff |2 (+,y)| dy atteint son maximum. Consi-
dérons pour tout £ € N* | la fonction continue
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On a ||7lle < 1 et limgse(E,-) -y, = |2 (&, )| ponctuellement sur [a,b] . Par le théoréme de
Lebesgue on obtient

b b
/ |5 (&, y)| dy = limk/ 2 (& y) 7 (y) dy' < limy, [Ky, ()] <

< supy [ K7l < supg [| K| - 17l < 1K

donc
b
K] =/ 1> (&,9)| dy .

Cas général  Soient X un espace métrique, Y un espace complétement régulier, »r : X X
Y — K un noyau et v une intégrale de Radon sur Y . On fait les hypotheéses suivantes :

(a) Pour tout z € X , on a s (z,-) € L' (v) .
Siy € C’(Y), on peut alors définir

K~ (x) = /%(:B,y) -y (y) dv(y) pourtout x € X .

(b) Pour tout £ € X , il existe une partie v-négligeable N¢ de Y telle que s (-, y) soit continue
en & pour tout y ¢ N¢ .

¢ Pour tout £ € X , il existe un voisinage V¢ de ¢ dans X et une fonction g € L (v) tels
§ ¢ +
que, pour tout € Vg , on ait

e (z,)| < g¢ v-pDp.
Si (21),ey €st une suite de V convergente vers £ , alors on a

limy, > (2k,y) -7 (y) = 2 (& y) -7 (y) pour tout y & Ne
et

3¢ (@) -V < Wl - 96 v-PP-,
ce qui nous permet d’appliquer le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue :
i 7 () =l [ 5 (a,) 7 0) () = [ ¢(€00) 7 () v ) = K (6)
On adonc Ky € C(X) et
K:CY)—C(X):y+— Ky

est une application linéaire.
(d) M = supzeX/|%(a:,y)| dv (y) < oo .

On a alors

/%(x,y)-v(y) dv (y)| < M-l .

donc Ky € C°(X) et |K|| < M ,ie. K : Ct(Y) — C®(X) est une application linéaire
continue.

1700 = supsex

Les mémes méthodes permettent de définir des opérateurs a noyaux par exemple entre les
espaces LP .
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EXERCICE 1 On peut montrer, en approximant sgn (s (£,¢)) par une suite de fonctions
continues bornées sur Y (densité de C® (Y') dans L (|2¢(£,0)| - v) et théoréme de Riesz-Fischer)
que [[K[| =M .

EXERCICE 2 La diagonale
A= {(z,y) € [a,0]" | 2 = y}
divise [a, b]* en deux triangles
Dy = {(z,y) € [a,0] | 2 > y}
et
Dy :={(z,y) € [a,b* | z <y} .

Soit s : [a, b]* — K une fonction dont la restriction a chacun des deux triangles se prolonge
par continuité sur la diagonale, i.e. il existe des fonctions continues s»; : D; UA — K telles
que »|p, = »|p, pour j =1,2.

Montrer que

Kf(z) = / sle,y) - Fy) dy

définit une application linéaire continue K dans C([a, b]) .

144 SEMI-DUALITE Claude Portenier



Dualité et semi-dualité 3.4

3.4 Dualité et semi-dualité

Rappelons que le dual F” , respectivement le semi-dual F'' | de F' est 1’espace vectoriel des
formes linéaires, resp. semi- linéaires, continues sur I’ . Le cas purement algébrique, qui consiste
a considérer le dual algébrique F* ou le semi-dual algébrique F* , s’obtient en munissant F' de
la topologie localement convexe la plus fine (cf. exemple 2.10.4).

Pour tout ¢ € F', nous poserons

(os)p=plp) sipeF et (plp)p:=plp) sipeFt
Les fonctions
(o) — (o, pp: FXF'— K et (pp)— (plp)p: Fx FT —K

sont respectivement bilinéaire et sesquilinéaire.
Nous pouvons également poser

(o) g i=p(p) sipeF et (ul@)p =pnlp) sipeFt.
Les fonctions
() — () - F' x F — K et (N»‘P)'—><N|§0>FT1FTXF—>K

sont respectivement bilinéaire et sesquilinéaire.

Ceci nous conduit a poser la

DEFINITION 1 On dit qu'une forme bilinéaire ou sesquilinéaire s : F' X G — K définit
une dualité (F,G), , respectivement une semi-dualité (F|G), , ou bien que F' et G sont en
dualité, ou en semi-dualité, par s . On écrit aussi

s )

(@, 7) :=5(p,7) ,resp. (p[7),:=5(p,7) pourtout p € FetyeG.

On supprime 'indice s si aucune confusion n’en résulte. Nous ne traiterons dorénavant que
le cas de la semi-dualité, celui-ci étant le plus important pour la suite.

Nous avons défini ci-dessus les semi-dualités <F | F T> et <F T} F > . De maniere générale on
a la

DEFINITION 2 La semi-dualité (G| F') est définie en posant

(vle) == (p|ly) pourtout p € FetyeG.

Pour tout ¢ € F' | soit
(ol —(pl7): G — K.

C’est une forme linéaire sur G , i.e. (p| € G* .
Pour tout v € G, soit

)t pr—(p|7): FF— K.

C’est une forme semi-linéaire sur F', i.e. |y) € F'® .
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DEFINITION 3 On dit que les topologies localement convexes définies respectivement par
les familles de semi-normes (} |’y>})7€G sur F' et (} <90|D¢6F sur GG , sont les topologies faibles

sur F' et G (par rapport a la semi-dualité ( F|G) ); on les désignent par o (F,G) et 0 (G, F) ,
les espaces localement convexes correspondants par F), et G, .
Cette semi-dualité est dite séparante a gauche si

pEFet (plv) =0 pourtoutye G — ¢=0,
i.e. si 'application semi-linéaire
(‘| :o+— (p| : F — G* est injective,
ou encore si o (F,G) est séparée (proposition 2.5).
On dit qu’elle est séparante a droite si
vyeEGet (p|y) =0 pourtout p e F — =0,
i.e. si 'application linéaire
|y iy —|v) : G — F¥® est injective,
ou encore si 0 (G, F') est séparée.
On dit qu’elle est séparante si elle est séparante & gauche et a droite.

REMARQUE 1 Dans ce cas on identifie ¢ avec (p| et 7y avec |y) . Les physiciens disent
que (p| est un vecteur bra et |u) est un vecteur ket , puisque (p|~v) est une "bracket” . Cette
notation permettant de distinguer (p| et (| comme des formes linéaires sur G et F' , ainsi
que |v) et |¢) comme des formes semi-linéaires sur F' et GG en considérant respectivement les
semi-dualités (F|G) et (G| F) , est a la base du formalisme de Dirac (cf. 5.19).

EXEMPLE 1 La semi-dualité <F | F T> définie au début de ce paragraphe est séparante a
droite, puisque la forme semi-linéaire p est nulle si, et seulement si, pour tout ¢ € F, on a
(¢l ) =0 . En fait 4 = |p) ! La topologie faible o (F7, F') est ¢videmment la méme que celle

de la définition 3.1.5. Si p est une semi-norme sur F , pour tout u € F' | nous poserons (cf.
définition 3.1.2)

HNHp = HNHp,|.| = SUPyeFp(p)<i (ol )] € @-‘r .

Gréace au lemme 2.2, si |||, < oo on a

(el <plp)-llpll, pour tout p € Fet pe F.

Nous dirons que c’est I’ inégalité de Holder abstraite .

Dire que la semi-dualité <F | F T> est séparante a gauche signifie que, pour tout ¢ € F' ,
il existe une forme semi-linéaire continue sur F' telle que () = (| ) # 0 . Le théoréme
de Hahn-Banach (cf. théoréme 3.6) répondra a la question : elle est séparante a gauche si, et
seulement si, F' est séparé.

EXEMPLE 2 Sipu€ F' | alors
(: F —K:pr— (ulp)p = (@l 1) p

est la forme linéaire canonique associée a la forme semi-linéaire |u) et

) — (ul - FT— F
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est une bijection semi-linéaire.

EXEMPLE 3 Soit ¢ : FF — F une involution , i.e. une application semi-linéaire dont le
carré est 'identité :
a =07 , o+ =p+10 et P=¢ pourtout acKetpeckF.
Alors
(o) — (@l ) p = (@) : F x F' — K

définit une semi-dualité ( F'| F’) . Dans ce cas on considére F’ comme le semi-dual de F' grace
a I'application semi-linéaire

Fl— F' e |p) "o — (o) = u(@)7 .

L’involution duale est définie par

(| ) == (@|p) pourtout p € Fetpc F'.

EXEMPLE 4 Soient X un espace topologique séparé, p une intégrale de Radon sur X et
p,q € [1,00] tels que Il) + é = 1. On définit une semi-dualité (L? ()| L? (1)) en posant

(F19)i= [F-gdu pous tout f €17 (u) et g € L1 (1)
ce qui a un sens puisque f - g € L' (1) par I'inégalité de Holder. Elle est séparante.

En effet si p # oo et f € L? (1)~ {0} , la fonction g := sgn f - | [P~ € L9 () . Cest évident
sip=1;sipe]l,oo],ona(p—1)-g=pet

/|g|q du=/ || du=/ P du < 0.

<f|g>=/7-sgnf-|f|”‘1 dﬂz/w 20,

Sip=ooetfeL>(u)\ {0}, il existe une partie p-intégrable A telle que p(A) > 0 et
|f| > 0 pu-p.p. sur A . La fonction g := 14 -sgn f € L' () et

<f|9>=/A7'Sgnfd,u:/A|f| du>0.

Nous avons donc démontré que cette semi-dualité est séparante & gauche. Par symétrie elle
I’est aussi a droite. O

Il vient alors

En particulier si X =n = {0,...,n — 1} et u = # , on retrouve la semi-dualité séparante
(K"|K™) définie par

(z|y) = Zl’_j -y; pour tout z,y € K" .
JEN
Cette formule montre qu’il est raisonnable de considérer les vecteurs bra et ket comme des
vecteurs ligne et respectivement colonne :

(z| = (Tj)jEn NOES (yj)gT'En :
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La ”bracket” est alors une multiplication matricielle :

(@l y) = (@) e Wi)jen -
EXEMPLE 5 Reprenons les notations de I’exemple 1.2.3. On définit une semi-dualité,

<L2 (1, p) |L? (u, %}) >

1
(f19),. /f gdp pour tout f € L?(u,p) et g € L? (u,p) :

en posant

En effet on a f =0 p-p.p. sur {p = o0}, g =0 p-p.p. sur {/l) = oo} = {p =0} et l'inégalité
de Holder montre que

(17l aw) = ([ 151-vo ol du) < [ 18 o (1P L oo

Attention aux notations, il ne faut pas confondre le produit scalaire (- ) de L% (u, p) et la

semi-dualité (-|-) !

L’application
M,: fr—p-f:L*(u,p) — L (u,%)
est manisfestement une isométrie, puisque
lo- FI8,3 = [ 1o+ S5 du= [ 17 pdu=11E,.,
Elle est surjective et son inverse est évidemment M1 . Le théoréme de représentation de Riesz

montre donc que L2 (,u, /—1)) est isométrique au semi-dual fort de L? (11, p) par Ro My, , et en
les identifiant, que M, est I'application de Riesz :

2 R 2 1
L?(p,p) —— L*(u,p)p

M, l /ROM’_IJ
(o)

Nous verrons plus tard qu’il est plus naturel de considérer L2 (,u, /l)) comme le semi-dual
de L? (u, p) -

DEFINITION 4 On dit que les deux suites (¢;),_; , C F et (g),_, , C F sont bior-
thogonales si

(O] ) » = 6ky pour tout k,l=1,...,n. (%)

On vérifie immédiatement que ces suites sont linéairement indépendantes.
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LEMME  Soient F' un espace vectoriel, (1), , C F® une suite finie libre de formes semi-
linéaires sur F . Alors

()

(a) 1l existe une suite finie (¢y),_; ., qui soit biorthogonale avec (1),

=1,...n *

(b)  Pour tout p € F® | on a limplication
Kerp D ﬂ Kerp; == p est une combinaison linéaire des pi; .
j=1
(ii) Si H un sous-espace vectoriel de F' tel que
F=H® (ﬂKer,u]) ,
j=1

il existe une unique suite finie (py)—; ., C H qui soit biorthogonale avec (1),
C’est une base de H et tout o € H s’écrit sous la forme

¢:i<ﬂjw>'@j'

=1,....n *

Démonstration de (i) Remarquons tout d’abord que (a) = (b). Si (¢4);—;.. , est une
suite biorthogonale avec (1),

=1,...,n ?
o= (¢lu) o+
j=1
est I'unique décomposition de ¢ € F telle que

vi=p—y (elu) ;€| Kerp, .
p j=1

(@) (re)

L’assertion (b) est alors immédiate, car si p € F'® et Kerp D (7_, Ker p; , pour tout ¢ € I,

En particulier

il vient . <Z<¢|%> Ny > N
=;<s@|ug~>-<%}u>=<s@ -}u>-uj> ,
donc

N:i@@j}wﬂj-
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Nous aurons donc prouvé (i) lorsque nous aurons prouvé 'existence d’une suite biorthogonale
avec (1;),—; ., , ce qui découle de (ii), puisque ﬂ?zl Ker y; posséde un supplémeentaire algé-
brique : il suffit de compléter une base algébrique de ce sous-espace vectoriel en une base de
F .

Démonstration de (ii) Elle se fait par récurrence sur n . Le cas n = 0 est trivial en
considérant les suites vides, puisque ﬂ?zl Kerp; = F , donc H = {0} . Supposons que le
résultat soit vrai pour n et soient (u;),_; ., une suite de formes semi-linéaires libre. Comme
Hny1 M'est pas une combinaison linéaire des p; pour j = 1,...,n , grace a 'hypothese de
récurrence et au fait que (a) entraine (b), le noyau Ker p,, ., ne contient pas ﬂ;.lzl Ker pu; ; il
existe donc o, € ﬂ;.lzl Ker p1; tel que <<fn\;} Nn+1> = 1, donc tel que <<fn\;} ,ul> = Ont1y
pour tout [ =1,...,n+ 1 . Considérons la décomposition p, ; = ¢, +7 telle que ¢, ., € H
ety € ﬂ?;l Ker ; . 11 vient

i1 = (Poa| 1) = (Prrs + 7| 1) = (Prya| ) pourtout I=1,... .n+1.
On en déduit que
H:HﬂKer,unHEBK-gonH s

donc que

n+1 n
F=Ho <ﬂ Ker,uj> =HnNKerp, ;@ <ﬂKer,uj> .

j=1 j=1

Par ’hypothése de récurrence, il existe une suite (goj) . C HNKer 1, biorthogonale avec

j=1,..,

() =1, - L est alors clair que (goj) , est biorthogonale avec (,uj)

=1t j=1,ont1
Puisque
F = <@K-<pj> S <ﬂKer,uj> =Ho® <ﬂKer,uj>
j=1 j=1 j=1
et
DKy, cH,
j=1

ona @i K-, =H,donc (¢),_, , est une base de H .
Pour prouver I'unicité, soit (¥),_, , C H une autre suite biorthogonale avec (1;) - On a
Pp =D 51 Chj Y, , donc

Ora = (Prl ) = Z@ <¢j}:ul> = Cki ,
j=1

et par suite ¥, = ¢, . OJ

REMARQUE 2 1l est possible de simplifier quelque peu la démonstration de (i)(a); par

contre la version duale de cette assertion est beaucoup plus simple & démontrer. Si (goj)j: e

F' est une suite linéairement indépendante, alors tout ¢ € lin (‘Pj)j:l ., S'écrit de maniére

unique sous la forme

p=> ci(®) o -
j=1
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L’application ¢ —— W : lin (gpj)j:17...7n — K est une forme semi-linéaire que 1'on peut
prolonger (existence d’un supplémentaire algébrique) en une forme semi-linéaire p; sur F' . 11
est alors clair que (¢ ),_; ., et (1), ., sont biorthogonales.

Si dim F' = n , alors (¢),—; , €t ()

dites duales 'une de 'autre.

1—1_ . sont des bases de F' et F'® respectivement,

THEOREME Soit (F|G) une semi-dualité. On a
(F)'=1G) ,
ot |G) désigne l'image de l'application canonique
[y iy— ) G — F .
Pour tout v € G, la forme semi-linéaire |y) est continue sur F, par définition de o (F,G) .

Réciproquement, si i est une forme semi-linéaire continue sur Fy, , il existe (corollaire 2.2) une
partie finie I' C G telle que

ul < max | 7)]

On peut supposer que I' , donc aussi |I') , est linéairement indépendante; il suffit en effet de
considérer une partie [V C I' et engendrant I' | car il existe ¢ € R, tel que

max | |T)| < max | |c-T")| .
Si o € ,er Ker|y) , alors [(p| p)| < max|(p| )| =0, donc ¢ € Kerp . Par le lemme (ii), il

existe (c,), op € KT telle que p = doer & 1) = )Zyer Cy- 'y> , ce qu'il fallait démontrer.
U

DEFINITION 5 Nous dirons qu’'une topologie localement convexe ¥ sur F' est compatible
avec la semi-dualité ( F'| G) si

(Fo)' =1G) .

EXEMPLE 6 Le théoréme montre que la topologie faible o (F,G) est compatible avec la
dualité. C’est la moins fine, i.e. Fx — F, est continue, puisque chaque } |’y>} pour v € G est
évidemment une semi-norme continue sur Fx .

REMARQUE 3 Si (F|G) est une semi-dualité séparante a droite, on peut identifier G avec
|G) , donc G avec le semi-dual (F,)! de F muni de la topologie faible o (F,G) .

Par symeétrie si ( F'| G) est une semi-dualité séparante & gauche, on peut identifier F' avec
(F| , donc F avec le semi-dual (G,)" de G muni de la topologie faible o (G, F) .

REMARQUE 4 Si F est un espace localement convexe, il existe au moins deux topologies
localement convexes compatible avec la semi-dualité <F | F T> : la topologie initiale Tr et la
topologie faible o (F F T) , mais elles sont en général différentes, i.e.

Ff=(F,)" ,mais F # F, en général .
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EXEMPLE 7 Soit F un espace préhilbertien. Le produit scalaire (-|-) définit une semi-
dualité (F| F) séparante.

Mais attention, T n’est pas nécessairement compatible avec cette semi-dualité et les diffé-
rentes topologies a disposition sont différentes ; on a les inclusions, en général strictes, suivantes :
o(F,F)Co (F,F')C%p.

Si ‘H est un espace de Hilbert, le théoréme de représentation de Riesz montre que ’on peut

considérer I'espace de droite H dans la semi-dualité (| H) comme le semi-dual H' de H , ce
qui montre T4, est compatible avec cette semi-dualité.

EXEMPLE 8 (Intégrales de Radon réelles et complexes)

Rappelons qu’une intégrale de Radon sur X peut étre identifiée a une forme linéaire positive
sur g (X) (cf. cours d’Analyse [17], théoréme 14.6). Nous préciserons en disant que c’est une
intégrale de Radon positive .

DEFINITION 6 On dit qu'une forme linéaire continue p sur K (X) , ie. p € M(X) :=
K (X)), est une intégrale de Radon réelle respectivement compleze si K = R respectivement
K = C . Nous considérerons toujours la semi-dualité (K (X)| M (X)) définie par

(el Wiy = (@, ) = p(p)
Par restriction, on obtient une correspondance biunivoque entre les intégrales de Radon com-
plexes, qui sont réelles sur g (X) , et les intégrales de Radon réelles.

Par définition de la topologie localement convexe finale sur K (X) (cf. exemple 2.10.2), la
proposition 2.10 montre qu’une forme linéaire p sur I (X) est une intégrale de Radon si, et
seulement si, pour tout compact K C X |, la restriction de p & K (X, K) est continue, ce qui
signifie qu’il existe ¢ € R, tels que

(el o] < ¢ Illaie POUT tout @ € K (X, K) .

Cette définition est justifiée par le résultat suivant :

PROPOSITION  Toute forme linéaire positive sur IC(X) est continue, et toute forme li-
néaire continue sur K (X) est une combinaison linéaire de formes linéaires positives.

Si g est une forme linéaire positive sur K (X) , pour tout K € R(X) et ¢ € L (X, K) , on

/¢w4<umvwwu,

ce qui montre que p est continue. Pour la seconde partie on peut consulter le livre de Dieudonné
[7], XIII.1-3. O

)wlu )—

REMARQUE 5 L’étape importante de la démonstration de cette proposition est de prouver
Iexistence de la valeur absolue || d’une intégrale de Radon complexe p , puis que Mg (X)) est
un espace vectoriel réticulé : Pour tout ¢ € K, (X) , on posant

<90} |,u|>’c( = SUDy ek (X),lp|<e )(W N> ) )
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on définit une forme linéaire croissante sur le cone convexe K, (X) , qui se prolonge en une
forme linéaire positive sur K (X) . On définit également 1" intégrale de Radon conjuguée 1 (cf.
exemple 3 ci-dessus) par

<90|ﬁ>/c(x) = (9| N>/c(x) pour tout ¢ € K (X) ,
ainsi que la partie réelle Re p et la partie imaginaire Im p de p par

1

(p+m) et Imp:=—

5 (W) -

N | =

Rep :=
On peut alors poser
py :=max (Rep,0) , p_,:=max(—Reu,0) ,
ainsi que
w; = max (Imp,0) | p_,:=max(—Impu,0) .
Ces intégrales de Radon sont les seules telles que

H= Z €4, et min (Nl,N—l) = min (:uinu—i) =0

et=1

(cf. aussi ibid., XIII.15). On a
po <l <.

et=1

Si f est une fonction p-intégrable, i.e. |u|-intégrable ou encore p_-intégrable pour chaque

€, on pose
/fd,u:ZS/fd,ue,

ed=1
[ tan < [1r1dlu

On désigne encore par L' (1) I'espace vectoriel des classes, modulo les fonctions p-négligeables,
i.e. |p|-négligeables, de fonctions p-intégrables, muni de la norme

1l :=/|f| alul -

Si v est une intégrale de Radon complexe et f € Ll _(u) :=LL _(|u|) , alors

loc

|f -l = 1 Ll

et on a

(cf. ibid., XIIL.16).

EXERCICE 1 On consideére la semi-dualité (C ([0, 1])| M (][0, 1])) . Montrer qu’il existe une
suite (fx)zeny € C([0,1]) qui converge ponctuellement vers 0 sur [0, 1] et une suite (f,)peny C
M ([0,1]) qui converge faiblement vers 'intégrale de Dirac ¢ en 0 , mais telles que

{fi| u) =1 pour tout k € N
et

EXERCICE 2 Soit F' un espace vectoriel.
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(a) Montrer que tout sous-espace vectoriel W de F' est de la forme Ker B , ou B est une
application linéaire surjective de F' sur un espace vectoriel H .

(b) Si P:F — F est un projecteur, i.e. P> = P , alors
F=KerP& P(F) .
(c)  Soit D une application linéaire surjective de F' sur un espace vectoriel G . Une application

linéaire R : G — F telle que DR = Idg est dite une rétraction linéaire de D . C’est un choix,
dépendant linéairement de g € G, parmi les solutions de I’équation D f = ¢g . Montrer que

F=KerD®R(G) .

(d) Soit W un sous-espace vectoriel de F' . Montrer que les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Ona
F=KerD®oW
(i) Dw : W — G est bijective.
(iii) I existe une rétraction linéaire R de D telle que R (G) =W .
(iv) 1l existe un projecteur P : FF — F' tel que Ker P =Ker D et P(F) =W .

-1 -1 -1
Dans ce cas D := Dy : G — I est 'unique rétraction de D dont I'image est W et DD
est I'unique projecteur satisfaisant a (iv).

(e) Soit B une application linéaire surjective de F' sur un espace vectoriel H . Pour que la
somme Ker D + Ker B soit directe, respectivement que F' = Ker D + Ker B , il faut et il suffit
que Bjkerp : Ker D — H soit injective, respectivement surjective.

Ainsi

F=KerD & Ker B,

—1
si, et seulement si, Bjke,p : Ker D — H est bijective. Dans ce cas BB est I'unique projecteur

—1 —1
Q tel Q (F) =Ker D et Ker @ = Ker B . En particulier DD =1d—BB .
—1
Si S est une rétraction quelconque de D , alors R := (Id —-B B) S est I'unique rétraction
de D telle que R (G) = Ker B .

(f)  Supposons que B = (), » 0ot (i), _, est une suite linéairement indépendante de
F" . Nous allons calculer la suite (¢, k—1...n C Ker D qui lui est biorthogonale (cf. lemme 3.4),

en supposant connu des suites biorthogonales (¢y),_; ., et (v1),_; ., , tel que (¢y),_; , soit
une base de Ker D .

(i)  Déterminer la matrice M de Bjke p dans les bases (¢y),_, . et (ex),_, , de
Ker D et K™ .

(ii) Si T est lapplication linéaire dans Ker D telle que 7%, = ¢, , montrer que la
matrice de T" dans la base (1) est I'inverse de M .

(iii) Quelle est la décomposition de ¢, dans la base (V) 7

v

k=1,....,n

(g) Considérons Pexemple F := AC™ (J) , ou J est un intervalle de R , 7 € J , n € N et
D:=0": AC™ (J) — LL_(J) .
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Pour [ =0,...,n— 1, soit v; : AC™ (J) — C: ¢ — dp (1) .
Montrer que Ker 9" = 77n 1(J) 1espace vectoriel des polyndémes de degré < n — 1 et
.......... .1 et la rétraction S de 9" telle que
vioS (L. (J)) = {0} Déterminer le noyau s : J x J — C tel que S s’écrive comme un
opérateur intégral

S:Llloc()—)AC g'_)/ dS.

Utiliser la solution générale de I’équation différentielle 0" f = g pour g € Li.(J) en
n’oubliant pas d’appliquer le théoréme de Fubini!

(h)  Soient (70)g_ 1 € J, p: AC™(J) — C: o — o(1) et B = (1),
AC™ (J) — C™ . Sous quelle condition est-ce que Bjkergn : Kerd” — C" est bljectlve?
Dans ce cas calculer la base (¢y,),_ ,_; biorthogonale a (1) la rétraction R de 0"

..... 1=0,....,n—1
telle que p; o R(LL_(J)) = {0} et le noyau correspondant.

(i)  Soient (J1),_q,. ,_; une suite d’intervalles de J et j, : AC™ (J) — C: ¢ — fJ oo
Sous quelle condition est ce que Bjkeron @ Ker " — C" est bijective 7 Dans ce cas Calculer la
base (¢ )p—o... n_1 Piorthogonale a (1,),_ la rétraction R de 0™ telle que 0 R (L (J)) =
{0} et le noyau Correspondant.

~~~~~~~~~~

..... n—1"
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3.5 Applications linéaires de rang fini

DEFINITION 1 Rappelons qu'une application linéaire 7' : F' — G est de rang fini si le
sous-espace vectoriel T (F') de G est de dimension finie. On désigne par L’ (F, G) le sous-espace
vectoriel de L (F,G) formé de ces applications, et par L/ (F,G) le sous-espace vectoriel de
L (F,G) de celles qui sont continues.

Soient m = dim7T (F) et ® : T (F) — K™ un isomorphisme d’espace vectoriel, ce qui

revient & choisir une base (’yj)jzl . de T'(F) telle que ®y; = ¢; . Pour tout ¢ € F', on peut

écrire
Tp=a"' (®oT (p) =0 (Zprj (0T (p))- ) =D _pr;o®oT(p)
j=1 J=1

et
pj=pr;oPol : FF— K:pr—pr,oboT

est une forme semi-linéaire sur ¥ . On a donc
To=) (plu)p 7= 7 (Hl@)p -
j=1 j=1

Réciproquement, quelles que soient les suites (’yj)jzl . CGet ('uj)j:1 _CF © lap-
plication linéaire définie par

T= Z%’ (gl ) e (+)

est de rang fini.
Remarquons que T est continue si, et seulement si, 7' : ' — T (F') est continue en
munissant 7 (F') de la topologie induite. On a alors immédiatement le résultat suivant :

PROPOSITION  Supposons que G est séparé. Une application linéaire T : F — G de rang
fini est continue si, et seulement si, elle est de la forme (%) , ou (’yj)  CT(F), et chaque

p; est une forme semi-linéaire continue sur F' .

j=1,...,

Si T est continue, il est clair que p; = pr;o®oT € F T, puisque ® est un isomorphisme
d’espace localement convexe (théoréme 2.7). Réciproquement, si g est une semi-norme continue
sur gi ,alors goT < Z;”Zl }< ,uj} >} -q (’yj) et le membre de droite est une semi-norme contimg
sur F .

REMARQUE 1 Cette proposition généralise le corollaire 2.7.ii : Si (,uj)jzl . CF t alors

une application linéaire de rang fini de la forme (x) est continue de F' dans tout espace localement

convexe G contenant ('yj)jzl .
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COROLLAIRE [ existe une unique application linéaire bijective de |G) <F T} sur LT (F, G)
telle que l'image de |y) (u| soit l'application linéaire

Ve Apl Yt F— G o=y (pl ) p
de rang 1 . Nous identifierons |G) (Ft| a LS (F,G) .
Plus précisément toute application linéaire de rang fini T : F — G s’écrit sous la forme

T:= 2 [0 (1

ot (7;) i—1om © T (F) et (p;) imtm C F" . Elle est continue si, et seulement si, ('uj)j=1 C

.........

)

En particulier |F) <FT} s’identifie a LT (F) et }FT> <FT} a Lt (F FT) . En outre il existe
une unique forme linéaire

Tr: £/ (F) — K
telle que
Tr (|o) () = (p| @) ot pour tout ¢ € F et p € F1 .

Elle est continue pour la topologie induite par |F); <FT} St (V) p_y
biorthogonales et T € LT (F) est tel que T (F) C lin (¢y,),_,

TeT = (vi| Tehy)

keK

gy T =1,...,

.., alors

L’application
§:GxF — L(F,G): (v, 1) — 7+ (] ) e

est sesquilinéaire & droite, donc définit une application linéaire § : |G) (F | — L(FQG) .
Utilisant la proposition, il nous suffit de montrer que cette application est injective. Etant
donné t € |G) <F} tel que s () = 0 , nous pouvons supposer que t = Z?=1 }’yj> <,uj} et que
('yj)jzl . est libre par le lemme 2.14. Etant donné ¢ € F', on a

:é%'Wj}@ )

donc <,uj} <,0> = 0 pour tout j = 1,...,n; ceci montre que pu; = 0 , et par suite que t =0, ce
qui démontre la premiére partie.

L’application F' x FT — K : (¢, u) — (u| @)z est semi-linéaire a droite et séparément
continue, donc induit une forme linéaire continue Tr sur |F) ; <FT} . Etant donné T € L/ (F) ,

que nous pouvons supposer étre de la forme T = Z;”Zl }gpj> <,uj} , ol (‘Pj)jzl CT(F),on
obtient

D vkl Ty = Z<Vk

k=1 k=1

-3 (uf3
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DEFINITION 2 Pour tout 7' € £/ (F) , on dit que TrT est la trace de T .

Cette notion correspond bien avec celle donnée dans le cours d’Algebre linéaire, puisque
pour toute base (V). ,, de F,si (vy) k=1 ., est la base duale associée (cf. remarque 3.4.2),

..........

.....

REMARQUE 2 De la méme maniére on montre que G ® F' s’identifie & £/ (F, G) en iden-
tifiant v ® p avec 'application linéaire

YAty ) == G oy (1, )
de rang 1 .

EXEMPLE 1 (Cas des noyaux a variables séparées)

Nous utilisons les notations de 3.3 et de 'exemple 2.14.2. Supposons que le noyau s soit
de la forme

%:Z|fj><gj-$y'_>2f1 X XY — K.
j=1

On dit que c’est un noyau & variables séparées . Les hypothéses (a)-(d) de 3.3 sont satisfaites
si, pour tout j =1,...,m ,on a

(a) g;eL'(v).
(b) fieC(X).

(c) Cest automatiquement vérifié grace a (a) et (b).
L’application linéaire K s’écrit alors

K:cb<Y>—>c<X>:v~é(/v-gjdv)-fj-

Elle est de rang fini et bien de la forme (x) , puisque 7 — / 7 - gj dv est une forme linéaire

sur C° (V) quel que soit j . Ces formes linéaires sont continues, car on a

/v-g_jdv </|v| “|g;l dv < (/Igjl dV) Nl s

Ceci montre aussi que si K est a valeurs dans un espace localement convexe F' C C (X) , alors
K est continue.

(d) fiecC(X).
Ona M <7 1 fillo - [ lgsl dv .

Pour conclure remarquons que g; intervient comme une densité par rapport a v . On a

/V'Q_jdlj: <gj'V|’Y>M(y)

et 1l vient

7=§(/7-9_jdu)-fj=§fj- V) :<Z|f] ) 7
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i.e.

K =315 (s

EXERCICE Peut-on exprimer M simplement & l'aide des f; et g; 7 Etudier le cas X =
Yi:={1,...,n}etv:=%#.

EXEMPLE 2 Soient (¢4),_;, ., C F et (1), CF des suites biorthogonales (cf. défi-
nition 3.4.4). L’application

P‘:i}%ﬂﬂj}:F—’F

j=1

est le projecteur, i.e. P2 = P, sur lin (gpj)j: . tel que Ker P = ﬂ;.lzl Ker p; .

En effet, pour tout ¢ € F', on a

Pp = (ZMJ (uk|> (sz : (Nz|§0>> = o {ml @) (il o) =

k=1

—Zsok (1l @) = (Zm :uk|>

et
0=Po=> ¢ ()
k=1
est équivalent & (.| p) =0 pourtout k =1,...,n,doncap € ﬂ Ker p; puisque (4,0])
est libre. D
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3.6 Théoréme de Hahn-Banach

L’un des problémes fondamentaux de ’analyse fonctionnelle consiste & montrer 1’existence
d’une forme (semi-)linéaire ayant certaines propriétés, que nous supposerons s’exprimer par des
égalités et des inégalités. On peut toujours se ramener & un un probléme du type : trouver une
forme R-linéaire p sur 'espace vectoriel réel F' telle que

W (goj) < a; pourtout je€J,
ou (goj)je ; €t (), ; sont des familles quelconques de F et R respectivement. En effet 1 () >
est équivalent & p(—¢) < —a .
11 est préférable en général de remplacer ces données en introduisant une famille (en général

finie) de fonctionnelles sous-linéaires (qj)j ¢ - Par exemple I'inégalité u (4,0]-) < «; est équivalente
ap < 7’;?0 en définissant

r:Ry-o;— Ria-p;—a-q

(cf. théoreme 2.1.iii).

Nous écrirons donc le probléme sous la forme
n<q; pourtoutjeJ.

Grace au théoréme 2.1.i cela est équivalent a

n< N -

jeJ

PROPOSITION Soit p une forme sous-linéaire. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) p est R-linéaire.
(ii) p est minimale dans SL (F) par rapport a < , i.e.
qeSL(F) etqg<p = q=p.
(iii) Pour tout p € F', on a
p(p) =—p(=¢) .

(i) = (ii)  Par la proposition 2.1.i appliqué a ¢ , pour tout ¢ € F', on obtient
—q(p) <q(=¢) <p(=p) =-p(¥) ,
ce qui montre que p < ¢ , donc que ¢ =p .
(ii) = (iii)  Si p est minimale, pour tout ¢ € F', introduisons la fonctionnelle
rRi-p—R:a-pr— —a-p(—y) .

Ell est évidemment positivement homogene et sous-linéaire sur le cone convexe R, - ¢ . Par le
théoréme 2.1.ii p A 7> € SL(F) , car pour tout ¢ € F' , on a

pAT® () =1inf 4, per [p (1) +77 (0)] = infaer, [p(¥ —a- @) —a-p(—¢)] ,
P1+pa=¢
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puisqu’il suffit de considérer les ¢, de la forme o - 1 , et

p—a-p)—a-p(-p)=pH—a-p)—pH—a-p—1v) >

zpW—a-p)—pW—a-¢)—p(=¢) = —p(—¢) > -0,
ce qui montre que p A 7> (1)) > —o0 .
Mais comme pAr*® < p,on apAr®™ = p par la minimalité de p . On en déduit, en prenanr
a = 1 dans la définition, que

p(p)=p AT () < —p(—¢) < p(p)
grace a la proposition 2.1.i. Nous avons donc prouvé que p (¢) = —p(—¢p) .

(iii) = (i)  La condition entraine immédiatement 1’homogénéité de p . Pour tout ¢, € F |
on a alors

ple+v)<p@)+pW)=p(p)+ple+tv—9)<plp)+p(p+¥)+p(—p)=plp+¥),
donc I'additivité. Ceci finit de prouver que p est R-linéaire. O

SCOLIE (Principe d’Orlicz) Si p est une forme sous-linéaire, il existe une forme R-

linéaire p sur F telle que p < p .

. lli’ln particulier, si(q;) je €st une famille de fonctionnelles sous-linéaires sur l’espace vectoriel
telle que

—00 < /\qj<oo sur ',
jed
alors il existe une forme R-linéaire pu sur F' telle que

w<q; pourtoutje J.

Par le principe de maximalité de Hausdorff, il existe une chaine maximale S C SL (F') telle
que p € S . Posons p :=infS < p . Pour tout ¢ € S, on a ou bien ¢ > p ou bien ¢ < p . Dans
ce dernier cas, pour tout ¢ € F' | il vient

—p(=¢) < —q(—¢) <q(¥)
par la proposition 2.1.i. On en déduit que i () = —p(—¢) , donc que p(p) € R . 1l est clair
que g est positivement homogéne. Montrons que p est additive. Pour tout ¢,1 € F' et tout
g,reS,onaqg<rour<q,doncmin(q,r) € SL(F); ainsi

(e + 1) <min(g,7) (¢ +¢) < min (g, r) (¢) +min (g, 7) (V) < g (@) +r(¥) ,
et par suite p (¢ + ) < p(p) +p(P) .
Ainsi p € SL(F) et p < q pour tout ¢ € SL(F) . Par la maximalité de S , on en déduit
que g est un élément minimal de SL (F) , donc que p est linéaire par la proposition.

La derniére assertion est triviale, puisque la proposition 2.1.ii montre que /A jes G est une
forme sous-linéaire. O

REMARQUE 1 L’assertion d’existence de la proposition peut étre généralisée au cas ou
p € SL(F) , mais en supposant qu’il existe une fonctionnelle g surlinéaire, i.e. ¢ : F' — R est
positivement homogeéne et suradditive, et telle que p > ¢ . On peut aussi généraliser tous ces
résultats dans le cadre des conoides.

Dans le cas particulier, on peut montrer que la condition suivante est nécessaire et suffi-
sante : il existe une fonctionnelle surlinéaire ¢ : F' — R telle que A ies i =4 -

Claude Portenier SEMI-DUALITE 161



3.6 Théoréme de Hahn-Banach

THEOREME (de Hahn-Banach sur R) Soient F' un espace vectoriel réel, p une forme
sous-linéaire sur F' , E un sous-espace vectoriel de F' et 7 : E — R une forme linéaire telle
que T < p sur E . Alors il existe une forme linéaire p sur F qui prolonge T et telle que pp < p .

Remarquons que p = 7 sur E est équivalent & p < 7 sur £ , donc a p < 7 . Clest
évidemment nécessaire. Réciproquement, pour tout ¢» € E , on a

W) <) =—7(=¢) < —p (=) = p(¥) .

Par le principe d’Orlicz il nous suffit donc de considérer la fonctionnelle p A 7°° . Pour tout
peF ona

pAT™ (@) =infyep [p(e—¥) +7 )] ,

et
—T(W) =7(=¢) <p(=¥)=ple—v—9) <ple—9¢)+p(-9) ,
donc
plp—9)+7) = —p(—p) > —c0.
Ceci montre que p A 7° (¢) > —c0 . Onap AT® < oo sur F' |, puisque pAT* <p. — O

REMARQUE 2 Une forme C-semi-linéaire ;1 sur un espace vectoriel complexe F' est univo-
quement déterminée par sa partie réelle. En effet

Re (i ¢l p) = Re[ —i-{Re(p|p) +i-Im(p|p)}] =Im(plu)
donc
(o) =Re(p|p) +i-Re(i-olu) .
Plus généralement ’application
ve—v+i-v(i-o): (Fp)" — F?
est une bijection R-linéaire, ou Fir désigne ’espace vectoriel réel associé a F' .

Elle est bien définie, puisque p := v+i-v (i - ©) est semi-linéaire. En effet pour tout ¢ € F',
on a

pli-o)=v(i-p)+i-v(-p)=—i-[v(p)+i-v(ii-p))=i plp) .

THEOREME (de Hahn-Banach sur C) Soient F un espace vectoriel complexe, p une
semi-norme sur F', E un sous-espace vectoriel de F' et 7 : E — C une forme semi-linéaire
telle que } |'r>} < p sur E . Alors il existe une forme semi-linéaire p sur F qui prolonge T et

telle que } |,u>} <p.
La fonction
Re|r): E — R : 9 +—— Re (9| 1)

est évidemment une forme R-linéaire. Par le théoréme précédent, il existe une forme R-linéaire
v qui prolonge Re|7) et telle que v < p . Définissons 1 comme dans la remarque ci-dessus. Elle
prolonge 7 , car pour tout ¢» € E , on a

(V) =v @) +i-v(i-¢)=Re(y|r)+i-Re(i-¢|7) = (¢[1) .
D’autre part il existe a € U tel que |{(p| p)| = a - (@] p); on a alors

(ol =(a plp)=v(a-o) <pla-p)=plp) ,
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ce qui finit de prouver le théoréme. O

THEOREME (de Hahn-Banach) Soient F' un espace localement convere, E un sous-
espace vectoriel de F' et 7 : E — K une forme semi-linéaire continue pour la topologie induite.
Alors il existe une forme semi-linéaire continue u sur F qui prolonge T .

En particulier F est séparé, si, et seulement si, pour tout ¢ € F'\ {0} , il existe une forme
semi-linéaire continue u € FT telle que {p|p) # 0 , i.e. si, et seulement si, la semi-dualité
<F }FT> est séparante.

Si F' est un espace normé, il existe une forme semi-linéaire continue p sur F qui prolonge
T et qui soit de méme norme.

Par hypothese il existe une semi-norme continue p sur F' telle que } |'r>} < p . Il suffit donc
d’appliquer les théorémes précédents.

Si F' est séparé, il existe une semi-norme continue p telle que p () > 0 par la proposition
2.5. Définissons

T K-p—K:ia-po—a-p(p) .

C’est une forme semi-linéaire telle que (| 7) # 0 et elle est évidemment continue. Le résultat
découle donc de ce qui précede.
Si F est normé, on peut prendre p := || |7)]| - [lof| . O

COROLLAIRE

(i)  Soient F un espace vectoriel réel et p une forme sous-linéaire sur F' . Alors p est l'enve-
loppe supérieure des formes linéaires qu’elle majore, i.e.

p=sup{p € F"| p<p} .
(ii) Soit F' un espace localement conveze quelconque. Si p est une semi-norme sur F' , alors
p=sup{|lp)| |peF® et ||| <p} .
Si p est continue, alors

p=sup{||u)| |peFlet|lw <p} .

Démonstration de (i) Pour tout ¢ € F', on considere la forme linéaire
T:R-p—R:a-pr—a-p(p) .

Or 7 <psur R- ¢, puisque
T(=p) = —7(p) = —p(p) <p(-9p)

par la proposition 2.1.i. Il suffit donc d’appliquer le théoréme de Hahn-Banach réel.

Démonstration de (ii) On procéde comme dans la démonstration du théoréme de Hahn-
Banach complexe (exercice). 0

REMARQUE 3 La démonstration montre que les bornes supérieures sont ponctuellement
atteintes.

EXEMPLE 1 Soit F' un espace localement convexe séparé. Pour toute suite (¢;),_; , C F

lindairement indépendante, il existe une suite (v;),_; , C F' de formes semi-linéaires continues
qui lui soit biorthogonale.
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Dans la remarque 2.4.1 nous avons vu que ¢ — ¢; (¢) : lin (1/1 — K est une forme

J )j:l,...,n
semi-linéaire, évidemment continue. Le résultat découle donc du théoreme de Hahn-Banach.
O

EXEMPLE 2 Soient p,q des formes sous-linéaires sur un espace vectoriel réel F' et p une
forme linéaire sur F' telle que p < p+ ¢ . Alors il existe des formes linéaires v et n sur F' telles
quep=v+netr<p,ns<q.

Cela revient a construire une forme linéaire v < p telleque p—v =n < q,i.e. —v < ¢g—pou
encore v < ¢ (—¢)+ p . Par le principe d’Orlicz, il nous suffit donc de considérer la fonctionnelle
p A g (—o) + p] et de montrer qu’elle est > —oo . Rappelons que, pour tout ¢ € F', on a

PA g (—=0) + 1] (¢) = Infy perprtos—e [P (1) +a(—02) + 1 (py)] -
Or

p(p1) +q(=p2) + 1 (p2) = (91) =P (=p2) + P (=pq) + q(—pa) + 11 (pg) =

Zp(p1) —p(—=pa) = —p(—p1 — ) = —p(—p) > —0c0,

p(=p2) <p(—p1 —¥) +(p1) -
0

EXEMPLE 3 Soient p, ¢ des semi-normes sur un espace vectoriel F' , réel ou complexe, et p
une forme semi-linéaire sur F' telle que } | ,u>} < p+q . Alors il existe des formes semi-linéaires

l/etntelles,u:l/—l—netﬁl/ﬂ <p, }|77>} <gq.
Le cas réel est immédiat par l’exemple précédent en remarquant que, pour toute forme
linéaire p et toute semi-norme p , on a
ul<p <= nu<p.

Quant au cas complexe, on procéde comme dans la démonstration du théoréme de Hahn-Banach
complexe 2.6 en considérant les parties réelles. O
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3.7 Continuité faible et adjonction

Dans tout ce qui suit F,G sont des espaces localement convexes
Nous allons maintenant étudier le semi-dual F'' de F', muni de sa topologie faible. Rappelons
qu’elle est definie par les semi-normes
pr—elw]: F' — R
pour p € F'.

REMARQUE 1 Soit T : FF — G une application linéaire (respectivement semi-linéaire).
Considérons, pour tout v € G , la forme semi-linéaire

T%v:=(:|V)goT =(T|v)g: F —K:p— (Ty|v), ,
respectivement

T%v:= (| V)goT =(T|v)g : F —K:p— (Tplv),) .
Dans la semi-dualité (F |F®) | pour tout ¢ € F et v € GT | on a I'égalité fondamentale

(Tolv)g = (Al Tv),
respectivement
(Telv)g = (| Tov)p = <T®V} 90>FT :

Nous avons donc défini une application linéaire, respectivement semi-linéaire

T .GV — F® v — T% .

On constate souvent, en manipulant judicieusement 'expression (T'p| V) , par exemple en
intégrant par partie, que l'on a T® (GT) C F' . Plus précisément il est souvent possible de
définir une application S : GT — F'f telle que 1’on ait

(To|v)y = (p| Sv)p pour tout p € F et v e G .

Ceci nous conduit, pour des raisons d’ordre essentiellement pratique, a poser la

DEFINITION 1 On dit que 7% : Gt — F®est I’ adjointe algébrique ou formelle de T .
SiT® (GT) C FT | ie. 'l existe une (unique) application linéaire (respectivement semi-
linéaire) S : GT — FT telle que, pour tout ¢ € F et v € GT , on ait

(To|v)e = (@l Sv)p  (resp. (To|v)g = {p|Sv)p ),
on dit que T admet une adjointe et on désigne par
T:G'— F' v — T = (T-|V)

cette application.

Notons tout d’abord la propriété universelle suivante exprimant que la topologie faible est
une topologie initiale :
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LEMME Soient (F|G) une semi-dualité, H un espace localement convexe et T : H — F,
une application (semi-) linéaire. Pour que T soit continue, il faut et il suffit que, pour tout
v € G, la forme (semi-) linéaire (T-|~v) = (:|v) o T soit continue sur H .

C’est immédiat par définition de la topologie faible (cf. définition 3.4.3), puisque l'on a
|Gl e T = KT )] - O

PROPOSITION Soit T : FF — G une application linéaire.
(i)  L’application
T :G' — F® : v — T%y
est linéaire (respectivement semi-linéaire) et (faiblement) continue. Si T admet une adjointe,
alors T est (faiblement) continue.
(ii) SiT:F — G est continue, alors T admet une adjointe.

(iii) Pour que T admet une adjointe, il faut et il suffit que T : F, — G, soit continue.
En particulier si T : F' — G est continue, alors T : F, — G, est continue.

(iv) SiS,T:F — G sont des applications linéaires continues et « € K |, alors
S+T)' =8 +Tt e (a-T)'=a-TF.
(v) SiT:F — G etS:G— H sont des applications linéaires continues, alors

(ST)' =Ttst .

En particulier, si T est un isomorphisme de F sur G ou de F, sur G, , alors T' en est

ausst un et on a
—1 -1 T
T = (T) .

Démonstration de (i) La continuité de T® est immeédiate par la lemme puisque, pour
tout ¢ € F',

(pl)poT® =(Ty|)q
est une forme semi-linéaire continue sur G' . Si 7' admet une adjointe 7' est continue comme
factorisation de 7% .

Démonstration de (ii) En effet, pour tout v € G' , la forme semi-linéaire T%v =
(:|v)g o T est évidemment continue, donc T%v € FT .

Démonstration de (iii) SiT: F, — G, est continue, (ii) montre que 7" admet une
adjointe puisque (F[,)T = Ftet (G(,)T = G . Réciproquement si T' admet une adjointe, il nous
suffit grace au lemme de montrer que, pour tout v € G' , la forme semi-linéaire (T V) est
continue sur F, . Mais (T-|v), = (-] TTV>F et TTv € F' | d’ot I'assertion par définition de la
topologie faible.

Le reste est alors immédiat. O

THEOREME On suppose que F,G sont séparés.
(i)  Pour tout ¢ € F, soit
@)t = (pl @) pr = (ol 1)
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la forme semi-linéaire continue sur F' associée a ¢ . L application canonique
T
[t B — (F) 50— )
est un 1somorphisme permettant d’identifier F, a (F T)T .

(ii) SiT:F — G est continue, alors T = (TT)T .

Démonstration de (i) Le théoréeme de Hahn-Banach 3.6 montre que la dualité ( F T} F)
est séparante & droite, donc que |-) .+ est bijective (théoréme 3.4 et remarque 3.4.2). Ceci montre

que les semi-dualités <F | F T> et < (F T)T) F T> peuvent étre identifiées :
odpel ) ryr = (1l @ pr = (Pl ) 5

les topologies faibles sur F' et (F T)T sont en particulier les mémes.

Démonstration de (ii) On a évidemment
t t
(@ o) = (@) o] ) gy = (AAT) = (Tl v
ce qu’il fallait démontrer. O

DEFINITION 2 Soit ( F'| G) une semi-dualité. Si F’ et G sont des espaces localement convexes
séparés nous dirons qu’ils sont en semi-dualité si leur topologie est compatible avec cette semi-
dualité.

La semi-dualité (F|G) est donc séparante et le théoréme montre que dans ce cas on a
G, = F'et F, = G' . Par exemple un espace de Hilbert H est en semi-dualité avec lui-méme
grace au produit scalaire (cf. exemple 3.4.7).

SCOLIE On suppose que F' et G sont séparés.

(i) L(F,,G,) = L(F,G,) est l’ensemble des applications linéaires de F' dans G admettant
une adjointe. En outre

T+——T"V: L, (F,,G,) — L, (GT,FT)
est un 1somorphisme, dont [’application réciproque est
S+ St L, (G FY — L, (F,,G,) .
(ii) On a
L(F,G)CL(F,,G,) .
Si F' est tonnelé, alors
L(F,G)=L(F,,G,) .

Démonstration de (i) L’inclusion £ (F,,G,) C L (F,G,) découle du fait que ' — F,
est continue (exemple 3.4.6 ou le lemme ci-dessus). Les éléments de L (F,G,) admettent une
adjointe par la proposition (i) et les applications linéaires de F' dans G admettant une adjointe
sont faiblement continue par (ii). Finalement les formules

(Telv)al = (el T'v) o = [(TTv]0) ]
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montrent que les semi-normes sur L, (F,, G,) et L (GT, F T) se correspondent.

Démonstration de (ii) L’inclusion découle de la proposition (i). Maintenant si F' est
tonnelé, il nous suffit de montrer que si T : F, — G, est une application linéaire continue,
alors T': F' — G l'est aussi. Mais pour toute semi-norme continue ¢ sur G , le corollaire 3.6.ii
montre que

qoT = (SUPueGT,|u|<q (] V>|) ol = SUPpeat |vi<q (T-|v)| = SUPyeat,|v|<q }<| TTV>} .

Or T'v € F' est une forme semi-linéaire continue sur F' . Ceci montre que la semi-norme qo T’
est ’enveloppe supérieure d’une famille de semi-norme continues, donc qu’elle est continue par
le scolie 2.13. m

REMARQUE 2 Dans les applications on montre, ou bien directement que 7' : F' — G est
continue, ou bien que T" admet une adjointe, ce qui prouve la continuité faible, d’ot la continuité
si F' est tonnelé ou plus généralement si F' est muni de sa topologie de Mackey (cf. théoréme
3.11.ii). La continuité faible n’est en fait qu'un outil théorique.

EXERCICE Soient F,G des espaces localement convexes tels que F'N G soit dense dans F
et dans G . Montrer que 'on peut identifier F'" et G a des sous-espaces de (F'N G)T et que 'on
a

(FNG)' =Fr+Gt.
Cf. définition 2.4.2 et exemple 3.6.2.
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3.8 Dualité dans les espaces normés

Soit F' un espace normé. Rappelons que F BT désigne le semi-dual fort de F' (cf. définition
3.2.2). Il est muni de la norme

[l = HNH||.||F7|.| = SUPyeF,||p| <1 (el )]
On a

(el )] <ol - [l pour tout ¢ € Fet pe F'.

T
En particulier Id : Fg — FT (= F!) est continue, donc F = (FT)T C (Fg) :
T T
DEFINITION On dit que (FBT) est le bidual de F et que F est réflexif si F = (Fg) .

THEOREME Pour tout p € F' , on a
o]l = H |§0>F+H = SUPpept||ull<1 (el )]
i.€.
t T
e F— (B) co— lohm
est une isométrie.
En effet, on a

H |90>FTH = SUDpert,|u)<1 (] @) pi| = SUD e Ft||ul<1 (el )] = llell
par le corollaire 3.6.ii, car ||u|| < 1 signifie que |{-| u)| < ||| . O

REMARQUE 1 Un espace normé réflexif est nécessairement un espace de Banach.

T
C’est évident puisque (F g)ﬁ est complet par la proposition 3.2. O
T
REMARQUE 2 On identifie ’espace normé F' avec son image dans (F g) , mais en général
T
ona F # (Fg)

T
La fermeture de F' dans son bidual fort (F g) , muni de la norme induite, est évidemment

un espace de Banach induisant la norme de F' et dans lequel F' est dense.

T
DEFINITION 1 On dit que la fermeture de F' dans son bidual fort (F g)ﬁ est le complété
de F et on le note F .
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LEMME La boule unité de F est dense dans celle de F' .

Etant donné ¢ € F tel que 0 < [l¢|| < 1, il existe une suite (Or)keny C F telle que

¢ = limy, ¢, . Mais comme 0 # ||¢|| = limy, ||, || , il vient
lell Il o
k k

1l I

p = limy <

<

0

REMARQUE 3 Si H est un espace de Hilbert, le théoréme de représentation de Riesz 1.5
montre que 'on peut considérer 1'espace de droite H dans la semi-dualité (H|H) comme le
semi-dual fort Hg de H .

EXEMPLE 1 Si F est un espace préhilbertien, alors I’espace de Banach complété Fde F
est un espace de Hilbert, puisque la norme du complété satisfait encore a 1’égalité du parallé-
logramme (cf. corollairel.3).

Remarquons qu’il n’est pas immédiat de démontrer directement que le produit scalaire se
prolonge par continuité au complété, le produit scalaire n’étant pas uniformément continu
sur F' x F'.

On a les assertion suivantes :

(i)  Soient F un espace préhilbertien et F I’espace de Hilbert complété de F' . Alors Ff = Fg
et l’application de Riesz { — [€) : F — F BT est une isométrie d’image dense, qui se prolonge

en une isométrie de F' sur Fg .

T ~
(ii) Le bidual fort (Fg)g de F' est égal au complété F' de F; en particulier un espace de
Hilbert 'H est réflexif.
Démonstration de (i) Comme toute forme semi-linéaire continue p sur F' possede un

seul prolongement continu 7 & F' de méme norme par le théoreme de Hahn-Banach 3.6, on
obtient F g =F BT . Le théoréeme de Riesz montre alors que R : £ — [€) est une isométrie de F

sur Fil , d’otl notre assertion.

Démonstration de (ii) Si ¢ est une forme semi-linéaire continue sur F f , qui est un
espace de Hilbert par (i) et la remarque 1.5.2, il existe v € F, BT tel que 'on ait

<N|C>FBT = (4] V)FBT = <N|R_1V>ﬁ pour tout p € FT .

On a donc ¢ = |[R7 ')z € F (cf. remarque 3). 11 est alors clair quun espace de Hilbert est
réflexif. 0

COROLLAIRE S@ F et G sont des espaces normés et T : F' — G est une application
linéaire continue, alors TT : GTB — Fg est continue, ||T|| = || T et

(r)'s (71), — (cb),

B
est un prolongement de T' de méme norme.
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Pour tout ¥ € G' , on a
T[] = supgerp gyt [ 01 T'V)| = suPeppy<1 {Tel )| <

< subgergl< 1Tl - I < T - ([l
ce qui prouve que HT f H < ||IT|| , et en particulier que T est (fortement) continue. Il en est donc
de méme de (T T)T et H (T T)TH < HT TH . Mais comme (T T)T est trivialement un prolongement

de T par le théoreme 3.7.ii, on a ||T| < H(TT)TH , donc ||T|| < (TT)TH < |77 < 1T ce
0

qu’il fallait démontrer.

PROPOSITION  Toute partie faiblement bornée d’un espace localement convexe F' est bor-
née.

Etant donné une partie A C F' faiblement bornée, il suffit de montrer que toute semi-
norme continue p sur F est bornée sur A . Si 7 : FF — F /{p =0} désigne la projection
canonique, elle est continue en munissant F' /{p = 0} de la norme [p| . D’apres la remarque 2

I’espace normé F' /{p = 0} est un sous-espace de ( (F' /{p =10 ). Puisque I'image 7 (A) est
s

faiblement bornée, ce qui signifie que I’ensemble

(m( ) ((F/p=01)}) = £, ((F /1= 0})} . K)

est simplement borné, le théoréme de la majoration uniforme 3.2 montre, car (F /{p = 0})2
est un espace de Banach par la proposition 3.2, que (7 (A4)| est bornée dans

£ ((F /p =01} %) = ((F /p =0}

Mais cela signifie que [p] est bornée sur (7 (A)| , donc que p est bornée sur A. ——— O

EXEMPLE 2 Soient p une intégrale de Radon sur un espace topologique X , p € ]1,00][ et
q € |1,00][ tel que i + é = 1. Pour la semi-dualité (L7 (p)| L9 (1)) définie par

(£19) = [ 7-gdu pour tout £ € 17 (u) et g < L7 (1)

(cf. exemple 3.4.4), Papplication

g lg) : L9 (n) — L ()}

est une isométrie. En identifiant ces deux espaces on a
L? ()}, = L () -

On en déduit que L? (u) est réflexif pour tout p € |1,00[ et que L? (u) et L7 () sont en
semi-dualité (cf. définition 3.7.2).

La démonstration utilise le théoréme de Radon-Nikodym.

REMARQUE Les cas p € {1, 00} sont spéciaux. Tout d’abord on peut montrer que

L' ()} =L () -
Il est nécessaire d’utiliser l'intégration essentielle comme le montre la proposition 1.16 : si
lg) =0, on a dans le cas non-modéré seulement g = 0 localement p-p.p. .
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Mais en général
L ()l # L' (u)

Les espaces L' (1) et L°* (i) ne sont donc pas en semi-dualité, au contraire de L' (i) et
L>* (1) = L' (1) bien évidemment.

EXERCICE 1 Démontrer ce qui précede lorsque X est un espace métrique discret et p
I'intégrale de comptage, i.e. dans le cas de la semi-dualité (/7 (X)|¢? (X)) . En d’autre termes

P X)) =0(X) sipe[l,oof .

Montrer également que

On a donc

I'inclusion étant évidemment stricte.
On peut aussi montrer que I'inclusion

fx)c (e (X)g); = (X))

est stricte en considérant un ultrafiltre sur X .

EXERCICE 2 Soit F un espace normé, pu € FT \ {0} et ¢ € F' . Montrer que

40 AL1m =1 =

et

d (o, Ker p) :% .
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3.9 Dualité de Fenchel

Nous allons montrer qu’il y a correspondance biunivoque entre les fonctionnelles convexes
s.c.i. sur F et F respectivement. Ce probléme étant purement réel, nous considérerons la dualité
réelle <F , F T> définie par la forme bilinéaire

(QO,N)'—>R€<<,0|,LL>:F><FT—>R,

On remarquera que I'application canonique (Fg) — F!' : v +—— v +i-v(i-0) de la
remarque 3.6.3 est un isomorphisme pour les topologies faibles.

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une fonctionnelle f : F — R est conveze si, pour tout
@, € F et tout t €[0,1] , on a

flto+d=t)-)<t-flo)+A—=1)-f(¥) .

REMARQUE 1 Pour que f soit convexe il faut et il suffit que son surgraphe , i.e. ’ensemble
{(p,a) e F xR | a> f(p)}, soit une partie convexe de F' x R . On pourrait penser que 'on
peut étendre la notion de convexité a des fonctions & valeurs dans R , mais ceci ne conduit pas
a des résultats intéressants.

REMARQUE 2 Si une fonctionnelle f définie sur une partie convexe A de F' est convexe
dans le sens ci-dessus pour tout ¢,1) € A , alors son prolongement f*° par oo hors de A l'est
aussi. Par exemple la fonctionnelle oop, , égale a 0 sur A et & oo hors de A est convexe. Elle
est s.c.i. si, et seulement si, A est fermée.

DEFINITION 2 Etant donné f : F — R , on pose

. 1
i () == infacpy o f(a-p) pourtout ¢ € F .

REMARQUE 3 fj; est strictement positivement homogeéne. Pour que f;, soit une fonction-
nelle positivement homogene, il faut et il suffit qu'il existe une fonctionnelle positivement ho-
mogeéne g : FF — R telle que f > ¢ . Danscecasona g < f, < f .

Pour tout 8 € R , il vient

Fu (B ) = B infocss ——  fa-B9) =B fulp) |
a-

ce qui prouve la premiére partie. La condition de la seconde partie est trivialement nécessaire
puisque fj, < f . Réciproquement on a f (0) > 0 , donc f;, (0) =0 . En outre f;, > ¢, car

1 1
a'f(a'SO)Za-q(a-@):q(go) pour tout o € R, .
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LEMME Soit f: F — R une fonctionnelle conveze.

(i) Si f est s.c.i. en 0 et telle que f(0) > 0 , il existe une semi-norme continue q telle que
fz-q.

(ii) Sl existe une fonctionnelle positivement homogéne q : F — R telle que f > q , alors
fn est une fonctionnelle sous-linéaire telle que q < fr, < f .

Démonstration de (i) Comme { f> @} est un ouvert contenant 0 , il existe une

semi-norme continue ¢ telle

f(‘P)?T20>—Q(<P)
Si maintenant q(go)>f(0),posons¢::§(—gg ¢ .Onagq(()=f(0), donc
f(0) _ _fO U
2 gfw)_f({l qw)] ") S0)<

Il vient alors

q(p)
flo) 2 === = —alp)
Démonstration de (ii) Par la remarque qui préceéde, il nous suffit de prouver que fj, est

sous-additive. Mais pour tout ¢, € F', la convexité de f montre que

Fu) + fo () = infaciy — - (- ) + infgemy = - £ (8- 9) =

1
i+%f(a.<’0)+lj—%f(ﬁ.¢)

«

=

. 1 1
= Hlfa,ﬁe]R*+ o + B

)-f( : -(90+¢)> = fulo+ ) .

. 1
> infq gers - +

DEFINITION 3 Soient f : F — R . Pour tout x € F' , on pose

f° (1) :=supgep [Re (@l p) — f ()] €R.
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Grf
o)

\ @ F

Y (elp)— f @)

On dit que c’est la fonction conjuguée ou la transformée de Legendre-Fenchel de f .

REMARQUE 4 Ona (£00)° = Foo.Si f: F — Rest # 0o, alors f° est une fonctionnelle
convexe s.c.i. sur F'f et on a

fOO < f .
Montrons que f° est & valeurs dans ]lAé; comme f (1) < oo pour un ¢ € F', on a

f° (1) = Re (9| ) — f () > —o0  pour tout u € F' .
Comme pour tout ¢ € F', la fonction

p— Re(p|p) — f ()
est affine continue sur F'' | il est clair que f° est convexe et s.c.i.. Pour tout v € F', on a

() =supuep [Re (v ) — f° ()] = sup e infoer [Re (y — @l p) + f ()] < f(7) -

REMARQUE 5 On a f° # oo si, et seulement si, il existe u € F et ¢ € R tel que
Re|p) —c< f.

En effet f° (u) < oo signifie que 'on a
Re (o) — f° (1) < f(p) pour tout ¢ € F.

THEOREME (de Fenchel) Soit f: F — R .
(i) Si f est convexe s.c.i., alors
f=re
Une telle fonction est en particulier minorée par une fonction réelle affine continue.

(ii) f°° = —o0 ou f°° est la plus grande des fonctionnelles convexes s.c.i. qui sont plus petites
que f .
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(iii) Les fonctionnelles convezxes s.c.i. sont les mémes pour toutes les topologies sur F' com-
patibles avec la semi-dualité. En particulier les parties convexes fermées sont les mémes pour
toutes ces topologies.

Démonstration de (i) Si f = oo, c’est immédiat. Si f # oo , étant donné v € F et
r € R tels que 7 < f () , il nous suffit d’apreés la remarque 4 de montrer qu’il existe p € F'f tel
que
Re (v —olp) + f(p) 2 r pour tout p € F,
c’est-a-dire qu’il existe v € F} tel que
v(e) < flp+7)—r=1g(p) pourtout p€ F .

Nous allons appliquer le principe d’Orlicz 3.6.

La fonctionnelle g est évidemment convexe, s.c.i. et on a g (0) = f (¢») —r > 0 . Grace au
lemme (i), il existe une semi-norme continue g sur F telle ¢ > —¢q . Comme —gq est positivement
homogene, le lemme (ii) montre que p, est une fonctionnelle sous-linéaire, et v < g si, et
seulement si, on a v < p, , puisque v est positivement homogeéne.

Il nous faut aussi assurer la continuité de v . Pour cela nous allons imposer v < ¢q , ce qui
revient a considérer la fonctionnelle p A g . Elle satisfait a p A ¢ < g et, pour tout ¢, ¢, p, € F
tels que ¢; + ¢, = ¢ , on a

ple1) +a(py) 2 —q(e) +a(=wa) = —q(p) ,

ce qui prouve que p A q > —q . Nous avons donc —oco < p A ¢ < oo partout, ce qu’il fallait
démontrer.

Démonstration de (ii) Si f° = 00 ,on a f° = —o0.Si f°+# oo etsigest une
fonctionnelle convexe s.c.i. < f , il en existe par la remarque 5, alors f° < ¢°, puis g = ¢g°° < f*°
par (i).

Démonstration de (iii) C’est évident puisque les fonctions affines v —— Re (v|pu) —
p° (p) sont continues pour toutes les topologies compatibles avec la semi-dualite. ——— O

DEFINITION 4 Soit f : F — R . On pose
cogp:={f°<0}t:={peF | Relu) <f}.
On dit que c’est I’ ensemble dual de f . Si A C F'', on définit
sly :=supRe|A) et sny:=sup||4)| .

On dit que sly est la fonctionnelle duale de A .

PROPOSITION coy est une partie convexe fermée intersection de demi-espaces réels fer-
més dans FT |, tandis que sly et sny sont ou bien égales & —oo ou bien des fonctionnelles
sous-linéaires s.c.i. sur F'; sny est en plus absolument homogéne, donc une semi-norme si elle
est finie.

En effet
cop = [ {neF| Re(p|p) < f(o)}

peF

et {perFt } Re (| p) < f ()} est une partie convexe fermée de F'' | puisque pn — Re (¢ p)
est linéaire continue. La seconde partie est bien connue (cf. exemple 2.1.3). ———— [O
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DEFINITION 5 On dit qu'une partie A de F est absolument symétrique si, pour tout
aclUNK,onaa-A=A. Lorsque K =R on dit simplement symétrique .

REMARQUE 6 L’enveloppe convexe co (A) d’une partie A de F', i.e. la plus petite partie
convexe contenant A , est formée de toutes les combinaisons convexes d’éléments de A , c’est-
a-dire

co(4) = {th " Pj (gpj)jzl,...,n C Fet (tj)j=1,...,n C Ry telle que th = 1} .
j=1 j=1
C’est évident puisque ’ensemble de ces combinaisons est convexe. O

REMARQUE 7 Désignons par cs (A) ’enveloppe convexe absolument symétrique d’une par-
tie A de F', i.e. la plus petite partie convexe absolument symétrique contenant A . On a

cs(A)zco( U a-A) .

aclUNK

S’il faut préciser nous écrirons csk (A) .
Si C' est convexe et si K=R , on a

csg (C)=co(CU-C)={t-o—(1—1t)- Y| p,peCettel01]},
tandis que si K = C , on a seulement
csc (C) Cesg(C)+i-csg (C) .
Si C est une partie convexe compacte de F' | alors csg (C') et ¢s¢c (C) sont des parties compactes

de F'.

La premiére partie est immédiate en remarquant que le membre de droite est absolument
symétrique. La deuxiéme aussi, mais attention csg (C') + i - csg (C') n’est pas absolument symé-
trique. Quant a la troisiéme csg (C') est I'image de 'application continue

CXCX[0,1]—>F§((p,1/),t)i—>t-<p—(1—t)-1/},
et csg (C) + i - csg (C) celle de
csg (C) x esp (C) — F: (g, 9) — o +i-1.

O
Nous pouvons maintenant généraliser le corollaire 3.6.
COROLLAIRE Soient f: F — R et AC F' .
(i) Ona
(.fh)o = OOECOf et (OO[:A)O = SIA .
(i)  sleo; = —00 ously, est la plus grande fonctionnelle sous-linéaire s.c.i. qui soit plus petite
que f .
(iii) On a

cog, =c0(A) , com, =0cs(A) .
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et
Sty = SI@(A) .

(iv) 1l y a correspondance biunivoque entre les parties convewes fermées C de F' et les fonc-
tionnelles sous-linéaires s.c.i. p sur F' par C — sl¢ et p+— co, , t.e.

p=-sl,, e C=cog, ,
et

(a) Pour que C contienne 0 , il faut et il suffit que p >0 .

(b)  Pour que C soit absolument symétrique, il faut et il suffit que p soit absolument
homogeéne.

(c¢) Pour que C soit bornée, il faut et il suffit que p soit finie.

Démonstration de (i) Sip € coy , pour tout ¢ € F et « € R}, on a
a-Re(plp) = fla-@) =Re(a-olp)—fla-¢) <0,

donc
1
Re (] p) = fu (- @) = supoczy |Re () ——- fla )| <0,

et par suite (fn)° (u) = 0. Si u ¢ coy , il existe ¥ € F tel que Re (¢| u) — f () > 0; mais
comme pour tout o € R% , on a

Re(a-¢lp) = fu(a- ) = a- [Re (| p) — fu ()] = o [Re (| ) = f (¥)]

par la remarque 3, il vient (f5,)° (1) = oo .
Pour tout ¢ € F' , on a

(00ca)” (p) = sup,ep [Re (] ) — oopa ()] = sup Re (¢ A) = sla (¢) -
Démonstration de (ii) On a

SlCOf = (OOE COf)

d’ou le résultat par le théoréme (ii).

o

(fn)™

Démonstration de (iii) 11 vient tout d’abord

oo

OOECOSIA = (SIA)O = (OOEA) ;
si maintenant C' est une partie convexe fermée contenant A , on a ooge < oopy , donc
e]e] e]e)
oope = (0oge) < (0004) " = OOp oy,

et par suite cog, C C'. Ceci montre que cog, est la plus petite partie convexe fermée contenant
A et prouve la premiére formule. Pour tout ¢ € F | il existe a € U tel que

Re (¢l p) < [{plm)| =a- (| p) =Re{pla-p) .
Gréce a la remarque 7, on obtient
sles(4) = sup Re [c5 (A)) < sup | [c5 (A))| < sup|[A)| = sna < sles(a) -
La premiére formule montre alors que

COsn,y = COsl sy = s(A) .
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Démonstration de (iv) La premiére partie, ainsi que le point (a), sont immédiats. Pour
démontrer (b) remarquons, si C' est absolument symétrique, que C' = ¢s(C') , donc p = sn ¢ est
absolument homogene. Réciproquement, pour tout € C' ,a€Uet p € F',on a
Re(pla-p) =Re(a-olp) <p(@-¢) =plp) ,
donca-peC .
Il nous reste a prouver (c). Rappelons (définition 3.1.4) que C est bornée dans F'T si, et

seulement si, pour tout ¢ € F' | la semi-norme } (goH est bornée sur C' . Le résultat en découle
car on a d’une part

sle (@) = sup Re (] C) <sup [(¢| C)| < o0,
et d’autre part
Re (¢]C) C [=sle (—¢) ,slo (9)]
et
Im (| C) =Re (i ¢|C) C [=sla (=i p),sle(i-9)] .

EXERCICE 1 Calculer la fonction conjuguée f° des fonctions définies sur R suivantes :
(a) fizr—a-2>+b-z+cpoura=0.

(b) f=exp.

() f=1-JidP pour p e [1,00] .

(d) Donner une formule générale pour f° dans le cas oit f € C™V (R) et f’ est strictement
croissante.

EXERCICE 2 Soient F' un espace localement convexe métrisable. Montrer

(a) Si A est une partie précompacte de F' , alors ¢o (A) et ¢s(A) sont précompactes.

(b) Si F est un espace de Fréchet et A une partie compacte de F' , alors co (A) et s (A) sont
des parties compactes de F' .

Utiliser le théoréme 14.7 du cours d’Analyse [17].

EXERCICE 3 Soient F' un espace de Fréchet, X un espace topologique séparéet f : X — F
une application telle que, pour tout K € K (X) , la partie f (K) soit contenue dans une partie
compacte de F' et que f tende vers 0 & I'infini, i.e. telle que pour toute semi-norme continue p
sur F' | il existe K € R(X) telleque p (f (X N K)) < 1.

Montrer que f (X) est contenue dans une partie convexe compacte de F' .

REMARQUE 8 Ces deux derniers exercices peuvent étre généralisés au cas ou F' est un
espace localement convexe complet, mais la définition de ce concept nécessite 'introduction des
filtres. Il suffit en fait que F' soit quasi-complet, i.e. que toute partie fermée convexe bornée
(cf. définition 3.1.4) soit complete. Il est aussi nécessaire de généraliser la notion d’ensemble
précompact et la caractérisation des ensembles compacts : un ensemble est compact si, et
seulement s’il est précompact et complet.
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3.10 Polarité et orthogonalité

DEFINITION 1 Soient A une partie de F' et sl : FT — R (cf. définition 3.9.4).

(a) On pose
A :={peF"| Re(Alp) > -1} ={sl.a <1},

A= {pe FU| (AW <1} = {sma < 1)
et
At ={pe F'| (Alp)={0}} = {sny =0} .

On dit que A° , A% et A sont respectivement les ensembles polaire et polaire absolu de A et
I’ ensemble orthogonal & A .

(b)  On définit la jauge de Minkowsky de A par
ja(p) :=inf {a € R}
(¢) On dit que A est radialement fermée si, pour tout ¢ € F' | 'ensemble

I,—{BeR, | B-pe A}

est un intervalle fermé contenant O .

REMARQUE 1 On vérifie facilement les assertions suivantes :

(a) Si A est un cone, on a
A°={peF'| Re(Alu) >0} .
(b) Si A est absolument symétrique, respectivement un espace vectoriel, on a
A° =A% | resp. A° = At
(c) SiAcC B, alors

B°Cc A , B*CA* , BtcAt,
en outre
ACA® | ACA™ | AcAH
et
A2 = A°° A% = paaa AL — gttt

Y

Sife€{o,a, L}, alors AC A* | donc (Aii)i C A* et par suite
At c (ANH = ()t oAt

(d) Si A est convexe fermée et contient 0 , alors A est radialement fermée.
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REMARQUE 2 Si F est un espace préhilbertien, le produit scalaire définit une semi-dualité
(F|F) . En munissant F' de la topologie faible o (F, F) , sont semi-dual (F,z, F))T s’identifie &
F et, pour toute partie A C F', on a

At ={pe F| (Alp) ={0}} .

On retrouve la notion d’orthogonalité définie dans le cadre des espaces préhilbertiens (cf. défi-
nition 1.4.1).

PROPOSITION  Soit A une partie de F' .
(i) Ona
[@(AU{0})]°=A4° , (A" =A" et lin(A)" = A-.
(ii) On a
ja=(14+o00ga), € A°=—CO1to,;

en particulier ja est une fonctionnelle positivement homogéne > 0 et A° est une partie convezre
fermée contenant 0 de FT .

(iii) Si A est convexe, alors ja est une fonctionnelle sous-linéaire.
(iv) On a A={ja <1} si, et seulement si, A est radialement fermée.
(v) Si A est radialement fermée, alors ja est s.c.i. si, et seulement si, A est fermée.

(vi) Soit (qj)jej une famille de fonctionnelles sous-linéaires telle que /\jGJ q; soit une fonc-
tionnelle sous-linéaire s.c.i. Alors

{A9j<1}=w<U{Qj<1}>

(vii) Sip est une fonctionnelle sous-linéaire s.c.i. >0 , on a

P = Jip<1y -
En particulier si p est une semi-norme sur F', alors
b= ij(o,l) .
Démonstration de (i) Etant donné pu € F' tel que Re (A| ) > —1 , par linéarité on

obtient
Re (co (A)|p) = -1,

puis Re (€06 (A)| u) > —1 par continuité. Ceci montre que A° C @6 (AU {0})° . L’autre inclusion
est triviale. Les deux autres formules se prouvent de la méme maniére.

Démonstration de (ii) En effet, pour tout ¢ € F' | il vient

jm):mf{%em ﬁ-soeA}=<1+oou>h<so>

par la définition 3.9.2. Comme j4 est positive, elle est positivement homogéne par la remarque
3.9.3. D’autre part

COltoop, = { € FT | Re|pu) <1+oopa}={-pe Fi | Re (Alp) > -1} = —A°,
et il suffit d’appliquer la proposition 3.9.
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Démonstration de (iii) Cela découle du lemme 3.9.ii.
Démonstration de (iv) Pour tout ¢ € F', on a
1
Ja(p) = —~

Si A ={ja <1}, pour tout § € R, , lassertion 5 - ¢ € A est équivalente a j4 (5-¢) < 1,

1 _ 1
Al o Ce qui montre que [, = [0, jA(go)} . Réciproquement on a ev1demment

A C {ja <1} .Simaintenant ju (¢) < 1,il vient supl, > 1, donc 1 € I, , ce qui montre que
peA.

donc & B <

Démonstration de (v) La condition est évidemment nécessaire par (iv). Réciproque-
ment on a
v-A v e RYL
{jA < 7} = si )
0 v € R:
tandis que

{ja<0}={ja=0}= () {ia<

yERY

Démonstration de (vi) L’inclusion

@<U{%<1}> - {/\Qj<1}

est évidente car on a /\ jes @ S @i pour tout k € J et I’ensemble du membre de droite est
fermé par hypothése. Réciproquement nous pouvons supposer que /\ <74 (¢) < 1 car, pour
tout ¢ € ', on a ¢ = lim,_;_r- ¢ . Il existe donc (4,0]-) C FU) tel que ¢ = Zjej p; et

> ics 4 (4,0]-) < 1; en considére les parties finies

K={jeJ|p;#0} et L:={jeJ|q(p)#0} .

Il suffit alors de décomposer ¢ sous la forme

wz(l—ij(wj)> 0+> a(e) )

jedJ leL

siK~NL=0,et

-3 FwD ( —20 %) ot Do) s

keK~\L jeJ leL

sinon.

Démonstration de (vii) C’est immédiat, puisque ¢ € a-{p < 1} est équivalent a p () <
a . U

EXEMPLE Dans la dualité (R",R™) | on a
®1) = m:
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Si X est un espace localement compact, dans la dualité (Kgr (X), Mg (X)) , on a
Ko (X)° = My (X) .
Dans la semi-dualité (C|C) , on a
(R+)o - R+ X R .

THEOREME (des bipolaires) Pour toute partie A de F', on a

(jA)oo = Sl_Ao .

En outre les fonctionnelles sous-linéaires sl_4o et slya sont respectivement les jauges de Min-
kowsky de

co(AU{0}) et Ts(A) ,
et on a
A® =c(AU{0}) , A =cs(A) et A+t =Iin(A) .
En particulier si p est une fonctionnelle sous-linéaire s.c.i. > 0 , alors
p=sl ey -

Grace a (ii) de la proposition, on a
(jA)oo — [(1 + OOEA)h]OO — |:OO[:C01+ooEA:| = Sl_Ao
par le corollaire 3.9.i.

Pour I'assertion concernant sl_ 4o et la premiére formule, nous pouvons supposer en utilisant
la proposition que A est une partie convexe fermée contenant 0 et que j4 est une fonctionnelle
sous-linéaire s.c.i. Grace au théoréme 3.9.i, on obtient

sl_go = (Ja)*" = Jja
donc
A”® ={p € F |Re(p|A) > -1} =

={peF |Re(p|—A°) <1} ={slpo <1} ={ju<1}=A4.

Pour I’assertion concernant sl. et la deuxiéme formule, nous pouvons supposer en utilisant
la proposition que A est une partie convexe absolument symétrique ; mais comme A* = —A° |
il vient slga = jy et

ACLCL:AOO:A'

Pour la troisiéme formule nous pouvons supposer que A est un sous-espace vectoriel fermé
et on obtient A+ = A°° = A . Finalement (vii) de la proposition montre que

P = Jip<1} = Jpp<ay = Slppenye -

O
REMARQUE 3 La formule A+ = E(A) étant trés importante, nous en donnons une
démonstration directe.

On vérifie immédiatement que lin (A) € A*+ . Si ¢ ¢ lin (A4) , considérons 1’application
canonique 7 : F — F / lin (A) . Puisque 'espace localement convexe F / lin (A) est séparé
(théoreme 2.8), et comme [p] € F /lin (A) \ {0} , il existe par le théoréme de Hahn-Banach
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une forme semi-linéaire continue v sur F' /lin (4) telle que ([¢]|v) # 0 . Posons p := vor € F1.
On a (lin (A)| ) = {0} , donc € A, et (| 1) = ([¢]|v) # 0, donc ¢ ¢ A++ | ce qui prouve
I’autre inclusion. O

REMARQUE 4 Soient F' un espace préhilbertien, (F| F') la semi-dualité associée et A C F
(celui de droite!). Puisque

At = ﬂ {(-]|§) =0} C F(celui de gauche!)
geA

et (+|€) est continue pour les topologies o (F,F) , o (F F T) et Tp , At est un sous-espace
vectoriel fermé de F' pour ces topologies. Cela découle aussi de la proposition (ii) ci-dessus.
L’image de A+ dans F'f par 'application de Riesz n’est en général pas fermée (pour o (F fF ) ).
Le théoréme des bipolaires montre que son adhérence est 'orthogonal de A dans la semi-dualité
(F|F') .

L’assertion G = G+ du théoréme de la projection 1.4.v montre que G est fermé pour
o (F, F) . Réciproquement on peut montrer G = G+ a I'aide du théoréme des bipolaires. En
effet G est complet, donc fermé pour T et on obtient G = G+ dans la semi-dualité <F | F T> ,
donc en calculant G+ dans FT! Par ce qui précéde ce G+ est I'adhérence pour o (F fF ) de G+
calculé dans F' . Leurs orthogonaux dans F' sont donc égaux.

DEFINITION 2 On dit qu'une partie A de F est totale dans F' | si le sous-espace vectoriel
engendré par A est dense dans F' , i.e. si le sous-espace vectoriel fermé engendré par A est égal
ar.

COROLLAIRE Soit ACF etT : F — G une application linéaire continue.

(i)  Un sous-espace vectoriel de F' est fermé si, et seulement si, il est faiblement fermé.

(ii) Pour que A soit totale, il faut et il suffit que A+ = {0} , i.e. que pour tout u € F' tel que
w=0surA,onaitu=0.

(iii) On a

L
et le sous-espace vectoriel fermé engendré par T (A) est [(TT)_1 (AL)}
En particulier
Ker Tt = (ImT)* .

(iv) Pour que T soit d’image dense, respectivement injective, il faut et il suffit que T soit
imjective, respectivement d’image dense.

Démonstration de (i) C’est immédiat par le théoréme 3.9.iii, puisqu’un sous-espace
vectoriel est une partie convexe. Directement il suffit de montrer qu’un sous-espace vectoriel
fermé A est faiblement fermé. Mais on a

A=A = () {peF | (ol =0)

peAL

et {(:| u) = 0} est faiblement fermé.
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Démonstration de (ii) Pour que A soit totale, il faut et il suffit que A*+ =1lin (A) = F,
d’out le résultat car At = At et F- = {0} .

Démonstration de (iii) Soit v € G . Ona v e T (A)" si, et seulement si, (T (A)|v) =
{0} ,ie. (A|TTw) = {0} , ce qui signifie que TTv € At .

Démonstration de (iv) Par (ii), on a G = T (F) si, et seulement si, T (F)" = {0} ,
ie. (T T)_1 (0) = {0} , ce qui est équivalent & l'injectivité de T7. Finalement en appliquant ce
résultat & T, on obtient le résultat dual par (i), puisque T' = (T T)T (théoréme 3.7.ii). - O

Claude Portenier SEMI-DUALITE 185



3.11 La topologie de Mackey

3.11 La topologie de Mackey

DEFINITION Soit (F|G) une semi-dualité. La topologie de Mackey 7 (F,G) sur F est
définie par ’ensemble de toutes les semi-normes de Mackey p sur F , i.e. telles que

peF et [lp|<p = |wel@) .

Le corollaire 3.6.ii montre que toute semi-norme de Mackey sur F' est s.c.i.

PROPOSITION

(i)  Sip est une semi-norme de Mackey et ¢ une semi-norme telle que ¢ < p , alors q est une
semi-norme de Mackey.

(ii) Sip et q sont des semi-normes de Mackey, alors p + q est une semi-norme de Mackey.

(iii) La topologie de Mackey 7 (F,G) est la plus fine des topologies localement convexes qui
sont compatibles avec la semi-dualité (F|G) .

La premiére partie est immédiate et la deuxiéme découle de ’exemple 3.6.3. Pour la troi-
siéme, si p est une forme semi-linéaire continue pour la topologie de Mackey, il existe une
suite (p;),_, , de semi-normes de Mackey et une constante ¢ € R, telles que }|,u>} <
c-max;j—y, ,p; - Mais ¢ - max;___,p; est une semi-norme de Mackey par (i) et (ii), donc
|y € |G) . Réciproquement, si |u) € |G) et v est une forme semi-linéaire sur F' telle que
} |1/>} < } | ,u>} , alors v est proportionnelle & y par le lemme 3.4 ; ceci montre que } | ,u>} est une

semi-norme de Mackey, donc que p € (FT)T . Nous avons ainsi prouvé que la topologie de Mac-
key est compatible avec la semi-dualité. C’est la plus fine, car toute semi-norme continue pour
une topologie compatible avec la dualité est évidemment une semi-norme de Mackey. — [

Nous pouvons maintenant généraliser le scolie 3.7.ii.

THEOREME

(i)  La topologie d’un espace tonnelé est celle de Mackey.

(ii) Soient F,G des espaces localement convezres et T : F' — G une application linéaire.
Pour que T soit continue pour les topologies de Mackey, il faut et il suffit que T soit faiblement
continue. On a donc

L(F,G)CL(F,,Gy) =L(F,G,)=L(F,,G)=L(F;,G;) .
(iii) Sip est une forme sous-linéaire continue sur F' | alors
co, = {,uEFT } Re |u) ép}

est une partie conveze (faiblement) compacte de FT .
En particulier la boule unité du semi-dual fort d’un espace normé est faiblement compacte.
En outre si A est une partie de F' | les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) ¢o(A) est compacte.
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(b) ¢s(A) est compacte.
(c) sny=supl|A)| est une semi-norme de Mackey.
(d) sly =supRel|A) une forme sous-linéaire continue pour la topologie de Mackey.

Démonstration de (i) Il nous suffit de montrer que la topologie de Mackey est moins
fine que celle de F', donc que toute semi-norme de Mackey sur F' est continue. Mais une telle
semi-norme est s.c.i. et par suite continue, puisque F' est tonnelé.

Démonstration de (ii) On a tout d’abord L (F,,G,) C L(F;,G) , car
F,5 G, %@

est continue. L’inclusion L (F,,G) C L(F,,G,) est triviale, et L (F,,G,) = L(F,,G,) par
le scolie 3.7.i. Puisque L (F,G) C L (F,,G,) par le scolie 3.7.ii, il nous reste a prouver que
L(F,,G,) C L(F,,G,) .

Si g est une semi-norme de Mackey sur G, nous devons montrer que go’l" est une semi-norme
de Mackey sur F' | i.e. que u € F® et } |,u>} < qoT entrainent y € F' . Or p s’annule sur Ker T,
donc factorise par T en une forme semi-linéaire 7 : Im7T — K telle que p = v o T et } |17>} <q
sur Im 7" . Elle posséde donc un prolongement v a GG par le théoréme de Hahn-Banach 3.6 tel
que } |1/>} < ¢ . Puisque ¢ est une semi-norme de Mackey on a v € G , puis p =voT € F' par
la continuité faible de 7' .

Démonstration de (iii) L’application canonique (Fg)" — F® de la remarque 3.6.3
étant évidemment un homéomorphisme pour les topologies faibles, on peut se restreindre au
cas réel. On a

cop={n€F||u<p} .
Cet ensemble convexe est fermé dans F'® par la proposition 3.9. Remarquons maintenant que
F® est un sous-espace topologique de RY | muni de la topologie de la convergence ponctuelle.
Il est également fermé puisqu’il est défini par des égalités ponctuelles. Finalement, on a

cop C [ =p(=9).p(0)] ,

et le produit des intervalles compacts [—p (—¢), p (¢)] est compact par le théoréme de Tycho-
noff.

En particulier la boule unité du semi-dual fort d’un espace normé est égale a coy.| , donc
faiblement compacte.

Soit maintenant A C F'f .

(a) = (b)  Sico(A) est compacte, il en est de méme de ¢s(A) = ¢s (co (A)) par la remarque
3.9.7.

(b) = (c)  Puisque FT < F® est continue, ¢s (A) est une partie convexe compacte, donc
fermée, de F'® . Par le corollaire 3.9.iii, dans la semi-dualité (F|F®) , on a cs(A) = cogn, ,
donc

{peF?| ||p| <sna} =cs(4) C Ft,
ce qui montre que sng est une semi-norme de Mackey.
(c) = (d) Cela découle de la remarque 2.3.2.ii car on a sly < sny .

(d) = (a)  Par le corollaire 3.9.iii, on a co (A) = coq, , d’ou le résultat par ce qui précede,
puisque la topologie de Mackey est compatible avec la dualité par la proposition (iii). — O
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REMARQUE Soit F' un espace de Banach. Puisque F' est tonnelé, sa topologie est celle
de Mackey 7 (F F T) . Si I est réflexif, la topologie forte de son semi-dual est la topologie de
Mackey 7 (FT,F) .
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3.12 Intégration vectorielle faible

Soient X un espace topologique, m une intégrale de Radon positive sur X
et [' un espace localement convexe séparé.

Nous allons définir la notion d’intégrale d une fonction a valeurs dans le semi-dual F'' de F' .
Rappelant que tout espace localement convexe séparé est le semi-dual de son semi-dual faible
(cf. remarque 3.7.2), nous aurons ainsi aussi défini la notion d’intégrale d’une fonction & valeurs
dans un espace localement convexe séparé quelconque. La situation que nous considérons est
en fait plus simple dans les notations et correspond aux besoins pratiques.

Si I'on considére la semi-dualite (K"|K") définie par (¢|u) == 77, @; - p; et la base

canonique (e;);_, , de K" ona

(ejlp) =p; pourtout j=1,...,n.

Ceci nous conduit & interpréter dans la semi-dualite (F }F ") le nombre (¢p|p) comme une
”combinaison linéaire” de ”composantes” de p (voir aussi 4.1).

DEFINITION 1 On dit qu’une application
(: X — F1

est scalairement m-intégrable , scalairement m-négligeable et scalairement m-mesurable si, pour
tout ¢ € F', la fonction

(p|¢) sz (| C(x)): X — K

est respectivement m-intégrable, m-négligeable et m-mesurable.

Si ¢ : X — FT est scalairement m-intégrable, alors
/Cdmw%/mo dm

P 1 Aad : 214 . e ®
est une forme semi-linéaire sur F' , i.e. un élément de F'® . Dans la semi-dualité <F }F . > on a

donc
<<,0'/Cdm>=/(<p|@ dm pour tout ¢ € F .

DEFINITION 2 On dit que [ {dm est I’ intégrale (faible) de ¢ (par rapport a m ).
Si [¢dmeFT, ie.si

/Cdmer/(sOIOdm

est une forme semi-linéaire continue sur F' , nous dirons que ( est scalairement m-intégrable
dans F' .
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Cette notion d’intégrabilité est malheureusement trop faible. Par exemple si ( est scalaire-
ment m-intégrable dans F'f, pour tout g € L™ (m) , Papplication

g-C:zr—g(z) ((2)
est scalairement m-intégrable, mais pas nécessairement dans F'' . Remarquons encore que
(:|¢): F — L' (m)

est une application semi-linéaire et que

we/men

est une semi-norme sur F', mais qu’elles ne sont pas nécessairement continues.

Rappelons qu’une application linéaire ® d’un espace localement convexe séparé GG dans F'
posséde une adjointe ® : FT — GT si, et seulement si, ® est faiblement continue (cf. scolie
3.7.i) ; de méme une application ¥ : F'T — GT est (faiblement) continue si, et seulement si,
elle est I’adjointe d’une application ® : G — F'.

En outre le semi-dual fort de L' (m) est L>* (m) dans la semi-dualité

(1 Dy = [ Frgdm.
(cf. exemple 3.8.2).
PROPOSITION  Soit ( : X — F' une application. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Pour tout g € L (m) , l'application g -  est scalairement m-intégrable dans F' .

(ii) ( est scalairement m-intégrable et l'application linéaire

(¢[): F—L"(m): p— (Clg)
est faiblement continue, i.e. posséde une adjointe.

(iii) ( est scalairement m-intégrable et

@bwmmmaﬂmem

est une semi-norme continue sur F' | si F' est tonnelé, ou dans le cas général une semi-norme
de Mackey sur F' .

Dans ce cas ladjointe de ((|-) est
/<>-Cd,u:g»—>/g-(dm:L°°(m)—>FT

et elle est faiblement continue pour o (L>* (m),L' (m)) .

(i) <= (ii) Il est clair que ¢ est scalairement m-intégrable si, et seulement si g - ¢ est
scalairement m-intégrable pour tout g € L°>** (m) . Dans la semi-dualité <F }F > on a

<4/yam>=/wm<wm=/EWYmm=“a@mmw,

montrant que ’adjointe algébrique de ((|-) est

(¢l Z/O-Cdm:LOO" (m) — F° .
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On en déduit immédiatement que (¢| -) posséde une adjointe si, et seulement si, [ g-{dm € Ff
pour tout g € L*>* (m) .

(ii) = (iii)  L’application ((|-) étant faiblement continue, elle est continue si F' est tonnelé
grace au scolie 3.7.ii. Plus généralement elle est continue pour les topologies de Mackey par le
théoréme 3.11.ii. Mais comme L' (m) est un espace de Banach, il est muni de sa topologie de
Mackey par le théoreme 3.11.i, d’oti le résultat.

(iii) = (i) Ona
'/mg-@ dm' <loll [ 16l Q) dm

donc
SO'—>/<<P|9'C> dm

est une forme semi-linéaire continue sur F. , donc aussi sur F' . OJ

DEFINITION 3 Nous dirons que ¢ est m-intégrable (au sens de Pettis) dans F'f si 'une des
conditions équivalentes de la proposition ci-dessus est satisfaite.

Il est possible de généraliser cette notion au cas ot m est une intégrale de Radon complexe.

Du point de vue pratique on peut se dispenser d’introduire la topologie de Mackey, car on
a la condition suffisante suivante :

SCOLIE  Si ||{-| ()|, est continue sur F , alors ( est m-intégrable dans FT .

C’est immédiat puisqu’une semi-norme continue est continue pour la topologie de Mackey,
mais en recopiant la démonstration (iii)=-(i) de la proposition on évite l'introduction de cette
notion. 0]

LEMME

(i)  L’ensemble des applications m-intégrables dans F'' est un espace vectoriel.

(i) Une application scalairement m-négligeable est m-intégrable dans FT et son intégrale est
0.

(iii) Soient ® : FT — GV une application continue et ( : X — F' une application m-
intégrable dans F' . Alors ® o ( : X — GT est m-intégrable dans G et on a

@(/Cdm):/cbogdm.

La premiére et la deuxiéme parties sont immeédiates. Quant & la troisiéme, si ( est m-
intégrable dans FT | pour tout v € G et g € L* (m) , on a

(Y] g+ (o)) =(D"|g-¢) € L' (m)

et
[l @o dm= [(#5]g-¢) dm= (o] [g-cam) = (s]o( [g-cam)) .
doncy — [ (7] g- (P o()) dm est évidemment une forme semi-linéaire continue sur G . O
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DEFINITION 4 Nous désignerons par L! (m, F T) I’espace vectoriel des classes d’applica-
tions ¢ : X — F' qui sont m-intégrables dans FT , modulo les applications scalairement
m-négligeables. L’intégrale d’une telle application, qui ne dépend évidemment que de sa classe,
définit une application linéaire

/:L1 (m,F') — FT.

REMARQUE 1 1l est important de préciser qu’avec cette notion d’intégrale nous n’avons
en aucune maniére aborder le probléme de approximation de [(dm , par exemple par des
intégrales de fonctions élémentaires (continues a support compact ou en escalier). Il en est de
méme de la validité du théoréme de Lebesgue.

THEOREME Soit ¢ : X — F' une application scalairement m-mesurable.

(i)  Sip est une semi-norme continue sur F' (ou plus généralement sur F, ) et si

HCH;D rz—[|¢ (5E)Hp = SUPgeFp(p)<1 (el C(z))]: X — Ry

est m-intégrable, alors ¢ est m-intégrable dans FT . On a

[came [icl, am-co,

(ii)  On suppose que F' est tonnelé et que ( est scalairement m-intégrable. S’il existe une suite
(Ak)gen de parties m-intégrables telles que

m’ (X\UAk>:0

keN

et que ()4, soit bornée dans FT , alors ¢ est m-intégrable dans FT .
La condition est en particulier satisfaite si m est modérée et si ( est m-mesurable au sens
de Lusin, par exemple continue.

Démonstration de (i) Utilisant I'inégalité de Holder abstraite (exemple 3.4.1) on ob-
tient

[iatan < o) lc@l), dm () = (/ @I, dmm) P |

d’ou le résultat par le scolie. En outre

10 dm' < [1¢l, dm-».

Démonstration de (ii) Remarquons tout d’abord que, pour tout ¢ € F' | on a

/|<¢|¢>| dmzsupkeN/lAk gl O] dm

par le théoréeme de Beppo Levi. D’autre part il vient

/uk Nl O dm < m (Ay) - supacn, {0 ¢ (@)] < 00;

donc [¢{dm € [||C]|, dm - co, .
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mais le membre de droite est une semi-norme continue sur F' par le scolie 2.13, donc aussi le
membre de gauche. Une seconde utilisation du scolie 2.13 montre que

@H/|<go|<>| dm

est une semi-norme continue sur I’ , d’ou le résultat par le scolie ci-dessus. ———+—— [

REMARQUE 2 La condition de (i) signifie que ( est de la forme ( = f Z pour f € L' (m)

et une application scalairement m-mesurable Z : X — FT telle que )<|Z> < p,ou p est une

semi-norme de Mackey sur F', ce qui revient a dire que ¢ (X) est contenue dans une partie
convexe (absolument symétrique et faiblement) compacte de F'T .

Il suffit de poser

f=1cll, et ¢=77m-C;
? <11,
on a donc Z(X ) C co, et co, est une partie convexe absolument symétrique compacte de F'f
par le théoreme 3.11.iii. Pour la réciproque il suffit de poser p := sn¢ . U

Cette remarque est essentiellement utilisée dans la situation suivante. On veut intégrer une
application ¢ : X — G, ou G est un espace localement convexe qui n’est pas naturellement

un dual faible. 11 suffit de poser F := G , donc FT = (GT)T = G, . En général F', méme muni
de la topologie 7 (GT, G) , n’est pas tonnelé.
Si G est un espace de Fréchet, une condition suffisante pour que ¢ (X) soit contenue dans

une partie convexe (absolument symétrique et faiblement) compacte de G est décrite dans
I’exercice 3.9.3

REMARQUE 3 Soit ( : X — F' de la forme ¢ = f-z pouer € L'(m) . Si Z est
m-mesurable au sens de Lusin (pour la topologie faible sur FT ) et ¢ (X) est contenue dans

une partie convexe absolument symétrique (cf. définition 3.9.5) bornée et compléte C' pour
T (F T F ) , alors ¢ est m-intégrable dans F'f .

Par hypothése il existe une suite disjointe (K;),y d’ensembles compacts telle que

(f-m)* (X\UK1> =0

et que Z| K, Soit continue pour tout / . En modifiant légérement le théoréeme de Krein [3], IV,
85, n° 5, théoréme 3, on voit que cs [Z (Kl)} est une partie convexe absolument symétrique

compacte de F'' contenue dans C et on a

/1Kl-g“dm€ (/1Kl-|f| dm)-C.

Pour toute semi-norme continue ¢ sur F , on a donc
q(/lm -Cdm) < (/hq | dm) “SUP,ec q (1) -
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Comme Y, [1g, - |f| dm = [|f| dm , la suite (Zf:of 1k, -Cdm) est de Cauchy dans F, ,
donc converge dans C' . Par le théoreme de Lebesgue, pour tout ¢ € F', on obtient

<90 i/lxl-cdm>=§/lxl-(w|é> dm:/(@l@ dm

ce qui finit de prouver que ¢ est m-intégrable dans FT , puisque pour tout g € L> (m) , on a
g-feL(m). O

REMARQUE 4 Si ¢ : X — FT est une application scalairement m-intégrable telle que
¢ (K) soit contenue dans une partie convexe compacte de F'' | pour tout K € £(X) , alors

/ Cdm e (Fp)' .
La topologie forte 3 (F F T) est définie en 3.16.

En effet }< } [1g-¢ dm>} est une semi-norme continue sur F' et, puisque (p|() est m-
intégrable, donc m-modérée, pour tout ¢ € F , la proposition 15.12.ii du cours d’Analyse [17]

montre que
'<¢ /cdm> < [ 1elQ) dm = supseencny [ 1011 ) dim < o

Le membre de droite est donc une semi-norme s.c.i. sur F', donc continue sur Fj par définition,
ce qui finit de prouver que [(dm € (FB)T . O

REMARQUE 5 On dit que F possede la propriété (GDF') (graphe dénombrablement fermé)
si toute application linéaire T' de F' dans un espace de Banach G dont le graphe GrT est
séquentiellement fermé est continue. Le théoréme du graphe fermé 3.14 montre qu’un espace
de Fréchet possede la propriété (GDF') . On peut montrer [3], Appendice, n° 2, proposition 2,
que F' posseéde aussi la propriété (GDF') §'il est final par rapport & une famille d’applications
linéaires T} : F; — F et si chaque F; posseéde la propriété (GDF) .

Les espaces S (R™) , K (X) pour X localement compact et D (X) pour un ouvert X de R"
posseédent la propriété (GDF) .

En outre [3], §1, n° 4, théoréme 1, on a le

THEOREME (de Gelfand-Dunford) Si F' posséde la propriété (GDF) , alors toute ap-
plication ( : X — FT scalairement m-intégrable est m-intégrable dans FT .

Dans les exemples qui suivent
X est un espace localement compact

et nous considérons la semi-dualité (K (X)| M (X)) de 'exemple 3.4.8.

EXEMPLE 1 Soient Y un espace topologique séparé, v une intégrale de Radon positive sur
Y et ('uy)er une famille d’intégrales de Radon positives sur X . Si I’application

fo 2 Y >y, 0 Y — M (X)

est scalairement v-intégrable, alors elle est v-intégrable dans M (X) .
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En effet, pour tout g € L™ (v) ,

@M/(wlw-gdvrﬁ()()%K

est une combinaison linéaire de formes linéaires positives puisque

g= Z €-g. pour certaines fonctions g. € L (1) ;
et=1
c’est donc une intégrale de Radon. Ceci montre que g -y, est scalairement v-intégrable dans
M (X) , donc que p, est v-intégrable par définition. O

Cet exemple se généralise au cas ot v est une intégrale de Radon quelconque sur Y , puisque
i, est scalairement v.-intégrable pour tout € € {1, +i} . On peut également le généraliser au
cas ol ('uy)er une famille d’intégrales de Radon quelconques sur X , mais en supposant alors

que |u,| est scalairement v-intégrable.

EXEMPLE 2 Soit x4 une intégrale de Radon. L’application
Eo 1T, X — M (X)
est scalairement p-intégrable puisque, pour tout ¢ € K (X) , on a
(o) =0 € K(X) C L (p) -
Elle est donc p-intégrable dans M (X)) par ’exemple précédent et on a

/szd,u(a:):,u.

/<so|sz> dyt () =/mdu<x> — (ol .

En effet

En fait il est également clair que

@H/|<go|e>| a1 = llell,

est une semi-norme continue sur K (X)) , puisque pour tout K € (X) , on a
lelly < Jpl (K) - [l¢lly,  pour tout ¢ € K (X, K) .

En particulier étant donné v € R™ | on a

Ev :/szdsv (x) .

En utilisant les ”fonctions de Dirac”, le physicien écrira

6(u—v):/6(u—z)-6(z—v) dxr pour tout u € R" .

EXEMPLE 3 Soit x4 une intégrale de Radon positive sur X telle que

uz/ude(y)

soit une décomposition de p . Alors p, est v-intégrable dans M (X) et p= [ p,dv .
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En effet par le théoreme d’intégrations successives (cf. AN.22.1), pour tout ¢ € £ (X) , la
fonction

yH/wduyz (gl @)

est v-intégrable, ce qui montre que p,, est scalairement v-intégrable dans M (X) . On conclut
a l'aide de 'exemple 1. O
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3.13 Formes sesquilinéaires, applications linéaires et
produits tensoriels

DEFINITION Etant donné des espaces localement convexes F,G nous désignerons par
S (F,G) et S(F,QG) les espaces vectoriels des formes sesquilinéaires a gauche sur F' x G qui
sont séparément respectivement globalement continues.

Utilisant la propriété universelle du produit tensoriel inductif semi-linéaire a droite (propo-
sition 2.14.1), on vérifie immédiatement les assertions suivantes :

PROPOSITION [l y a une correspondance biunivoque entre les applications linéaires
S:G— F%
les formes sesquilinéaires a gauche
s: FxG—K
et les formes semi-linéaires
5:|F)(G] — K
donnée par
(I8 01[3) , . =5 = (el 57 pourtoutp e F ety e G
En outre
(i)  Pour que S(G) C FT , il faut et il suffit que s soit continue, ou faiblement continue, en

la premiére variable.

(ii) Pour que S soit continue, ou faiblement continue, il faut et il suffit que s soit continue,
ou faiblement continue, en la seconde variable.

(iii) Pour que S soit une application linéaire continue de G dans F' , il faut et il suffit que s
soit séparément continue ou que’s € (|F), (G))' .

REMARQUE 1 Nous identifierons s et § avec I'application linéaire S et grace a la semi-
dualité

(I, @lfe. @y )

définie par

<|<,0> (v ) S>|F><G| = (¢|Sy) pourtout p € F,yeGetSeL(GF?),
nous avons les égalités et inclusions suivantes :
|FY (G| = £ (G, F') = S (F,,G,) C S(F,G) C S(F,G) = L, (G, FT) = (|F> ; <G|)T ,
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la derniére égalité étant interprétée entre espaces localement convexes : la topologie de la
convergence simple sur G & valeurs dans F' est identique & la topologie faible du semi-dual de
[F) i (G| .

En effet la premiere égalité découle directement du corollaire 3.5, les inclusions sont triviales,
les deux derniéres égalités proviennent de la proposition et on vérifie facilement 1’égalité des
topologies de L, (G, F') et (|F); @ant.

Il nous reste & montrer que 'application linéaire S € £ (G , F T) définissant s € S (F,,, G,) est
de rang fini. Mais la continuité signifie (proposition 2.4) qu’il existe des suites finies (p1);,—; ,, C
FTet (1)) C G telles que

1=1,....m

(el S = s (. 7)| < maxp=y,_n [(@ )| - maxizy, _m [(7[V0)] -

Mais cette inégalité montre que, pour tout v € G , on a

() Ker|u,) C Ker|Sy) |

k=1

donc que S7 est une combinaison linéaire de p, par le lemme 3.4.ii, i.e.

S(G) c PK- -
k=1

REMARQUE 2 Puisque G, = (GT)T par le théoréme 3.7.i, on obtient également

T
F) (Gl = £ (G',F) = $ (FI,G") € £(G,F) € S(FI,6") = £ (G F,) = ([F))i(¢1]) .
sans oublier que FT et G' sont munis de la topologie faible.

Les premiéres égalités conduisent certains auteurs & définir le produit tensoriel algébrique
de cette maniére, évidemment en dimension finie. Cela ne me semble pas trés naturel puisqu’en
dimension infinie il est nécessaire d’introduire la topologie faible!

On pourrait aussi utiliser le fait que

IF) (G| = £, (G, F")";

on a besoin d’encore plus de topologie !

REMARQUE 3 Soient H et G des espaces de Hilbert. Si ’on identifie G, avec son semi-dual
faible G , on a

;

L. (1) = (16):(H]) .

et la semi-dualité < 1G) i (H| ) L(H,G )> est donnée par la formule

(I (¢l|$) = (11 5€) -

REMARQUE 4 Utilisant la propriété universelle du produit tensoriel projectif (cf. défi-
nition 2.14.2), on voit immédiatement que s est (gobalement) continue si, et seulement si,
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c (|F>W(G|)T,1e

s(1.G) = (1F) (1)’

Soient Y un espace topologique séparé et v une intégrale de Radon sur Y . Par linéarité,
une application ¢ : Y — L, (G ,F T) est scalairement v-intégrable si, et seulement si, pour tout
p € F et y€ G, lafonction (p| () est v-intégrable.

EXEMPLE 1 Soient X,Y des ensembles. Le dual topologique de K& est égal a son dual
algébrique, puisque K@) est muni de la topologie localement convexe la plus fine (exemple
2.10.4). Mais comme (1{$})$€ « €st une base algébrique de K& | on en déduit qu’il est égal &

KX et que la semi-dualité est donnée par

(p|p) - ng (x) pourtoutgoEK(X) et,uEKX ,
zeX

puis que la topolgie faible o (KX JK&X )) est égale a celle de la convergence ponctuelle. On obtient
ainsi les égalités

£2 (KO, KX) = (KUY, (KO = KOO1 — o0y
a l’aide de l'exemple 2.14.3. Ceci montre que toute application linéaire (continue)
K :KY) — KX
est donnée par un noyau s € KX*¥ . Plus précisément, pour tout ¢ € KX et v € K&) | on a

(eral|y= Y ¢@-w) =Y @) Y () v ) = (e K7

(z,y)eX XY zeX yey

en ayant posé

Ky=Y ()7,

yey
et

7 (2,y) = (1| Klgyy) -

THEOREME Le noyau ' : Y x X — K de Uapplication adjointe KT de K est donné par
i (y,x) = s (x,y) pourtoutz € X etycy .

En effet
(Kfo|v) = (ol Kv) = Y (@) -v() »(zy) =
(z,y)EX XY
ZZ%T Y, T <Z% (x) 'y> .
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EXEMPLE 2 Soit X,Y des espaces localement compacts. Utilisant I’exemple 2.14.4, on ob-
tient une injection continue canonique

M(X xY) = (K(X)) s (KY))' = L (K(Y),M(X)): ¢+ S, ,

ou S, : K(Y) — M (X) est 'application (faiblement) continue définie, pour tout ¢ € K (X)
etye KL(Y), par

(e18:3) = {10) 6l |5) = [ @) 7 ) delay) -

L’adjointe ST : K (X) — M (Y) est définie par I'intégrale de Radon »' := % (32) , ou
% : XXY —Y xX:(x,y) — (y,z) .

En effet

(7]8Le) = (9 S) = /@u»v@daawz

:/;@y¢@me%@=<hﬂﬂwﬂ>'

Soit s est une intégrale de Radon positive qui se désintegre par rapport a pr, , i.e. telle qu’il
existe une intégrale de Radon positive v sur Y et une famille ('uy)er d’intégrales de Radon

positives sur X et que

%z/wg@uww>

soit une décomposition de 3¢ (cf. cours d’Analyse [17], 16.1). L’exemple 3.12.3 montre que
|it,) (€| est v-intégrable dans M (X x Y') . On voit alors facilement que v - i, est v-intégrable
dans M (X) pour tout v € K (Y') . Pour tout ¢ € K (X) , on a alors

(o] Sv) Z/(/wduy) Y (y) dv (y) =
-t )

Sﬂz/v(y)-ude(y) dans M (X) .

Ona x' = [|e,) (1| dv (y) , donc

i.e.

St = (ol @) - v

Directement il suffit d’écrire

m@mw@w/wWﬁm%@wwwwww.

EXEMPLE 3 Soient X,Y des ouverts de R™ et R™ respectivement. Sachant que la topologie
induite par D (X x Y') est celle de |D (X)), (D (Y)]| (cf. exemple 2.14.5), on obtient

D(X xY) =(IDX) (D)) =L (DY), D(X)) .
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Cette égalité est en fait le théoréeme des noyaux de Schwartz. Elle exprime que toute application
linéaire continue de D (V) dans D (X)' est de la forme S,, pour un s € D (X x Y)' et définie

par
(| S..y) == <|<p> (v )%> pour tout ¢ € D(X) et y €D (Y) .

REMARQUE 5 On peut voir (cf. 4.12, exercice 3 et remarque 7) que
M(X X Y) £ L, (K(Y), M(X)) .
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3.14 Les théorémes du graphe fermé et d’isomorphie

Dans ce numéro F et G sont des espaces localement convexes séparés .

Ces deux théorémes explicitent des conditions sur F' et G telles que les assertions suivantes
soient vraies :

Graphe fermé  Si le graphe Gr'T d’une application linéaire T : ' — G est fermé dans
F x G, alors T est continue.

Isomorphie Si & : G — F' est une application linéaire continue bijective, alors ® est un
1somorphisme.

REMARQUE 1 La condition dans le théoréme du graphe fermé est évidemment nécessaire,
puisque

GrT = {(p,7) € Fx G|y =Tp} = (T,1d)" (4)
est fermé dans F' x G; en effet la diagonale
A = (pry —pry) " ({0})

de G x G est fermée, puisque G est séparé.

REMARQUE 2 Le théoréme du graphe fermé entraine celui d’isomorphie.

En effet si ® : G — F est continue, alors Gr ® est fermé dans G x F' . Or
%:GXF—FxG:(y,0) — (¢,7)

est un isomorphisme, donc Gr®~! = % (Gr®) est fermé dans F x G , ce qui montre que
®-!: F — @ est continue. O

REMARQUE 3 Réciproquement siT : F' — G a un graphe fermé considérons ’application
linéaire bijective continue

Q:=prygr:GrT — F.

Si le théoréme d’isomorphie est applicable & F et GrT , on en déduit que ®~! est continue, et
il en est alors de méme de T' = pr, o®~! . En particulier

Dans la catégorie des espaces de Fréchet, les théorémes du graphe fermé et d’isomorphie
sont équivalents.

En effet GrT" est un sous-espace vectoriel fermé de ’espace de Fréchet F' x G , donc un
espace de Fréchet. O

THEOREME Si F et G sont des espaces de Fréchet, les théoremes du graphe fermé et
d’isomorphie sont vrais.
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Nous devons montrer, pour toute semi-norme continue ¢ sur G que la semi-norme q o T’
est continue. Ceci revient & généraliser le théoréme 2.13 montrant qu'un espace de Fréchet est
tonnelé. En fait il nous suffirait de montrer que cette semi-norme g o T" est s.c.i. Nous allons
montrer directement qu’elle est continue.

Soit (gx)xey Une suite croissante de semi-normes définissant la topologie de G . On peut
supposer que go = ¢q . Pour tout k¥ € N, on a évidemment

F= U{qkoTém};

meN

par le corollaire 2.12 du théoréme de Baire, on a {g; o T' < mk}o # () pour un certain my € N .
Il existe donc ¢, € F' et une semi-norme continue py, sur F' tels que

By (o4 1) C{gpoT <my}

Puisque la topologie est définie par les grandes semi-normes, nous pouvons supposer que la
suite (pi)gen st croissante et définit la topologie de F' .

Grace au corollaire 2.2.ii, il nous suffit de montrer que go o 7' est majorée sur By, (0,1) .
Pour tout ¢ € B, (0,1) , on a ¢, ¢, — ¥ € By, (g, 1) , donc

¢ =¥ — (ka - ¢) € Bpk (@k? 1) - Bpk (@k? 1) -

C{groT <my}+{goT <my} ={qg oT < 2my}
puisque + : F' x FF' — F' est continue, i.e.

B,, (0,1) C{groT < 2my} .

Choisissons une suite (ay),.y C RY telle

o0
ap=1 , limgar=0 et Zak-mk<oo.
1=0

On a évidemment

B, (0,a;) C {qroT < 20y -my} pour tout k € N .

Remarquons que la différence avec le théoréme 2.13 réside dans la présence de I’adhérence.
Soit donc ¢ € By, (0,1) . Comme

By, (0,1) C {qooT < 2mg}

il existe ¢, € {gooT < 2mg} tel que p1 (¢ — ) < a3 . Ceci nous permet de construire par
récurrence une suite (¢;).cn C F telle que

k
Dk+1 <§0 — Z¢l> Sagrr et qr (Ter) < 2ax-mg  pour tout k € N .
1=0

En effet

k
Y- Z @1 € Bpyy (0, k1) CH{qrr1 0T < 20p41 - Mt}
1=0

il existe donc ¢, ; € {@e10T < 241 - mis1} tel que prio (go — Zf:ol 4,0,> < Qpaa .
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Ceci montre que ¢ = Y ° 0 ¢, et que la série ) ,°, T'g, est absolument convergente, car pour
tout j € N* jon a

k
Y2 (90 - Z 4,01> < Drt1 ( ZQDl) apy1 pour tout k> j —1
1=0

et

Jj— Jj—

1 0o
qu (Ter) <D 4 (To) + D a(Ty) <
0 l=j

1 o]
qj(Tgpl)—l—Z2al-ml <00 .
= 0 1=j

=

Puisque le graphe de T est fermé dans F' x G , on a

(%Zﬂpl) => (¢, Te) €GrT,

=0

donc Ty =Y, Ty, et par suite

ce qu’il fallait démontrer. O

Nous allons maintenant discuter une généralisation tres utile du théoreme du graphe fermé.
Pour commencer on a le

LEMME Soit T : FF — G une application linéaire. Pour que GrT' soit fermé dans F X G ,
il faut et il suffit qu’il existe une topologie localement convexe séparée S sur G telle que

T:F—Gs e Id:G— Gg

sotent continues.

La condition est suffisante, puisque
(T,Id):FXG—>G6><GG
est continue et A est fermée dans Gs X Gs . Réciproquement, considérons ’application surjective

S:(py)—Te—~v:FxG—G.

Ker S={(p,7) e FxG|To—~v=0}=GrT,
donc S induit une bijection
S:Fx@G/CGrT — G .

Comme Gr T est fermé, espace localement convexe F' x G/ Gr T est séparé par le théoréme 2.8.
Soit & la topologie localement convexe transportée (i.e. finale) par S sur G . La commutativité
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des diagrammes

(0,—1d) (14,0)
G — Fxd(d

F — FxG
Id 5 T S
I L I
Gs «——F xG/GrT Gs «—F xG/CtT

montrent alors que Id : G — Gg et T : ' — (g sont continues. O

THEOREME (de Ptak) Le théoréme du graphe fermé est vrai pour toute application li-
néaire d’un espace tonnelé F dans un espace localement convere G de l'une des classes sui-
vantes :

(i) 1l existe une topologie localement convexe métrisable M sur G compatible avec la semi-
dualité <GT} G> , par exemple G est un espace de Banach réflexif, en particulier un espace de
Hilbert.

(ii) G est un espace de Fréchet.

Démonstration de (i) L’idée de la démonstration est simple. L’application
Tfine : Ffine — G

égale & T, mais en ayant muni F' de la topologie localement convexe la plus fine, est continue
(cf. exemple 2.10.4), donc

(Tpine)' + GT — (Fpine)' = F®
est continue. Il nous suffit de montrer que
(Tpine)' (GT) C F1.

En effet cette inclusion montre que 7' : F' — G possede une adjointe, donc que 7" est faiblement
continue, puis continue par le scolie 2.7.

Puisque T a un graphe fermé, il existe grace au lemme une topologie localement convexe
séparée G sur G moins fine que celle de G et telle que T : FF — (g soit continue. On en
déduit que

(Tyne)' ((Go)') C P
En outre (Gs)' est dense dans G' . En effet toute forme linéaire continue # 0 sur G' est de la

forme (y| pour un v € G~ {0} (théoréme 2.7), mais puisque & est séparée, il existe v € (Gg)'

1
tel que (7y|v) # 0; ceci montre que [(GG)T} = {0} , d’on notre assertion par le corollaire

2.10.ii.
Grace a notre hypothese, le corollaire 2.10.i montre alors que (Gg)T est dense dans Gsz .

Pour tout v € GJ, , il existe donc une suite (Vi) gen C (Gg)' telle que v = limy, v, dans Gl s
et par suite dans GI . 1l vient alors

(Tfine)T v = limy, (Tfme)T v, dans F® .
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Or FT est séquentiellement complet par le théoréme de Banach-Steinhaus 3.1, donc
(Thine) v € F1 .

Démonstration de (ii) Cela découle d’une propriété satisfaite par les espaces de Fré-
chet, mais dont la démonstration est trop longue pour étre reproduite ici : le théoréme de
Krein-Smulian (cf. H. Schaefer [20], Chap. IV, theorem 6.4). Avec les notations de la remarque
4 ci-dessous on a

(Gs) c (G NG cG?

donc (Gg)T NG est dense dans GT . Si ¢ est une semi-norme continue sur G ’ensemble convexe
co, est compact dans GT par le théoréme 3.11.iii, donc fermé dans G® . En outre co, N (Gg)T
est faiblement borné, donc

7T(Gz)T
K :=co,N(Gg)
est compacte, puisque ¥ est tonnelée, et par suite fermée dans G® . Ceci montre que
7T(Gz)®
K :=co,N(Gx) Ccoy ,

donc que K :=co,N (Gg)T est fermée dans G . Le théoréme de Krein-Smulian montre alors
que (Gg)T N G est fermé dans G , donc égal a GT et par suite que (Gg)T O G'. On en déduit
évidemment que ¥ est plus fine que la topologie de G . O

REMARQUE 4 Pour que le théoréeme du graphe fermé soit vrai pour tout espace tonnelé
F il faut et il suffit que G satisfasse a la propriété suivante :

Toute topologie tonnelée T sur GG contenant une topologie localement convexe séparée &
contenue dans celle de G ,i.e. G C TN %, est plus fine que celle de G, i.e. Ta C ¥ .

La condition est nécessaire, car Id : Gy — G a un graphe fermé par le lemme, donc est
continue par le théoréme du graphe fermé. Réciproquement il existe une topologie localement
convexe séparé & sur G , moins fine que celle de G , telle que T : FF — (s soit continue.
Considérons sur G la topologie localement convexe finale ¥ par rapport & 7" . Elle est plus fine
que G , donc séparée, et par suite tonnelée par la proposition 2.13. La condition montre qu’elle
est plus fine que celle de GG , donc que

T-F L g L@

est continue. m

EXEMPLE 1 La classe décrite en (i) contient plus généralement les espaces localement
convexes qui sont réunion d’une suite d’ensembles faiblement compacts, mais cela nécessite
de pousser plus a fond la théorie de la dualité.

EXEMPLE 2 Soit G un espace de Fréchet de dimension infinie. Cet espace muni de la
topologie localement convexe la plus fine €y;,. ne satisfait pas a la propriété de la remarque
4 précédente. En effet la topologie de G , qui est tonnelée, donc séparée, est strictement
moins fine que Ty;p. . En effet T4, n’est pas métrisable, puisque G a une dimension algébrique
nécesairement non-dénombrable (cf. théoréme 2.11 et remarque 2.11.1).
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3.15 Quelques applications du théoréme du graphe fermé

(1) Soient p une intégrale de Radon sur X , p,r € [1,00] et F' un sous-espace vectoriel de
L? (u) NL" (p) . Si F est fermé dans L” (1) comme dans L" () , alors les normes |||, et [|-[],
sont équivalentes sur F' .

Il nous suffit par symétrie de montrer que Id : F||.||p — Fjj, est continue, donc que son
graphe est fermé, puisque ces espaces sont de Banach. Soit donc ((¢y, ¢y)) ey une suite de Grld
convergente vers (¢, ) dans Fj x Fj C L¥ (1) X L" (1) . Par le théoréme de Riesz-Fischer, il
existe donc une sous-suite (gpa(k)) hen qui converge pu-p.p. vers ¢ . Mais comme cette sous-suite
converge encore vers 1 dans L" (i) , il existe une nouvelle sous-suite (@@oa(k)) LN qui converge
u-p-p- vers ¢ , donc aussi vers ¢ . Ceci montre que ¢ = v , donc que

(¢, ¢) = limy (g, 1) = (0, 0) € Grld .
O

(2) Soient F' un espace de Fréchet et G, H des sous-espaces vectoriels fermés de F' tels que
F=G®H . Alors

(v,m)r—y+n:GxH-—F
est un isomorphisme. Si F' est un espace de Banach cela signifie qu’il existe M € R tel que

17l =+ Ml < M- by +nll < M- ([l + [Im1])
pour tout ye Getne H .

T T T T —

C’est immédiat par le théoréeme d’isomorphie. O

(3) Soient p une intégrale de Radon bornée sur X et p € [1,00[ . Si F' est un sous-espace
vectoriel fermé de L? (u) contenu dans L™ () , alors F' est de dimension finie.

C’est un résultat de A. Grothendieck (cf. W. Rudin [18], theorem 5.2). Ainsi tout sous-espace
vectoriel fermé de dimension infinie de L? (1) contient des fonctions non-bornées, typiquement
de la forme ﬁ sur tout intervalle fermé de R , pour autant que s < 11) .

Comme dans ’exemple 1 on montre que 'injection canonique de F' , muni de la norme
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[]|, , dans L (u) est continue. Il existe donc une constante M € R, telle que I'on ait

ol < M -l pour tout ¢ € F .

On se raméne maintenant au cas p = 2 .
Si p < 2, on applique I'inégalité de Holder avec les exposants conjugués 2 et 7= et on

obtient P P
/I@V’dué (/I@Izdu) -(/du) :
donc
1_1
lell, < (X)P72 - |l -
Sip>2,ona
lolP < llel™? - lol>  p-pp.
d’oll

p—2 2
[l < M - lell, <M - loll2 - llell3

et par suite

ol < M= -l -

Soient alors n € N et (5j)j:1 _ un systéme linéairement indépendant de F' C L? () . Par

le procédé d’orthonormalisation de Gram_schmidt (cf. 3.8), on peut supposer que (g;),_;
est orthonormé. Nous allons montrer que n est majoré par M? - u(X) < oo , ce qui prouve que
F' est de dimension finie.

Pour tout ¢ = (¢;),_, , €Bj, CK", ona

n n
E Cj . 5]' E Cj . 5]'
j=1 00 J=1 2

en ayant utiliser les relations d’orthogonalité (on peut aussi utiliser la proposition 3.7). Nous
avons donc prouvé que

=M |c|, <M

<M ppp.,

n
E Cj - Sj
Jj=1

cet ensemble négligeable dépendant de ¢ . Puisqu’une réunion dénombrable d’ensembles négli-
geables est négligeable, il existe un ensemble négligeable N C X tel que 'on ait

n
E Cj - Sj
j=1

pour tout z € X \ N et tout ¢ € Q" ou (Q + i - Q)" satisfaisant a |¢|, < 1. Mais par la densité
de ce dernier ensemble dans B, et la continuité de ’application

n
e cegi(a)
j=1

pour z € X \ N donné¢, on en déduit que I'inégalité est vraie pour tout ¢ € B, . Finalement

<
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il vient
Z|sj<x>|2=(2|ej<x>|2) ot %-ej<x><(z|ej<x>|2) -
= (Sl @P)

en posant

g (z) AR 2
i sl Yl @) A0
(Tils @P)" =

Dans tous les cas il vient
Z le; (z)]” < M? pour tout z € X \ N ,
=1

d’oll

n<M?* p(X) < oo

en intégrant. O

EXERCICE Soient p une intégrale de Radon sur X et p, x des fonctions p-mesurables > 0
u-p.p. . Montrer

(a) L2(u,p) est un sous-espace vectoriel de L? (u, k) si, et seulement si, 2 est essentiellement
pu-bornée.
Dans ce cas

(b) L’injection canonique est continue et L? (i, p) est dense dans L? (i, x) . En particulier si
A est une partie totale de L? (i, p) , c’est aussi une partie totale de L? (i, %) .
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3.16 La topologie forte

DEFINITION 1 Soit (F|G) une semi-dualité. La topologie forte (5 (F,G) sur F est définie
par ’ensemble des semi-normes s.c.i. pour 'une des topologies compatibles avec la dualité. On
pose

Fﬁ = Fﬁ(EFT) et FBT = FB(FT,F) .
PROPOSITION
(i)  La topologie forte B (F,G) est plus fine que la topologie de Mackey T (F,G) .

(i)  Un espace localement convexe séparé est tonnelé si, et seulement si, F' = Fz , i.e. si sa
topologie coincide avec la topologie forte (3 (F  F T) .

(iii) Toute semi-norme continue pour la topologie forte (3 (F  F T) est de la forme sng ou C' est
une partie (convexe absolument symétrique faiblement fermée) bornée de F'T .

Démonstration de (i) Toute semi-norme de Mackey sur F' est s.c.i. par le corollaire
3.6.ii.

Démonstration de (ii) C’est une reformulation de la définition.

Démonstration de (iii) Cela découle du corollaire 3.9. O

REMARQUE 1 C’est essentiellement la topologie forte (F T F ) sur un semi-dual qui est
intéressante. Dans ce cas les semi-normes continues sont toutes de la forme sng , ot C' est une
partie bornée de F' .

Rappelons que les parties bornées, ainsi que les parties convexes fermées sont les mémes
pour toutes les topologies compatibles avec la semi-dualité (proposition 3.8 et théoréme de
Fenchel 3.9.iii).

REMARQUE 2 Si F est un espace normé ’espace de Banach F g définit en 3.2.2 est muni
de la topologie forte.
En effet toute partie bornée de F' est contenue dans une boule, donc toute semi-norme pour

la topologie forte de F’ BT est majorée par un multiple de la norme duale.

REMARQUE 3 Pour toute semi-norme continue p sur F' , considérons ’espace quotient
F, := F /{p =0} muni de la norme [p] . Puisque l'application quotient m, : F — F, est
continue et surjective, on obtient une injection canonique

w s (B ot 1) — (mplv) = V) o,

Elle est continue, car si C' est une partie bornée de F', on a supp (C) < 0o et

sne (|7lv)) = SUP,cc ) (¢l 7TLV>F) = SUP,ec ) (e 1/>Fp) <
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< sWyee [[mp¢ll 5, - WMl < supp(C) - [y -

D’autre part

U (£ p)T = Ff

peP
et la topologie localement convexe finale sur FT de lim ((Fp)g ,W;) est plus fine que celle de
F BT , qui elle est plus fine que celle de FT . -

D’autre part si s € S (F,G) (cf. définition 3.13), il existe des semi-normes continues p et ¢
sur F' et GG respectivement telles que

(el SN =ls (.M <p(p)-a(7) -
Cette derniére inégalité peut s’écrire
1571, < a ()
T

et montre que S factorise par (F)) 5 en une application linéaire
$:G — (R), = lim ((F)},})
continue.
Utilisant les remarques 1 et 4 de 3.13 on obtient les inclusions et égalités suivantes :

|F'Y (G| = £ (G, F1) = S (F,,G,) C S(F,G) = (|F> } <G|)T cr (G, lim ((Fp)g ,w;)) C

cr (G,Fg) CS(FG) =L, (G F) = (|F>Z-(G|)T .

PROBLEME Quand a-t-on ’égalité
. T T
S(F,G)=S(FG) ie. (IF).(Gl) =(IFicl) .

i.e. quand est-ce que toute forme sesquilinéaire séparément continue est continue ? Voici une
réponse élémentaire.

THEOREME Si F' est un espace localement convexe et G un espace tonnelé, alors

(6r))=L(GrF) .

Si T: G — F' est continue et si p est une semi-norme s.c.i. sur F'' , on a p = sup } (copH
par le corollaire 3.9.iv appliqué a la semi-dualité <F T} F > ; on a donc
poT =sup |(co,| o T| = sup |(co,| T")]

et (co,|T-) C FT . Le scolie 2.13 montre que p o T' est une semi-norme continue, donc que

T:G— F g est continue. La réciproque est évidente puisque la topologie forte est plus fine
que la topologie faible. O

COROLLAIRE §@ F est normé et G tonnelé, alors toute forme sesquilinéaire séparément
continue sur ' X G est continue.
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Puisque £ (G, FT) =L (G,Fg) , la semi-norme y — HS'YHFBT est continue sur GG ; mais
comme

(ol S7) el < el g - HSVHFBT ,

la proposition 2.4 permet de conclure. O

Nous renvoyons a 2.13 pour des exemples d’espaces tonnelés et & N. Bourbaki [3], III,
corollaire 1, p. 30 et IV, théoréme 2, p. 26 pour d’autres résultats du méme type.

Les topologies de la convergence uniforme

DEFINITION 2 Soit G un ensemble de parties bornée de F' . On désigne par Lg (F,G)
I’espace vectoriel des applications linéaires continues muni des semi-normes
g : T — sup,cp g (T'p)

ol q est une semi-norme continue sur G et B € & . On dit que c’est la topologie de la convergence
(dans G ) uniforme sur les parties de & .

On ne change pas cette topologie en remplacant les parties de & par ’ensemble de toutes
les parties contenues dans ’enveloppe fermée convexe absolument symétrique d’une partie de

S . Puisque snp = sng(p) , il est équivalent de se donner & ou une famille de semi-normes s.c.i.
sur FT .

EXEMPLE On considére essentiellement les topologies de la convergence uniforme sur les
parties suivantes :

(a) finies : L, (F,G) .

(b) convexes compactes : L. (F,G) .
(¢) compactes : L.(F,G) .
(

d) bornées : L, (F,G) .

On dit que c’est la topologie de la convergence simple (cf. définition 3.1.3), convexe
compacte, compacte et respectivement bornée.

On a £, (F,K) = Fj par la remarque 1 ci-dessus. Attention I’enveloppe fermée convexe
d’une partie compacte n’est pas nécessairement compacte.

(e) Soit & lensemble des parties de F'' contenues dans une partie de la forme co, , ou p
est une semi-norme continue sur F' . Ce sont exactement les ensembles équicontinus de formes
semi-linéaires sur F' .

Puisque toute semi-norme continue p sur F' s’écrit p = sng = |-|, , ot £ € € (corollaire
3.9.iv), on a

F=Le(FK) .
Rappelons que F, = (F')" (théoréme 3.7).
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3.17 Les opérateurs dans un espace de Hilbert

DEFINITION 1 Soient H et G des espaces de Hilbert et 7' : 'H — G une application
linéaire continue. On dit que c’est un opérateur borné . On dit aussi opérateur continu. Comme
précédemment (cf. 3.8), nous désignerons par

t. ot T
I’ opérateur adjoint .

Rappelons que le dual fort Hg de 'H est un espace de Hilbert, mais que I’on n’identifie pas
nécessairement avec H (cf. remarque 1.5.2). Si l'on fait toutefois cette identification, alors

DEFINITION 2 Nous désignerons I'opérateur adjoint par
.G —H.
Il est caractérisé par

(&l T )y = (TE|v)g pourtout € HetyeG,

i.e. T*v est 'unique élément de H qui grace au théoréme de Riesz représente la forme semi-
linéaire continue

§— (T¢ly)g: H—K.

Les formules de la proposition 3.7 et des corollaires 3.8 et 3.10 sont évidemment valables
pour o* & la place de of .

Nous n’utiliserons donc la notation T™* que lorsque ‘H et G sont identifiés avec leur semi-dual
fort.

THEOREME (Hellinger-Toeplitz) Soient H,G des espaces de Hilbert et T : H — G
une application linéaire possédant une adjointe S : G — H , i.e. telle que

(€|S’Y)H = (Tf|’7)g pour tout §E € Hetye G .

Alors T est un opérateur borné et S =T* .

C’est immédiat par le scolie 3.7.ii. C’est aussi une conséquence du théoréme du graphe
fermé 3.14. Si ((§,,T€})),en converge vers (£,7) dans H x G , il nous suffit de montrer que
v =T¢ . Mais pour tout 6 € G , par la continuité du produit scalaire on a

(T€| 9)9 = (€| SQ)H = (limk€k| SQ)H = limy, (€k| SQ)H =

= limy (7€, 0)g = (limy, TE,|7)g = (7] 0)g
donc T¢ = . OJ

Rappelons les notions suivantes :

DEFINITION 3 Soit T : ' H — G un opérateur borné. On dit que T est
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(a)  wunitaire si
T*T =1dy et TT* =1Idg .

Si T" un opérateur borné dans ‘H , on dit qu’il est

(a) mormal si
T = TT*
(b)  auto-adjoint (ou hermitien ) si
T=T*,
(c) auto-adjoint (ou hermitien ) positif si T est auto-adjoint et

(£]TE) >0 pour tout £ € H .

EXERCICE Montrer que T : H — G est une isométrie si, et seulement si, T est borné et
T*T = Idy . En déduire que T est unitaire si, et seulement si, T" est une isométrie surjective,
ou encore si 1" est un opérateur borné bijectif et

-1
T=T1",

PROPOSITION  Soit T un opérateur dans un espace de Hilbert H .
(i) Ona
1T = supe per, e, <1 1(EI T -
Si T est auto-adjoint, alors
1T = SUP¢en,||¢)<1 (&1 T¢)| -
(ii) SiK=C, alors
1T < 2 supgerey< [(E1 TE]

T auto-adjoint <= (&|TE) € R pour tout £ € H
et
T auto-adjoint positif <= (&|T&) >0 pour tout £ € H .
(iii) SIK=CetT=U+1i-V ,ouUV sont des opérateurs auto-adjoints dans H , alors

1 1
U:ReTzzé-(T—l—T*) , V:ImT::?-(T—T*)
i

et

T est borné <= U,V sont bornés.
En outre

T est normal <= U,V commutent.
Démonstration de (i) Utilisant le théoréme 2.8, on obtient tout d’abord

1T = SUp| <1 1Tl = SUup|5<1 SUP¢|<1 [(§]Tn)| = Supje|<1 [(§|TE)| = M,
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ce qui prouve en particulier la premiére partie. Remarquons que 'on a

(6] TE)| < M- ||g))” .

Si T est auto-adjoint, on a

(&l Tn) = (T7¢ln) = (T¢[n) = (| T€)

donc

4-Re (¢]Tn) =2+ | (6] Tn) + (& Tm)| =2 (6] Tn) + (| TE)] =

=+ T(E+n)—(E=nlT(E—n))

en appliquant la premiere formule de polarisation, proposition 1.3.i, & la forme sesquilinéaire

(&mn) — (& Tn) .
Grace a I’égalité du parallélogramme, corollaire 1.3, on obtient alors

4-[Re (€] Tn)| < [(E+nT E+n)+ (=0T (€ —n)l <

< M- ([l€+nl* + 1€ = nlI*) =20 - (I€1* + [Inll*) < 4M
si]€]l, |l <1.SiK=R, onen déduit que [({|Tn)] < M , donc que [|[T|| <M .SiK=C,
il existe u € U tel que

[(E[Tn)| =wu- (§[Tn) = (u-&§|Tn) =|Re(u-{[Tn)| <M,
ce qui prouve aussi que ||T]| < M .

Démonstration de (ii) Si K = C, la formule de polarisation, proposition 1.3.iii, et I’éga-
lité du parallélogramme, corollaire 1.3, montrent que

4-1(&Tn)| < Z (E+E-nT(E+E-n)| < M- Z ’|€+g'77’|2:
et=1 g
=2M - (JIEI* + lInll* + 1E1* + 11i - nl*) < 8M

si llell Il < 1, done que [T <2 .
Les conditions sont évidemment nécessaires, puisque

(§1T¢) = (T7¢|€) = (T¢|€) = (& T¢) -
Réciproquement, si (£| 7€) € R, on a

(T —=T7)¢&) = (& TE) — (T¢| &) = (€] T€) — (€] T€) =0,
donc
1T =T < 2 supges ey |(EH(T =T7) €[ =0,

et par suite 7' = T" . La derniére partie est alors immeédiate.

Démonstration de (iii) La démonstration est laissé au lecteur. O

REMARQUE 1 Si K =R, les assertions de (ii) sont fausses comme le montre une rotation
de Z dans R? .

REMARQUE 2 1l est recommandé de comparer ces résultats avec ceux de 3.13 et 1.5.
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EXERCICE (Théoréme de Lax-Milgram) Soient F,G des espaces normés et T' une ap-
plication linéaire de F' dans G . Montrer :

(a) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe € > 0 tel que
ITll = € - [l pour tout € F .

-1
(ii)) 7T est injectif et T : T (F') — F est continu.

(b) Si F est complet, T" est continu et 'une des propriétés de (a) est satisfaite, alors 1" (F)
est complet.

(¢) SiT est un isomorphisme, alors F' est complet si, et seulement si, G est complet.

Soit ‘H un espace de Hilbert et T' € L (H) .
(d) ImT dense dans H , si, et seulement si, T* est injectif.
(e)  Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) T est inversible.
(ii)) 7T est inversible.
(iii) 7™ est injectif et il existe € > 0 tel que
IT¢]| > e - [|€]]  pour tout § € H .

216 SEMI-DUALITE Claude Portenier



Les opérateurs intégraux de Hilbert-Schmidt 3.18

3.18 Les opérateurs intégraux de Hilbert-Schmidt

Soient 1 et v des intégrales de Radon sur X et Y respectivement.
Etant donné » € L? (u ®v) , le théoréme de Tonelli et Fubini, cours d’Analyse [17] 16.3,

ainsi que le critére d’intégrabilité, cours d’Analyse [17] 15.10, montrent que » (z,-) € L? (v)
pour p-presque tous les x € X . Sin € L? (v) , on peut donc définir

T.n(x) = /%(I’,O) -ndv pour p-presque tous les r € X |

et par 0 sinon.
Pour tout K € K(X) , on a

1 - Tun :Z/%(O,y)-lx-n(y) dv(y) p-p-p-,

et 1x®@n € L? (1 ® v) (cours d’Analyse [17], corollaire 16.3 et critere d’intégrabilité 15.10). On
en déduit que - 1x ®n € L' (1 ® v) , et le théoréme de Fubini, (cf. aussi cours d’Analyse [17],
théoréme 15.2.ii), montre que 1x - T,,n € L' (1) . Cette fonction est en particulier y-mesurable,
donc T,.n est p-mesurable (cf. cours d’Analyse [17], théoréme 15.9.i). D’autre part, on a

[zl au= [\ [y na] auwy< [ [leol a1k av) duto) -

~ I, - [ ( [ et du) () = [0, - 15l e < 00 -

Le critére d’intégrabilité montre donc que T,,n € L? (i) . Nous avons donc prouvé

2

THEOREME Six € L% (u®v) , il existe un opérateur continu
T, L2 (v) — L*(p) : n+— Tom
tel que

T.n(zx):= /%(:B,o) -ndv  pour p-presque tous les x € X ,

et
1T < [15#llg s -

On dit que c’est un opérateur intégral de Hilbert-Schmidt de noyau s .
Son adjoint

T: :L? (p) — L% (v)
est 'opérateur intégral de Hilbert-Schmidt provenant du noyau »* € L? (v @ ) défini par

7 (y,x) = x(x,y) .
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Il nous reste a calculer T7 . Pour tout n € L2 (v) et £ € L2 (u) , le corollaire 16.3.i et le
théoréme de Fubini 16.3 (cours d’Analyse [17]) nous permettent d’écrire

<mma=wmm=/ﬁﬁfwz/(/%mwm@ww@)fuwmmz

~ [=0 ooy = [0 ( [F@erc@ @) = (o] [#@e ¢ @ auw ) |

d’otll notre assertion. O

REMARQUE L’inégalité ||T,| < | est en général stricte.

|%H2,,u®u

EXERCICE 1 (Les opérateurs abstraits de Hilbert-Schmidt)

Soient H,G des espaces de Hilbert. On dit qu'un opérateur T' € L (H,G) est de Hilbert-
Schmidt si pour une base hilbertienne (¢;),., de H , on a

> ITejllg < oo (+)
jeJ

On désigne par L2 (H,G) I'ensemble de ces opérateurs. Montrer

EXERCICE 2 (a)
TeLl?(H,G) <<= T'el*GH).

Utiliser I’égalité de Parseval.
(b) SiT € L?(H,G), on a (x) pour toute base hilbertienne de H et les sommes sont égales.
(¢) La fonction
(T,S) — (T|8) ==Y (T¢| Se;)g : L2 (H,G) x L2 (H,G) — K
jeJ
est un produit scalaire sur £2 (H,G) et on a
IT)| < (T|T)% = |T|, pour tout T € £2(H,G) .
(d)  L£%(H,G) est un espace de Hilbert.
() Ona
L*(H,G) =19)3(H] .

EXERCICE 3 Soient p, v des intégrales de Radon respectivement sur les espaces séparés X
et Y , e L? (X xY,u®v) et T, I'opérateur de Hilbert-Schmidt associé. Montrer :

(a)  Si(€));c est une base hilbertienne de L? (v) , pour u-presque tous les z € X il existe une
famille (; (2)),., € €2 (J) telle que

7 (z,-) = Zaj (z)-¢; dans L*(v) .

jeJ
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(b)  Pour toute base hilbertienne (e;),; de L?(v),on a
STl = [l dnsr =
jeJ XxY
Remarquer que si (¢;),. ; est une base hilbertienne de L? (v), il en est de méme de (€)e -
(c) Omna
£2 (12 (), 12 (1) = |1 (1) 3 (L2 () = L2 (&) |
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3.19 Les opérateurs intégraux faiblement singuliers

Soient 1 et v des intégrales de Radon sur X et Y respectivement.

THEOREME Soit »c: X XY — K une fonction p ® v-mesurable telle que l’on ait

M = SUD|[l, [l <1 //* 1€ () - 2 (z,y) n(y)| dpVv)(z,y) < o0 .

Alors, pour tout n € L2 (v) , la fonction 3 (x,0) - n est v-intégrable pour localement p-presque
tous les x € X et la fonction

T :=/%<<>,y>-n<y> dv (y)

qui est définie localement p-p.p. , appartient o L? (u) . L’application linéaire T, : L? (v) —
L2 (n) ainsi définie est continue et ||T,|| < M .

En effet, la forme sesquilinéaire sur L? (1) x L? (v) définie par

si (6 [[ €@ @) 0 dwsr) @y
est bornée, puisque
|5 (&;m| < M- [IEll,, - lInll,,, -

Il existe donc d’apres le corollaire 1.5 une application linéaire continue T}, : L? (v) — L2 (u)
telle que

(€)= [[ €@ (w0) ) w0 v) (9)
et on a
Tl = supjey, iy, <1 161 Tem)| < M-

Pour tout n € L? (v) et £ € L? (i, 1x) , les théorémes de Tonneli et Fubini montrent que

la fonction & (x) - 2 (z,¢) - n est v-intégrable pour p-presque tous les z € X et que la fonction
£ - [(o,y) - n(y) dv(y) , qui est définie p-p.p. , est p-intégrable. En particulier, pour tout
K € R(X),lafonction 1g- [ 5 (¢,y)n (y) dv (y) est définie p-p.p. et p-mesurable. On en déduit
par le lemme 1.16.i et le théoréme 15.9.i du cours d’Analyse [17] que [ 5 (o,y) -1 (y) dv (y) est
définie localement p-p.p. et p-mesurable. On a alors

/E.Tﬂnduz (& Tn) :/g. (/%(my)-n(y) d,/(y)) a0

Grace a la proposition et ’exemple 1.16.1, on obtient

T.n= / »#(0,y)-n(y) dv(y) localement y-p.p. ,

et prouve que [ s (0,y) -1 (y) dv(y) € L* (1) (cf. lemme 1.16.iv). O
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DEFINITION On dit que T}, est un opérateur intégral faiblement singulier de noyau s .

REMARQUE 1 Ce résultat est évidemment applicable aux noyaux de carré intégrables de
I’exemple précédent. Il suffit de constater que

/*m@w%@wwn@nau®m@ww;

<U*I%(m,y)|2 (nev)( } U € (z (,u®l/)(:n,y)%:

= [172llg pen - €l - 1ll2, -

APPLICATION Pour pouvoir estimer le nombre M il suffit appliquer I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, mais de manieére un peu moins brutale que ci-dessus. L’idée consiste & décomposer le
noyau.

Si
x=u-v ,ouu,vsont X v-mesurables ,

on a

{/*K@%%@w%nwﬂﬂu®W@wﬂi§

<{/*K@W-W@deW®v ]{/ v(2,9) -<>|au®m@yﬂ<
<|[ e (/|u <w<Qd@[/ﬁm”(/nwaofmmm)mﬂg
<[ weotaw| | [ dae

Ainsi, si les deux suprema essentiels sont finis, le noyau s définit une application linéaire
continue T}, de L (v) dans L? (1) telle que
[ o duto

<t s

Plagons-nous maintenant dans un ouvert X de R™ . Ces conditions sont par exemple satis-
faites si

1€l - lImll3,, -

o0,V

00,

1
2

o0,V

x(x,y) =b(z,y) x(xr—y) pourtoutxz,yec X,

pour un 7 € L' (R") et b une fonction Ax ® \x-mesurable et bornée.
Il suffit de poser

= |%|% et v :=signum (x) - |%|% ;

il vient alors

/ lu (:B,y)|2 dy :/ b(z,y) - 2(x—y)| dy < ||b]|, - ||7]]; < 00 pour tout z € X ,
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et de méme
/ v (z,y)° de < ||b]l, - |7, < 0o pour tout y € X .

En particulier si X est borné et si, pour un s < n , on a

b(x,
7 (z,y) = |£E(_ Zy/|)s pour tout z,y € X ,

il suffit de prendre

i x € By
() = si
0 sinon

en ayant choisi R tel que X — X C B , par exemple si X C B} .
2

Ces noyaux sont dits faiblement singuliers car, bien que singuliers au voisinage de la dia-
gonale, ils satisfont & une condition d’intégrabilité.
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3.20 Les opérateurs intégraux généraux

Soient p et v des intégrales de Radon
sur des espaces localement compacts X et Y respectivement.

Rappelons que si s est une intégrale de Radon quelconque sur X x Y | nous avons défini
dans I'exemple 3.13.2 une application linéaire (faiblement) continue S, : K (Y) — M (X)
définie par

w18.) = (le) 0l =) = [P 7 w) delzy) -

De méme si X, Y sont des ouverts de R™ et respectivement R™ | pour tout »c € D (X x Y)",
nous avons défini dans 'exemple 3.13.3 une application linéaire (faiblement) continue S,,
D(Y) — D (X) définie par

el = (o) ol | ) -
On dit que s est le noyau de S,,

PROBLEME Peut-on trouver des conditions sur s telles que S,, se factorise par L? (u) —
M (X)) , puis se prolonge contintiment & L? () , i.e. qu’il existe une application linéaire continue
T, : L? (v) — L% (u) telle que le diagramme suivant soit commutatif

KYy) — L2(v)

LN

M(X) «— L*(p)

C’est I'un des problemes les plus difficiles de 1’Analyse fonctionnelle. Méme dans le cadre des
noyaux dits singuliers ou plus généralement des noyaux de Calderon-Zygmund (au sens de
Meyer [16]), la réponse est trés complexe !

Comme nous l'avons déja mentionné dans la remarque 3.13.5 (cf. exercice et remarque
4.12.3), on a

MX XY) G L (K(Y),M(X)) ,
tandis que dans le cadre des distributions on a le théoréme des noyaux de Schwartz
DX xY) =L, (D (Y) ,D(X)')
(cf. exemple 3.13.3).

EXEMPLE SiX =Y et
=/|sz><ez|du<x>=b<u>eM<XxX> ,
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our: X — X X X :x+— (z,x) désigne application diagonale, on a
Setyr— - p: K(X) — M(X) ,

donc T, = Idgz(,) . Ceci montre que Id : L? (1) — L? (1) ne peut pas étre défini par un
noyau-fonction.
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3.21 La matrice d’un operateur

Si ‘H,G sont des espaces de Hilbert identifiés avec leur semi-dual, les remarques 2 et 3 de
3.13 montrent que

L, (H,Go) = (1G)i (M) et LI (H.G)=1G) (H| .

(cf. corollaire 3.5). Ceci montre la premiére partie du

THEOREME
(i)  Tout opérateur de rang fini R de H dans G est de la forme

R= z ) (€

et plus généralement

= é 1) (5] -

(11) Soient T € L(H,G) et (€2),cx une base hilbertiennes de H . La famille (|Te;) (€z]),cx
d’opérateurs de rang 1 est sommable dans Ls; (H,G) et on a

T=> |Te) (el -

zeX
En particulier L7 (H,G) est dense dans Ls (H,G) et

Idy = Y ) (el -

zeX

(i) Si (Jy),cy est une base hilbertiennes de G , alors

T=> > v,- 19|Tem><m =>

zeX |yeY yey

ﬂy) (Zquez)-ez

dans Ls(H,G) .

Démonstration de (i) La seconde partie découle immédiatement de I’exemple 3.7.1.

Démonstration de (ii) Puisque les semi-normes pe : T' +—— [|T¢||; pour § € H défi-
nissent la topologie de L, (H,G) et que { = > v € - (€]§) d’apres le théoréme 1.10.iii, on a
TE=) . cx Ter - (€] ) par continuité (cf. remarque 2.6.2), donc

limKeﬁ(X) Pe (Z |T€z) (€z| - T) = theﬁ Z Te, - €z|€

zeK zeK

=0.
g
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Démonstration de (iii) En effet
(€] &) = (Zﬁ 19|Tez>-(ez|§) dans G ,
yeyY
donc

|Te,) (€| = dans £, (H,G) .

> Uy (0 |Tez) (ez

yey

On en déduit que

T=3 |Te) (el = Y

zeX zeX

Y

> Uy z9|Tez>(z

yey

dans L, (H,QG) .

Il vient alors

yey

Y

> e (el T*z%)) (0

zeX

[ -=

yey

ﬂy) (Zwm-ez

zeX

puisque 'adjonction est continue. Directement il aurait suffit d’écrire

TE=) "0, (19y T (Zez-(ez|§)>> => z9y> (Z(ﬂymz)-ez

yey
DEFINITION On dit que ((19y| T ez)) est la matrice de T' dans les bases (€;),
et (Jy)

(&) -

0

(y,x)eY xX

yey -

REMARQUE 1 La seconde formule correspond a la formule classique en dimension finie.

REMARQUE 2 Attention la famille (|19y) (0y| Tey) - (ez|) n’est pas nécessaire-

(z,y)EX XY
ment sommable dans £, (H,G) .

REMARQUE 3 Si S, T € L(H) , alors la matrice de ST est

(Z (e,] Seu) (€] Tez)> .
ueX y,z€X
En effet

™ (6] Se) (ea] Ter) = (

ueX

S (Zeu-(eu|Tez)>> = (€, |STe;) -

ueX
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yey zeX
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g
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=2 €y> ( [;{ (;{W (ezITeu)>

yey

€y
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3.22 Le formalisme de Dirac

Le formalisme de Dirac consiste & composer des applications linéaires entre espaces locale-
ment convexes et leur semi-dual. Plus particuliérement si F' est un espace localement convexe
séparé, pour ¢ € F et u € F' | on considére les vecteurs bra :

(ol Fl o Kv— (plv) et (u i F— K {u]t) |
comme des formes linéaires continues et les vecteurs ket :
) K—F:ar—qgp-a e |p:K—F:a—pu-a

comme des droites paramétrées. En général le signe o de composition n’est pas écrit. Il est
probablement superflu de préciser que les compositions doivent étre correctement définies ; cela
correspond aux régles de calcul du formalisme.

On a

(=) et |u)t=(y,

puisque pour tout ¢ € F', il vient trivialement

(ot a) = { (ul ¢} @) = Tulw) - a = (plp-a) .

Par symétrie on obtient également

(el =1p) et lo)' =gl .
Cet exemple montre que les deux semi-dualités <F }F T> et <F T} F > sont fondamentales
pour le formalisme de Dirac (cf. 5.19) : (¢| dépend de (F }FT> , tandis que (u| de <FT} F)!
Ce formalisme tire toute sont importance essentiellement des formules suivantes. Pour tout
yeEGetpeF ona
v) o ul = [v) (pl - F— G

c’est I'application linéaire de rang 1 définie dans le corollaire 3.5. En particulier

) o (u = o) (u| : F — F

et
) o (pl = |u) (gl : FT — F'.
En effet
)0 4l =0 — 1) ({ul@)) =7+ ule) = 1)l () -
On a
(1) ul) =l o] : 61— T
puisque

iy (ul) = (1o (ul) = 1) o (o] = b a1 -
(1) twl)

L’identification K" = K et celle décrite dans la remarque 3.13.1 :
|F1) = |[F") (K| = £ (K, F") : |u) — |p) (1] :=="a — |p) - a7,
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montrent qu’il est naturel de considéré un vecteur ket comme une droite paramétrée, tandis

que par adjonction un vecteur bra est bien une forme linéaire :

(wl =1 = (1) (1) = 113 (ul =" 1 ()™ = ul
On retrouve la bijection canonique semi-linéaire
ol Fl = L(K,F') — L(F,K) = F': |u) — {4
de 'exemple 3.4.2.
Nous ferons Iidentification

(plofu) = (plp) - Idx = (plp) et (ulolp) = (ulp) Idx = (ulv) .

On peut donc écrire

(el p) = (ol ) - Td = (ol o ) = |} o |) -
Sie € Fetve F' | on a par exemple

o) (ul [9) (vl = |} - (ul 9} - (] = (ul ) - lo) (W] -
En outre la semi-dualité <|F>Z (G| |Ls (G, FY) > définie en 3.13 s’écrit

(lerel]s), . =telsm =T (I (elos) =Tr (o) () o 5)

pour tout ¢ € F' ;v € G et S € L(G,F?), en ayant utilisé la trace d'une application linéaire

de rang fini définie dans le corollaire 3.4.
Comme autre exemple si £ € 'H , on a

htle) = b o f¢) = |niE) = |¢)
et

eln=(nt ') = (r'19) = 18 = (el -
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