Appendice 1

TOPOLOGIE

Nous avons rassemblé dans ce chapitre les notions topologiques, dont nous avons besoin
dans ce cours. Certaines des démonstrations sont mots a mots les mémes que celles faites dans
le cadre des espaces métriques (cf. cours d’Analyse [17], chapitre 10).
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1.1 Ensembles ouverts et fermés

1.1 Ensembles ouverts et fermés

DEFINITION 1 Soit X un ensemble. On dit qu'une partie T de 3 (X) est une topologie si
I'on a

(a) SiGCT,alors|J,s0€T.
(b)  Si§ est une partie finie de T , alors (] __ O € T .

On dit que (X, %) est un espace topologique.Une partie O C X est dite ouverte si O € ¥ .
Une partie F C X est dite fermée si CA ;== X \ A est ouverte. A la place de (X,T) on écrit
souvent simplement X .

PROPOSITION Soient X un espace métrique, d sa métrique, x € X , € >0,
B.(z) ={ye X |d(z,y) <e} et D.x):={yeX|d(z,y) <e} .
En posant
Txa):={0 C X |Vz € O Fe >0 tel que B: () C O}

on définit une topologie sur X .

Cela a été démontré dans la proposition 10.12, cours d’Analyse [17]. Ainsi & tout espace
métrique est associé un espace topologique.

DEFINITION 2 On dit qu'un espace topologique est métrisable si sa topologie peut étre
définie par une métrique.

EXEMPLE 1 Soit X un espace topologique, ¥ sa topologie et Y une partie de X . En posant
Ty :{OHY|O€T}

on définit une topologie sur Y , dite la topologie induite .
Si X est un espace métrique et T sa topologie, alors ¥y est le topologie qui provient de la
métrique induite par X sur Y (cf. cours d’Analyse [17], exercice 10.12).

DEFINITION 3 Pour tout A C X , on définit 'intérieur A° de A par

A° = U O .

O ouvert, CA
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Ensembles ouverts et fermés 1.1

On dit que x € A est un point intérieur de A s’il existe une partie ouverte O telle que x € O C
A . Si x est un point intérieur de A , on dit que A est un voisinage de x . En posant

A= ﬂ F

Ffermé, DA

on définit la fermeture de A .
Une partie A est dite dense si A =X .

L’ensemble A° est la plus grande partie ouverte contenue dans A . L’ensemble des points
intérieurs de A est égal & A° . L’ensemble A est la plus petite partie fermée contenant A .

EXEMPLE 2 Soient X un espace métrique, x € X et € > 0 . L’ensemble B, (z) , respective-
ment D, (x) , est un voisinage fermé respectivement ouvert de z . On dit que la boule fermée,
respectivement ouverte, de centre x et rayon € . On a

D.(x) C B.(z) et D.(x)C B.(x)° .

Ces inclusions sont en général stricte.

PROPOSITION  Soient A, B des parties d’un espace topologique X . Alors

(i) A ouwverte <— A°=A.
(ii) A fermée —= A=A.
(iii) A°NB° =(ANB) .
(i) AUB~AUB .
(v) A°UB°C(AUB)®.
(vi) ANBCANB.
(vii) X NA° =X A.
(viii) X N~ A= (X~ A)° .
Cf. cours d’Analyse [17], exercice 10.16.
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1.2 Continuité

1.2 Continuité

DEFINITION Soient X,Y des espaces topologiques. Une application f : X — Y est dite
continue en x € X si, pour toute partie ouverte O de Y telle que f () € O , il existe une partie
ouverte U de X telleque z € U et f(U) C O .

L’application f est dite continue si elle est continue en tout point de X .

THEOREME Soient X,Y des espaces topologiques et f : X — Y . Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) [ est continue.
(ii) f (O) est ouverte pour toute partie ouverte O de'Y .

-1
(iii) f (F) est fermée pour toute partie fermée F de 'Y .

(iv) f (Z) C f(A) pour toute partie A C X .

Cf. cours d’Analyse [17], proposition 10.16. Seule 'équivalence avec (iv) n’a pas été démon-
trée.

-1 —1
(iii) = (iv)  Pour toute partie A C X , la partie f (f (A)) est fermée et f (f (A)

-1

f (f(A)) D A. On en déduit que _fl (f (A)) O A et par suite que f (71) cf (_fl (ﬂ)

) >
)<
f(A).

-1 o
(iv) = (ili)  Soit F une partie fermée de Y . En posant A := f (F) ,ona f (A) C f(A) C
_ _ -1 _ -1

F=F ,donc AC f(F)=ACA, cequi montre que A = f (F) est fermée. —— O

EXEMPLE Soient X un espace topologique et Y une partie de X munie de la topologie
induite. L’injection canonique Y — X est alors continue.

COROLLAIRE Si les applications f : X — Y et g : Y — Z sont continues, alors
lapplication

h:gof:XLYLZ
[’est aussi.

Cette assertion n’a pas été démontrée topologiquement (cf. cours d’Analyse [17], théoréme
7.3). La démonstration est immédiate en utilisant (ii).
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Convergence 1.3

1.3 Convergence

DEFINITION 1 Une suite (x),.y de X est dite convergente si, pour toute partie ouverte
U telle que z € U , il existe un N € N tel que 'on ait

rr, € U pour tout k > N .

EXEMPLE 1 Soit (X,d) un espace métrique. Une suite (1), .y de X est alors convergente
vers o pour €(x gy si, et seulement si, elle converge vers z par rapport a la métrique d .

PROPOSITION Soient X,Y des espaces topolgiques. Alors

(i) Siune fonction f : X — Y est continue en v € X et si une suite (ry),.y converge vers
x , alors la suite (f (x1)),cy converge vers f(x) .

(it) Soient A C X et x € X . S'il ewiste une suite (vy),.y C A , qui converge vers x , alors
reA.

Rappelons que la réciproque de ces assertions est valable dans le cas suivant :

THEOREME Soient X,Y des espaces topologiques et supposons que X est métrisable.

(i) Soit x € X . Une application f : X — Y est continue en x si, et seulement si, pour
toute suite (zy,),cy convergente vers x , la suite (f (xy)),cy €st convergente vers f(x) .

(ii) Etant donné A C X etz € X , onax € A si, et seulement si, il existe une suite
(k) gen C A convergente vers x .

REMARQUE 1 En toute généralité on ne peut pas caractériser la continuité et la fermeture
a I'aide des suites. Il faut introduire une généralisation de la notion de suite : les filtres.

DEFINITION 2 Soit X un ensemble. On dit quune famille non-vide 8 C P (X) est une
base de filtre si
(a) D¢>B.

(b) Pour tout A,B € B il existe C € B telque C C ANB .
On dit que § C P (X) est un filtre si c’est une base de filtre et si en plus

(¢) Pourtout AcFet ACBC X ,onaBeg.

Soient B, € des bases de filtre. On dit que B est plus fine que € si, pour tout C' € € | il
existe B € B telle que B C C'.

Si § est un filtre alors, pour tout A, B € §,on a ANB € § . Une base de filtre B engendre
un filtre

B = {AC X |il existe B € B tel que B C A} .
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1.3 Convergence
Si € est une autre base de filtre, alors B est plus fine que € si, et seulement si, BOC.

EXEMPLE 2 Si (x),.y est une suite de X , alors I'ensemble des parties de la forme
{z; | I > k} est une base de filtre sur X .

EXEMPLE 3 Si f : X — Y est une application et B une base de filtre sur X , alors
F(B):={f(A) | A€ B} est une base de filtre sur Y .

En particulier si X est une partie de Y et en considérant I'injection canonique, on voit que
toute base de filtre sur X est une base de filtre sur Y .

EXEMPLE 4 Si X est un espace topologique et x € X , alors ’ensemble U () des voisinages
de z est un filtre.

DEFINITION 3 Soit X un espace topologique. On dit qu'une base de filtre 8 converge vers
x € X , si pour tout voisinage V' de X , il existe A € B tel que A C V , i.e. si B est plus fine
que U (z) . On écrit alors

z=1mB = limyep y .

Si Y est un autre espace topologique et f : X — Y une application, on dit que y € Y est
une valeur limite de f suivant B si f (B) converge vers y et on écrit

y = lim f (B) = limen f () = limg f .

REMARQUE 2 Pour qu'une base de filtre converge, il faut et il suffit que le filtre engendré
converge.

Le théoréme ci-dessus est alors valable en toute généralité.

THEOREME Soient X,Y des espaces topologiques.

(i) Soit x € X . Une application f : X — Y est continue en x si, et seulement si, pour tout
filtre § qui converge vers x , la base de filtre f (§) converge vers f (z) .

(ii) Etant donné A C X etx € X , on ax € A si, et seulement si, il existe un filtre sur A
qui converge vers x dans X .
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Espaces topologiques séparés 1.4

1.4 Espaces topologiques séparés

DEFINITION Un espace topologique X est dit séparé si, pour tout x,y € X tels que
x # 1y, il existe des partie ouverte O,U tellesquez € O ,yc Uet ONU =10 .

En particulier, dans un espace séparé toute partie ne contenant qu’un point est fermée.

EXEMPLE Tout espace métrique est séparé.

THEOREME Soient X,Y des espaces topologiques séparés et A une partie dense de X .

(i) Sif,g: X —Y sont des applications continues telles que fia = gja , alors f =g .

(ii) Si f: X — Y est une application continue d’image dense, alors f(A) est dense dans
Y .

Démonstration de (i) 11 suffit de montrer que {f = g} est fermée et contient A .

Démonstration de (ii) Utilisant le théoréme 10.2, on a

f(A) D f(4)=Ff(X),

donc

fFLAADfX)=Y.
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1.5 Parties et espaces compacts

1.5 Parties et espaces compacts

DEFINITION 1 Soit X un espace topologique séparé. Une partie K C X est dite compacte
si, pour tout recouvrement ouvert de K posséde un sous-recouvrement fini. Si X est compact,
on dit que X est un espace compact .

On désigne par & (X) l'ensemble des parties compactes de X .

EXEMPLE 1 Si X est un espace métrique, alors K C X est compact si, et seulement si,
toute suite de K contient une sous-suite convergente.

Cf. cours d’Analyse [17], théoréme 10.17.

THEOREME Soient X,Y des espaces topologiques séparés.

(i) Sif: X — Y est une application continue et K C X est compacte, alors f(K) est
compact.

(ii)  Une partie compacte est fermée.

(i) Une partie fermée contenue dans une partie compacte est compacte.

Démonstration de (i) Cf. cours d’Analyse [17], théoréeme 10.19.

Démonstration de (ii) La démonstration du cours d’Analyse [17], Corollaire 10.17 uti-
lise les suites. Voici une démonstration topologique. Soit z € X ~ K . Puisque X est séparé,
pour tout y € K , il existe des voisinages ouverts U, de y et V, de z tels que U, NV, =0 . La
famille (Uy),cx est évidemment un recouvrement ouvert de K; il existe donc une partie finie
I C K telle que (Uy),p soit encore un recouvrement de K . On en déduit que V := (), V,
est un voisinage de = qui ne coupe pas |J, .z U, , donc aussi K . Ceci montre que X \ K offen
ist.

yekE

Démonstration de (iii) Soient A une partie fermée de X et K une partie compacte la
contenant. Comme X \ A est ouvert, il suffit de constater qu'une famille R est un recouvrement
ouvert de A si, et seulement si, U U {X \ A} est un recouvrement ouvert de K . ——— [

COROLLAIRE Pour qu’une partie K C X soit compacte, il faut et il suffit que que K
muni de la topologie induite soit un espace compact.

Cf. cours d’Analyse [17], exercice 10.17.4.

EXEMPLE 2 Soit X un espace topologique séparé. L’ensemble C (& (X)) des parties de la
forme X \ K , ou K € 8(X) est une base de filtre sur X .

Utilisant la notion de filtre on peut donner une caractérisation utile des espaces compacts.
Mais tout d’abord
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Parties et espaces compacts 1.5

DEFINITION 2 On dit qu’un filtre {4 est un wltrafiltre s’il est maximal, i.e. si tout filtre §
plus fin que U , i.e. F DU, est égal & § .

REMARQUE Par le principe de maximalité de Hausdorff, tout filtre est contenu dans un
ultrafiltre.

THEOREME
(i)  Soit X un espace topologique séparé. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) X soit compact.

(b)  Pour toute famille B d’ensembles fermés telle que (\pey B = 0 , il existe une
sous-famille finie de B dont ['intersection est vide.

(¢)  Pour toute base de filtre B formées d’ensembles fermés, on a (\gey B # 0 .

(d)  Tout ultrafiltre sur X est convergent.

11 cnono ] i) €St une jamaiuite espaces compacts, aiLors . i €S compact.
i) Tychonoff Si(X,),., est une famille d’ ts, alors [[,c; X; est t

Démonstration de (i)
(a) <= (b) Il suffit de passer aux complémentaires.
(b) < (c)  C’est la contraposition.
(c) = (d)  Soit 4 un ultrafiltre. La famille des adhérences A pour A € il est une base de

filtre satisfaisant & (c). Soit donc z € [,y A . Pour tout voisinage V de z , ona VN A # ()
pour tout A € 4 , donc V' € U par la maximalité de 4 . Ceci montre que 4 converge vers x .

(d) = (c) Par la remarque, il existe un ultrafiltre 4 plus fin que B . Cet ultrafiltre
converge donc vers un x € X . Soit B € B . On a B € U et, pour tout voisinage V' de x , on a
aussi V € i, donc BNV € 4, ce qui montre que BNV # () . On en déduit que x € B = B,
ce qui montre que (e B # 0 .

Démonstration de (ii) Si U est un ultrafiltre sur [[;.; X; , alors pr; () est une base
de filtre et elle engendre un ultrafiltre sur X; . Par hypothése chaque pr; (L) converge, donc
aussi 4 . 0
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