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7.1 La notion de continuité

7.1 La notion de continuité

DEFINITION 1 On dit en général qu'une application d’'un ensemble X dans K" , ot K =R
ou C , est une fonction . Sin = 1, on dit que c’est une fonction réelle , respectivement complexe .

Intuitivement une fonction réelle continue sur un intervalle de R a un graphe que ’on peut
dessiner sans lever le crayon. En d’autres termes les valeurs de cette fonction varie peu pour
autant que la variable en fasse de méme.

DEFINITION 2 Soient X,Y des espaces métriques et f : X — Y une application. Nous
dirons que f est continue en x € X si, pour tout € > 0 , il existe un 6 > 0 tel que I'on ait pour
tout u € X

dx (u,z) <6 = dy (f(u),f(z) <e,
u€ B(x,0,dx) = f(u)€ B(f(x),edy) ,
ou encore

f(B (ZE,(S,dX» - B(f(l‘)757dY) .

THEOREME Pour que f: X — Y soit continue en x € X , il faut et il suffit que, pour
toute suite (11),oy de X convergente vers x , la suite (f (z)),ey S0t convergente et que l'on
ait

f(z) =limy f(zg) ,de f(limgag) =lmg f(zg) .

La condition est nécessaire. En effet, si f est continue en = , étant donné ¢ > 0 , il existe
§ > 0 tel que f (B (x,0,dx)) C B(f(x),e,dy) . Ainsi, si (2),cy C X converge vers x , il
existe N € N tel que dy (x,z) < ¢ , i.e. xp € B(x,0,dx) pour tout £k > N . On a alors
f(xx) € B(f(2),e,dy) ,ie. dy (f(zx), f(z)) < e pour tout k > N . Ceci prouve bien que la
suite (f (z1)),en €t convergente et que f (x) = limy, f (zy) .

Réciproquement, si f n’est pas continue en z , il existe un € > 0 tel que, pour tout 6 > 0,
I'ensemble f (B (z,d,dx)) ne soit pas contenu dans B (f (z),e,dy) . En prenant 0 := % pour
k € N* | cela signifie qu'il existe z, € B (z, 1,dx) tel que f (z)) & B (f (z),e,dy) . On a donc

dX (xka ZZ’) <

et dy (f(zx), [ (x)) > e,

=

et par suite z = limy x), , mais (f (x1)),.y e converge pas vers f (x) . O

ke
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La notion de continuité 7.1

EXERCICE 1 Soient X un espace métrique et f : X — R une fonction continueen z € X .
Si f(z) >0, alors il existe a > 0 et § > 0 tels que f (u) > a pour tout u € B (z,9,dx) .

EXERCICE 2 On considére I’application affine

3 3
T:R* —R?: (z,y) — (5~(a:—y)+2,5’(w+y)+1> :

Déterminer si les parties
T(B((0,0),1,ds)) et B(T(0,0),1,ds) ,
ainsi que
T(B((0,0),1,d3)) et B(T(0,0),1,ds) ,

sont en relation d’inclusion. Esquisser-les.
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7.2 Exemples d’applications continues

7.2 Exemples d’applications continues

DEFINITION Soient X,Y des espaces métriques et f : X — Y une application. Nous
dirons que f est une application continue (sur X ) si f est continue en tout les point de X .

EXEMPLE 1 Une application constante, i.e. X — Y : x —— y pour un y € Y , est
continue.

En effet, quel que soit € > 0 , on peut par exemple prendre 6 =1, car on a
f(B <x717dX)) = {g} C B(g7€7dY) = B(f <$) 7€7dY) .

O
EXEMPLE 2 I’application idy : X — X : 2 —— x est continue.
En effet, quel que soit € > 0 , on peut par exemple prendre § = € , car on a
idx (B (z,e,dx)) = B(z,e,dx) .
O

EXEMPLE 3 Soient X,Y des espace métriques. Les projections canoniques
pri: X xY — X :(r,y)— 1z et pry: X xY —Y:(x,y)—y

sont continues.

Si dxxy désigne I'une des métriques d; , dy ou dy sur X x Y (cf. exemple 5.1.4), le
théoreme 5.8, p. 116, montre que si une suite ((zx, yx)),eny de X X Y converge pour dxy vers
(z,y) € X x Y , alors les suites (2),cy €t (Yr),ey cOnvergent respectivement vers = et y . On
a donc

pry (7,y) = x = limy 2 = limy, pry (24, yi)
et le théoreme 7.1, p. 172, montre que pr; est continue. On procéde de méme pour pr,, .
Géomeétriquement il suffit de constater que, pour tout € > 0 , on a
B ((z,9),e,dxxy) C B((z,9),¢,ds) = B(z,¢,dx) X B (y,e,dy) ,
donc

pry (B ((z,y),e,dxxy)) C pry (B (z,e,dx) X B(y,e,dy)) = B(x,¢,dx) .

EXEMPLE 4 La fonction exponentielle complexe exp : C — C est continue.

Remarquons tout d’abord que par ’estimation du reste 6.16, pour tout u € C , on a

lexp (u) — 1| =|ry (u)| <2 |u| si|ul<1.

174 CONTINUITE Claude Portenier



Exemples d’applications continues 7.2

Pour tout z,w € C tels que |[w — z| < 1, on a alors

lexp (w) — exp (2)] = |exp (2) - [exp (w — 2) — 1]| =

= lexp (2)] - [exp (w = 2) = 1] <2+ [exp (2)] - [w — 2]

Par suite, pour tout € > 0, on a

£
_ < i —z|<d:=min (1, ———
lexp (w) —exp (2)| <& si |w—z| < mln( "2 exp (z)|> ’

ce qui prouve la continuité de exp en z . 0

EXEMPLE 5 Pour tout p € N* | la fonction /- : R, — R, : z —— ¢/ est continue.

La démonstration est laissé au lecteur. On peut montrer que, pour tout x,y € R, , on a

[V = /] < /e =yl
(cf. exercice 5.6.3, p. 112). O

THEOREME Les applications suivantes sont continues :
+:CxC—C:(z,w)r—z4+w , ||:C—Ry:z+—|2|,
CxC—C:(z,w)r—z-w , %:CXC*—>C:(z,w)»—>%,

C—C:z—7,
Re:C—R:2+——Rez e Im:C—R:zr—Imz.

11 suffit d’utiliser la caractérisation de la continuité a I’aide des suite (théoreme 7.1, p. 172),
la, caractérisation de la convergence d’une suite dans un produit (théoréme 5.8, p. 116), ainsi
que les régles de calcul avec les limites (théoréme 5.5, p. 106, et corollaire 5.8, p. 116). Par
exemple soient (z,w) € C x C et ((zx, w)),cy une suite convergente vers (z,w) . On a alors
z = limy, z; et w = limy, wy, , donc z + w = limy, (25 + wy) , ce qu'il fallait démontrer. — O

EXERCICE Les applications
max : RXR — R: (z,y) — max(z,y) et min:RxR-—R:(z,y) — min (z,y)

sont continues.
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7.3 Calcul avec les applications continues

7.3 Calcul avec les applications continues

THEOREME (i) Soient X,Y des espaces métriques, f : X — Y wune application, Z
une partie de X munie de la métrique induite et x € Z . Si f est continue en x , alors fi; est
ausst continue en T .

(i) Soient X,Y,Z des espaces métriques, f: X — Y et g:Y — Z des applications. Si f
est continue en x € X et g est continue en f () , alors go [ est continue en x .

(111) Soient X,Y,Z des espaces métriques, f : X — Y et g : X — Z des applications et
xr € X . Pour que

(f;9): X — Y X Z:ur— (f(u),g(u))

soit continue en x , il faut et il suffit que f et g soient continues en x .

Démonstration de (i) Si dy désigne la métrique induite par dx sur Z , on a
B(ZL’,(S,dz) = B(ZL’,(S,dx) nz.
L’assertion est alors immeédiate.

Démonstration de (ii) Soit € > 0 donné. Comme g est continue en f (z) , il existe 6 > 0
tel que

g(B(f(x),6,dy)) C B(g(f(x)),¢,dz)
et, puisque f est continue en x , il existe v > 0 tel que
f(B <I7’77dX)) C B(f (JI) 757dY) :
On a alors
9(f(B(x,7.dx))) C g(B(f (x),d,dy)) C B(g(f()),e,dz) ,
d’ou le résultat.
Démonstration de (iii) Démontrons ce point & 'aide du théoréme 7.1, p. 172. Si les

applications f et g sont continues en x et si (v),.y est une suite convergente vers z , le
théoréeme 5.8, p. 116, montre que

(f,9) (@) = (f (%), 9 (x) = (limy, f (zx) , limy g (2x)) = limy, (f (zx) , g (zx)) = limg (f, 9) () -
Réciproquement si (f, g) est continue en x , alors (ii) et 'exemple 7.2.3, p. 174, montrent que
f=prio(f,g) et g=pryo(f,g)
sont continues. O

REMARQUE Une démonstration géométrique de (iii) revient & utiliser le lemme 5.8, p.
116. On en déduit que

B (. 50dx) % B (v 5dv ) = B((2:9). 5.d) € B((w.9) . 2.dxay)

dx«y désignant I'une des métriques dy, ds ou dy sur X X Y .
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Calcul avec les applications continues 7.3

COROLLAIRE Soient X un espace métrique, x € X , f,g : X — C des fonctions
continues en x et « € C . Alors

(i)  Les fonctions f +g , |f| , - f et f-g sont continues en x .
(i1)  La fonction

f(x)
g (z)

g:X\{g:O}—>(C:a:r—>

est continue en x .
(111) Les fonctions

?:X—>C:xl—>m,
Ref: X —R:z+——Ref(z) e Imf: X —R:z+—Imf(x)

sont continues en T .

C’est immédiat en utilisant le théoréme 7.2, p. 175, et le théoréme ci-dessus. Par exemple,
la fonction f + g est continue en z , car elle est la composition de 'application (f, g) continues
en z et de I'application + continue en chaque point :

u — (f(u),g(uw)
x Y cxc EHC o u e fw)+g)
(z,w) — z4w

REMARQUE 1 On peut aussi démontrer le corollaire directement en utilisant les régles de
calcul avec les limites : théoréme 5.5, p. 106, et corollaire 5.8, p. 116.

REMARQUE 2 Soit X un espace métrique. Une fonction f : X — C est continue en
x € X si, et seulement si, la partie réelle Re f et la partie imaginaire Im f de f sont continues
en x .

C’est immeédiat, puisque f = Re f +i-Im f . O

EXERCICE 1 Soient X un espace métrique et f,g : X — R des fonctions continues en
xr € X . Alors

max (f,g): X — R: 2+ max (f(z),g(x))
et
min (f,g) : X — R:z+—— min (f (z),g(x))

sont des fonctions continues en z .

EXERCICE 2 Soient X et Y des espaces métriques, Z une partie de Y munie de la métrique
induite par Y , f: X — Z une application et x € X . Alors

(a) L’injection canonique j : Z < Y est continue.

(b) Pour que f: X — Z soit continue en z , il faut et il suffit que f : X — Y soit continue
en w .
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7.3 Calcul avec les applications continues

EXEMPLE 1 Les fonctions trigonométriques cos et sin sont continues.

En effet cos , resp. sin , est la composition des trois fonctions
R—C:z+—i-z2,C—C:z+—exp(z)
et

C— R:z+——Rez ,resp. C— R:z+—Imz.

EXEMPLE 2 On dit qu'une fonction de la forme

n
p:(C—>(C:z»—>ch-zl avec g € Cpour [ =0,...,n,
1=0
est un polynome (compleze) de degré n si ¢, # 0 . Si chaque ¢; € R | on dit que p: R — R
est un polynome réel .
Tout polyndéme est continu.

11 suffit d’utiliser le corollaire (i) et les exemples 1 et 2 de 7.2, p. 174. ———— [0

EXEMPLE 3 Sip et g sont des polynémes, alors on dit que la fonction

p p(2)
—:C~\{qg=0} — C:z+—
g E =0 .(2)
est rationnelle .
Toute fonction rationnelle est continue.
C’est immeédiat par le corollaire (ii). O
EXEMPLE 4 La fonction
1 >0
fR—R:2+— si
—1 <0

n’est pas continue en 0 . Par contre fir, est continue (sur Ry ).

Il suffit de prendre ¢ = % pour montrer que f n’est pas continue en 0 . La seconde partie
est évidente, puisque fir, est constante (égale a 1) . O

EXEMPLE 5 La fonction de Dirichlet

Cette fonction f : R — R est définie pour tout x € R par

0 x est irrationnel
fa)={ s
1
q
La fonction de Dirichlet est continue en tous les points irrationels et discontinue en tous les
points rationnels.

x = § tel que (p,q) € Z x N* et pétranger a ¢
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Calcul avec les applications continues 7.3

Si x € R est irrationnel et € > 0 donné, soit A 'ensemble des y € [x — 1,z + 1] tels que

1f ()= f @) =1fWl>e.
Siye A,onay="c¢ [z — 1,2 + 1] avec (p,q) € Z x N* ,pétrangeraqet%>5.Maisil
existe un nombre fini de tels ¢ , puisque 0 < ¢ < % , et pour chacun de ces ¢ un nombre fini

de p , puisque ¢ (z —1) < p < g(x + 1) . Ceci montre que A est fini. Comme x ¢ A | on peut
définir

5:—%-min({\y—x\ Iy AYU{2}) > 0.

Alors, pour tout y € R tel que |y — x| < d,onay¢ A, donc

@) =@ =1fwl<e,

ce qui finit de prouver la continuité de f en z .
Si maintenant x € R est rationnel, posons zj := x+ % . Ce nombre est irrationnel, puisque

V/2 est irrationnel (cf. exemple 1.4.3, p. 9), et on a 2 = limy zj, . Mais f (z) >0 et f(2;) =0,
donc limy, f (z) = 0, ce qui prouve la discontinuité de f en z . O

EXEMPLE 6 La fonction
dy : X x X — R, : (z,y) — dx (z,9)
et, pour tout z € X , la fonction
dx (z,): X — Ry ry—dx (z,y) ,

sont continues.

La continuité de dx en (z,y) € X x X découle de I'inégalité
‘dX (U, U) —dx (.T, y)| < dx (U7I> + dx (U, y) =d ((U, U) ’ (‘T7 y))

valable pour tout u,v € X (cf. exercice 5.1.3). Celle de dx (z,-) est alors immédiate : si x
désigne 'application constante y — z : X — X | alors I'application

(x,idx) :y+— (z,y) : X — X x X
est continue par (iii) et les exemples 1 et 2 de 7.2, p. 174. O
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7.4 Continuité & gauche et a droite

7.4 Continuité a gauche et a droite

DEFINITION Soient J un intervalle de R , Y un espace métrique, f : J — Y une fonction
et © € J . Nous dirons que f est continue & gauche , resp. a droite , en x si la restriction de f
a JN]—oo,x], resp. & J N [x,00[, est continue en x . On écrit alors

f(x)=lm, . f(u) ,resp. f(z)=Ilimy .t f(u) .

PROPOSITION  Pour que f soit continue en x , il faut et il suffit que f soit continue a
droite et a gauche en x , i.e. que

lim, ., f(u)=f(z)=lim, . f(u) .

La condition est évidemment nécessaire par le théoréme 7.3.i, p. 176. Pour la suffisance, il
suffit de constater que la boule de centre = et de rayon ¢ dans J N ]—o0,x] , resp. J N[z, 00[ ,
est [x — d,x] , resp. [x,x + 4] . O

EXERCICE La fonction z — |z] + /2 — |2] : R — R est continue et croissante.
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Théoréme de Bolzano 7.5

7.5 Théoréme de Bolzano

THEOREME  Soient [a,b] un intervalle fermé de R et f : [a,b] — R une fonction réelle
continue telle que f(a) > 0 et f(b) < 0 . Alors f posséde un zéro & € la,b| , i.e. tel que

f(&)=0.

Nous allons construire par récurrence une suite croissante (ay),.y et une suite décroissante
(bk) ey telles que

a=a , bp=b , ap<b , bk+1—ak+1—%'(bk—ak),
et
flar) =20 , f(br)<O.
Pour passer de k & k+ 1, posons c¢gyq := % - (a + bg) . On définit alors
Qg1 := Cps1 5 Dpy1 :=0b si f(cr1) 20
et
agr1:=ap 5 bry1:=cpy1 sl f(cre1) <0

Comme by, — a = (%)k - (b—a) , et puisque les suites (a), oy €t (br)zey SOnt monotones et

bornées, donc convergentes par le théoreme 5.3, p. 102, on obtient

1 k

Soit alors £ := limy a; = limy by . Par la continuité de f et le corollaire 5.9, p. 118, on en
déduit que

f(&) =limy f (ax) 20 et f(£) =limy f(b) <O,
donc que f(§) =0. O

EXEMPLE 1 Montrons que la fonction
1
fror—exp(z)+—-—-5:R}, —R
x

posséde un zéro dans l'intervalle [1,2] .

On a
1 1
f(y=e—4< -1 et f(2)>exp(2)+§—5>§,
puisque e < 3 (cf. exercice 5.3.1, p. 102) et exp (2) > 1+ % + 22—? =5. 0

COROLLAIRE (Théoréme de la valeur intermédiaire) Soient J un intervalle de R et
f+J — R une fonction continue. Alors, pour tout x,y € J tels que x # y et tout n strictement
entre f (x) et f(y) , il existe £ strictement entre x ety tel que n = f(§) .

L’image f (J) de f est un intervalle de R d’extrémités inf f (J) et sup f (J) .

Claude Portenier CONTINUITE 181



7.5 Théoréme de Bolzano

On an# f(x), f (y) et nous pouvons supposer que = < y et f (x) > f(y) , en remplagant
au besoin f par —f et n par —n . Considérons la fonction g : u —— f (u) —7n; on a

glx)=f(x)—n>0etg(y)=f(y) —n<0.

Il existe donc & € |z, y[ tel que f(§) —n=9g(§)=0,1e. f({) =n.

Pour tout u € J , on a évidemment inf f(J) < f(u) <sup f(J) . Il nous reste & prouver
que tout 7 € R strictement entre inf f (J) et sup f (J) appartient & f (J) . Mais par la propriété
d’approximation 4.8, p. 79, il existe x,y € J tels que f(x) <n < f(y) . On a donc x # z et
par ce qui précéde il existe £ strictement entre x et y , donc dans J , tel que n = f (&) € f(J) .
[

EXEMPLE 2 Considérons la fonction
1
g:rxr—exp(z)+—-—-5:]0,1] — R.
T

Que peut-on dire de ¢ (]0,1])?

x> exp(z)+1 -5

3

Par la continuité de exp en 0 , il existe § > 0 tel que ’on ait en particulier % <exp(z) <3

pour tout = € |0,6] . On en déduit que sup g (]0,1]) = oo . Comme ¢ (1) < —1, on voit que
9(10,1]) > [-1,00[ .

Peut-on déterminer inf g (]0,1]) 7 Nous essayerons de répondre & ce genre de questions dans le
chapitre qui suit. Nous savons en tout cas que g posséde un zéro dans U'intervalle |0, 1] , puisque
0€[-1,00].

Ce type d’argument peut étre simplifier dans ce cas car la fonction f est bien connue. On a

f(%)zeXp<%)+5—5>O,

et le théoréme de Bolzano montre que f posséde un zéro dans [%, 1} . [l
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Théoréme de Bolzano 7.5

DEFINITION Soient J un intervalle de R et f : J — R une fonction réelle.

On dit que f est croissante , respectivement décroissante , si pour tout xz,y € J tels que
r<y,ona f(x)<f(y), respectivement f (z) > f(y) .

On dit que f est strictement croissante , respectivement strictement décroissante , si pour
tout z,y € J telsque z <y ,on a f(z) < f(y) , respectivement f (z) > f (y) .

REMARQUE Une fonction strictement monotone , i.e. strictement croissante ou stricte-
ment décroissante, est évidemment injective.

EXERCICE On considére les fonctions

1
Ry —R:z+—
/ + Y 1tz
et
R R v
. — Y A e 4 .
g + 1+2x

Que peut-on dire de ces fonctions et de leur image f(Ry) et g (R,)?
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7.6 Le nombre 7

7.6 Le nombre 7

PROPOSITION  Sur lintervalle [0,2] la fonction cos est strictement décroissante et s’y
annule une seule fois, tandis que la fonction sin est > 0 .

On a cos0 = Reexp (i-0) = 1 . On montre a I'aide du critére de Leibniz 6.7, p. 142, (cf.
exercice 6.19, p. 168) que
2 4

cos v <1— % + ;—4 sur [—\/56, \/56] (%)
et
23
sin x > x — 3 sur [O, \/42} . ()
On a alors
16 1
2<1 -2+ —=——.
cos + 51 3

Par le théoréme de Bolzano 7.5, p. 181, la fonction cos posséde au moins un zéro dans [0, 2] .
Pour tout u,v € [0, 2] tels que u < v , par la proposition 6.18.v, p. 166, on a
u+v . uU—v Lutv . v—u

sin = 2-sin - sin
2 2

Ccos U —Cos v = —2-sin >0,

car YT =t € ]0,2] et

6 6 3

Ceci montre que cos est strictement décroissante, donc que cette fonction s’annule une seule
fois dans [0, 2] . O

. z? 4 x
smzz2z-(l—— |2z |1—=)=%>0 pourtout z €]0,2] .

DEFINITION  On désigne par 7 1'unique zéro de cos dans [0,2] .

LEMME  Si (7)o est une suite de R* convergente vers 0 , alors

sin xy,

Tk

Grace & (xx) et sinz < z sur [0,/20] (cf. exercice 6.19, p. 168), on a
x

2 dinx

—1<0 pour tout x € ]O, \/20] ,

6
donc
: 2
sin x x )
—1‘ < — si0<|z] <V20,
x 6
et par suite le résultat. O
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Le nombre 7 7.6

THEOREME Les fonctions cos et sin sont respectivement une bijection décroissante et une
bijection croissante de [0, %} sur [0,1] . La fonction

exp (i-) : [O,g} —{2€U | Rez,Imz > 0}

est une bijection. En particulier on a
cos0=1 , sin0=0 , exp(i-0)=1

et
cosg:O s singzl et exp(i-%) =1.
Pour tout x € [O, %} , la “longueur de Uarc” sur U entre 1 et exp (iz) , i.e. de la “courbe

{exp(iu) |0<u<z},estx.

”

REMARQUE 1 Les notions de “longueur de 'arc” et de “courbe” seront définies en cours
de démonstration. Nous en donnerons une définition générale plus tard (cf. 11.2, p. 374).

Démontrons tout d’abord les formules. Les trois premiéres sont évidentes. On a
T Lo T
2= =sgin? = |

2 2
donc sin § = 1, puisque la fonction sin est strictement positive sur 0, 2] . Il vient alors

1 = cos? g + sin

(, 7r> T .. T .
e —)=cos—+i-sin—-=1.
xp -5 5 Tiosing =

D’apres le théoréeme de la valeur intermédiaire 7.5, p. 181, la fonction cos prend toutes les
valeurs entre cos0 = 1 et cos3 = 0, et la premicre assertion découle de la proposition. La
deuxiéme concernant sin découle alors de la formule

sinu = V1 —cos?u pour tout u € [0, g}

et du lemme 5.6, p. 111, (cf. exercice 5.6.1, p. 112).
Quant a la troisiéme, on a tout d’abord

exp <z [0,%]) C{z€U]| Rez,Imz >0} .

Réciproquement, soit z € U tel que Re z,Im 2z > 0 . Par ce qui précede, il existe un et un seul
T € [0, g} tel que Rez = cosx , donc

Imz=1/1—(Rez)’ =v1—cos?z = Vsin’z =sinz ,
puisque sinz > 0 par la proposition. Ceci montre que
z=Rez+i-Imz=cosz+ i sinz=exp(iz) ,

et finit de prouver la bijectivité.

Remarquons que cosu = Re [exp (iu)] parcourt en décroissant I'intervalle [0, 1] lorsque u
parcourt en croissant l'intervalle [O, %} . Etant donné = € [0, %] , ceci nous permet de dire que
I’ensemble

{exp (iv) |0 <u<Lz},

est arc sur U entre 1 et exp (iz) . On dit aussi que c¢’est une courbe (cf. 11.1, p. 368).
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Soit n € N* et considérons les points exp ( ) €Upour k=0,1,...,n .

i

sinz exp (i - x)

ex zgx
P13

0 COST

La ligne polygonale définie par ces points est de longueur

(. E+1 ) ( k )‘
ex x| —expl|t-—-x .
n

Nous allons montrer que la suite (I,),.y est convergente, ce qui nous permet de définir la
longueur de l’arc sur le cercle unité entre 1 et exp (iz) par

n—1

k=0

[ :=lim, [,

<. kE+1 ) ( k )
exp | - x| —explt-—-x
mn n

On a

=4/2-2- cos——2 sm—,

en ayant utilisé la proposition 6.18.vi, p. 166. Ainsi

LT L.
lp,=2n-sin— =x-— -siny, ,
2n Yn
en ayant poser ¥, := 5~ . On a lim, y, = 0, et le lemme montre que (I,),, . est convergente et

que

1
[ =lim,l, =z - lim, — -siny, = x .

O

REMARQUE 2 Nous avons ainsi montré que les fonctions cos et sin introduites a I'aide de
la formule d’Euler

exp (ix) = cosx +i-sinx

sont bien les fonctions trigonométriques classiques, la variable = étant 1’angle que fait le point
sur le cercle unité avec le premier axe de coordonnées. Cet angle est mesuré en radian, qui est
I'unité de longueur d’un arc.
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EXERCICE Montrer qu’il existe un x € [O, %] tel que

sinx = cos 2% .
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7.7 Périodicité des fonctions trigonométriques

Pour tout n € Z , on a
(in-5) =ex(i-3) ="
explin-—)=expl(t-=] =1i",
P P

exp(i-m)=—-1 et exp(2mi)=1.

en particulier

Utilisant 1’équation fonctionnelle, on en déduit facilement les propriétés suivantes :
(1) 2mi—périodicité de exp . Pour tout z € C et tout n € Z , on a
exp (z +2mi-n) =exp(z) .

(2) 2m—périodicité de cos et sin . Pour tout z € R et tout n € Z , on a

cos(x +2m-n)=cosz et sin(z+27-n)=sinz.
(3) Pour tout z € R, on a

cos(x+£m)=—cosx , sin(rtm)=—sinx,

et

cos (xi g) =Fsin x , sin (:Ui g) =+cosz .

PROPOSITION

(i) Soit x € R . Pour que l'on ait cosz = 0 , respectivement sinx = 0 ou exp (iz) =1, il
fautét il suffit que x = % 4+ m-n , respectivement x = m-n ouxr = 2w - n , pour un certain
n e .

(i)  La fonction cos est une bijection décroissante, respectivement croissante de [0, 7] , respec-
tivement [—m,0] ou [m,2n] , sur [—1,1] .
La fonction sin est une bijection croissante, respectivement décroissante de [—g, g] ,

respectivement [%, 37”] , sur [—1,1] .
(i1i) L’application x — exp (ix) : R — U est surjective. Pour tout z € U , les solutions de
exp (ix) = z sont de la forme v = u + 2w - n pour un u € |—7, 7| univoquement déterminé et

tout n € Z . On peut aussi prendre u € [0, 27| .

Démonstration de (i) On a cosz > 0 sur [O, %[ , donc aussi sur ]—%,%[ , puisque
cosz = cos (—z) . On a alors cosz < 0 sur | 2,25 [ et cos3F =0, car cosz = —cos (z — ) .
Ceci montre que 5 et 37“ sont les seuls zéros de cos dans ] -5 37“] . Par la 27-périodicité de cos on

en déduit la premiére partie. L’assertion relative a sin en découle, puisque sinxz = cos (:L’ — g) .
Finalement, on a

m—- = —- JR— — —) . — —_ . — 7 . — . —
s 5 = 5 exp (¢ 5 exp | —¢ 5 5 exp | —¢ 5 exp (ix ,

donc exp (iz) = 0 si, et seulement si, sin § =0 .
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Démonstration de (ii) Pour tout z,y € [0, 7] tels que x < y , on a
x —x
cosT —cosy = 2 -sin +y-siny >0.
2 2
En effet zTﬂ’, 52 €10, 7] et sin est > 0 sur |0, 7[ , puisque sinx = cos (:v — g) et cos est > 0

sur } — 5 %[ . Le reste en découle grace aux formules (3) ci-dessus.

Démonstration de (iii) Soit z € U . D’apreés (ii), si Imz > 0, resp. Im z < 0 , on choisit
uw € [0,7] , resp. u € |—m,0[ , tel que Rez = cosu . Remarquons que u est univoquement
déterminé. Comme

Im 2| = \/1 — (Rez)® = V1 — cos?u = |sinu

et, puisque par le choix ci-dessus Im z et sin 4 ont méme signe, on obtient Im z = sinu , donc
z = exp (iu) . Ceci prouve la surjectivité de I'application.

Si maintenant = € R est une solution de exp (iz) = z , on a

exp (iz) ,
1 = —— = . —
oxp i)~ P (i [z —u]),
donc z — u = 27 - n pour un n € Z d’apres (i). O

DEFINITION Pour tout z € U, on pose

argz:=x six € |—m7| et z=exp(ix) ,
-1
ie. arg =exp(i-o) .
Plus généralement, pour tout z € C* , on pose

z
arg z 1= argm , ainsi que arg(0:=0.
z

On dit que c’est I’ argument du nombre complexe z .

On a alors
z=|z|-exp(i-argz) ,
et ceci est équivalent &

Rez ) Im 2
et sin(argz) =

cos (arg z) =

2] 2|

On peut aussi choisir arg z € [0,27[ , mais attention il faut toujours préciser le choix, et
surtout ne pas changer en cours de route!

REMARQUE 1 Nous avons en particulier montré que
exp (i) : |—m, 7] — U
est bijective. On en déduit immédiatement que
(r,) —r-(cos ¢ +i-sin ¢): R} x|-m, 7] — C*
est une bijection, dont ’application réciproque est
Z (é,argz) :C* — R x |—m, 7] .

On dit que (r, @) sont les coordonnées polaires de C* ou de R* . {(0,0)} .
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REMARQUE 2 La fonction
R—U:x+—exp(i-x)

décrit le déplacement d’un point sur U; on dit qu’il se déplace dans le sens positif lorsque x
croit et dans le sens négatif lorsque x décroit. On dit que c’est une courbe paramétrée (cf. 11.1,
p. 368). Le méme calcul, que celui fait dans la démonstration du théoréme 7.6, p. 184, montre
que la longueur de l’arc parcouru sur U entre 1 et exp (iz) est |z| .

REMARQUE 3 La fonction arg est continue en tous les points de C ~. R_ . Elle n’est pas
continue en tous les points de R_ , en particulier en 0 et —1 .

EXERCICE 1 Déterminer ’ensemble des points ol les fonctions suivantes sont continues :

sin = x>0
f Ry —R:z+— si
0 =0
et
- sin 1 >0
g Ry —R:z+— s
0 =0
1 1
L s s e e | *‘W\/\V/‘\\H‘\““\““\““\
0 04 06 08 1 0| 2/ 04 06 08 1
-1 -1-
sin & id - sin &

id id

EXERCICE 2 On munit le cercle U := {z € C | |2| = 1} de la topologie induite par celle de
C et soit f : U — R une fonction continue. Montrer que f posséde un point antipodal z € U ,

ie. tel que f(z) = f(—2) .
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7.8 Valeurs limites d’une fonction

Soient X,Y des espaces métriques, x € X et f : X — Y une application. Nous savons
(théoréme 7.1, p. 172) que f est continue en z si, et seulement si, pour toute suite (zj), .y de
X convergente vers x , la suite (f (24)),cy est convergente et f (z) = limy, f (x3) . Dans ce cas
nous écrirons

f(x) =lim,_, f (u)

pour simplifier.
Considérons maintenant la situation ot f n’est pas définie en x , i.e.

f: X~{z} — Y.

DEFINITION Nous dirons que y € Y est valeur limite de f en x si, pour tout € > 0 , il
existe > 0 tel que 'on ait

dy (f (u),y) <e pour tout u € X \ {z} tel que dx (u,z) <6 .
Nous écrirons
Y= hmx;ﬁuﬂx f (u) ;

car on a la

PROPOSITION  Pour que y € Y soit une valeur limite de f en x , il faut et il suffit que,
pour toute suite (vy),cy de X N {x} convergente vers x , on ait y = limy, f (zy) .

La démonstration est analogue a celle du théoréme 7.1, p. 172. 0

REMARQUE Siy €Y est valeur limite de f en z , alors la fonction fdéﬁnie sur X par
flu) —u#z

fv:X—>Y:ur—> si

Y u=ux

est continue en x . Nous dirons que fest le prolongement de f par continuité en x .

EXEMPLE 1 La fonction x —— % : R* — R est continue et on peut la prolonger par
continuité en 0 par 1 . Son prolongement continu est désigné par sinc et s’appelle sinus cardinal .

On a

sinx

=1

limg_; .0

d’aprés le lemme 7.6, p. 184. 0
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sinc

EXEMPLE 2 La fonction z — % : C* — C est continue et on peut la prolonger par
continuité en 0 par 1 , car on a

-1
limg, o SP )=
z
En effet, on aexp (2) =1+ 2+ r2 (2) et
) 3
<P i<
par Pestimation du reste 6.16, p. 160. Ainsi
siz#0et |z| <32, dou notre assertion. O

EXERCICE 1 Calculer la valeur limite
i 1 . 1
Mo£z—0 | T N
0701 T 1 —exp (x)

en utilisant 'estimation du reste r3 (cf. 6.16, p. 160).

EXERCICE 2 Calculer la valeur limite
exp (vz) —1—Vx

X

limm_)o_;'_

EXERCICE 3 Montrer que toute fonction monotone sur un intervalle de R posséde une
valeur limite & gauche et droite en chaque point de l'intervalle.
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7.9 Convergence dans R

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une suite (x),oy de R converge vers 400 , resp. —00 , si

pour tout M € R% il existe N € N tel que l'on ait x, > M , resp. x, < —M , pour tout

k > N . On écrit alors limy z;, = oo , resp. lim, z, = —00 .

LEMME  Soit (x),.y une suite de R, . Pour que limy, ), = oo , il faut et il suffit que l'on
ait limy, i =0.

C’est immédiat en prenant M := % pour la nécessité, puis € := ﬁ pour la suffisance . O

EXERCICE Soit (}),cy une suite de R . Alors limy, z;, = oo , resp. limy 7, = —o0 , si, et
seulement si, on a liminfy, z; = co , resp. limsup, xx = —00 .

Nous allons généraliser les notations et définitions de 7.8 en utilisant les suites, car R n’a
pas encore été muni d’une métrique. Nous y reviendrons plus tard.

DEFINITION 2 Soient X un espace métrique, x € X et
f: X ~A{z} —R.
Nous écrirons
limy . f (u) = 00,
si 'on a
limy, f (z1) = o0

pour toute suite (), .y de X \ {z} convergente vers x .
Soient J un intervalle de R tel que sup J = oo , resp. inf J = —o0 , et

f:J—R.
Nous écrirons
lim, oo f(¥) =c€R ,resp. lim, . o f(z)=ceR
si, pour toute suite (x),.y de J telle que limy, 2, = oo , resp. limy 2, = —oco0 , on a

limy f (x) = c.

REMARQUE 1 On alim, . f () = oo si, et seulement si, pour tout M € R, , il existe
b € J tel que 'on ait

f(z)>M pourtout x >b.

Comme pour la proposition 7.8, la démonstration est analogue a celle du théoréme 7.1, p.
172. Voici les détails. La condition est suffisante, car si (zy) wen st une suite telle que limgzy, =
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oo , il existe N € N tel que xy > b pour tout k > N , donc f (zx) = M . Réciproquement par
contraposition, si M € R, est tel que pour tout b € J , il existe z > b tel que f (x) < M , pour
tout k € N | il existe z;, > k tel que f (zx) < M . Mais limy x;, = oo et f (z) est majorée, donc
ne converge pas vers oo . O

REMARQUE 2 On a lim, . f () = ¢ € R si, et seulement si, pour tout ¢ > 0 , il existe
b € J tel que 'on ait

|f(x) —c| <e pourtout xz >0.

La démonstration est analogue a celle qui précede. O

EXEMPLE 1 Soit p un polynome réel de degré n , i.e. p(z) =Y./ ,c -z avec ¢ € R pour
tout [ =0,...,netc, #0.
Sic, >0, alors

lim, .op(z) =00 et lim, , op(x)=(-1)" o00.

Pour tout x # 0 , on peut écrire

n n n—l
p(x):x”-ch-xl_":x”-ch-(i) .

=0 =0

Soit (1), une suite de R telle que limy, 2, = oo . D’apreés le lemme on a limy, é =0,
n 1 n—I
lim cg-| — =c

n—I
puisque limy (ﬁ) =0sil # n.Il existe donc N € N tel que, pour tout £ > N , on ait
x>0 et

par suite

On en déduit que limy, p (x)) = 0o .
Pour la seconde assertion, si (z}),cy est une suite de R telle que limj x; = —oo , alors
limy (—xy) = oo . D’autre part, pour tout y € R , on a
p(=y) = a-(=y)'=D" ) (1) -y = (=" qly)
1=0 1=0
donc

limy, p () = limg p (— (=) = limg (—1)" - ¢ (—zx) = (—1)" - 00

par ce qui précede. 0]

COROLLAIRE Tout polynéme réel p de degré impair posséde au moins un zéro dans R .
Plus généralement on a p(R) =R .
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On peut supposer, en remplacant p par —p au besoin, que le coefficient principal ¢, > 0 .

Comme lim, , o p(x) = —o0 et lim, .o p(z) = 00 , on a évidemment infp (R) = —oo et
sup p (R) = oo .Le théoréme de la valeur intermédiaire 7.5, p. 181, montre alors que p (R) =R,
d’ou le résultat. O

REMARQUE 3 On peut montrer (théoréme fondamental de 1’algébre) que tout polynéme
complexe s’annule au moins une fois dans C .

EXEMPLE 2 Pour tout n € N, on a lim, ., 2% = oo .

Pour tout x > 0, on a

( ) i l’l - xn—i—l
exp (z) = -
P I R
donc
exp () L
T (n+ 1)
d’ou le résultat. O

EXEMPLE 3 Pour tout n € N, on a
lim, 02" -exp(—2z) =0 , lim,, 2" -exp(z)=0

et

. 1
limg~0 02" - €xp (— =00 .
x

La premiére formule découle immeédiatement du lemme et de 'exemple 2, puisque
1

exp(z)
xn

La deuxiéme se raméne immédiatement & la premiére. La troisieme se démontre comme la

premieére car
1 exp (%
x" - exp (—) = p(ﬁf) .
x

" -exp (—x) =

. . % . 1
En effet si (74),oy est une suite de R’ convergente vers 0 , alors limy, - = 00 par le lemme,
donc

: 1 .
limy, x}; - exp (—) = lim, ——F% =
T

par I'exemple 2. O
EXEMPLE 4 Onaexp(R)=R% =]0,00[ .

C’est immeédiat par le théoréme de la valeur intermédiaire 7.5, p. 181, et les exemples 2 et
3 ci-dessus en prenant n =0 , car inf [exp (R)] =0 et sup[exp(R)] =c0. —— [0
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EXERCICE 1 Déterminer les valeurs limites suivantes :

(a) , < 1>
lim, .o exp|(—— ] .
x

b .
(b) i, S0 (@)
exp (—z)
(c) I 1 —cos x
IM£z—0 T .
(d) I sin x
Maty—sgy — -
# T™T—2x
(e) _ exp (z) —exp (1)
11m1¢x_>1 r—1 .

. 1
lim, 0+ v/ - cos — .
x

EXERCICE 2 Montrer que la suite récurrente (zy), . définie par
To:=1 et xpy1:=mxp-e “* pour tout k € N |

est positive et décroissante. En déduire qu’elle converge et calculer sa limite.
k - 1
On pose s, := ), 2; . Montrer que z,41 = e % et en déduire que (i), tend vers
I’'infini.

EXERCICE 3 La fonction
cosh : [0, 00] — [1, 00

est bijective.

Utiliser Pexercice 4.5.3.

EXERCICE 4 Montrer que la fonction

sinh

tanh := ‘:R— R

cosh
est strictement croissante et une bijection de R sur |—1,1] .

EXERCICE 5 Soient J un intervalle de R tel que supJ ¢ J et f : J — R une fonction
croissante. Alors lim, g, f (z) et sup f (J) existent dans R et sont égaux.
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7.10 Théoréme de Weierstraf3

DEFINITION Soient J un intervalle de R et f : J — R une fonction. Nous dirons que f
atteint son mazimum , resp. son minimum (sur J ) en £ , si lon a
f(§) =max f(J) ,resp. f(§)=minf(J) .

Pour simplifier on parle d'un ezxtremum si ’on ne veut pas préciser.

REMARQUE 1 Si f est une fonction continue, alors f atteint son maximum, resp. son
minimum, dans J si, et seulement si, 'extrémité supérieure, resp. inférieure, de 'intervalle

f(J) appartient a f (J) .

D’apres le théoréme de la valeur intermédiaire 7.5, p. 181, nous savons que les extrémités
de f(J) sont inf f (J) et sup f (J) . O

LEMME Soit A une partie non-vide de R . Il eviste une suite (7k) ey croOissante, Tesp.
décroissante, de A telle que

sup A = sup, v = lim xp , resp. inf A = inf, 2 = limy 2z, .

Par la propriété d’approximation 4.8, p. 79, il existe une suite (x3),.y de A telle que
sup, T = sup A . Par exemple si sup A = —oo0 , on a A = {—o0} et il suffit de poser z := —o0
pour tout k € N . Sisup A € R, pour tout k£ € N* | il existe z;, € A tel que

1
sup A — z < xp <sup A
et, si sup A = oo , pour tout k € N | .il existe z; € A tel que
k<x,<o0.
Il suffit alors de remplacer x;, par
max;—o,....k Lj

pour que la suite soit croissante. On procéde de méme avec inf A . O

THEOREME Une fonction réelle continue f sur un intervalle fermé |a,b] de R , est bornée
et atteint son mazximum, ainsi que son minimum sur |a,b] .

Soit M := sup f ([a,b]) € R . Par le lemme il existe une suite (zx),.y de [a,b] telle que la
suite (f (z))gey SOit croissante et M = supy f (v;) . Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass

5.11, p. 122, il existe une sous-suite (xa(l))leN convergente. Posons
5 = hml l‘a(l) N

on a { € [a,b] par le corollaire 5.9.ii, p. 118. Gréace a la continuité de f et au théoréme 5.3, p.
102, on obtient

F (&) =1limy f (za@) = sup, f (za@)) = sup f (z) = M .
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Ceci montre que [ atteint son maximum sur [a,b] en £ . Appliquant ce résultat & —f on en
déduit que f atteint son minimum sur [a,b] . Finalement, ces deux assertions montrent que f
est bornée. 0

REMARQUE 2 [L’affirmation de ce théoréeme est en général fausse si 'intervalle n’est pas
borné ou s’il n’est pas fermé, comme le montrent les exemples

1
id]o’l] .

id[gpo[ et

EXERCICE 1 Si p est un polynéme réel de degré pair et de coefficient principal > 0 , alors
p(R) = [minp (R), oo .

Montrer tout d’abord que, pour un 7 € p (R) il existe un intervalle [a, b] de R tel que, pour
tout = ¢ [a,b] , on ait p (z) > 17 .

EXERCICE 2 Montrer que la fonction

3
-2
f:[0,00] —mR:z+— xe—i—;
posséde un minimum.
EXERCICE 3 Montrer que la fonction
1
f:]0,1] — - sin —
x

posséde un maximum.
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7.11 Fonctions réciproques

THEOREME Soient J un intervalle de R et f : J — R une fonction continue strictement
croissante, resp. décroissante. Alors f est une bijection de J sur f(J) , qui est un intervalle
d’extrémités inf f (J) et sup f(J) , et la fonction réciproque

Fer)—J

est une fonction continue strictement croissante, resp. décroissante.

On peut supposer, en remplacant au besoin f par —f , que f est strictement croissante. La
premiere assertion découle du théoréme de la valeur intermédiaire 7.5, p. 181.

-1
Montrons que f est aussi strictement croissante. Pour tout u,v € f(J) , il existe z,y € J
uniques tels que u = f (x) et v = f (y) . Comme

rzy = u=[f(x)=[f(y)=v,
par contraposition on obtient
-1 -1
u<v = fu=rz<y=[f(v) .

-1
Nous allons montrer par I'absurde que f est continue en u € f (J) . Si tel n’est pas le cas, il
-1
existerait une suite (ug),oy de f (J) telle que limy, uy, = u et telle que ( I (ug) ne converge
keN

-1 -1
pas vers f (u) . Mais cela signifie qu’il existerait un ¢ > 0 et une sous-suite | f (ua(l)))
leN
-1 _
telle que | f (ua@) — f (v)| > € pour tout [ € N .
On peut construire une boule de centre u et de rayon # 0 contenue dans f (J) et de la forme
la,b] , en choisissant le rayon suffisamment petit. Il existe alors N € N tel que u,(y € [a,b] pour

-1
tout [ > N . On en déduit, puisque f est une bijection croissante de J sur f (J) et que f est
croissante, que

[ (uay) € }1 ([a,b]) = [fl (a), }1 (b)} pour tout [ > N .

Le théoreme de Bolzano-Weierstrass nous permet donc, en extrayant a nouveau au besoin une
~1
sous-suite, de supposer que ( f (Ua(z))) est convergente. En posant
leN

-1
T = hml f (Ua(l)) y

on obtient finalement
-1
f(x) =lim; f (f (Ua(z))) = limy ua@) = u
-1 -1
par la proposition 5.10, i.e. f (u) =z =lim; f (Ua(z)) , ce qui est contradictoire. ——— [
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REMARQUE 1 L’hypothése de monotonie stricte est nécessaire comme le montre le résultat

suivant :

LEMME Soient J un intervalle de R et f . J — R une fonction continue. Pour que f soit
ingective, il faut et il suffit que f soit strictement monotone.

La démonstration est laissée au lecteur. O

REMARQUE 2 Si f:J — R est continue strictement croissante et si inf J € J , resp.
supJ € J , alors

f(infJ)=1inf f(J) =min f(J) ,resp. f(supJ)=supf(J)=maxf(J) .

REMARQUE 3 Si [ est un intervalle de R et si 'on veut étudier le comportement d’une
fonction

g:I—R:y—g(y)

au voisinage de n € [ , par exemple sa continuité, il est parfois utile de faire un changement
de wvariable , i.e. de poser y = f(z) , ou f : J — I est une fonction continue strictement
monotone surjective. Ceci revient a considérer le diagramme

g
I — R
rr 7

—1
et il est équivalent d’étudier la foncrion g ou la fonction g o f , puisque f et f sont bijectives
continues et que

-1

g=1(gof)of.

Plus précisément on obtient immédiatement la premiére partie du

COROLLAIRE Il y a correspondance biunivoque entre les suites (i), de J et les suites

(Ur)gen de I = f(J) en posant yi == f (xx) ouwxp = f (yr) . Pour que (yi),en S0it convergente
-1
versn € I , il faut et il suffit que (Ty),cy 03t convergente vers & := f (n) . En particulier
hmy—m g (y) = hmx—>§ gof (ZL’) ;

plus précisément si l'une de ces limites existe, alors ’autre existe aussi et elles sont égales.
En outre, si f est strictement croissante, on a

limg x =inf J <= limgy, = inf f (J)
et
limg xy =supJ <= limgy, =sup f(J) .
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Fonctions réciproques 7.11

Pour la seconde partie, il suffit de remarquer, par exemple que limy x;, = supJ si, et
seulement si, pour tout M € J tel que M < sup J , il existe N € N tel que x;, > M pour tout
k>N . O

EXEMPLE (Racine p-iéme) Sip € N* | la fonction
r— 2P R, — R,
est évidemment continue et strictement croissante. Comme
SUPgeRr, P =00,

c’est une bijection. Sa fonction réciproque coincide évidemment avec la racine p-iéme définie
en 5.6, p. 111 :

ViR, — Ry
est une bijection continue strictement croissante de R, sur R, .

Ceci nous fournit une nouvelle preuve de I'existence de la racine p-iéme, ainsi que sa conti-
nuité, mais ne nous donne pas un algorithme pour la calculer.

2T 2T

1t 14

0 + f y { 0 f + i
0 1 2 0 1 2
id*:z+— 2% et Vid:z+— 2 id? iz r— 2 et Vid:z— Vo

EXERCICE Soit (7),.y une suite de R, . Montrer que <1 +1wk>k est convergente si, et
eN

seulement si, ou bien (x), .y est convergente dans Ry ou bien limy, x;, = 400 .

ke

On a la méme assertion pour la suite | —X— .
Itz ) pen
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7.12 Le logarithme naturel

7.12 Le logarithme naturel

PROPOSITION  La fonction exp : R — R est une bijection continue strictement crois-
sante. Il en est de méme de sa fonction réciproque

ln::egclpz]Rfr—ﬁR.
On a

lim, .,wlnz =00 et lim, o lnz=—00.

Pour tout x,y € R tels que x < y , on a
exp (y) =exp(y—z+x) =exp(y —x)-exp(x) > exp(z) ,
cary—x >0 et

%0 !
exp(y—x):1+2@l—‘x>>1.
=1 '

C’est alors immédiat par ’exemple 7.9.4. O

DEFINITION On dit que In est la fonction logarithmique naturelle et que, pour tout = €
R% , Inz est le logarithme naturel (ou népérien ) de x .

exp et In
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Le logarithme naturel 7.12

REMARQUE Pour tout z € R} et y € R, on a
y=Ilnzr <<= exp(y)==x.

En particulier
exp(lnx) =2 et In(exp(y)) =y
et
In1=0 et Ilne=1.
Nous verrons plus tard que la croissance de In est trés faible. Remarquons que
In (2,68...-10%) =100 .

Nous pourrons calculer des valeurs explicites de In lorsque nous aurons développer cette fonction
en série de puissance, valable seulemnt dans 'intervalle |0, 2] (cf. exemple 8.13.3) et en utilisant
I’équation fonctionnelle qui suit.

THEOREME (Equation fonctionnelle du logarithme naturel) Pour tout z,y € R,
on a

In(z-y)=lnz+Iny .

C’est immeédiat, puisque

exp(Inz+Iny) =exp(Inz) -exp(lny) =z -y .

EXERCICE 1 Calculer

1
lim, .o x - 1In (1 + —> ,
x

en remarquant que la fonction
1
r+—In (1+ —> 110, 00[ — 10, 00
x

est une bijection strictement décroissante.

EXERCICE 2 Montrer que la fonction

ﬁMWHKMHM(I>

l1—=x

est strictement croissante et bijective.

EXERCICE 3 Montrer qu’il existe un = € ]0, 1] tel que
expr+Inzx=0.
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7.13 Puissances réelles

Pour tout e € R}, et n € Z ,on a
exp (n-Ina) =exp(lna)" = a"

d’apres le corollaire 6.17.(iii). Par suite, pour tout p € Z et ¢ € N* | il vient

p p !
a’ =exp(p-lna) =exp (q R lna) = exp (— . lna) ,
q q
donc
vaP = exp (2—) . lna) .
q
Remarquons que pour tout £ € N* , on a
Var = Vakv
Ceci montre que la fonction
Q—R: 2 Y,
q

est bien définie et qu’elle est prolongée par
R— R} :z+——exp(z-In a) .

Mais cette derniére fonction est continue, comme composition de fonctions continues.
En particulier, si z = limy, Z’—: avec pp € Z et q € N* , on a

exp (x - Ina) = limg exp (@ -In a) = limy, %/aPx .
dk

Ceci nous conduit a poser la

DEFINITION Pour tout a € RY et x € R, on définit la z-iéme puissance de a par

a®:=exp(x-lna) .

En particulier

e =exp(z) , a®=eV? et In(a®)=z-lna.

PROPOSITION  Pour tout x,y € R et a,b € RY , on a

1\" _
aM=a"-a¥ , (a") =a" | (_ =a ",
a

atnst que
a® - b" = (a-b)" .
La fonction

r——a’ R — RY
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Puissances réelles 7.13

est une bijection continue strictement croissante si a > 1 et strictement décroissante s10 < a <
1. Il en est de méme de sa fonction réciproque notée log, .

La premiére partie est immédiate en utilisant les équations fonctionnelles de exp et In .
Pour la seconde, remarquons que les assertions de monotonie découlent de la proposition 7.12,
puisque

Ina>Inl=0sia>1 e lna<lnl=0si0<a<l1.

Le reste découle du théoréme 7.12 car

o0 a>1
lim, oo 0% = lim, o €10 = lim, 4o e’ = si ,
0 O0<a<l1
en faisant le changement de variable y = (Ina) - x , et
1 0 a>1
lim, ., a® =lim, . a™¥ = o v — si ,
1y —oo @ 00 0<ax<xl
en faisant le changement de variable y = —x . U

REMARQUE Pour tout x € R, et y € R, on a
y=log,rx <= d'==x.

On en déduit z = a¥ = ™Y doncInz =y -Ina , et par suite

1
log, x = 2T ot In= log, .
Ina
En pratique on utilise
In
log :=1 =—.
°8 %8 =1, 10

In10 =2,30259... .

EXERCICE Montrer que la fonction
fi=id-exp:o+—x-e": R} — R}
est une bijection strictement croissante. En déduire que les équations
v=x-e"" et u-v=y
définissent une bijection
RY xR — RL x RY @ (z,y) — (u,v) .

Formuler tout d’abord ce probléme de maniére plus précise !
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7.14 Les fonctions arccos et arcsin

7.14 Les fonctions arccos et arcsin
D’apres la proposition 7.7.(ii), on obtient immédiatement :

PROPOSITION La fonction cos : [0,7] — [—1,1] est continue, bijective et strictement
décroissante. Il en est de méme de sa fonction réciproque

arccos := cos : [—1,1] — [0, 7] .

La fonction sin : [—g, %] — [—1,1] est continue, bijective et strictement croissante. Il en

est de méme de sa fonction réciproque

-1 T
arcsin :=sin : [—1,1] — [——, _}
272
ol
.-
N
0 +
1 2 3
l
14
1 o 1
cos arccos
iT 1
1 1 i i
1+ 1
sin arcsin
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Les fonctions arccos et arcsin 7.14

Une application importante de la fonction arccos sera donnée en 7.17. Elle permet de calculer
I’argument arg z d’un nombre complexe z .

Pour le calcul explicite d’une valeur de arccos et arcsin ont peut utiliser leur développement
en série de Taylor (cf. exercice 10.8.2).
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7.15 Les fonctions tan et arctan

DEFINITION On définit la fonction
tan::%:R\E—l—Z-ﬂ—ﬂR,
cos 2
et on dit que c’est la fonction tangente et que tanz , pour tout v € R\ § +Z -7 , est la

tangente de x .

REMARQUE 1 Utilisant les théorémes d’addition 6.18, p. 166, on voit immédiatement que
la fonction tangente satisfait a ’équation fonctionnelle

t t
tan (z +y) = any + tany

1 —tanz-tany

pour tout z,y,r+y € R\ 5 +Z-7 . En outre

tan (—x) = —tanz .

PROPOSITION La fonction tan : }—g, g[ — R est une bijection continue strictement
croissante et on a

supme]_%’%[tana: = lim, .z_tanz = o0

et

Wl

™
-3

1nfxe] [tan:c = lim,, =, tanz = —o0 .

La fonction réciproque

£ tan : R } T W[
arctan .= tan . —_— |, =
2’9

est également une bijection continue strictement croissante.
En effet, pour tout =,y € [0, %[ tels que x < y , de la proposition 7.7.(ii) on tire
0 <sinzx <siny et cosxz >cosy >0,
donc
sinx  siny

0 < tanx = < =tany .
coOST  COSY

Pour la premiére formule formules il vient

1 lim,_, T_COS¥

hmxHE _

? tanz  lim, .z sinz ’

d’ou le résultat par le lemme 7.9. On compléte argumentation grace a la formule tan (—z) =
—tanz .

Finalement il suffit d’appliquer le théoréme de la valeur intermédiaire 7.5, p. 181, et celui
de la fonction réciproque 7.11. 0
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Les fonctions tan et arctan 7.15

tan arctan

REMARQUE 2 On a un résultat analogue pour la fonction cotangente
cot ::E RNZ-m— R
sin
et sa fonction réciproque
~1
arccot := cot : R — |0, 7| .

cot arccot

Pour le calcul explicite d’une valeur de arctan et arccot ont peut utiliser leur développement
en série de Taylor (cf. 10.11).
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7.16 Quelques applications

7.16 Quelques applications

(1) Pour tout a € R , on alim, ¢/a=1.
En effet

limy, \’“/Ezlimka% =a’=1,
puisque z — a” : R, — R est continue. U
(2) Soit s € R . La fonction

r— 2" R, — RY
est une bijection continue strictement croissante. On a
lim, o2 =00 et lim, o 2°=0.
En effet

slnz _ eY 7

¥ =e
en faisant le changement de variable y = s-Inz . On a alors
lim, o 2° = limy_ €Y = 00
et
lim, o4 2° = lim,, e’ =0 .

O
Ceci montre également que 1'on peut prolonger cette fonction par continuité en 0 en
posant

0°:=0 pour tout s >0 .
(3) Pour tout s € R , on a

1
lim,_, o ar_ 0 et lim, o 2°-lnx=0.
xS
En effet
Inx Inx Y

- Y
= eV et - -lnx==-¢€,
xrs es-lnz S S

en faisant le changement de variable y = s - Inx , donc

Inx Y
lim, oo — =limy oo =¥ =0
xs S

et

. . Yy
lim, o4 2° - Inz =lim,,_=-e’=0.
S

(4) Pour tout s € R, , on a
limy Vs =1 .

==

VEs = (k)
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Quelques applications

d’out le résultat par la continuité de exp en 0 .

EXERCICE Calculer

(a) ! Inx
M <z—00 In 2z .

(b) lim Inx
1#£z—1 T — 1 .
(c) lim, o4z - In’x .
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7.17 Puissances complexes

7.17 Puissances complexes

DEFINITION Par analogie avec les puissances réelles, pour tout z € C , on écrit

e® :=exp (2)

et, pour tout a € R, on définit

REMARQUE 1 Nous ne définissons pas w* pour w € C car il nous faudrait définir Inw , ce
qui pose certains problémes liés a la fonction arg , qui n’est pas partout continue (cf. remarque
7.7.3). Ils sont discutés dans le cours " Théorie des fonctions” .

Siz=x+41-yavec z,y € R, alors

ef=e"-eY=¢€"(cosy+i-siny) .

En particulier

ez’

INE]

=i , €"=—1 et e =cosl+i-sinl.
Rappelons (cf. définition 7.7) que
|

i-arg z

z=|z|-e avec argz € |—m, 7| .

PROPOSITION  Pour tout z,w € C , on a

2w = |Z| . |w| . 6i(argz+argw) ,

avec
arccos PT;Z Imz>0
arg z = St
— arccos P‘{jf Imz <0
stz #0 .
En effet on a cos (arg z) = P‘{;Z € [-1,1], donc |arg z| = arccos P‘flz € [0, 7] , d’ou le résultat.

O

REMARQUE 2 Attention on a seulement

arg (z -w) = argz +argw mod 27 .

REMARQUE 3 Si l'on choisit arg z € [0,27], on a

arccos PT;Z Imz>0

arg z = si

271 — arccos PT;Z

Imz <0
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Puissances complexes 717
EXEMPLE Lasérie ) ,°, liz est absolument convergente pour tout z € C tel que Rez > 1.

En effet

—Rez:Inl — 1
lRez

}67(R6z+z-lmz)~lnl —e

lz
et la série )%, lRL est convergente par I’exemple 6.2.2.
Ceci définit un prolongement de la fonction zéta de Riemann dans le domaine complexe :

= 1
C:{zEC|Rez>1}—>C:zr—>Zl—z.

=1

EXERCICE Soit z € C* . Montrer

(a) En choisissant argz € |—m, 7| , on a

arcsin h‘rz‘f Rez>0
arg z = T — arcsin Tzl'z si Rez<0et Imz>0
—7 4 arcsin 122 Rez<0et Imz<0

|2l

(b) Silon choisit arg z € [0, 27[ , alors

arcsin IT;C Rez>0et Imz>0
argz = ¢ T — arcsin ?‘Z si Rez <0
27 + arcsin =22 Rez>0et Imz <0

|2l
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7.18 Racines n-iémes de 'unité

7.18 Racines n-iémes de ’unité

Etant donné n € N* | on se propose de résoudre dans C I’équation
Z"=1.
Siz=|z|-€” avec z € R , alors 2" = |z|" - €™ | donc
=1 = |z|l=lete™ =1.

Mais par la proposition 7.7.i , on a €™ = 1 si, et seulement si, n-x = 27 - k pour un certain
k € Z . Puisque ¢*™ =1 , on en déduit :

PROPOSITION Les solutions de z™ =1 dans C sont les nombres complexes

ik
e n pourk=0,...,n—1.

DEFINITION On dit que ces nombres sont les racines n-iémes de ['unité .
REMARQUE Ce sont les sommets d’un polygone régulier a& n sommets, I'un étant 1 .

Plus généralement, si w € C* | ’équation

n

2" =w
s’écrit
2" ™ = |w| - """ avec ¥ € R,
i.e.
|2]" = |w| et ™ =eEY
donc
|z| = |w|% et n-x—argw = 2r -k pour un certain k € Z .

COROLLAIRE Pour tout w € C , les solutions de z" = w sont donc

1 . (arg w+27-k)
O pour k=0,...,n—1.

En particulier celles de z* = w sont
+vw ,

ol

Vuw = |w|% e

Il faut remarquer que cette définition dépend du choix de la fonction arg! Toutefois, que
'on choisisse arg a valeurs dans |—m, 7] ou [0,27[ , on a

i=+v—1.
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Racines n-iémes de 'unité 7.18

Mais attention & emploi de /- :
1= =v-1-v/-1=/(-1)’=V1=1.

La faute provient du fait que
arg ((—1)2) =arg (1) =0+# 27 =arg(—1) +arg(—1) ,

donc que

V=LV # 4/ (1)

Résolution de I’équation du second degré  Pour tout a,b, c € C tels que a # 0 , 'équa-
tion

a-224+b-24+c¢=0

b 2 b2 C 1 2 9
_ - = — . —4 .
(Z 2@) 4a2 a (2(1) (b aC)

%-(—biM).

est équivalente a

Les solutions sont donc

EXERCICE 1 Mettre les solutions des équations suivantes sous la forme z = x + i - y avec

z,y € R:

(a) S=1.

(b) B,

© z2:1—|—i-ig
2 2

(d) Z2+2i-2—i=0.

Utiliser les théorémes d’addition pour déterminer les valeurs de cos et sin qui inter-
viennent.

EXERCICE 2 Soit n € N* . Montrer que pour tout j =0,...,2" —2 ,on a

ﬁ 1+e 271 j'Zk 1
X e - = .
p 1

k=0

Utiliser 'exercice 3.12.2.

EXERCICE 3 Soit ¢ € R’ . Montrer que I'ensemble des z € C tels que
|z| = 2¢ - sin (arg 2)

est un cercle.
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