
Chapitre 5

CONVERGENCE

Nous allons formaliser dans ce paragraphe les notions d�approximation et d�erreur. Ce n�est
que par cet intermédiaire que l�on peut traiter les nombres réels, la notion de coupure étant par
trop abstraite et ne permettant pas de calculer simplement. En fait les seuls nombres explicites
que nous pouvons écrire sont des nombres rationnels, et les nombres réels irrationnels seront
pratiquement décrits comme limite d�une suite de nombres rationnels.
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5.1 Espaces métriques

5.1 Espaces métriques

DEFINITION 1 Soit X un ensemble. Une application

d : X �X �! R+
s�appelle une métrique ou une distance (sur X ) si, pour tout x; y; z 2 X , on a

(a) Inégalité triangulaire

d (x; z) 6 d (x; y) + d (y; z)

(b) Symétrie

d (x; y) = d (y; x)

(c) Séparation

d (x; y) = 0 () x = y .

On dit alors que le couple (X; d) , ou plus simplement X si la métrique d considérée ne
prête pas à confusion, est un espace métrique .

EXEMPLE 1 L�application

C� C �! R+ : (z; w) 7�! jz � wj

est une métrique sur C .

En e¤et, par l�inégalité triangulaire 4.14, on a

d (z; v) = jz � vj = jz � w + w � vj 6 jz � wj+ jw � vj = d (z; w) + d (w; v) ,

d (z; w) = jz � wj = jw � zj = d (w; z)

et

d (z; w) = jz � wj = 0 () z = w .

�

EXEMPLE 2 Si (X; d) est un espace métrique et Y est un partie de X , alors

dY := djY�Y : Y � Y �! R+ : (y; z) 7�! d (y; z)

est une métrique sur Y , dite la métrique induite par celle de X sur Y .

C�est trivial, puisqu�il su¢ t de restreindre les variable à Y . �
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Espaces métriques 5.1

EXEMPLE 3 Les ensembles R , R+ ou Q , un intervalle [a; b] ou [a; b[ par exemple, ou la
réunion des deux intervalles disjoints de R , munis de la métrique induite par celle de C , sont
des espaces métriques.

EXEMPLE 4 Soient (X; dX) et (Y; dY ) des espaces métriques. Sur X � Y on peut dé�nir
di¤érentes métriques :

d1 : (X � Y )� (X � Y ) �! R+ : ((x; y) ; (u; v)) 7�! dX (x; u) + dY (y; v) ,

d2 : (X � Y )� (X � Y ) �! R+ : ((x; y) ; (u; v)) 7�!
q
dX (x; u)

2 + dY (y; v)
2

ou

d1 : (X � Y )� (X � Y ) �! R+ : ((x; y) ; (u; v)) 7�! max (dX (x; u) ; dY (y; v)) .

Montrons que d1 est une métrique. Pour tout (x; y) ; (u; v) ; (s; t) 2 X � Y , on a

d1 ((x; y) ; (s; t)) = dX (x; s) + dY (y; t) 6 dX (x; u) + dX (u; s) + dY (y; v) + dY (v; t) =

= dX (x; u) + dY (y; v) + dX (u; s) + dY (v; t) = d1 ((x; y) ; (u; v)) + d1 ((u; v) ; (s; t)) ,

ainsi que

d1 ((x; y) ; (s; t)) = dX (x; s) + dY (y; t) = dX (s; x) + dY (t; y) = d1 ((s; t) ; (x; y)) .

D�autre part

d1 ((x; y) ; (s; t)) = dX (x; s) + dY (y; t) = 0

est équivalent à

dX (x; s) = dY (y; t) = 0 ,

puisque dX (x; s) ; dY (y; t) > 0 , donc à
x = s et y = t , i.e. (x; y) = (s; t) .

Pour montrer que d2 est une métrique remarquons que l�inégalité triangulaire dans C peut
s�écrire sous la forme suivante : pour tout a; b; c; d 2 R , on aq

(a+ c)2 + (b+ d)2 = j(a+ i � b) + (c+ i � d)j 6

6 ja+ i � bj+ jc+ i � dj =
p
a2 + b2 +

p
c2 + d2 .

Utilisant le lemme 4.11, il vient alors

d2 ((x; y) ; (s; t)) =

q
dX (x; s)

2 + dY (y; t)
2 6

6
q
[dX (x; u) + dX (u; s)]

2 + [dY (y; v) + dY (v; t)]
2 6

6
q
dX (x; u)

2 + dY (y; v)
2 +

q
dX (u; s)

2 + dY (v; t)
2 =

= d2 ((x; y) ; (u; v)) + d2 ((u; v) ; (s; t)) .

Le reste se démontre comme ci-dessus.
La démonstration pour d1 est laissée au lecteur. �
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5.1 Espaces métriques

EXEMPLE 5 R2 est donc un espace métrique, lorsqu�on le munit de l�une des métriques
d1 : ((x; y) ; (u; v)) 7�! jx� uj+ jy � vj ,

d2 : ((x; y) ; (u; v)) 7�!
q
jx� uj2 + jy � vj2

ou

d1 : ((x; y) ; (u; v)) 7�! max (jx� uj ; jy � vj) .

EXEMPLE 6 Nous allons maintenant utiliser la représentation C = R2 . Etant donnés
x; y; u; v 2 R et z := (x; y) , w := (u; v) , on a

jz � wj =
q
jx� uj2 + jy � vj2 = d2 ((x; y) ; (u; v)) .

DEFINITION 2 Soient (X; d) un espace métrique, x 2 X et r 2 R+ . On dit que
B (x; r; d) := fy 2 X j d (y; x) 6 rg

est la boule (fermée) de centre x et de rayon r .

EXERCICE 1 On considère les métriques d1 et d1 sur R2 = R� R .

(a) Esquisser les ensembles

B ((2; 2) ; 1; d1) et B ((2; 2) ; 1; d1) .

(b) Montrer que, pour tout a 2 R�+ , il existe b; c 2 R�+ tels que, pour tout x 2 R2 , on ait
B (x; b; d1) � B (x; a; d1) et B (x; c; d1) � B (x; a; d1) .

Peut-on choisir b et c maximaux avec cette propriété ?
(c) L�application T : R2 �! R2 : (x; y) 7�! (x� y; x+ y) est linéaire. Décrire l�image de
B ((0; 0) ; 1; d1) et B ((2; 2) ; 1; d1) par T à l�aide de la métrique d1 .

EXERCICE 2 On considère les métriques dk sur R2 = R� R pour k = 1; 2;1 . Etant donné
r > 0 , esquisser les boules fermées B (0; r; dk) et montrer que

B (0; r; d1) � B (0; r; d2) � B (0; r; d1) � B (0; 2r; d1) .

Déterminer le plus grand nombre réel � = � (r) tel que l�on ait

B (0; �; d2) � B (0; r; d1) .

EXERCICE 3 Soit (X; d) un espace métrique. Montrer

(a) Pour tout x; y; z 2 X , on a

jd (x; z)� d (z; y)j 6 d (x; y) .

(b) Pour tout x; y; z; w 2 X , on a l�inégalité

jd (x; y)� d (z; w)j 6 d (x; z) + d (y; w) .
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Espaces métriques 5.1

(c) L�application

� : X �X �! R+ : (x; y) 7�! � (x; y) :=
d (x; y)

1 + d (x; y)

dé�nit une nouvelle métrique sur X . Que peut-on dire de cette métrique ?
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5.2 Dé�nition de la notion de convergence

5.2 Dé�nition de la notion de convergence

Soit X un espace métrique. Si (xk)k2N est une suite de X et x 2 X , alors d (xk; x) est l�
erreur que l�on fait (par rapport à la métrique d ) en approximant x par xk . On s�intéresse aux
suites telles que l�approximation s�améliore, i.e. telles que l�erreur diminue, lorsque k augmente.

DEFINITION 1 Une suite (ek)k2N de R+ est dite une zéro-suite si, pour tout " > 0 , il
existe N (") 2 N tel que, pour tout k > N (") , on ait

0 6 ek 6 " .

On dit qu�une suite (xk)k2N d�un espace métrique (X; d) est convergente vers x 2 X si la
suite des erreurs (d (xk; x))k2N est une zéro-suite, i.e. si, pour tout " > 0 , il existe N (") 2 N
tel que, pour tout k > N (") , on ait

d (xk; x) 6 " .

Une suite (xk)k2N de X est dite divergente si elle ne converge vers aucun x 2 X .

REMARQUE Une suite (ek)k2N de R+ est une zéro-suite si, et seulement si, elle converge
vers 0 dans l�espace métrique R+ .

THEOREME Si une suite (xk)k2N de X converge vers x 2 X et vers y 2 X , alors

x = y .

Soit " > 0 donné. Il existe donc N
�
"
2

�
;M

�
"
2

�
2 N tels que l�on ait

d (xk; x) 6
"

2
pour tout k > N

�"
2

�
et

d (xk; y) 6
"

2
pour tout k >M

�"
2

�
.

On a alors

d (x; y) 6 d (xk; y) + d (xk; y) = d (xk; x) + d (xk; y) 6
"

2
+
"

2
= "

pour tout k > max
�
N
�
"
2

�
;M

�
"
2

��
. Ceci montre que

d (x; y) 6 " pour tout " > 0 ,

donc que d (x; y) = 0 (cf. exemple fondamental 4.9), et par suite que x = y . �

Ce théorème nous permet de poser la

DEFINITION 2 Si (xk)k2N est une suite d�un espace métrique convergente vers x 2 X ,
alors on dit que x est la limite de (xk)k2N dans X et on la désigne par

limxk , limk xk ou limk!1 xk .
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Dé�nition de la notion de convergence 5.2

Une suite (xk)k2N;k>n de X indexée à partir de n , on écrit plus simplement (xk)k>n , est
dite convergente si (xl+n)l2N est convergente. Ceci revient à exiger dans la dé�nition de la
convergence que N (") > n . On écrit alors

limk>n xk ,

si c�est nécessaire.

PROPOSITION Soient (xk)k>n une suite dans X et m 2 N tel que m > n . Pour que
(xk)k>n soit convergente, il faut et il su¢ t que (xk)k>m soit convergente. Dans ce cas ces suites
ont même limite.

En particulier si (xk)k2N est convergente si, et seulement si, (xk+n)k2N = (xk)k>n est conver-
gente et

limk xk = limk xk+n = limk>n xk .

C�est immédiat. �

EXEMPLE Une suite (xk)k2N constante, i.e. telle que xk = x 2 X pour tout k 2 N , est
évidemment convergente vers x .

EXERCICE 1 Soient (xk)k2N une suite dans un espace métrique X , � : N �! N une
bijection et yl := x�(l) pour tout l 2 N . Montrer que la suite (xk)k2N est convergente si, et
seulement si, la suite (yl)l2N est convergente. Dans ce cas les limites coïncident.

EXERCICE 2 Si (xk)k2N ; (yk)k2N sont des suites convergente dans X vers x et y respecti-
vement, alors

limn!1 d (xn; yn) = d (x; y) dans R+ .

Utiliser l�exercice 5.1.3.b.
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5.3 Convergence d�une suite monotone

THEOREME Soit (xk)k2N une suite croissante, resp. décroissante, de R . Alors cette suite
est convergente si, et seulement si, elle est majorée, resp. minorée. Dans ce cas on a

limk xk = supl2N xl , resp. limk xk = inf l2N xl .

Nous pouvons supposer que (xk)k2N est croissante, l�autre cas s�en déduisant immédiatement
par symétrie. Si cette suite est convergente vers x , il existe N 2 N tel que xk 6 x + 1 pour
tout k > N . Puisque elle est croissante, on obtient xk 6 x+1 pour tout k 2 N , ce qui prouve
la nécessité.

Réciproquement nous savons que supl2N xl existe dans R par le théorème de Dedekind 4.8,
p. 80. Soit " > 0 donné. Par la propriété d�approximation 4.8, p. 79, il existe N (") 2 N tel que
xN(") > supl2N xl � " . Mais pour tout k > N (") , il vient

supl2N xl � " 6 xN(") 6 xk 6 supl2N xl ,
puisque (xk)k2N est croissante. Ceci montre que

jxk � supl2N xlj 6 " pour tout k > N (") .

�

EXEMPLE 1 La suite
�
1
k

�
k>1 est une zéro-suite.

En e¤et infk>1 1k = 0 par l�exemple fondamental 4.9. �

EXEMPLE 2 La suite
�
(�1)k

�
k2N

est divergente.

En e¤et, si elle était convergente vers x 2 R , on aurait
���(�1)k � x

��� 6 1
2
pour un certain

n 2 N (il su¢ t de prendre n = N
�
1
2

�
), donc

2 =
��(�1)n+1 � (�1)n�� = ��(�1)n+1 x+ x� (�1)n

�� 6 ��(�1)n+1 x��+ jx� (�1)nj 6
6 1

2
+
1

2
= 1 ,

ce qui est absurde. �

EXEMPLE 3 La suite
�

k
k+1

�
k2N converge vers 1 .

En e¤et, on a ���� k

k + 1
� 1
���� = ����k � k � 1

k + 1

���� = 1

k + 1

et

limk
1

k + 1
= limk>1

1

k
= 0
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Convergence d�une suite monotone 5.3

par l�exemple 1 . �

EXEMPLE 4 Si 0 6 y < 1 , alors
�
yk
�
k2N est une zéro-suite.

C�est immédiat, puisque
�
yk
�
k2N est décroissante et

infk2N y
k = 0

par le corollaire 4.10.ii. �

EXERCICE 1 Montrer que la suite
�p

k + 1�
p
k
�
k2N

est convergente et calculer sa limite.

EXERCICE 2 Montrer que la suite récurrente (xk)k2N , dé�nie par

x0 := 2 et xk+1 :=
xk
2
+ 2 pour tout k 2 N ,

est convergente et déterminer sa limite. Commencer par démontrer que cette suite est majorée
par 4 .

EXERCICE 3 Soit n 2 N� .

(a) Montrer à l�aide de l�exercice 4.7 que, pour tout k 2 N , on a
1

nk
�
�
n

k

�
6 1

k!
6 1

2k�1
.

(b) En déduire que �
1 +

1

n

�n
6

nX
k=0

1

k!
< 3 .

(c) Montrer que la suite
��
1 + 1

n

�n�
n>1 est croissante, convergente et que

64

27
< limn>1

�
1 +

1

n

�n
6 3 .

Utiliser l�inégalité de Bernouilli.

EXERCICE 4 Soit A une partie non-vide majorée de R . Montrer qu�il existe une suite
croissante (xk)k2N dans A telle que

supA = limk xk .
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5.4 Calcul avec les zéro-suites

PROPOSITION Soient (xk)k2N et (yk)k2N des suites de R+ .

(i) Si (xk)k2N est une zéro-suite et

0 6 yk 6 xk pour tout k 2 N ,
alors (yk)k2N est une zéro-suite.
(ii) Si (xk)k2N et (yk)k2N sont des zéro-suites, alors (xk + yk)k2N et (max (xk; yk))k2N sont des
zéro-suites.
(iii) Si (xk)k2N est une zéro-suite et (yk)k2N est majorée, alors (xk � yk)k2N est une zéro-suite.
(iv) Si (xk)k2N est une zéro-suite, alors (xk)k2N est majorée. En particulier si (xk)k2N et (yk)k2N
sont des zéro-suites, alors (xk � yk)k2N est une zéro-suite.

Si (xk)k2N et (yk)k2N sont des zéro-suites alors, pour tout " > 0 , il existe N (") ;M (") 2 N
tels que

0 6 xk 6 " pour tout k > N (")

et

0 6 yk 6 " pour tout k >M (") .

Démonstration de (i) Grâce à l�hypothèse on obtient immédiatement

0 6 yk 6 " pour tout k > N (") ,

ce qui montre que (yk)k2N est une zéro-suite.

Démonstration de (ii) On a évidemment

0 6 xk + yk 6
"

2
+
"

2
= " pour tout k > max

�
N
�"
2

�
;M

�"
2

��
,

et

0 6 max (xk; yk) 6 " pour tout k > max (N (") ;M (")) .

Démonstration de (iii) Puisque (yk)k2N est majorée, il existe m 2 R�+ tel que
0 6 yk 6 m pour tout k 2 N .

On a alors

0 6 xk � yk 6
"

m
�m = " pour tout k > N

� "
m

�
.

Démonstration de (iv) Puisque (xk)k2N est une zéro-suite, on a

0 6 xk 6 1 pour tout k > N (1) ,

donc

0 6 xk 6 max (fyl j 0 6 l < N (1)g [ f1g) pour tout k 2 N ,
ce qui montre que (xk)k2N est majorée. La dernière assertion découle alors de (iii). �
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Calcul avec les zéro-suites 5.4

EXEMPLE La suite
�
k
2k

�
k2N est une zéro-suite.

En e¤et, on démontre par récurrence que, pour tout k > 4 , on a k2 6 2k , donc

0 6 k

2k
6 1

k
;

le résultat découle donc de (i) et de l�exemple 5.3.1, p. 102. �

PROBLEME Est-ce que, pour tout l 2 N , la suite
�
kl

2k

�
k2N

est une zéro-suite ? Nous

traiterons cette question dans l�exemple 5.5.3, p. 108, ci-dessous.

EXERCICE 1 Soit (ek)k2N une suite de R+ . Montrer que (ek)k2N est une zéro-suite si, et
seulement si, pour tout l 2 N� , il existe M (l) 2 N tel que l�on ait

0 6 ek 6
1

l
pour tout k >M (l) .

EXERCICE 2 Soient (xk)k2N une zéro-suite de R�+ et (yk)k2N une suite de R+ qui n�est pas
une zéro-suite. Montrer que la suite

�
yk
xk

�
k2N

n�est pas majorée.
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5.5 Calcul avec les limites dans C

5.5 Calcul avec les limites dans C

THEOREME Soient (zk)k2N et (wk)k2N des suites convergentes dans C . Alors

(i) (zk + wk)k2N est convergente et on a

limk (zk + wk) = limk zk + limk wk .

(ii) (jzkj)k2N est convergente, majorée et
limk jzkj = jlimk zkj .

(iii) (zk � wk)k2N est convergente et
limk (zk � wk) = (limk zk) � (limk wk) .

(iv) Si limk wk 6= 0 , il existe n 2 N tel que wk 6= 0 pour tout k > n , la suite
�
zk
wk

�
k>n

soit

convergente et

limk
zk
wk

=
limk zk
limk wk

.

(v) (zk)k2N est convergente et

limk zk = limk zk .

Si z := limk zk et w := limk wk , alors les suites (jzk � zj)k2N et (jwk � wj)k2N sont des
zéro-suites.

Démonstration de (i) On a

jzk + wk � (z + w)j = jzk � z + wk � wj 6 jzk � zj+ jwk � wj ,
donc (zk + wk)k2N converge vers z + w par la proposition 5.4, (ii) et (i).

Démonstration de (ii) D�après l�inégalité triangulaire 4.14, on a

jjzkj � jzjj 6 jzk � zj ,
donc (jzkj)k2N converge vers jzj par la proposition 5.4.i. D�autre part, l�inégalité

jzkj 6 jzk � zj+ jzj
montre que (jzkj)k2N est majorée, puisque (jzk � zj)k2N est majorée par la proposition 5.4.iv.

Démonstration de (iii) On a

jzk � wk � z � wj 6 jzk � wk � z � wk + z � wk � z � wj 6 jzk � zj � jwkj+ jzj � jwk � wj ,
d�où le résultat par (ii) et la proposition 5.4, (iii), (ii) et (i).

Démonstration de (iv) Si w 6= 0 , grâce à l�inégalité triangulaire 4.14 on a

jwkj = jw � (w � wk)j > jwj � jwk � wj > jwj � jwj
2
=
jwj
2
> 0 (�)
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Calcul avec les limites dans C 5.5

pour tout k > n , en ayant choisi n 2 N tel que

jwk � wj 6 jwj
2

pour tout k > n .

Pour tout k > n , on a en particulier wk 6= 0 . Il vient alors���� zkwk � z

w

���� = ���� zkwk � zk
w
+
zk
w
� z

w

���� 6 jzkj � jw � wkj
jwkj � jwj

+
jzk � zj
jwj 6

6 2 � jzkj � jw � wkj
jwj2

+
jzk � zj
jwj ,

en ayant utilisé (�) , d�où le résultat par (ii) et la proposition 5.4, (iii), (ii) et (i).

Démonstration de (v) C�est immédiat, puisque

jzk � zj = jzk � zj .
�

EXERCICE 1 Si (xk)k2N et (yk)k2N sont des suites convergentes dans R , alors
(max (xk; yk))k2N et (min (xk; yk))k2N

sont convergentes et on a

limkmax (xk; yk) = max (limk xk; limk yk) et limkmin (xk; yk) = min (limk xk; limk yk) .

REMARQUE On démontre immédiatement par récurrence des formules contenant une
combinaison en nombre �ni des opérations citées dans le théorème.

EXEMPLE 1 On a

limk
3 � k2 + 13 � k

k2 � 2 = limk>1
3 + 13 � 1

k

1� 2 � 1
k2

=
limk>1

�
3 + 13 � 1

k

�
limk>1

�
1� 2 � 1

k2

� = 3 + 13 � limk>1
1
k

1� 2 �
�
limk>1

1
k

�2 = 3 ,
en justi�ant les égalités par la �n.

EXEMPLE 2 Pour a 2 R , dé�nissons par récurrence
x0 := a et xk+1 := xk � (1� 2 � jxkj) .

Si (xk)k2N est convergente, alors en posant x := limk xk , on obtient

x = limk xk+1 = limk [xk � (1� 2 � jxkj)] = x � (1� 2 � jxj) ,
donc

2x � jxj = 0 ,
et par suite x = 0 .

Mais pour a = 1 , on voit immédiatement que xk = (�1)k , et la suite (xk)k2N est divergente
(cf. exemple 5.3.2, p. 102). Cet exemple montre que la convergence de la suite (xk)k2N est le
point délicat.
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5.5 Calcul avec les limites dans C

Les a 2 R pour lesquels la suite (xk)k2N est convergente, i.e. converge vers 0 , serons
déterminés dans l�exercice 8.

EXEMPLE 3 Soient a 2 [0; 1[ et l 2 N . Alors
�
kl � ak

�
k2N est une zéro-suite.

Choisissons q 2 R tel que a < q < 1 . Comme

limk a �
�
1 +

1

k

�l
= a �

�
1 + limk

1

k

�l
= a ,

il existe n 2 N tel que, pour tout k > n , on ait�����a �
�
1 +

1

k

�l
� a

����� 6 q � a .

En particulier

a �
�
1 +

1

k

�l
6 q pour tout k > n .

Nous allons maintenant montrer par récurrence sur k que

kl � ak 6
�
nl � an

�
� qk�n pour tout k > n ,

ce qui prouvera notre assertion (cf. proposition 5.2 et exemple 5.3.4, p. 102).
C�est évidemment vrai pour n . Si la formule est vraie pour k , on a

(k + 1)l � ak+1 = kl � ak � a �
�
1 +

1

k

�l
6
�
nl � an

�
� qk�n � q =

�
nl � an

�
� qk+1�n ,

qui est bien la formule pour k + 1 . �

EXEMPLE 4 En posant xk := k10 �
�
9
10

�k
, on a

x100 ' 2; 6 � 1015 , x600 ' 2 et x1000 ' 1; 7 � 10�16 .

10 20 30 40 50 60 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

EXEMPLE 5 Soit z 2 C . Alors
�
zk
�
k2N est convergente si, et seulement si,

jzj < 1 ou z = 1 .
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Dans le premier cas elle converge vers 0 .

En e¤et si jzj < 1 , alors
limk

��zk � 0�� = limk jzjk = 0
par l�exemple 5.3.4, p. 102. Si z = 1 , la suite est constante, donc convergente.

Réciproquement si
�
zk
�
k2N est convergente, alors

�
jzjk
�
k2N

est bornée par (ii). Le corollaire

4.10.i montre alors que jzj 6 1 . Si jzj = 1 , alors��limk z
k
�� = limk jzjk = 1 ,

donc limk z
k 6= 0 , et

limk z
k = limk z

k+1 = z � limk z
k ,

ce qui �nit de prouver que z = 1 . �

EXERCICE 2 Déterminer si les suites (xk)k>3 suivantes sont convergentes, et calculer alors
leur limite, ou divergentes :

(a)
xk :=

7 � k3 + 2i � k2 + k

3 � k3 + 4i .

(b)
xk :=

(3k + 1)3

(2k � 1) � (2� 3k)2
.

(c)
xk :=

�
3k + 2

4k � 1

�n
pour un n 2 N� .

(d)
xk := (�1)k �

n2 + 2

(n+ 1)2
.

(e)
xk :=

2 � 6k + k5 � 4k
(2k � k2) � (3k + k3 + 2)

.

(f)
xk :=

h
(�1)k + 3

i2
� k3 + 3

(k2 + k) � (k2 � k)
.

(g)
xk :=

2k + i � jk2 � 42j
k!

+ (�1)k! 7
8
p
k4 + 1

.

(h)
xk :=

p
k � in �

p
k + 1 .

(i)
xk :=

k + 2p
k + 1

(j)
xk :=

kY
l=0

�
1 + q2

l
�

, où q 2 C .

Considérer pour q 6= 1 l�expression (1� q)xk .
(k)

xk :=
p
k �
�p

k + 1�
p
k
�
.
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(l)
xk := k �

�p
k + 1�

p
k
�
.

EXERCICE 3 Soit xk :=
Pk

l=1
1

l(l+1)
pour tout k 2 N� . Calculer xk et la limite de la suite

(xk)k2N .

EXERCICE 4 Soit z 2 C et dé�nissons récursivement la suite (zk)k2N par
z0 := z et zk+1 := zk � (1� 2 � jzkj) pour tout k 2 N .

Montrer :

(a) Si jzj > 1 , alors jzkj > 1 pour tout k 2 N et la suite diverge.
(b) Si jzj < 1 , alors la suite (zk)k2N converge vers 0 .

EXERCICE 5 Montrer que la suite
�q

k
k+1

�
k2N

est croissante, majorée et convergente. Cal-

culer sa limite.

EXERCICE 6 Montrer que la suite récurrente (xk)k2N , dé�nie par

x0 := 1 et xk+1 =
x2k
4
+ 1 pour tout k 2 N ,

est croissante, majorée et convergente. Calculer sa limite.

EXERCICE 7 Soient x; y 2 R tels que 0 6 x 6 y . Montrer que les suites récurrentes (xk)k2N
et (yk)k2N , dé�nies par

x0 := x , y0 := y et xk+1 :=
p
xk � yk , yk+1 :=

xk + yk
2

pour tout k 2 N ,

satisfont à xk 6 yk pour tout k 2 N . Prouver ensuite que ces suites sont monotones, conver-
gentes et que limk xk = limk yk .

EXERCICE 8 Montrer que la suite récurrente (xk)k2N , dé�nie par

x0 := 1 et xk+1 :=
p
xk + 2 pour tout k 2 N ,

est convergente et calculer sa limite.
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5.6 Existence des racines p-ièmes

Soit p 2 N� et a 2 R+ . Nous nous proposons de résoudre l�équation
xp = a

dans R+ .

LEMME Pour tout u; v 2 R+ , on a
u 6 v =) up 6 vp

et

u < v =) up < vp .

On le démontre par récurrence sur p > 1 . Le cas p = 1 est trivial, et si up 6 vp , alors

up+1 = up � u 6 vp � u 6 vp � v = vp+1 .

Si up < vp , alors up � u 6 vp � u < vp � v , puisque v > 0 . �

THEOREME Pour tout p 2 N� et a 2 R+ , l�équation xp = a possède une, et une seule
solution dans R+ , notée p

p
a . Si a 6= 0 , on a p

p
a = limk xk en dé�nissant la suite (xk)k2N par

x0 := a et xk+1 := xk �
xpk � a

p � xp�1k

=

�
1� 1

p

�
� xk +

a

p � xp�1k

.

Cette suite est décroissante.

L�unicité découle immédiatement du lemme. Quant à l�existence, le cas a = 0 est trivial. Si
a > 0 , nous pouvons dé�nir la suite (xk)k2N dans R�+ par les formules ci-dessus, en appliquant
le théorème de dé�nition d�une suite récurrente 3.6 à l�application

� : R�+ �! R�+ : x 7�! x� xp � a

p � xp�1 .

En e¤et, si x > 0 , alors

� (x) =

�
1� 1

p

�
� x+ a

p � xp�1 > 0 .

Montrons que xpk+1 > a pour tout k 2 N . On a

xpk+1 =

�
xk �

xpk � a

p � xp�1k

�p
= xpk �

�
1 +

a� xpk
p � xpk

�p
,

Mais comme (1� p) � xpk 6 0 6 a , il vient �p � xpk 6 a� xpk , donc

a� xpk
p � xpk

> �1 ,

et en appliquant l�inégalité de Bernouilli 4.10, on obtient

xpk+1 > xpk �
�
1 +

a� xpk
xpk

�
= xpk + a� xpk = a .
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On en déduit que (xk)k>1 est décroissante, car

xk+1 6 xk () xpk > a pour tout k > 1 ,

par dé�nition de xk+1 . Le théorème 5.3, p. 102, et la proposition 5.2 montre alors que (xk)k2N
est convergente, et que

x := limk xk = infk>1 xk .

Finalement, comme

p � xk+1 � xp�1k = p � xpk � xpk + a = (p� 1) � xpk + a ,

on obtient en passant à la limite

p � x � xp�1 = (p� 1) � xp + a ,

donc xp = a . �

COROLLAIRE Pour tout a; b 2 R+ , on a p
p
a � b = p

p
a � p
p
b .

En e¤et �
p
p
a � p
p
b
�p
=
�
p
p
a
�p � � p

p
b
�p
= a � b ,

d�où le résultat par l�unicité. �

REMARQUE Nous avons ainsi une seconde démonstration de l�existence de la racine carrée
(cf. théorème 4.12) permettant en même temps de la calculer !

EXERCICE 1 Pour tout p 2 N� et u; v 2 R+ , on a
u 6 v () up 6 vp

et

u 6 v () p
p
u 6 p

p
v .

EXERCICE 2 Soit a 2 R tel que a > 1 . Montrer que ( k
p
a)k2N est décroissante et déterminer

sa limite.

EXERCICE 3 Montrer que, pour tout p 2 N� et x; y 2 R+ , on a
p
p
x+ y 6 p

p
x+ p

p
y et

�� ppx� p
p
y
�� 6 p

p
jx� yj .

EXERCICE 4 Déterminer si la suite (xk)k2N suivante est convergente, et calculer alors sa
limite, ou divergente :

xk :=

8><>:
13 � k2 + i �

p
kp
k+1

k 6 10641
si�

k
p
k
�

k > 10641
.

Utiliser l�exercice 4.7.
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5.7 Erreur absolue et erreur relative

DEFINITION Soient x; y 2 R . On dit que jy � xj est l�erreur absolue que l�on fait en
approximant x à l�aide de y et, si y 6= 0 , que

jy � xj
jyj

est l�erreur relative .

Si l�erreur absolue, respectivement l�erreur relative, est 6 r , alors

y � r 6 x 6 y + r ,

respectivement

y � r � jyj 6 x 6 y + r � jyj .

Nous aurons maintenant besoin de la notation scienti�que qui sera traitée en 6.3.

PROPOSITION Soient x; y 2 R�+ et n 2 N� . Supposons qu�en notation scienti�que on ait
y = a0; a1a2 : : : an�1an : : : � 10b , où aj 2 f0; 1; : : : ; 9g , a0 6= 0 et b 2 Z

et que l�erreur relative r faite en approximant x à l�aide de y soit plus petite que 10�n .

(i) Si an�1 =2 f0; 9g , alors on a
x = a0; a1a2 : : : an�2gan�1 : : : � 10b ,

où gan�1 2 fan�1 � 1; an�1; an�1 + 1g . En particulier les n� 1 premiers chi¤res de y sont aussi
ceux de x .
(ii) Si toutes les décimales de y à partir de an sont nulles, i.e. y = a0; a1a2 : : : an�1 �10b , alors
ces n premiers chi¤res a0; : : : ; an�1 sont les mêmes que ceux de x .

En e¤et, on a y < 10 � 10b = 10b+1 , donc
jy � xj � 10n�1�b = r � y � 10n�1�b < 10�n � 10b+1 � 10n�1�b = 1 .

Démonstration de (i) Il su¢ t alors de remarquer que

a0a1 : : : an�1; an : : :� 1 = y � 10n�1�b � 1 < x � 10n�1�b <

< y � 10n�1�b + 1 = a0a1 : : : an�1; an : : :+ 1 .

Démonstration de (ii) Dans ce cas si y 6 x , on a

a0a1 : : : an�1 = y � 10n�1�b 6 x � 10n�1�b < y � 10n�1�b + 1 = a0a1 : : : an�1 + 1

tandis que si y > x , il vient

a0a1 : : : an�1 � 1 = y � 10n�1�b � 1 < x � 10n�1�b 6 y � 10n�1�b = a0a1 : : : an�1 .

�

Claude Portenier CONVERGENCE 113
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EXEMPLE 1 Dans (i) le nombre de chi¤res exacts ne peut pas être amélioré. L�erreur relative
faite en approximant 5 par 4; 6 est 0;4

4;6
< 10�1 et aucun chi¤re n�est exact ! La condition an�1 6= 9

ne peut pas être supprimée puisque, en approximant 5; 02 par 4; 98 , on fait une erreur relative
de 0;04

4;98
< 10�2 .

REMARQUE 1 Si les n premiers chi¤res de y coïncident avec ceux de x , l�erreur relative
est 6 10�(n�1) .

EXEMPLE 2 Nous allons estimer l�erreur faite en approximant p
p
a à l�aide des xk dé�nis

dans la théorème 5.6, 111. Posons

yk :=
a

xp�1k

.

Puisque (xk)k>1 est décroissante, le lemme 5.6, p. 111, montre que
�
xp�1k

�
k>1 est aussi

décroissante, donc que (yk)k>1 est croissante. On a

yk =
a

xp�1k

6 a

( p
p
a)
p�1 =

p
p
a .

Le théorème 5.3, p. 102, montre alors que (yk)k>1 est convergente et que

(limk yk)
p = limk y

p
k = limk

ap

xp(p�1) k
=

ap

ap�1
= a .

Par l�unicité on obtient limk yk = p
p
a . Ainsi on a

a

xp�1k

6 p
p
a 6 xk , 0 6 xk � p

p
a 6 xk �

a

xp�1k

et

limk

�
xk �

a

xp�1k

�
= 0 .

Posons

rk :=
xk � p

p
a

xk
.

On a rk 2 [0; 1[ et
p
p
a = (1� rk) � xk = (1� rk+1) � xk+1 ,

donc
1� rk
1� rk+1

=
xk+1
xk

= 1� xpk � a

p � xpk
= 1� 1

p
+
( p
p
a)
p

p � xpk
= 1 +

1

p
� [(1� rk)

p � 1] =

=
1

p
� [(1� rk)

p + p� 1] ,

et par suite

rk+1 = 1�
p � (1� rk)

(1� rk)
p + p� 1 =

(1� rk)
p + p � rk � 1

(1� rk)
p + p� 1 .
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Considérons le cas particulier p = 2 . Il vient alors

rk+1 =
(1� rk)

2 + 2 � rk � 1
(1� rk)

2 + 1
=

r2k
(1� rk)

2 + 1
6 r2k .

REMARQUE 2 Ceci montre qu�en général on double le nombre de chi¤res exacts en e¤ec-
tuant une itération supplémentaire. En e¤et si l�on a atteint une erreur relative plus petite que
10�n , on a au moins n � 1 chi¤res exacts, et en refaisant une itération supplémentaire on a
une erreur relative plus petite que 10�2n , donc au moins 2n� 1 > 2 (n� 1) chi¤res exacts.

REMARQUE 3 Pour tout p 2 N� , on a rk+1 6 p
2
� r2k .
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5.8 Convergence dans un produit

LEMME Pour tout a; b 2 R+ , on a
max (a; b) 6 a+ b;

p
a2 + b2 ,

a+ b 6 2 �max (a; b) et
p
a2 + b2 6

p
2 �max (a; b) .

C�est immédiat. �

THEOREME Soient X;Y des espaces métriques. Pour qu�une suite (zk)k2N de X � Y soit
convergente pour l�une des métrique d1 , d2 ou d1 , il faut et il su¢ t que les suites (pr1 (zk))k2N
et (pr2 (zk))k2N soient convergentes dans X respectivement dans Y .

Dans ce cas, on a

prj (limk zk) = limk prj (zk) j = 1; 2 .

Si l�on écrit zk = (xk; yk) , ce la signi�e que

limk (xk; yk) = (limk xk; limk yk) .

En désignant par dX�Y la métrique considérée sur X � Y , la suite (zk)k2N est convergente
dans X � Y si, et seulement si, il existe un z 2 X � Y tel que (dX�Y (zk; z))k2N soit une
zéro-suite. Mais cela est équivalent à l�existence d�un couple (x; y) 2 X � Y tel que (xk)k2N et
(yk)k2N convergent vers x et y respectivement. En e¤et, si z = (x; y) , le lemme montre que l�on
a

max (d (xk; x) ; d (yk; y)) 6 dX�Y (zk; z) 6 2 �max (d (xk; x) ; d (yk; y)) .
Ainsi (dX�Y (zk; z))k2N est une zéro-suite si, et seulement si, (d (xk; x))k2N et (d (yk; y))k2N

sont des zéro-suites par la proposition 5.4, (ii) et (iii). �

REMARQUE Ce théorème montre que la notion de convergence dans X � Y ne dépend
pas de la métrique d1 , d2 ou d1 choisie. Nous la désignerons par dX�Y . Nous étudierons ces
faits de manière plus approfondie dans le chapitre Espaces normés et topologie (cf. 10.13).

COROLLAIRE Pour qu�une suite (zk)k2N de C soit convergente, il faut et il su¢ t que les
suites (Re zk)k2N et (Im zk)k2N soient convergentes dans R .

Dans ce cas, on a

Re (limk zk) = limk Re zk , Im (limk zk) = limk Im zk

et

limk zk = limk Re zk + i � limk Im zk .

C�est immédiat, puisque dans la représentation C = R2 , on a
z = (Re z; Im z) .
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On peut aussi le démontrer en utilisant le calcul avec les limites dans C et les formules adéquates
de 4.13. �

EXERCICE Soit (X; d) un espace métrique. Montrer que l�application

d : X �X �! R+
est continue, X �X étant muni de l�une des métrique d1 , d2 ou d1 (cf. exercice 5.2.2).
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5.9 Convergence dans R+

PROPOSITION Soit (zk)k2N une suite convergente de C . Si zk 2 R respectivement zk 2
R+ pour tout k 2 N , alors limk zk 2 R respectivement limk zk 2 R+ .

En e¤et Im zk = 0 , donc Im (limk zk) = limk Im zk = 0 . Ceci prouve la première partie.
Dans le second cas, on a z := limk zk 2 R . Si z < 0 , il existe un n 2 N tel que

jzn � zj 6 �z
2
,

puisque � z
2
> 0 . On en déduit que

zn 6 z � z

2
=
z

2
< 0 ,

ce qui est absurde. �

COROLLAIRE Soient (xk)k2N et (yk)k2N des suites convergentes de R et a; b 2 R .

(i) Si l�on a

xk 6 yk pour tout k 2 N ,
alors

limk xk 6 limk yk .

(ii) Si l�on a

a 6 xk 6 b pour tout k 2 N ,
alors

a 6 limk xk 6 b .

En e¤et, on a yk � xk > 0 pour tout k 2 N , donc
limk yk � limk xk = limk (yk � xk) > 0 .

Pour la seconde partie, il su¢ t de considérer les suites constantes dé�nies par a et b . �

EXEMPLE 1 Soit p 2 N� . La suite
�

1
pp
k

�
k>1

est strictement décroissante et une zéro-suite.

Tout d�abord, si 1
pp
k
6 1

ppk+1 , alors
1
k
=
�

1
pp
k

�p
6
�

1
ppk+1

�p
= 1

k+1
par le lemme 5.6, p. 111,

ce qui est absurde. La suite
�

1
pp
k

�
k>1

est donc strictement décroissante et elle est minorée par

0 . Elle est donc convergente par le théorème 5.3, p. 102, et on a

limk
1
p
p
k
> 0 .
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Mais comme �
limk

1
p
p
k

�p
= limk

1

k
= 0 ,

et que 0 est l�unique racine p-ième > 0 de 0 , on en déduit le résultat. �

EXEMPLE 2 Pour tout k > 1 , on a 1
k
> 0 , mais limk

1
k
= 0 . Cet exemple montre que l�on

n�a pas en général limk xk < limk yk si xk < yk pour tout k .
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5.10 Sous-suites

DEFINITION Une application strictement croissante � : N �! N , i.e. telle que � (l + 1) >
� (l) pour tout l 2 N , est dite une sous-suite de N .

Une sous-suite est aussi notée sous la forme l 7�! kl : N �! N pour indiquer que l�on
indexe certains éléments de N . On a kl+1 > kl pour tout l 2 N .

Si (xk)k2N est une suite dans un ensemble X , alors l�application

l 7�! x�(l) : N �! X

est dite une sous-suite de (xk)k2N et sera notée
�
x�(l)

�
l2N ou (xkl)l2N .

PROPOSITION Si (xk)k2N est une suite convergente dans un espace métrique X , alors
toute sous-suite

�
x�(l)

�
l2N de (xk)k2N est convergente et

liml x�(l) = limk xk .

C�est évident en prenant, pour tout " > 0 , le même N (") , puisque � (l) > l pour tout
l 2 N . Cette dernière assertion se démontre par récurrence. On a évidemment � (0) > 0 , puis

� (l + 1) > � (l) > l ,

donc � (l + 1) > l + 1 . �

LEMME

(i) Toute partie non-vide A de N possède un plus petit élément.
(ii) Si A est une partie in�nie de N , alors il existe une sous-suite � ou (kl)l2N de N telle que

A = � (N) = fkl j l 2 Ng .

Démonstration de (i) Comme A est non-vide, soit n 2 A et posons
B := fa 2 A j a 6 ng .

L�ensemble B est non-vide et �ni, donc minB existe par la proposition 4.8, p. 79. D�autre part,
pour tout a 2 ArB , on a a > n , donc a > minB , et par suite minA = minB .

Démonstration de (ii) Par récurrence on peut dé�nir

� (0) := minA et � (l + 1) := min (Ar f� (j) j 0 6 j 6 lg) ,
car Arf� (j) j 0 6 j 6 lg 6= ; , puisque A est in�nie. On montre immédiatement par récurrence
que

f� (j) j 0 6 j 6 lg = fa 2 A j a 6 � (l)g ;
en particulier � (l + 1) > � (l) , donc � : N �! N est une sous-suite de N .

On a évidemment � (N) � A . Montrons l�autre inclusion. Si a 2 A , soit
la := max fj 2 N j � (j) 6 ag .
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On a évidemment � (la) 6 a par dé�nition de la . Mais si � (la) < a , on a

a 2 Ar f� (j) j 0 6 j 6 lag ,

donc � (l + 1) 6 a , ce qui contredit la dé�nition de l . Ainsi � (l) = a . �

COROLLAIRE Toute suite (xk)k2N de R contient une sous-suite monotone, i.e. croissante
ou décroissante.

Soit

A := fk 2 N j xl 6 xk pour tout l > kg .
Si A est une partie in�nie, soit � la sous-suite énumérant A . Il est alors clair que

�
x�(l)

�
l2N est

décroissante.
Si A est �nie, posons

� (0) := 1 + maxA .

On a � (0) =2 A ; il existe donc un indice � (1) 2 N tel que � (1) > � (0) et x�(1) > x�(0) . Cette
dernière relation montre que � (1) > � (0) . De même comme � (1) =2 A , il existe � (2) 2 N
tel que � (2) > � (1) et x�(2) > x�(1) et ainsi de suite. On obtient donc par récurrence une
sous-suite

�
x�(l)

�
l2N strictement croissante, ce qui �nit de prouver le corollaire. �
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5.11 Théorème de Bolzano-Weierstraß

DEFINITION 1 Une suite (zk)k2N de C est dite bornée si la suite (jzkj)k2N est majorée.

THEOREME Toute suite bornée (zk)k2N de C contient une sous-suite convergente.

Comme
jRe zkj ; jIm zkj 6 jzkj

les suites réelles (Re zk)k2N et (Im zk)k2N sont bornées. D�autre part le corollaire 6.1 nous permet
d�extraire une sous-suite monotone

�
Re z�(l)

�
l2N de (Re zk)k2N , puis une sous-suite monotone�

Im z���(m)
�
m2N de

�
Im z�(l)

�
l2N . Les suites�
Re z���(m)

�
m2N et

�
Im z���(m)

�
m2N

étant monotones et bornées, sont convergentes par le théorème 5.3, p. 102, ce qui montre que�
z���(m)

�
m2N

est convergente par le théorème 5.8, p. 116. �

DEFINITION 2 On dit qu�un point x d�un espace métrique X est un point d�accumulation
d�une suite (xk)k2N de X , s�il existe une sous-suite de (xk)k2N convergente vers x .

REMARQUE 1 Le théorème de Bolzano-Weierstrass a¢ rme donc que toute suite bornée de
C possède un point d�accumulation.

REMARQUE 2 La proposition 5.10 montre que toute suite convergente ne possède qu�un
point d�accumulation : sa limite.

EXERCICE 1 Soient (zk)k2N une suite de C et z 2 C . Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) La suite (zk)k2N converge vers z .
(b) La suite (zk)k2N est bornée, et z est le seul point d�accumulation de cette suite.
(c) Pour tout " > 0 , l�ensemble fk 2 N j jzk � zj > "g est �ni.

EXERCICE 2 Soit (zk)k2N � C une suite bornée. On suppose qu�il existe un z 2 C , tel que
pour tout sous-suite convergente (zkl) de (zk) on ait

liml zkl = z .
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Montrer que (zk) est convergente et que

limk zk = z .
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5.12 Suites de Cauchy

Notre but est de trouver un critère permettant d�a¢ rmer la convergence d�une suite d�un
espace métrique sans connaître explicitement sa limite.

DEFINITION 1 Une suite (xk)k2N d�un espace métrique X s�appelle une suite de Cauchy
si, pour tout " > 0 , il existe N 2 N tel que

dX (xk; xl) 6 " pour tout k; l > N .

Cette dé�nition est justi�ée par la proposition suivante montrant que c�est une condition
nécessaire de convergence.

PROPOSITION Si (xk)k2N est une suite convergente dans un espace métrique X , alors
(xk)k2N est une suite de Cauchy.

En e¤et, si x := limk xk , pour tout " > 0 , il existe N 2 N tel que

dX (xk; x) 6
"

2
pour tout k > N .

On a alors

dX (xk; xl) 6 dX (xk; x) + dX (x; xl) 6 dX (xk; x) + dX (xl; x) 6 "

pour tout k; l > N . �

DEFINITION 2 On dit qu�un espace métrique X est complet si toute suite de Cauchy dans
X est convergente (vers un élément de X ).

THEOREME (Critère de Cauchy) C est un espace métrique complet, i.e. pour qu�une
suite (zk)k2N de C soit convergente, il faut et il su¢ t que (zk)k2N soit une suite de Cauchy.

La nécessité a été prouvée dans la proposition. Réciproquement, si (zk)k2N est une suite de
Cauchy, montrons tout d�abord qu�elle est bornée. Il existe n 2 N tel que

jzk � zlj 6 1 pour tout k; l > n ,

donc

jzkj 6 jzk � znj+ jznj 6 1 + jznj pour tout k > n .

On a alors

jzkj 6 max (fjzlj j 0 6 l < ng [ f1 + jznjg) pour tout k 2 N .
Par le théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe donc une sous-suite

�
z�(l)

�
l2N convergente

vers z 2 C . Etant donné " > 0 , il existe M1;M2 2 N tels que

jzk � zlj 6
"

2
pour tout k; l >M1
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et ��z�(m) � z
�� 6 "

2
pour tout m >M2 .

Posons N := max (M1;M2) . On a � (N) > � (Mj) >Mj pour j = 1; 2 , ainsi que k >M1 pour
tout k > N . Il vient alors

jzk � zj =
��zk � z�(N) + z�(N) � z

�� 6 ��zk � z�(N)
��+ ��z�(N) � z

�� 6 " pour tout k > N ,

ce qui prouve que (zk)k2N converge vers z . �

COROLLAIRE R est un espace métrique complet.

En e¤et si (xk)k2N est une suite de Cauchy de R , c�est aussi une suite de Cauchy dans C .
Elle converge donc dans C , et par suite dans R par la proposition 5.9, p. 118. �

EXEMPLE Q est un espace métrique qui n�est pas complet.

Nous savons par exemple que
p
2 =2 Q et la suite (xk)k2N dé�nie dans le théorème 5.6, p.

111, en prenant p = a = 2 est formée de nombres rationnels. Comme cette suite converge dans
C vers

p
2 c�est une suite de Cauchy par le critère de Cauchy. Mais c�est aussi une suite de

Cauchy dans Q , puisque Q est muni de la métrique induite par celle de C . Elle n�a pas de
limite dans Q ; en e¤et dans le cas contraire soit limk xk =: x 2 Q . Mais (xk)k2N converge aussi
vers x dans C et par l�unicité de la limite (théorème 5.2), on obtient x =

p
2 =2 Q , ce qui est

absurde. �

EXERCICE Démontrer ou réfuter les assertions suivantes :

(a) Pour tout a < b , il existe une suite de Cauchy (xk) � [a; b[ qui ne converge pas dans
[a; b[ .
(b) Il existe une suite de Cauchy (xk) � R , ayant

�
1
n

�
n>1 comme sous-suite, mais qui ne soit

par une zéro-suite.
(c) Pour tout a < b l�intervalle [a; b] � R est complet pour la métrique induite par celle de
R .
(d) Toute suite ayant exactement un point d�accumulation est convergente.
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5.13 Suite de Fibonacci

DEFINITION On dé�nit une suite (ak)k2N de N par récurrence en posant
a0 = a1 = 1 et ak+2 = ak+1 + ak .

On dit que c�est la suite de Fibonacci .

Les premiers termes de cette suite sont :

1 ; 1 ; 2 ; 3 ; 5 ; 8 ; 13 ; 21 ; 34 ; 55 ; : : : .

Posons

xk :=
ak
ak+1

.

On a

x0 = 1 et xk+1 =
ak+1
ak+2

=
1

1 + ak=ak+1
=

1

1 + xk
.

Les premiers termes de cette suite sont alors :

1 ;
1

2
= 0; 5 ;

2

3
= 0; 66 : : : ;

3

5
= 0; 6 ;

5

8
= 0; 625 ;

8

13
= 0; 615 : : : ;

13

21
= 0; 619 : : : ;

21

34
= 0; 617 : : : ;

34

55
= 0; 618 : : : .

Si la suite (xk)k2N est convergente, en posant x := limk xk , on a x > 0 et

x = limk xk+1 = limk
1

1 + xk
=

1

1 + x
,

donc

x2 + x� 1 = 0 .
On en déduit que

�
x+ 1

2

�2
= 5

4
et par suite que

��x+ 1
2

�� = p
5
2
. Comme x > 0 , il vient

�nalement

x =

p
5� 1
2

= 0; 61803 : : :

On dit que c�est la section d�or .
Pour montrer que (xk)k2N est convergente, nous allons prouver que (xk)k2N est une suite de

Cauchy.

(a) Montrons tout d�abord par récurrence que
1

2
6 xk 6 1 pour tout k 2 N .

Le cas k = 0 est clair. Quant au pas de récurrence, on a

xk+1 =
1

1 + xk

8<:
6 1

1+ 1
2

= 2
3
6 1

> 1
1+1

= 1
2

.
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(b) Pour tout k > l , on a alors

jxk � xlj = jxk � xk�1 + xk�1 � : : :+ xl+1 � xlj 6
k�1X
j=l

jxj+1 � xjj

et

jxj+1 � xjj =
���� 1

1 + xj
� 1

1 + xj�1

���� = jxj � xj�1j
(1 + xj) � (1 + xj�1)

6

6 jxj � xj�1j�
1 + 1

2

� �
1 + 1

2

� = 4

9
� jxj � xj�1j .

(c) On en déduit que

jxj+1 � xjj 6
4

9
� jxj � xj�1j 6

�
4

9

�2
� jxj�1 � xj�2j 6

6 : : : 6
�
4

9

�j
� jx1 � x0j =

1

2
�
�
4

9

�j
,

donc

jxk � xlj 6
k�1X
j=l

jxj+1 � xjj 6
1

2
�
k�1X
j=l

�
4

9

�j
=
1

2
�
�
4

9

�l
�
k�l�1X
j=0

�
4

9

�j
=

=
1

2
�
�
4

9

�l
�
1�

�
4
9

�k�l
1� 4

9

=
9

10
�
"�
4

9

�l
�
�
4

9

�k#
6
�
4

9

�l
.

Comme, pour tout " > 0 , il existe N 2 N tel que l�on ait�
4

9

�l
6 " pour tout l > N

par l�exemple 5.3.4, p. 102, on obtient

jxk � xlj 6 " pour tout k; l > N ,

ce qu�il fallait démontrer. �

EXERCICE 1 Montrer que la suite récurrente (xk)k2N dé�nie par

x0 := 0 , x1 := 1 et xk+1 :=
1

2
� (xk + xk�1) pour tout k 2 N�

est une suite de Cauchy et calculer sa limite en écrivant xk sous forme d�une somme téléscopique.

EXERCICE 2 Montrer que la suite (xk)k2N dé�nie par

xk :=

2kX
l=k+1

1

l

est convergente en calculant xk+1 � xk .
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EXERCICE 3 Montrer que la suite (xk)k2N dé�nie par

xk :=
2kX
l=1

(�1)l � l

l + 1

est convergente en calculant xk+1 � xk .
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