Chapitre 17

INTEGRALE DE LEBESGUE
SUR UNE SOUS-VARIETE
ET

THEOREME DE LA DIVERGENCE

Dans tout ce qui suit X est une sous-variété avec bord dans R" de dimension m .

Version du 23 février 2006
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17.1 Intégrale de Lebesgue sur un sous-espace affine

17.1 Intégrale de Lebesgue sur un sous-espace affine

Essayons tout d’abord de motiver I'introduction de I'intégrale de Lebesgue sur X en consi-
dérant un exemple simple.

Soient E un sous-espace affine de dimension m de R" , b € F et v : R™ — R" une
apphcatlon affine telle que (ﬁej b)f1 smt une base orthonormee du sous- espace vectorlel

77777

de E et ¥ — b est un isomorphisme de la structure euclidienne (espace de Hilbert) de R™ s
celle de £ — b . Il est donc naturel de définir I’ intégrale de Lebesque g sur E par

Nous allons montrer que cela ne dépend pas du choix de 9 , et plus généralement on a la

PROPOSITION  Soit v : U — R™ un paramétrage régulier de E . Alors

1
s =7 <{ det [D (u)" Dy (w)]} - )\U) .
En particulier si vy est un isomorphisme euclidien de R™ sur E , alors v(A\™) = Ag .

Le corollaire 13.5 montre qu’il existe un difféomorphisme ~v, : U — R™ tel que v = Yoy, .
Remarquons que U est un ouvert sans bord de dimension m . Comme D7y (u) = 9Dy, (u) ,
puisque 1} est linéaire, il vient

[det Dy, (w)]* = det [Dyy (u)T Dy (w)] = det [Dyy (u)T 079Dy (u)] = det [Dy (u)T Dy (u)]
puisque ¥ conserve le produit scalaire, i.e. ¥7¢ = Id . Par la formule du changement de variables
16.5, on a alors A™ = =y, (det D4 - Ay) , donc

e = ({aet Dy 7 Dy @]} 20

par 'exercice 16.10.2. En particulier si 7y est un isomorphisme euclidien de R™ sur £ , alors 7,
est une transformation orthogonale dans R™ | donc de déterminant 1 , et par suite v (A™) = Ag .

0
EXEMPLE Dans la décomposition R"™! =R x R" , on a
AN =A@\ = /AgdA(;c)
ou A est l'intégrale de Lebesgue sur 'hyperplan {z} x R™ .
11 suffit de revenir aux définitions (cf. 16.3). O
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17.2 Intégrale de Lebesgue sur une sous-variété

Ce qui précede nous conduit a poser la

DEFINITION 1 Soit v : U — R"™ un paramétrage régulier local de X . Pour tout k,l =
1,...,m on considére les fonctions

gry U —Riur— (Dy(u)" Dy (u) el &) = (Opy (w)| Oy (u)) -
L’application
G = (gzyl) cu— Dy (u)" Dy (u) = (gzl (u)) : U — Mg (m x m)
s’appelle le tenseur métrique relatif au paramétrage v . En outre on pose
g" (u) :=det Dy (u)" Dy (u) = det G (u)

et on dit que c’est le déterminant de Gram relatif au paramétrage v .

Soient z = v (u) € X et (¢;),_, _,, une base orthonormée de T (z) . Ecrivons 9y (u) =

.....

S - €55 il vient alors
=13 " 5>

m

g7 (u) = det (O ()| (1)), ) = det (Z ck,jcl,j> — det (co)" (cny) =

j=1
= |det (cxy)|* = Aty (P [0y (), 0y (w)])* > 0
d’apres I'exemple 16.6.2. Nous avons donc prouvé le
LEMME On a G (u) = Dy (u)" Dy (u) € GLg (m) et
1
[97 (W)]? = A1y (@) (P [O1y (u) ..., Oy (w)]) >0 .

Par analogie avec la situation de la remarque 16.6, on dit que

DEFINITION 2 [g”]% est I’ élément de volume de X relatif au paramétrage -y .

PROPOSITION Sivy:U — R" et 9 : V — R" sont des paramétrages réguliers locaux
de X telles que v (U) =19 (V) , alors

(9 aw) =0 ([0 wv) -

En effet le corollaire 13.5 montre qu’il existe un difféomorphisme v, : U — V tel que
v =907, .0nadonc Dy (u) = DV (v, (u)) Dvy (u) et par suite

Dy (u)" Dy (u) = Dy (u)T DV (79 (u))" DY (v (u)) Dy (u)

ce qui montre que

2
9" =g" o7y (det Dyy)* .
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Ainsi
(1 30) o (o 981 7)) =0 (1103

d’apres I'exercice 16.10. O

THEOREME [l existe une unique intégrale de Radon \x sur X telle que, pour tout para-
métrage régqulier local v : U — R"™ de X , on ait

(Ax)yw) =7 ([97]% : )\U) .

Comme R"™ posséde une base dénombrable, il en est de méme de X . Il existe donc une
suite (7;)gey de paramétrages réguliers locaux v, : Uy — R" de X tels que

X =) .

En posant

il n’est alors pas difficile de vérifier que
s 1
Ax = Z La, - Ye <[97k]2 ) )‘Uk>
k=0
est une intégrale de Radon sur X et qu’elle satisfait a la formule. L’unicité en découle. - [

REMARQUE 1 Pour tout ouvert non-vide O de X ,ona Ay (O) >0 .

Il suffit de revenir grace aux définitions a l'intégrale de Lebesgue sur R ot cette propriété
est bien connue. 0

REMARQUE 2 Le bord 0X est un ensemble \x-négligeable.

Cela découle immédiatement de la formule définissant Ay , puisque chaque OU} est une
partie Ay, -négligeable. 0

REMARQUE 3 1l existe souvent un paramétrage régulier local v de X tel que X \ 7 (U)
soit une partie A y-négligeable. Dans ce cas on a

1
=7 (197 2 -
La condition se vérifie souvent en utilisant I’exemple suivant.

REMARQUE 4 SiY est une sous-variété (avec bord) de dimension < m de R" avec Y C X
alors Y est Ax-négligeable.
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EXEMPLE Soient J un intervalle de R tel que J° # 0 et v : J — R"™ une courbe paramé-
trée réguliére (cf. exemple 13.6.4). La courbe «y (J) est donc une sous-variété de dimension 1 .

On a
Dy Dy = (") =1,
donc
1
9712 =17] .

On retrouve ainsi la notion de longueur d’une courbe (cf. définition 11.2.2 et théoréme 11.2,
p. 374). Pour tout a,b € J tels que a < b , on a

b
M (3 ([, b)) = / =1L
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17.3 L’intégrale de Lebesgue sur le bord

LEMME  Soient (v;) une base d’un sous-espace vectoriel T' de dimension m de R" ,

T le sous-espace vectoriel de dimension m — 1 engendré par (v;)
etw LT . Alors

j=1,....m

j=a..m etw €T tel que |w| =1

Ar (P v, .. vm)) = (0] w)] - Az (Plog, ... o)) -

On se raméne évidemment au cas T = R™ et T = R™~1 x {0} . Il suffit alors d’appliquer

le théoréme de Fubini, puisque chaque coupe horizontale est un translaté de P |va, ..., vp] .
O

REMARQUE |(v;]| w)| est la hauteur du parallélotope P [vy, ..., v,,] de base P [vs, ..., vp] .

COROLLAIRE Soient U un ouvert (avec bord) de R_ x R™™1 et v : U — R"™ un paramé-
trage réqulier local de X . On a

1

1 2
[g7 (0,)]2 = (17 (0,-) [no 7?) - [g”a} sur U? .
Cela découle immédiatement du lemme 17.2 et de la proposition 13.7i. —————— [

EXEMPLE Détermination de I’intégrale de Lebesgue sur S"! (r)

Nous utilisons les notations de ’exemple 13.6.2. Déterminons tout d’abord la normale ex-
térieure & B" (r) en z € S"7! (r) . 1l suffit de considérer la fonction

§:R" —R:z+— |z,
puisque B" (r) = {6 <r?} . On a
gradé (z) =2z,
donc
T
n(xr)=—.
]

Déterminons maintenant 1’élément de “surface” sur S"~! (r) a l’aide du paramétrage 7, -
Comme

aern (Ta ) =, (17 ) =

(cf. exemple 13.2.4), il vient

(7 (ry ) m o (r,-)) = (—

1):1,
E
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et par suite

donc

N[
i
[
~
[\

]
w

Ceci montre que

n— o} j—
Agn-1(;) =T ! "Tn ()\]_mr[ X ®cosj 2 )\]gg[>

=3
ou bien
dAsn-1(ry () =171 cos" 20, - cos" P, g Lo c0s pyd (Pgy e p)
En particulier la surface de cette sphére est
rmt / o cos" 2, -cos" P, ... cos pad (P, ..., p,) = 2 7;2 et
j-mirl<]- 5] L)

La formule de changement de variables de ’exemple 16.6.5 montre que

THEOREME Ona

)\n:/ )\Sn—l(r) d?“ .
0

Le résultat suivant nous sera utile théoriquement par la suite.

PROPOSITION  Soient U un ouvert (avec bord) de R_ x R™ ! et v : U — R"™ un para-

métrage régqulier local de X . On a

noy? = [Dy(0,)G(0,)  ey|

Dy (0,-)G(0,) ey,

ainsi que

En effet le vecteur du membre de droite est normé et, pour tout w € U? , on a
(DYG ™ er| Dyey) (0,w) = (DYTDAG ter|e;) (0,w) = (erle;)

d’otu la premiére assertion par la proposition 13.7.i. Il vient alors

(017 (0.w) 0 (35 ()| = (Dyes ||DyGex| - DAG"er ) (0,w) =

— ‘Dv (0, w) G(O,w)_1 €1|_1 )
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17.4 Partition de 'unité

PROPOSITION Soit Y un espace métrique. Pour qu’une application f : X — Y soit
continue, il faut et il suffit que f o~y soit continue pour toute paramétrisation réguliére locale de

X .

C’est immédiat puisqu’un paramétrage régulier est un homéomorphisme sur un ouvert de

X . U

Ceci nous conduit & poser la

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une application f : X — RP est contindment dérivable si
f o~ est contintiment dérivable pour tout paramétrage régulier local de X .

REMARQUE 1l suffit pour la continuité, comme pour la dérivabilité, de ne considérer
au voisinage de chaque point qu'un seul paramétrage régulier. Cela découle évidemment du
corollaire 13.5.

EXEMPLE Si W est un ouvert de R" contenant X et f : W —— RP est continiiment
dérivable, alors f|x est continiment dérivable.

Nous allons maintenant construire ce que ’on appelle une partition de I'unité continiiment
dérivable sur X . Nous 'obtiendrons par restriction a X d’une telle partition sur R" .

DEFINITION 2 Pour tout ouvert X de R"™ , désignons par D (X) I'ensemble des fonctions
sur X qui sont indéfiniment dérivables et & support compact.

Par exemple en définissant p : R — R par
exp (—122) lz] < 1
p(z) = si :
0 lz] > 1
onapéeDL(R).
La fonction o définie par
o ()= Zp(m—z) pour tout z € R
2€EZL

est indéfiniment dérivable et > 0 sur R, car la somme contient au voisinage de chaque point au
plus trois termes non-identiquement nuls.
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PROPOSITION  Posons p; :=£2 . On a

pr € D(R) et ZPl(‘_Z>:1-

zZ€EZL
Pour tout € > 0 et 2 € Z" , définissons p, , : R" — R par

- 1
P Y
j=1

On a
p..€DR") , suppp., Ce-(z+[-1,1]") et Z p..=1.

zZEL™

Cette somme contient au voisinage de chaque point au plus 2" + 1 termes non-identiquement
nuls.

La premiére partie est immédiate. Pour la seconde il suffit de constater que

SIo(tn-2) =TTSn (2n-5) =1

z€Zm j=1 j=1z;€Z

O

est une partition de ['unité indéfiniment dérivable sur

DEFINITION  On dit que (p. )
R" .

ZEL™

Il est souvent possible de ramener 1’étude d’une fonction f sur X a une étude locale en

écrivant
j‘:: j{: Pe,z|1x 'f .

ZEL"
Le choix de ¢ se fait en général grace au

LEMME Soit X un espace métrique, K une partie compacte de X et (Uj)je J un recouvre-

ment ouvert de K . Alors il existe ¢ > 0 ( nombre de Lebesgue ) tel que, pour toute partie
A C X telle que diam (A) <e et ANK # 0, on ait A C U; pour un certain j € J .

Pour tout x € K , il existe j () € J et 6 (x) > 0 tels que B (z,0 (x))° C Uj(y) . La famille
(B (ac, % -0 (:z:)) o)m i ©st évidemment un recouvrement ouvert de K, donc contient un sous-

recouvrement fini (B (xk, % ) (xk)) °) . Posons ¢ := mink:Lm,N% -0 (zy) . Si A satisfait

k=1,..,N
au hypotheses du lemme, soit x € AN K et k tel que x € B (xk, % -0 (a;k)) °. Pour tout y € A,
il vient alors

1
d(y,zp) < d(y,x) +d (2, 2) < diam (A4) + 5 -6 (23) <0 ()

ce qui prouve que
ACB (Ik,é(l‘k)) C Uj(:r:k) .
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17.5 Le gradient

LEMME Soient f : X — RP une application continiment dérivable, x € X ett € Tx ()~

{0} .

Pour tout intervalle J de R tel que J° # () et toute courbe paramétrée continiment dérivable
J:J— X tellequeOed , 9(0)=z , 90)=t e I(J)CX,
le vecteur (f o)’ (0) € RP ne dépend pas de V) , seulement de f , x et t .

En effet, si v : U — R™ est un paramétrage régulier local de X au voisinage de x = 7 (u) ,
il existe un unique £ € R™ tel que t = D (u) ¢ . D’autre part la proposition 13.5 montre qu'’il
existe une application contintiment dérivable ¢, : [0,e[ — U telle que ¥ = vy o ¢, . Il vient
alors t = ¢’ (0) = Dy (u) ¥, (0) , ce qui prouve que £ = ¢, (0) . On a alors

(fo9) (0)=D(for) (w)?,(0)=D(foy) ()¢,

d’ou notre assertion. O

Ce lemme nous permet de poser la

DEFINITION 1 Le vecteur
Of (x) := (f 0 9)'(0)

s’appelle la dérivée de f en x dans la direction t .

Il décrit la variation de f dans la direction t , i.e. le long de chaque courbe paramétrée v
convenable.

THEOREME Soient f : X — R une fonction continiment dérivable et x € X . Il existe
un unique vecteur tangent s € Tx (x) tel que

of () = (s|t) pour tout t € Tx () .

L’unicité est immeédiate, car si s,§ € Tx (x) sont tels que (s|t) = df () = (5]t) , on
a (s —s|t) = 0 pour tout t € Tx () , donc s = § . Pour prouver l'existence considérons un
paramétrage régulier local 7 de X en « = v (u) . Comme dans le lemme, étant donné t € Ty () ,
soit £ € R™ tel que t = Dy (u) € et utilisant la formule démontrée, on a

of (x) =D (foy)(u)§ = (grad (f o) (u)|) =

) -
X
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Le gradient 17.5

puisque Dv (u)" o Dy (u) € GLg (m) d’apres le lemme 17.2. Notre assertion en découle car
-1

Dy (u) G (u) grad (f 07) (u) € Tx (z) .

Ce théoréeme nous permet de poser la

DEFINITION 2 On appelle gradient de f : X — R en x , noté grady f (z) , P'unique
vecteur tangent en x tel que

of () = (grady f (x)|t) pour tout t € Tx (z) .
REMARQUE 1 grady f (z) indique la direction dans laquelle f a la croissance maximale.

REMARQUE 2 Pour tout paramétrage régulier local v de X , on a

-1
(grady f) oy = DyGgrad(fo~) .
Ceci montre en particulier que
grady f: X — R"

est une application continue.

REMARQUE 3 Si W est un ouvert de R™ contenant X et f : W — R est continiment
dérivable, alors

grady f (z) = P, grad f (x) .

La notation grad, f désigne évidemment le gradient de la restriction de f a X! Utilisant
la représentation locale ci-dessus on obtient

—1 —1 -1
(grady f) oy = DyG grad (f o) = DyG (Df oyDy)" = DyG DT (grad f) o v ,

d’ou le résultat par la remarque 13.7.d. O

PROPOSITION (Regle du produit) Soient f,g : X — R des fonctions continiment
dérivables. Pour tout x € X et t€ Tx (x) , on a

O (f-9)(x)=f(x)-Og(x)+0f(x) g(x) .

En particulier

grady (f-g) = f-gradx g +gradx f - g .

C’est immédiat en utilisant la définition de 0; , puis le théoréme. 0
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17.6 La divergence

DEFINITION 1 Nous désignerons par X) (X) I’ensemble des fonctions ¢ : X — R qui
sont continiment dérivables et & support compact.

Notre but est de définir la notion de divergence sur une sous-variété X et de prouver une
formule généralisant le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral :

/bF’:F(b)—F(a)

(lemme (ii) ci-dessous et théoréme de la divergence 17.7), ainsi que la formule d’intégration par
parties (proposition 17.7). Le cas particulier

/8<p.¢d/\J__/<p.a¢d)\J pourtoutgo,welc(l)(J)

montrant que opérateur de dérivation est anti-symétrique est généralisé dans le lemme (i)
ci-dessous : div est l'anti-transposé de grad . Cette propriété est prise comme définition de la
divergence sur une sous-variété (théoréme ci-dessous).

LEMME Soient

m
CL1, X CLJ,
Jj=2

un pavé ouvert dans R_ x R™ 1 et f: Q — R™ une fonction contintiment dérivable.

(i)  Pour tout o € K (Q°) , on a

/ap-divf d\g = —/(gradgp]f) d\g -
(ii) Si f est a support compact dans Q , on a

/divf g — /(f(b1,~)]el) Do |

Démonstration de (i) Soient Q1 = Q2 C R™ et pour j =2,...,m
Q; = ]ay,0] x H Jag, b C R™T .
k=2,k+j

Nous désignerons par du; I'intégration par rapport aux variables différentes de u; . Pour tout
0 € KW (Q°) , on a alors

/ dlvfd)\Q—Z/ (/ 8f]()duj> dus =
S [ (few- sl - [ o0 0 i) -

J
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_/<§aj¢.fj> d/\Q:—/(gradSOIf) dAq -

Démonstration de (ii) Si maintenant f est & support compact dans () , on obtient

/dwfd)\QZ/ (/ 9, f; (u )duj>duA Z/ (f] ug_a])duj—

frO8) di= [ (10.)]er) drg

QE)

0

La premiére formule caractérise la divergence. Elle va nous permettre d’introduire la notion
de divergence sur la sous-variété X de maniere naturelle. C’est la seconde formule qui généralise
le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral.

DEFINITION 2 Nous dirons qu’une application v : X — R" est un champ de vecteurs
tangents (& X ) siv(z) € Tx (z) pour tout x € X .

EXEMPLE Si f est une fonction continiment dérivable sur X , alors grad y f est un champ
continu de vecteurs tangents.

DEFINITION 3 Nous dirons que la sous-variété X est de classe C? si, au voisinage de
chaque point de X , il existe un paramétrage régulier qui soit deux fois continiment dérivable.

Dans tout ce qui suit X est une sous-variété avec bord de classe C?

THEOREME Soit v : X — R" un champ continiment dérivable de vecteurs tangents. Il
existe une unique fonction continue f : X — R telle que

/gp-f d\x = —/(gradxgo|v) dix pour tout p € KV (X \ 0X) .

Prouvons d’abord 'unicité. Si f, g sont de telles fonctions, on a
/<p~(f—g)d)\x =0 pour tout p € K (X N 9X) .

Puisque X \ 0X est dense dans X , il nous suffit de montrer que f —¢g = 0 sur X \. 90X . Sinon
il existe un ouvert non-vide U de X \ 90X tel que f — g > 0 sur U . Mais comme il existe un
ouvert W dans R™ tel que U = W N (X \ 0X) et une fonction ¢ € D, (R") telle que ¢ # 0
et suppy) C W, il suffit de prendre ¢ := ¢, pour obtenir une contradiction a l'aide de la
remarque 17.2.1.

Prouvons maintenant l’existence localement. Soit v : () — R” un paramétrage régulier
local deux fois contintiment dérivable, ot () est un pavé ouvert dans R_ x R™~! | ce que 'on
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peut supposer. Si p € K1) (v(Q°)) , par la remarque 17.5.2 et le lemme (i) on a

-1 1
—/(gradxwlv) dAx =—/ (Dngrad(soov) vov) 977 drg =

= —/ (grad(so °7)

1 -1
=/<p07~div ([9”]2 -G DAT (vov)) dAg =

— [ F .
en ayant définit f, sur v (Q)) par
) —1
froy=1g] 2 - div ([g”] - GDYT (vo 7)) -

Cette fonction est continue, puisque 7 est un homéomorphisme de @ sur 7 (Q) .

Si ¥ : R — R" est un autre paramétrage du méme type, I'unicité montre que 'on a
fy = fy sur la sous-variété v (Q) N (R) . Ceci nous permet de définir une fonction continue
[+ X — Rpar fi, = f, - 1l nous reste a prouver que f satisfait a la propriété pour tout
0 € KW (X < 0X) . Comme 'ensemble des v (Q) , v parcourant les paramétrages réguliers
locaux de X deux fois continiment dérivables définis sur un pavé ouvert dans R_ x R™~! | est
un recouvrement ouvert de X , soit € > 0 le nombre de Lebesgue (cf. lemme 17.4) associé a
supp ¢ et la métrique | - | . Si J désigne 'ensemble fini des z € Z" tels que

supp p., Nsuppp # 0,
pour tout x € supp ¢ , on a supp (pw . <p) C 7, (Q.) ~ 0X pour un certain v, : Q, — R" et

> po.(x)=1.

zeJ

NI

[97]> - E?leT (vo 7)) dAg =

N

Puisque p. , - ¢ € K& (7, (Q.°)) , nous pouvons utiliser la formule ci-dessus et il vient

/w'fdAX—Z/pE,Z-so-f% Ay —

zeJ

= _Z/ (grady (Ps,z‘SO)‘U) dA\x = —/(gradX ol v) dix ,

zed

car
> grady (p.. - ¢) = grady (Z pe.- s0> = grady ¢ .
zeJ zeJ

Le théoréme précédent nous permet de poser la

DEFINITION 4 On appelle divergence de v 'unique fonction continue sur X , que I’on note
divy v , telle que

/gp ~divy v dA\x = —/(gradX o|v) dAx pour tout p € KW (X \ 0X) .
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REMARQUE Pour tout paramétrage régulier local deux fois contintiment dérivable v de
X ,ona

(divy v) 0y = [¢7] 7} - div ([gn% . GDy (vo 'y)) |

PROPOSITION (Reégle du produit) Soient f : X — R une fonction continiment dé-
rivable et v : X — R™ un champ continiment dérivable de vecteurs tangents. Alors

divy (f -v) = f-divx v+ (grady f|v) .
Pour tout ¢ € KM (X \ 0X) , grace a la régle du produit 17.5, on a
—/(gradx<p|f~v) dkxz—/(f-gradxsolv) dAx =

- _/<gradx (f - ¢) — ¢ grady flv) drx = /¢. f - divy v + (grady £]v)] dAyx |

d’ou la formule par définition de la divergence. O
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17.7 Théoréme de la divergence

THEOREME (de la divergence ou d’Ostrogradzky) Soit v : X — R™ un champ
contintiment dérivable et a support compact de vecteurs tangents a X . On a alors

/divxv d)\X :/(U|ﬂ) d)\aX .

Avec les mémes notations que dans la démonstration du théoréme 17.6, mais en remplagant
supp ¢ par suppv , et en utilisant le théoréme 17.2, la remarque 17.6, le lemme 17.6.ii et la
proposition 17.3, on peut écrire

/diVX'U d)\X = Z/leX (pg,z . U) d>\X Th:172 Z/leX (paz . ’U) o, - [gvz]% d)\Qz _
zeJ T e
1 —1
Rem. 17.6 Zj/div <[9%]2 -G.D] (ps,z ' U) © ”Yz) dAq. =
ze

O (0. Yy | _
=Z / (97 0.7 G (0.)7 DY (0. ) (e 0) 072 (0| 1) dhgz |, =

Dy (0,)G(0,) " er] - DY, (0,) G (0.) e ) - [97F] ddgo =

= Z/ ((pa,z-v) 07,

zeJ

1
Profl?ﬁ Z/ ((Pg,z . v) ° 7?‘ ne 7('3) ' [972] 2 d)\QQ -
zeJ

Th. 17.2 z;/ (pg’z'v|n) dXox :/(U|U) dox -
zE

O

PROPOSITION (Intégration par parties) Soient f : X — R wune fonction contind-
ment dérivable et v : X — R™ un champ continiment dérivable de vecteurs tangents tels que
f v soit a support compact. On a alors

/f-divxv d)\X:/(f-v|n) d/\aX—/(gradXﬂv) d\x .

Grace a la régle du produit 17.6, on a

/f-diva d)\X:/divx(f-v)d/\x—/(gradxﬂv):

:/(f-v|n) d/\ax—/(gradXﬂv) Ay .
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DEFINITION On définit le laplacien d'une fonction f : X — R deux fois continiment
dérivable par

Axf :=divy grady f .

THEOREME (Formule de Green) Soient f,g: X — R des fonctions deux fois conti-

nament dérivables telles que f - g soit a support compact. Alors

/(Axf-g—f-AXgo dAX=/<anf-g—f-ang> Dox |

En effet la formule d’intégration par parties montre que

/(Axf Cg— [ Axg) dAx — /(y “grady f|n) dhox — / (- grady g|n) dhox =

=/<anf-g—f-ang>dxax.
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17.8 Théoréme de Gaufl

Dans ce qui suit,
X est une sous-variété fermée avec bord de R” de dimension n et de classe C?
et
v : X — R” une application contintiment dérivable.

THEOREME On a
0X=X~X°=FX,

et si v est a support compact, alors

/diVU d)\X :/(U’ﬂ) d)\BX .

Si f: X — R est une fonction continiiment dérivable telle que f-v soit a support compact,
on a également la formule dintégration par parties

/f-divv d)\X:/(f-v|n) d/\ax—/(gradﬂv) dA\x .

C’est une conséquence immédiate du théoréme et de la proposition 17.7. —— [

EXEMPLE 1 Si X est compact, le théoréme de Gauss appliqué a id : R® — R™ montre
que

1 1
A"M(X) = /—-divid d\x = —~/(id|n) dox
n n
puisque divid = n . En utilisant I’exemple 17.3, on obtient en particulier

A" (B" (r)) :%- / <x ) dgn-1 @:):%ASH (") .

EXEMPLE 2 Principe d’Archiméde Considérons un corps X plongé dans un liquide de
densité ¢ , dont la surface se trouve a la hauteur 0 .
Le liquide exerce en = € 90X une pression

X

i

p(x)=c-x3-n(x)

puisque z3 < 0 . La force résultante totale est donc

F:/pd)\ax.

(1) = [ (1) dhox = ¢+ [ (el () dhas (z) =

1l vient alors
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puisque

divy (x5 - ;) = si
0  j#3
Ainsi
F=c- ) (X)- e3,

ce qui montre que, quelle que soit la profondeur & laquelle se trouve le corps, il subit une poussée
vers le haut égale au poids du liquide déplacé.

EXEMPLE 3 Avec les hypothéses du théoréme et si x € X° , on a

: . 1 :
divo (LIZ') = llmE‘)0+ m . /le'U dAETL(z’s) =

1
Y Agn1 (e
M0 N (B (2, 2)) /Mn) e

L’intégrale [ (v|n) dAsn-1(,.) s’appelle le fluz de v sortant de B" (x,¢) . La limite du membre
de droite représente donc la densité de flux sortant du point x , ce qui permet d’interpréter
div v (z) comme 'intensité de la source en x qui crée v .

Ceci permet de mieux comprendre 1'une des équations de Maxwell
p=div (eE) ,

ou p est la densité de charge électrique, F le champ électrique et ¢ la matrice diélectrique. Sous
forme intégrale on obtient le théoreme de Gauss

/p d/\X:/(sE|n) d/\ax,

i.e. le flux de 'induction (ou déplacement) électrique sortant d’une surface fermée 0X est égal
a la charge totale contenue dans X .

COROLLAIRE (Théoréme du gradient) Soit f : X — R une fonction continiment
dérivable a support compact. On a alors

/gradfd)\x—/f-nd)\ax.

Si (ej)j:1 _, désigne la base canonique de R" , pour tout j = 1,...,n , considérons le
champ constant de vecteurs tangents z —— ¢e; : X — R" . Il vient

/(gradf|ej) d)\X:/(f-ej\n) d)\aX—/f-divejd)\X(x):/f-(n]ej) dXox

par la formule d’intégration par parties. O
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17.9 Rotationnel et produit vectoriel

Dans ce qui suit,
X est une sous-variété fermée avec bord de R? de dimension 3 et de classe C?
et
v : X — R" une application contintiment dérivable.

On est amené a considérer la matrice anti-symétrique suivante :

0 821)1 — 811]2 831)2 — 82U3
Dv — DvT = 811)2 — 82U1 0 831)2 — 82?}3
811)3 — 831)1 821)1 — 811)2 0

DEFINITION 1 Pour tout a,b € R3 , on pose

0 —das a9 bl CL2b3 — (1,3b2
alNb:= as 0 —ay bg = CL3b1 — a1b3
—as aq 0 b3 CleQ - agbl

On dit que c’est le produit vectoriel de a et b .

On vérifie immédiatement que l'on a
aANb=—bAa Lab et |aAbl =)\ (P[a,b]) ,
ainsi que les formules pour a, b, c € R?
(aNblc)=(albAc) et aNn(bAc)=(alc)-b—(a|b)-c.
Avec ces notations, pour tout £ € R® , on a
(Dv—DvT"){ =rotv A& et (rotwv|&) =div(vAE) ,
ot (cf. exemple 11.6)

Oav3 — 0302
rotv = | 0O3v; — O1v3
O1vy — Oa01

THEOREME (du rotationnel) Siv est a support compact, alors

/rotv d)\X—/n/\v dNox -

Soit (ej)j:123 la base canonique de R® . Pour j = 1,2,3 , le théoréme de Gauss montre
alors que

/(rotv|ej) e :/div (v Ae;) dhy = /(n|v/\ej) Dhox :/(nm|ej) Dhox -
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Dans ce qui suit,
X est une sous-variété fermée avec bord de R? de dimension 2 et de classe C? |
W un ouvert de R? contenant X
et
v : W — R? une application continfiment dérivable.

LEMME 1] existe localement une normale ¢ X dans R® en v € X , i.e. a l’espace tangent
Tx (x) , normalisée et dépendant continiment de x .

Si v :U — R3 est un paramétrage régulier au voisinage de z , on peut la définir 4 I’aide
de

N|=

w— [g7 ()] F - 9y (u) A Oy () : U — R

REMARQUE 1 Attention cette normale est définie a un signe prés et il ne faut pas la
confondre avec la normale extérieure n(z) 4 0X en z € 0X .

DEFINITION 2 §’il existe une application continue v : X — R" telle que v (x) L Tx (z)
et |v(z)] = 1 pour tout z € X , on dit que X est orientable et que v définit une orientation
sur X .

EXEMPLE 1 S?(r) et S2 (r) sont des surface orientables (cf. exemples 13.6, 2 et 3). Comme

orientation, on peut prendre

T
V.—rxkFH— — .
T

Le ruban de Mobius n’est pas orientable.

DEFINITION 3 Si X est orientée a 'aide de v , on définit un champ de vecteurs tangents
normalisés & 0X par

7:0X — R¥:z+——v(z)An(z) € Thx (v) .
Remarquons que 0X est une sous-variété sans bord de dimension 1 .

THEOREME (Formule de Stokes) Sivx est a support compact, alors
/(U|7‘) dNox :/(rotv|u) d\x .

Remarquons que v|x A v est un champ de vecteurs tangents a X . Par le théoréme de la
divergence 17.7, on a alors

/(v|7‘) d)\aX:/(v|l//\n) d)\aX:/(v/\l/|n) d)\aX:/diVX(v/\V) .
Localement on a

(vAv)oy=[g"]

[SIES
[SIE

vy A (1Y ANDay) =[g97] 2 - [(voy|Day) - O1y — (voy|diy) - 0] ,
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donc

[divy (vA D) oy =[g7] 2 - div (_Gle [(vor[Oay) - Ory — (vor|Di)- 027]T) :

Oy
DA =
=0,

-1
GDvy[(voy|0yy) - 01y — (vory|dry) - 0] =

_ Gl( (vor|day) - (v ry) — (vory|Ory) - (91| Do) > _
(voy|0ay) - (027 O1y) — (vory[dy) - (92v]027)

-do (Lot ) - (Lo )

Mais

donc

On en déduit que

div (_Glny [(voy|dyy) 01y — (vory|dry) - 0o t) = div < —<7()v007|7|ag?%) > -

=01 [(voy|027)] — 02 [(vory|Oiy)] =
= (01[vor][02y) + (vor[01027) = (92 [ver][O1y) — (voy|0iy) =
= (01[vor]]02y) = (92 [ver][01y) = (Dvoydiy|0yy) — (Dvoybay|O1y) =
= (Dvoy01y|027) — (92v| DvT 0 7017) =
= ((Dv = DvT) 0 y017| Ozy) = ((rotv) oy A r1y| Bay) =
= (rotv| D1y A D2)
et par suite que
[divy (vAv)]oy=[g"] "2 ((rotv) ov[O1y A yy) = ((rotv) oy[vory) ,

d’ou le résultat. |

N

Dans ce qui suit,
X est une sous-variété fermée avec bord de R? de dimension 2 et de classe C?
W un ouvert de R? contenant X
et
v : W — R? une application continfiment dérivable.

REMARQUE 2 On peut considérér X comme une sous-variété orientable dans R?® grace a
I'orientation constante v := e3 .

COROLLAIRE (Formule de Riemann) Sivx est a support compact, alors

/ (D103 — Dyvn) dx — / (0] 7) drox .
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C’est immédiat par la formule de Stokes en posant v3 := 0 , puisque
(rot v|v) = O1vg — Doy .
O

REMARQUE 3 Si~:J — R? est un paramétrage régulier local de 0X compatible avec
I'orientation de X choisie ci-dessus, on a 70y = ‘—% , donc

[, Dox = [ (vor| )11 = [l @l ) ae -

- / Py (0) -4 (1) + Q (3 (8)) - 15 ()] dt |
en écrivant

v:(z,y) — (P(z,y),Q(x,y)) .

On écrit souvent la formule de Riemann sous la forme

/ /X 0,Q (2.9) — 0,P (,y)] d () = /a P ) do Qo) o)

EXEMPLE 2 Considérons ’application
v:(z,y) — ( _a:y) )

Il vient 01v9 — Osv1 = 2, donc

(formule de Leibniz).

EXEMPLE 3 L’une des équations de Maxwell s’écrit
rot E+0,B=0,

ou E désigne le champ électrique et B le champ magnétique. En appliquant la formule de
Stokes, nous allons en déduire la loi d’induction . Désignons par

0 ;—/(B(.,t)yy) e

le flux magnétique a travers la surface X . On obtient alors

—3t¢>:—/(8tB(~,t)|y) d/\X:/(rotE|V) d)\X:/(E(-,t)|T) dNox ;

le membre de droite est la force électromotrice induite.
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