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12.1 Les équations différentielles ordinaires

12.1 Les équations différentielles ordinaires

Si l'on étudie la variation d’une certaine grandeur z en fonction d’une variable ¢ , on arrive
souvent & modéliser cette situation en exprimant la variation 2z’ de z a l'aide de t et z , i.e.

2 =F(tz2) .

Plus précisément :

DEFINITION 1 Soient D une partie de R x K et F' : D — K . On dit qu’une fonction
f +J — K définie sur un intervalle J de R est une solution de l’équation différentielle
(ordinaire du premier ordre)

si f est dérivable et satisfait a
t,f(#)eD et f'(t)=F(t f(t) pourtoutteJ.

S’il faut préciser, on dit que 1’équation différentielle f" = F' (-, f) est définie sur D .
En général on a encore une condition initiale (7,£) € D . On dit alors que f est solution
du probléme avec condition initiale

f'=F( ) et f(r)=¢

si f est solution de I’équation différentielle, 7 € J et évidemment si f (1) =€ .

EXEMPLE Nous avons déja rencontré des équations différentielles particuliéres.

Par exemple la recherche d’une primitive d’une fonction g : J — C (cf. 8.7 et 9.8) revient
a résoudre I'équation différentielle

f'=9.
Dans ce cas la fonction F' est donnée par
F:JxC—C:(t,z)—gl(t) .
Nous avons également explicitement résolu I’équation différentielle
fl=ef,
ou ¢ : J — C est une fonction continue (cf. exemple 8.7.1 et proposition 9.8). Ici on a

F:JxC—C:(t,z)—c(t) 2.
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Les équations différentielles ordinaires 12.1

Finalement nous avons considérer en 9.15 la classe particuliere des équations différentielles
a variables séparées

f/:U'p<f) )
oto:J— Ret p: I — R sont des fonctions continues. On a
F:JxI—TR:(tz)—o(t) plz) .

Il est utile de généraliser la notion d’équation différentielle ordinaire en considérant des
systemes de telles équations. Ceux-ci se rencontrent lorsqu’on doit étudier des modeéles faisant
intervenir n grandeurs z; dépendant d’une variable ¢ et s’influengant mutuellement.

Plus précisément :

DEFINITION 2 Soient D une partie de R x K" et
FoD—K":(tz1,....20) — (Fj (621,00 20)) g, -

20ty

On dit qu’une fonction
f:J—K":t— (f; (1))

définie sur un intervalle J de R est une solution de l’équation différentielle (ordinaire vectorielle
du premier ordre) ou du systéme d’équations différentielles (ordinaires du premier ordre)

f/:F(af) ou bien f]{:Fj(tafla"'afn>>
si f est dérivable et satisfait a
(t,f(t)eD et f'(t)=F(t f(t) pourtoutteJ.

S’il faut préciser, on dit que I’équation différentielle f* = F (-, f) est définie sur D .
Etant donné (7,&) € D , on définit comme précédemment la notion de solution du probléme
avec condition initiale

j=1l,..n

ff=F(f) e f(r)=¢.
PROPOSITION Si F : D — K" est continue et si f : J — K" est une solution de
léquation différentielle f' = F (-, f) , alors f est contindment dérivable.

En effet f' = Fo(id, f) et (id, f) : J — J x K™ est continue, puisque f est dérivable, donc
continue. 0

EXERCICE Soient D C R x K" |, FF : D — K" une fonction continue, (7,§) € D et
a,beR telsquea <7<b.Si

g:la, 7| — K" et h:]r,b[— K"
sont des solutions de ' = F' (-, f) telles que
limt—VT'— g (t) = 5 = hmt—>7+ h (t) )
alors la fonction
g(t) t€la, 7]
fila, b — K" it — & st t=r7
h(t) telr, b

est aussi une solution de ' = F (-, f) .
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12.2 Les applications lipschitziennes

DEFINITION 1 Soient X,Y des espaces métriques et ¢ € R, .
Une application ® : X — Y est dite q-lipschitzienne si, pour tout u,v € X , on a

dy (P (u),® (v)) < q-dx (u,v) .

On dit que @ est localement lipschitzienne si, pour tout x € X | il existe un voisinage V' de x
et un g € R, tels que la restriction de ® a V' soit ¢-lipschitzienne.

REMARQUE 1 Une application lipschitzienne est évidemment uniformément continue. Une
application localement lipschitzienne est continue. Cette notion est intermédiaire entre conti-
nuité et dérivabilité.

PROPOSITION  Soient X une partie ouverte de R™ , @ : X — R™ une application
continiment dérivable et X une partie contenue dans X . Alors

(i) Si X est convexe et
|D® (x)|| < q pour tout x € X

alors la restriction de ® a X est g-lipschitzienne.
(i)  La restriction de ® a X est localement lipschitzienne.

Démonstration de (i) En effet I'inégalité de la moyenne 11.14 montre que, pour tout
u,v € X ,ona

@ (u) = @ (v)] = sup,ex [|DP ()] - Ju — 0] <g-|u—vf .

Démonstration de (ii) Il suffit de constater que || D®|| est continue sur X , donc bornée
sur toute boule fermée contenues dans X , puisqu’elle est compacte. Une boule étant convexe,
cela montre que ® est localement lipschitzienne, donc aussi sa restrictiona X . ———— [

EXEMPLE La fonction z +— |z| : R* — R est 1-lipschitzienne, mais elle n’est pas
dérivable en O .

En effet, on a

< |u—wv| pour tout u,v € R"

[ ul = o

par la proposition 10.1. 0

DEFINITION 2 Soient X,Y, Z des espaces métriques, D une partie de X x 7 ,
O:D—Y:(x,2)— D(x,2)
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Les applications lipschitziennes 12.2

une application et ¢ € R, . Nous dirons que ® est q-lipschitzienne en la premieére variable si,
pour tout z € Z | les applications

O(,2):{reX| (x,2) €D} —Y
sont ¢-lipschitziennes, i.e. si pour tout u,v € X et z € Z tels que (u,z2),(v,z) € D, on a
dy (¢ (u,2),®(v,2)) < q-dx (u,v) .

On dit que @ est localement lipschitzienne en la premiére variable si, pour tout (z,2) € D ,
il existe un voisinage V' de (z,z) dans D et un ¢ € R, tels que la restriction de ® a V' soit
g-lipschitzienne en x .

On définit de maniére analogue les applications (localement) lipschitziennes en la seconde
variable.

COROLLAIRE Soient D une partie ouverte de R" x Z et ® : D — R™ une application
dérivable en la premiére variable telle que

(x,2) — D@ (2,2) : D — Mg (n x m)

soit continue. Alors ® est localement lipschitzienne en la premiére variable.

REMARQUE 2 1l ne suffit pas que, pour tout z € Z , application ® (-, z) définie sur I'en-
semble ouvert {x € R" | (x,z) € D} soit continiment dérivable. Dans ce cas x — D, (z, 2)
est continue, mais on a besoin de la continuité globale en (z, z) pour que, dans un voisinage V'
de (z,z) , on ait

SUP(yw)ev | Da® (u, w)]| < o0
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12.3 Théoréme d’unicité

Considérons a nouveau une équation différentielle f' = F (-, f) définie sur une partie D C
R x K" par

F:D:— K".
Si D est ouvert, si F' est contintiment dérivable par rapport a la seconde variable, en remplacant
C par R? lorsque K = C , et si
(t,x) — D, F (t,x): D — Mg (n X n)

est continue, alors F' est localement lipschitzienne en la seconde variable.
Il suffit dans le corollaire 12.2 de permuter les variables. 0]

THEOREME On suppose que F' : D — K" est une application continue localement lip-
schitzienne en la seconde variable. Si J est un intervalle de R , g,h : J — K" sont des
solutions de l’équation différentielle f' = F (-, f) et si g(17) = h(7) pour un certain 7 € J ,
alors g = h .

En d’autre termes le probléme avec condition initiale

f'=F(f) et f(r)=¢

posséde au plus une solution.

Montrons tout d’abord que si pour un s € J , on g(s) = h(s) , alors il existe € > 0 tel que
I'on ait g (t) = h(t) pour tout t € J tel que |t —s| < e .

En effet, si V' est un voisinage dans D de (s, g (s)) dans lequel F est g-lipschitzienne en la
seconde variable, soit € > 0 tel que I'on ait € < ﬁ et

(t,g(t),(t,h(t) eV siteJet [t—s|<e
Ceci est possible, puisque (id, g), (id, k) : J — D sont continues, donc
(id, )" (V) N (i, h) ™ (V)

est un voisinage de s dans .J . Pour tout ¢ € J tel que s < t < s+¢, par le théoréme fondamental
du calcul différentiel et intégral (cf. proposition 12.1) on obtient
\

g (8) = h ()] =

t

[() B (u)] du F(u,g(u) — F (u,h(u)| du <

/Wg W) du<q-M(H)-|t— 3| .

M (t) == supycyeq g (u) = h(u)]

en posant

On en déduit que
M (t) = sup,cyc; |9 (u) = b (u)] < SUPcyey ¢ M (u) - Ju—s[ =q- M) [t —s| <
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Théoréme d’unicité 12.3

1
<q-e-M(t) <§~M(t) ,
et par suite M (t) =0 , donc g (t) = h(t) . On procéde de méme si s —e <t < s .
Soit alors
s:=sup{te€ J|t>=71etg(u)=~h(u) pour tout u € [r,t]} .
Si s ¢ .J,on anécessairement s = sup J . Si s € J, par la continuité de g et h , on a aussi
g(s) = h(s) . Par ce qui précede et la propriété d’approximation du supremum, on obtient
aussi s = sup J . Nous avons donc prouvé que g (t) = h (t) pour tout t € J tel que ¢t > 7 . On
procéde de maniére analogue pour ¢t < 7 . U

EXEMPLE 1 Pour la question d’unicité, nous pouvons considérer des équations différen-
tielles & variables séparées f' = o - p(f) plus générale que celles considérées dans le théoreme
9.15. N B B

Soient o : J — K une fonction continue, D une partie de K" et p : D — K" une
fonction localement lipschitzienne, par exemple si D est ouvert et p continiment dérivable par
la proposition 12.2.ii.

Alors pour tout intervalle J C J , le probléme avec condition initiale (7,&) € J x D posseéde
au plus une solution sur J .

En effet, étant donné (¢, z) € Jx D , soient U un voisinage de ¢t dans lequel o est bornée
et V' un voisinage de z dans lequel p est g¢-lipschitzienne pour un certain ¢ € R, . Il est alors
évident que

F:JxD—K": (tz)— o(t) p(z)

est ¢-lipschitzienne en la seconde variable sur U x V' . l

Rappelons que 'existence n’est assurée pour le moment, grace au théoréme 9.15, que dans
le cas réel et n = 1 . Méme dans le cas complexe et n = 1 la méthode n’est pas applicable,
puisqu’il faut diviser et faire un changement de variable.

Mais cela n’empéche pas que 'on puisse dans beaucoup de cas donner explicitement une
solution & chaque probléme avec condition initiale. Le théoréme d’unicité montre alors que
toutes les solutions de I’équation différentielle ont été trouvée.

EXEMPLE 2 Le théoreme d’unicité n’est pas applicable & I’équation différentielle
r=r,
en considérant /- comme la fonction réciproque de id® : R — R, car elle n’est pas lipschit-

zienne au voisinage de 0 . L’unicité n’est pas assurée comme nous ’avons vu dans ’exemple
9.15.2.

EXERCICE Déterminer toutes les solutions des équations différentielles
(a) f=id-f?
(b) =11
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12.3
définies sur R x C .

(a)  Ce sont les fonctions

1
:|_\/g7\/%|i—>Rt|—>ﬁ SiC>0,

c 2

1
R—C:tr— —5 siceC\Ry
c 2

c

et la fonction constante O .
(b) Les solutions réelles sont

signum c-t

R— R:t+——c-e pour c € R |

en rappelant que
ﬁ c#0
signum ¢ := si
0 c=0

Les solutions complexes non-réelles sont de la forme
[Im (¢)|?
2-(Re(c) + ||

R — C:t+—— Re(c) e +

434 EQUATIONS DIFF. ORD.

Théoréme d’unicité

)-(et—e_t)—l—i-lmc pour c€e C\R.
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12.4 Quelques exemples d’équations différentielles

Modéles démographiques

Soit p (t) € I, ot I est un intervalle de R |, la “mesure” d’une “population” au temps ¢ .
Si 'on suppose que le taux de “renouvellement” (reproduction — déceés) ne dépend que de la

grandeur de la population, donc décrit par une fonction p : I — R , on obtient I’équation
différentielle a variables séparées

p=n(p)p.
Dans certaines situations on constate que la population se stabilise autour d’une grandeur

M € R . Cela signifie que p (M) =0, p > 0sur |0, M| et p <0 sur |M,oo[ . Le modeéle le plus
simple s’obtient en supposant que

avec a, M > 0 . On dit que

est I équation différentielle logistique .
EXERCICE 1 Discuter I’équation différentielle logistique (unicité et existence).
Equations différentielles homogeénes
Soient I un intervalle de R et h : I — K une fonction continue. Considérons I’équation
différentielle, dite homogeéne ,
S
"=hl=) .

=

Cela revient a considérer la fonction
z
F:(t,z)—h <¥>

définie sur ’ensemble
{(t,z)E]R*xK\ zet-f} :

PROPOSITION  Soient J un intervalle de R tel que 0 ¢ J , f:J — K et définissons
f (@)

g:J —K:tr— arel
Pour que [ soit solution de f" = h (%) , il faut et il suffit que g soit solution de

¢=%wmw—m.

Cette méthode est dite de résolution par substitution . La nouvelle équation différentielle
est évidemment plus “simple”, parce que connue; elle est & variables séparées.
La démonstration est laissée en exercice. 0
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Equations différentielles de Bernouilli

Soient J un intervalle de R ,a,b: J — R des fonctions continues et o € R . On dit que

fl=a-fbef
est I’ équation différentielle de Bernouilli .
Elle est définie par
F:JxR —R:(t,z)—a(t)-z+b(t) z

Si o € N, respectivement a € Z , on la définit sur J x K , respectivement J x K* .
On a unicité par le corollaire 12.2 et on la résoud en faisant la substitution

g=f.

EXERCICE 2 Résoudre le probléme avec condition initiale

f’:_z.i

3 1
—9.id%.f2 S
d 2-id*-f2 et f(2) 1

La solution est
3 -
f:]\/ﬁ,oo[—>R:tv—>(5—t) .
Equations différentielles de Riccati
Soient J un intervalle de R et D, q, T J — K des fonctions continues. On dit que
fr=p-fPraq f+r

est 1" équation différentielle de Riccati .

Elle est définie sur J x K et on a unicité. Si r = 0 , c’est une équation différentielle de
Bernouilli. Si 7 # 0 et si 'on connait une solution particuliére fy : J — K, on peut déterminer
toutes les autres, mais définies sur J seulement, grace a la substitution

Cela revient a résoudre 1’équation linéaire

g==2p-fot+tq)-9-—p.

EXERCICE 3 Déterminer toutes les solutions de
ff=r+2-id-f+2,
en remarquant que —% est une solution et en utilisant la fonction

E:R—>R:xl—>/ et dt .
0
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12.5 Le théoréme du point fixe

DEFINITION Soient X un ensemble et ® : X — X une application. On dit qu’un élément
€ € X est un point fize de ® si @ (£) =¢ .

Cette notion est devenue fondamentale car la plupart des équations peuvent se mettre sous
cette forme, et une méthode assez générale dans le cadre des espaces métriques permet, avec
les bonnes hypothéses évidemment, de prouver l'existence d’une solution et son unicité . Le
principe de cette méthode est simple.

PROPOSITION (Principe du point fixe) FEtant donné un point xo € X , on considére
la suite (x1),cy définie par récurrence par

Tpe1 = P (zr) pour tout k € N .

St X est un espace métrique, ® : X — X est continue et si cette suite est convergente vers
& e X, alors & est un point fixe de P .

En effet
U

On dit que c’est la méthode des approzimations successives . Le seul probléme est d’assurer
la convergence de la suite (), -

k
On définit, pour tout k£ € N | les applications ® : X — X par récurrence en posant

0 k+1 ko ok
b:=idy et D =PodP=Pod.

On a alors
k

Plus généralement, si I’équation considérée dépend d’un parameétre et possede une unique
solution pour chaque valeur du parameétre, on peut se demander si cette solution en dépend
continiment.

Soit ® : X x Y — X une application. Pour tout £ € N , on définit les applications
k
P X XY — X
par
0 k+1 k k
O(z,y)=x et P (x,y):=0 <‘1>(rv,y)7y> =@ (®(z,y),y) -

On peut I’écrire sous la forme

0 k+1 k k
®:=pr; et @ :=0do (CID,prQ) =®o (P,pry) .
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12.5 Le théoréeme du point fixe

k 0
Si @ est continue, alors chaque ® est continue. L’application ® est 1-lipschitzienne en z .

THEOREME (de Banach-Caccioppoli) Soient X un espace métrique complet non-vide,

k
Y un espace métrique et  : X x Y — X wune application continue telle que ® soit qy-
lipschitzienne en la premiére variable, pour tout k € N , et que

o0
qu < o0 .
=0

Alors, pour tout y € Y , Uapplication ® (-,y) posséde un unique point fixe & (y) € X et, pour
k
tout xg € X , la suite des approximations successives | ® (zo,y) converge vers & (y) . En
keN

dx (5’(%079, ) (Zéﬂ) ~dx (20, P (70,Y))

et Uapplication des points fixes

outre, on a

Y — X :yr—£&(y)

est continue.

Montrons tout d’abord 1'unicité. Comme »,° ¢ < 0o , on a limy gy = 0 , donc
qr <1 pour tout k assez grand.

Pour un tel & , si € et 7 sont des points fixes de ® (-, y) , il vient

dx (€.1m) = dx (5 <s,y>,$<n,y>) <au-dx (Em) <dx (Em) sidy (€.m) £0

Mais ceci est absurde, donc £ = 7 , ce qu’il fallait démontrer.
Pour I'existence, soit xo € X et, pour tout k¥ € N , posons

k
£p =@ (z9,)): Y — X .
C’est une application continue, &, est I’application constante prenant la valeur xy et on a

1 = P (&) = Do (&, id) .
Pour tout y € Y, la suite (£, (y)),cy €st une suite de Cauchy dans X . En effet, si k <, on a

i (60).6 ) < Y (6 ) €0 de( ), '¥ (0.9)) =

Zl ( (10.9) . (® (20.9) .4 ) (qu> dx (20, ® (20,7)) -

Puisque X est complet, on peut définir

§(y) = limg &, (y) -

C’est un point fixe de @ (-, y) , car cette application est continue, donc

D (& (y),y) =1limp @ (&, (y), y) = limg &y (v) = E(Y) -
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Le théoréme du point fixe 12.5

Finalement, en faisant tendre j vers I'infini, on obtient

dx (& (v) (qu) dx (o, ® (%0,y)) -

On va encore en déduire que & est continue en z € Y . Remarquons tout d’abord, puisque
dx (g, ® (g, )) est continue, qu’il existe un voisinage U de z tel que

dx (zo, P (x0,y)) < dx (20, P (x0,2)) +1=: M pour tout y € U .

Pour tout y € U , on a donc

dx (& (y), € (y) < M - (ZQI) ;

ce qui montre que la suite (§,), oy converge uniformément sur U vers & , donc que & est continue,
en généralisant la notion de convergence uniforme et le théoreme 10.5. Directement, pour tout
¢ > 0, on obtient

dx (£(y), € (2)) <dx (€(y), & () +dx (§x (y) &4 (2)) + dx (€5, (2),€(2)) < €

pour tout y suffisamment proche de z en choisissant tout d’abord un £ suffisamment grand.
O

EXEMPLE 1 Si ® est ¢-lipschitzienne (en la premiére variable) avec ¢ < 1, alors I'hypotheése
du théoréeme de Banach-Caccioppoli est satisfaite ; on dit que c’est le théoréme du point fize de
Banach et que ® est une contraction (stricte).

k
En effet ® est ¢"-lipschitzienne (en la premiére variable), puisque par récurrence il vient

dx (# w0), % 0)) = (2 (2 0)0) @ (P00 ) <

k k
< q- dX (q) (u>y>7q) (va)) < qk+1 : dX (U,,’U)

pour tout u,v € X et y e Y . O

EXEMPLE 2 La méthode de Newton de résolution d’une équation est un cas particulier de
la méthode des approximations successives. En effet si J est un intervalle de Ret f: J — R
est une fonction contintiment dérivable telle que f’ # 0 partout, alors f (z) = 0 est équivalent
a

f(=)
T
En définissant
_ - [
. J—R:z+—=z f’(x)

k
et si xg € J , la suite des approximations successives <<1> (a:o)) est celle de la méthode de
keN

Newton pour autant que 'on ait ® (J) C J . Mais remarquons que les théorémes 8.14 et 8.15
ne découlent pas en général du théoréme de Banach-Caccioppoli. Par contre il est possible de
donner des conditions permettant de 1'utiliser.
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12.5 Le théoréeme du point fixe

Une autre maniére de résoudre I’équation f (z) = 0 consiste a ’écrire sous la forme équiva-
lente

r—fz)=u,
donc de considérer ’application
o:J —R:izr—uax—f(x) .
Sid(J)CJet
g:=sup,e, |1 - f ()| <1,

alors @ est ¢-lipschitzienne par la proposition 12.2.i, donc f posséde un unique zéro dans J par
la remarque 1.

EXEMPLE 3 Soient A € R™" et b € R" . Pour résoudre I’équation
(Id—A)xz =0,
il suffit de définir
®:R" —R":2+— Az +0b.

Munissons tout d’abord R™ de la norme ||, et estimmons

Doan(@w—y)| <Y <Z \%l!) Nz —w)l <

=1 =1 k=1

n

| B2 — By, = [Az — Ay|, =)

k=1

n
< (SUPZL...,n Z |ak,l|) =yl

k=1

Soit g1 (A) == sup_y Dy lanal -
En munissant R” de la norme |-|, il vient en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Z aky - (21— )

=1

1
n 2] 2

[Pz — Dy|, = [Az — Ayl, = Z

k=1

< [Z( |ak,l!2> : (Z\(ﬂfl —Z/z)\2>] = (Z \%lﬁ) o —yly

Soit g (4) := (37 lawal*) -

Nous avons donc montré que ® est ¢;- et go-lipschitzienne.
Considérons dans R? les matrices

-

On voit immédiatement que

<

O
DO [0 | =
N——

&
vy
|
VR
o ol
ofy ©
N——

n(A)=1 et @A) =
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Le théoréme du point fixe 12.5

tandis que

Q1(B)—§<1 et @ (B)=1.

Ces exemples montrent que dans les applications le choix de la bonne norme est un point
important.

EXERCICE 1 Soient v € R" tel que |v] = 1 et @ € R . Formuler la bijectivité de ’application
ffR" —R':z+—z+a-|z|-v

comme un probléme de point fixe et déterminer tous les o tels que f soit bijective et un
homéomorphisme.

EXERCICE 2 Soient X un espace métrique compact, d sa métrique et ® : X — X une
application strictement contractante , i.e. telle que

d(®(u),®(v)) <d(u,v) pourtout u,v € X tels que u # v .

(a) Montrer que ¢ posséde un et un seul point fixe £ € X . Pour l'existence on considére la
fonction

zr—d(z,®(x)): X — R, .

(b)  En déduire que, pour tout zy € X , la suite (), définie par z;41 := ® (z1) , pour tout
k € N, converge vers £ . On montrera que la suite (d (zx,&)),cy est décroissante, et qu’elle
converge vers 0 en extrayant une sous-suite convenable de (7). -

(¢) Montrer a ’aide de contre-exemples que I’hypothése faite sur ® n’entraine pas que ® soit
une contraction, i.e. g-lipschitzienne avec ¢ < 1 , et que ’on ne peut pas remplacer “compact”
par “complet” .
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12.6 Théoréme d’existence globale

LEMME Soient D une partie de R x K" |, ' : D — K" une application continue, J un
intervalle de R, f: J — K™ une fonction telle que Gr f C D et (t,£) € D .

Pour que f soit dérivable et solution du probléme avec condition initiale

f'=F(f) et f(r)=¢,

il faut et il suffit que f soit continue et solution de l’équation intégrale

f(t)zf—l—/tF(s,f(s)) ds pour toutt e J .

En effet, si f est solution du probléme avec condition initiale, on a

f<t>=f<r>+/ 7 (s) ds=£+/ F (s, f(s)) ds

d’apres le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral 9.9 (cf. proposition 12.1).
Réciproquement, si f est continue, alors la fonction

s+ (s,f(s)) — F (s, [ (s))
est aussi continue, donc
t»—>£+/tF(s,f(5)) ds

est contintiment dérivable. Si f est solution de I’équation intégrale, alors f est contintiment
deérivable et f'(t) = F (t, f (t)) pour tout ¢t € J . O

Ce lemme va nous permettre d’appliquer le théoréeme de Banach-Caccioppoli d’existence
d’un point fixe.

THEOREME (de Picard-Lindel6f) FEtant donné une partie D de R x K" |
F:D—K"
une application continue, [a,b] un intervalle de R et T € [a,b] , on pose
X :={g€C([a,b],K")| Grg C D} ,
et, pour tout t € [a,b] ,
Yi:={ze€K"| (t,z) € D} .
On suppose que les propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) OnaX#0.
(i1)  Pour tout t € [a,b] , l’ensemble Y; est fermé dans K" .
(11i) Pour tout £ € Y, et tout g € X , en posant

D (g,¢) (1) :—£+/ F (s,g(s)) ds pour tout t € [a,b] ,
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onaGr®(g,f) C D .

St F' est q-lipschitzienne en la seconde variable pour un certain ¢ € R,y , alors pour tout
€ €Y, , il existe une unique solution fe¢ : [a,b] — K" solution du probléme avec condition
1natiale

ff=F(f) et f(r)=¢,

qui dépend contindment, par rapport & ||| ap » de €

Remarquons tout d’abord que tous les résultats du §10 sur la convergence uniforme peuvent
étre généralisés aux fonctions a valeurs dans K" , voire dans un espace de Banach. En particulier
I'ensemble C ([a, b] , K™) des fonctions continues sur [a, b] & valeurs dans K™ |, muni de la norme
uniforme

1 oo fay = SuPterap IF ()]

est un espace de Banach (cf. théoréme 10.5).

Les ensembles X et Y := Y, sont non-vides par I’hypothése (i). Pour tout g € X et £ € Y, la
fonction ® (g, &) est évidemment continue et la condition (iii) montre que ® est une application
de X XY dans X . Muni de la métrique induite X est un espace métrique complet par le
corollaire 10.16, car elle est fermée par la condition (ii). En effet si (gi),oy est une suite de X
uniformément convergente dans C ([a,b] , K") vers g , alors

g (t) =limy gi (t) € Y; pour tout ¢ € [a,b] ,

ce qui montre que Grg C D .
Notre assertion va donc découler du lemme et du théoréme de Banach-Caccioppoli, puisque
f est une solution de I’équation intégrale si, et seulement si, f est un point fixe de ¢ (+,¢) .
Pour tout g,h € X ,{,n €Y et t € [a,b] telsquet > 7 ,o0na

\(P(g,f)(t)—@(h,n)(t)I:’£—n+/ [F (5,9(s)) — F (s,h ()] ds| <
6=+ [ IF(s.9() = F(sh(s)] ds <

<lg=nl+ [ arlgle)=hE ds<le—nl+a-lg—hl.-¢-7) .

Sit < 7 ,on procéde de méme en permutant ¢ et 7 .
En posant L := max (7 — a,b — 7) , on obtient
1@ (9,8) =@ (hn)llo <IE=nl+q-L-llg =Rl -

Ceci montre que ® : X x Y — X est continue, et pour tout £ € Y , que & (+,&) est ¢ - L-
lipschitzienne.
De méme, on obtient

3 (0,6 (1) — (1) <t>' |0 (@ (9,6),6) — D (® (), )| =

/ [F'(5,®(g,8) (5)) = F (5, (h, &) (s))] ds </ q-|®(g,6) (s) = @ (h, &) (s)] ds <
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! » (t— 7')2
<a [ allg=hlle-(s=m)ds=llg =t a5,
et par suite
2 2 q* - L2
b0.0 -0 <THE gl
Finalement, par récurrence, on montre si ¢t > 7, que
k k (t . T)k
(0.6) (1)~ (01.6) ()] < llg =l - 57

Il vient alors

k k k. Tk
blo.0- 29| < la-nl

d’ou notre affirmation, puisque

=l <« 0.

o ql_Ll
2

COROLLAIRE (Dépendance continue par rapport a la condition initiale)

Soient J un intervalle de R et F' : J x K" — K" une application continue ayant la
propriété suivante : Pour tout intervalle [a,b] C J , il existe ¢ € Ry tel que la fonction F soit
q-lipschitzienne en la seconde variable sur [a,b] x K" .

Pour tout 7 € J et tout & € K" , il existe alors une unique solution fe : J — K" du
probléme avec condition initiale

[f=F(f) e f(r)=¢.
Cette solution, plus précisément sa restriction & chaque intervalle [a,b] C J , dépend contind-
ment de & .

L’unicité découle du théoréme 12.3, puisque I’ est manifestement localement lipschitzienne
en la seconde variable dans J x K" .
Pour tout intervalle [a, b] C J tel que 7 € [a,b] et £ € K™ , il est clair que la partie [a, b] x K"
satisfait aux hypothéses du théoréme de Picard-Lindelof. Il existe donc une unique solution
fap i [a,b] — K"

du probléme avec condition initiale. Si [¢, d] est un autre intervalle de J contenant 7 , I'unicité
montre que les restrictions de f,; et feq & [a,b] N [c, d] =: [m, M] sont égales & f,, s . Ceci nous
permet de définir une fonction f¢ : J — K" en posant

fe(t) = fap (t) site€la,b] CJ.

On vérifie immédiatement que f¢ est une solution du probléme avec condition initiale. - [

De la méme maniére on peut montrer le résultat plus général suivant :

COROLLAIRE (Dépendance continue par rapport a une perturbation de F)
Soit Y une partie de C* (D, K") . On suppose que F € Y , et l'on remplace la condition
(111) par
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(iv) Pour tout £ €Y, et G €Y |, en posant

2(0,6,0) (1) =+ [ Glo.9(6)) ds pour tour 1 € [a,]
on a

Grd(g,§,G)C D .

Si, pour un certain q € R, | chaque GeEY est q-lipschitzienne en la seconde variable,

alors pour tout & € Y et tout G € Y , il existe une unique solution feq : [a,b] — K" du
probléme avec condition initiale

f'=G(f)etf(r)=¢,

qui dépend continiment de € et G .

REMARQUE Si l'on veut se libérer de la restriction Y c¢cb (D,K") et considérer le cas

normal ou Y C C (D, K") , il est nécessaire d’introduire une topologie définie par une métrique,
qui n’est pas une norme, ou bien définie par une suite de normes (espace vectoriel localement
convexe).

EXERCICE Soient a,b, & € R tels que a < 0 < b . Déterminer la solution du probléme avec
condition initiale

ff=1f et f(0)=¢
en utilisant la méthode de Picard-Lindelof et la fonction constante égale a ¢ comme fonction
initiale.
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12.7 Equations différentielles linéaires vectorielles du 1°
ordre : cas homogéne

Soient J un intervalle de R et A : J — Mg (nxn) , b : J — K" des applications
continues. L’équation différentielle

f'=Af+b
définie par
F:JxK'—K":(t,2) — A(t) 2+ b(t)

est dite linéaire . On dit qu’elle est homogéne si b = 0 et inhomogéne sinon.
La fonction F' est évidemment localement lipschitzienne en z par le corollaire 12.2. Mieux,
pour tout intervalle compact [a,b] C J , on a

|F(t,u) = F (o) =[A()u—A@)v| <A@ - lu—v[ <q-|u—1]
pour tout t € [a,b] et u,v € K" | en ayant posé
q = suPyefo || A (1)

(cf. proposition 11.8). Grace au corollaire 12.6, on obtient le

THEOREME Pour tout 7 € J et £ € K" | le probléme avec condition initiale
ff=Af+b et f(r)=¢,

posséde une unique solution définie sur J .

COROLLAIRE (Cas homogéne) Si pour tout & € K", fe : J — K" désigne l'unique
solution du probléme avec condition initiale

fr=Af et f(r)=¢,
["application
K — CW (J,K") : &€ — fe

est linéaire, injective et son image est [’ensemble des solutions de I’équation différentielle linéaire
homogéne ' = Af .

En particulier, cet ensemble est un sous-espace vectoriel de CV) (J,K") de dimension n .

Pour tout (,n € K" et «a € K, on a
(a-fo) =a fi=a-Afe=Aa-fo) et (a-fo)(r)=a- fe(r)=a &,

ce qui montre que

faf:Oé’]%-

De méme

(f£ +fn), = fé—i_fq; = Af§+Afn = A(fé"‘fn)

446 EQUATIONS DIFF. ORD. Claude Portenier



Equations différentielles linéaires vectorielles du 1¢ ordre : cas homogene 12.7

et
(fet f) (1) =fe () + [y (T) =&+,

donc

ff-&-n = fE + fn .
Ceci montre que { — f¢ est linéaire. Elle est injective, car si fe =0, on a

f == fg (7’) =0.
Finalement, si f est une solution de f' = Af , en posant £ := f (7) , 'unicité montre que
f=1Te- u

Si (Spj)jzl,...,n est une suite de CY (J,K") , nous poserons
D= (g1 s0n) 1 ] — Mk (nxn):t— (o, (1), .., 0, () -

On a

D = (g, .. 0,) et AD = (Ap, ..., Ap,);

cecl montre que :

PROPOSITION  Les p; sont solutions de f' = Af si, et seulement si, on a
' = Ad .

Soit T € J . Pour que (gaj) soit une base de [’espace vectoriel des solutions de f' =

Jj=1,...,n
Af , il faut et il suffit que ® = AD et que les vecteurs (goj (7‘))].:1 . soient linéairement

mdépendants, i.e. que
det ® (1) #0 .

C’est immeédiat par I'injectivité (ou 'unicité), puisque ¢; est la solution associée a la condi-
tion initiale o, (1) . O

DEFINITION Si (‘Pj)j:1 _, est une base de l'espace vectoriel des solutions de fr=Af,

on dit que c’est un systéeme fondamental de solutions . On dit que la fonction det ® est le
déterminant de Wronski .

Par exemple, si (ej)j:1 . désigne la base canonique de K" , alors ( fej)

ment un systéme fondamental de solutions, car on a

¢ (r)=1d .

- est évidem-
j=1,..n

REMARQUE La connaissance d’un systéme fondamental de solutions permet de représen-
ter toute solution du probléme avec condition initiale :
Si&e K, ona
fe=®o®(r) €.
En effet
[@od(r)'e] =0 0@ (r) e =ADoD(r) '
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et

[@od®(r) ¢ (n=0(r)od(r) '¢=¢.
n

EXERCICE Soient J un intervalle de R , 7 € J et A:J — Mk (n X n) une application
continue. On définit

t
B:J—>MK(nxn):tb—>/ A(s)ds
et on suppose que

B(t)A(t)=A(t)B(t) pourtoutte .

(a) Etant donné M € Mk (n x n) , montrer que la série

>

1=0
est convergente dans M (n x n) . On désigne par exp (M) la somme de cette série.
(b)  Montrer, pour tout [ € N, que 'application

B':J— Mg (nxn):t— B(t)
est dérivable et que
OB'=1-A-B"".
(¢) Montrer que
®:J— Mg (nxn):t— exp(B(t))

est un systéme fondamental de solutions de I’équation différentielle [/ = Af .
(d) SiT € GLk (n) montrer que, pour tout t € J , on a

T ()T = exp </TtT1A(s)T ds) |

(e) Comment peut-on déterminer un systéme fondamental de solutions de f’ = Af lorsque
A est a coefficients constants, en utilisant ce qui précede ?
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12.8 Equations différentielles linéaires vectorielles a
coefficients constants

Nous étudions maintenant le cas ot A est une fonction matricielle constante sur R . Le
spectre Sp A de A est ’ensemble des valeurs propres de A . Rappelons que A € K est une
valeur propre de A si A — X\ - Id n’est pas inversible, i.e. si

Ker (A —X-1d) # {0} ,
ou encore si A est un zéro du polynéome caractéristique , i.e.
det (A—X-1d)=0.
Pour tout u € K | il existe un plus petit entier ¢ (1) € N tel que
Ker (A — - 1d)*™ = Ker (A — - 1d)7™)
puisque
Ker (A — p-Id)" = (A — pu- 1d) " (Ker [A — - Id]7) .
On a
AeESpA = q(\)>0.

On dit que g (\) est I’ ordre de X\ , que Ker (A — X - Id) est le sous-espace propre et que

v € Ker(A—X-1d) \ {0}

est un vecteur propre associé a A . L’entier dim Ker (A — A - Id) s’appelle la multiplicité géomé-
triqgue de \ .

On dit que Ker (A — X - Id)q(’\) est le sous-espace principal et que
v € Ker (A —X-1d)"™ < {0}
est un vecteur principal associé a A . L’entier dim Ker (A — X - Id)q()‘) s’appelle la multiplicité

algébrique de \ .
On a le résultat fondamental suivant :

THEOREME Si le polynéme caractéristique de A se décompose en facteurs linéaires dans
K, e
det (A—p-Td)= [ A=w"™,
AESp A
par exemple si K = C , alors
K" = @ Ker (A —X-10)"™ et m(\) = dimKer (A — A -1d)*™ .
AeSp A

En particulier, il existe une base de K" formée de vecteurs principaux <U>\’k))\€SpKk=1 ()
Cf. Fischer, Lineare Algebra, p. 171-177 et 229-232. Pratiquement, on détermine les sous-

espaces principaux, dans chacun d’eux on choisit une base et il n’est en général pas difficile de
s’assurer qu’on a bien une base de K" .
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PROPOSITION  Si v est un vecteur principal de A associé & la valeur propre A , alors
q(N)—1 tj )
0, R — K" :t+— M. Z ﬁ-(A—)\-Id)]v

j=0
est une solution du probléme avec condition initiale

f'=Af et f(0)=wv.

En effet, on a tout d’abord

q(N)—1 tj ] q(A)—1 tj_l )
gpg(t):)\-e’\t-ZT-(A—/\-Id)]que’\t-Z (._1)'-(A—)\-Id)]v.
=0 J° = T

Mais comme
(A=X-IdYT" =AA-X-1d) = X- (A= X-1d) |
il vient en particulier
AA=XNTD VX (A= A1)V y = (A= N1 WMo =0,

puis

| -

172 pa(n)-1
|

(M-
AOEPE (A=A I oM s A(A = A1)V
oy (t) jZO ( ) CIDEDIE )

J!
a2 i A A
te 7-[A(A—)\-Id)]—)\-(A—)\-Id)J]v:
7=0
q(\)-1 tj ]
= AeM 7-(A—/\~Id)]v:Ag0U
=0 J°

O

SCOLIE (Cas complexe) Plus généralement considérons le cas ou le polynome caractéris-
tique se décompose en facteurs linéaires dans K .

Le théoreme montre qu’il existe une base (Vak)ycspap=1,. m(y) formée de vecteurs princi-
paux. Les fonctions ¢, , : R — K" correpondantes forment donc un systéme fondamental de
solutions de f' = Af , puisque

det ® (0) = det (vrx),, # 0 -
Pour résoudre la probléme avec condition initiale

fr=Af et f(r)=¢,

on décompose ¢ dans la base (vyy), , sous la forme

= cak- Uk -
M\

450 EQUATIONS DIFF. ORD. Claude Portenier



Equations différentielles linéaires vectorielles a coefficients constants 12.8

Il est alors clair que

f= Z ek Pk (=)
Ak

est la solution de ce probléme, puisque

FE) =D -0 (0) =D crp-var=E.

Ak Ak

SCOLIE (Cas réel) Nous supposons donc que la matrice A est réelle et que le polynome
caractéristique ne se décompose pas en facteurs linéaires sur R .

Considérons A comme une matrice complexe. Par la méthode précédente, on obtient un
systéme fondamental de solutions complexes. Peut-on en déduire un systéme fondamental de
solutions réelles ?

Pour toute valeur propre complexe A de A , il en est de méme de ) , puisque le polynome
caractéristique a des coefficients réels, et on a m () =m (X) . En outre, pour tout v € C" | on
a

(A-X1d)"v=0 <= (A-X-1)'v=0,

ou v désigne le vecteur ayant les composantes conjuguées a celles de v . Ceci montre que
q(N) =q(N) et que

Kercn (A — - 1d)*™ — Kercn (A — X - Id)q(A) 0T
est une bijection.

Si A est une valeur propre réelle, alors Kercn (A — A - Id)q()‘) est stable par v —— U et la
décomposition

v=Rev+i-Imv,
avec

1
(v+70) et Imv::§-(v—6) ,
i

Rev :=

N | —

montre que
Ker(cn (A — A Id)‘I(/\) = Kergn (A —\- Id)qox) + i - Kergn (A —\- Id)q()\) :

si I'on choisit une base (vy;), de Kergn (A — X - 1d)/» | donc formée de vecteurs principaux
réels, alors les solutions correspondantes sont évidemment réelles.
Si A est une valeur propre complexe telle que Im A > 0 et si (vy), est une base de

Kergn (A — X -1d)™™
alors (U x) . en est une de Kercn (A —\- Id)q(x) . On vérifie alors immédiatement que
(Revag), U (Imwy ),
est une base de
Kercr (A — A+ 1d)™ & Keren (A — - 1d)"Y) |

formée de vecteurs réels, mais qui ne sont plus des vecteurs principaux. Si ¢y, est la solution
correspondante a Uy , on a

Ok = Pak -
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Par linéarité, les fonctions correspondantes a Re v, et Im v, , sont égales a
Regpyp et Imgpy,

et sont des solutions réelles.

Nous avons ainsi construit une base de K" formée de vecteurs réels; les fonctions réelles
correspondantes forment donc un systéme fondamental de solutions.

On résoud la probléme avec condition initiale comme précédemment.

REMARQUE En construisant la base de vecteurs principaux dans Ker (A — X - Id)q(’\) , on
les choisit successivement dans le plus petit noyau possible de la suite croissante

(Ker (A —A-1d)7),_,

,,,,, a(A)
Sive Ker(A—X-1d)?, alors
g—1 4
o, (t) = e — (A=A Id)” v
=0/’
EXEMPLE 1 Soit
3 0 1
A=|10 -1 0
0 0 3

On a
det (A —p-1d) = (=1 —p)- 3—p)*
donc Sp A = {—1,3} . Il vient

0
Ker(A+Id)=K-| 1 |,
0
car
4 0 1 21 4. Z1
0 00 z9 | = 0 =0
0 0 4 z3 4- z3
est équivalent & z; = 23 = 0 . De méme
1
Ker(A-3-1d)=K-| 0 |,
0
car
0 0 1 21 0
0 —4 0 zo | = 16-2 | =0
0 0 O 23 0
est équivalent & 2o = 23 = 0 . Finalement
1 0
Ker(A-3-Id*=K-[ 0 |+K-[ 0],
0 1
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car
00 0 % 0
0 16 0 | = 162 | =0
00 0 23 0

est équivalent & 2o = 0 . Ceci finit de montrer que la base canonique de K3 est formée de
vecteurs principaux. Les trois fonctions définies sur R par

0 1
Y11 (t) == et 1 P31 (t) == e’ 0
0 0
et
0 0 0 1 0 0 1
P35 (1) =€ 0 |+t-[ 0 —4 0 0 = 0|+t 0
1 0 0 0 1 1 0

forment donc un systéme fondamental de solutions.

EXEMPLE 2 Considérons le systéme d’équations différentielles linéaires
f{:fQ et fé:_f1>

1.e.
0 1
(1)
On a
det (A—p-Id)=p?+1,
donc

Sp A = {%i} .

Il vient alors

Ker(A—z’«Id)_CC~(1.> ,

7

-1 29 —21 — 1+ 29

est équivalent & zo =7 - z; . On en déduit que

car

Ker(AﬂwId):C.( 1 > .

—1

On obtient donc un systéme fondamental de solutions complexes définies sur R en posant

e =c (1) @ pu=ct (L)

On en déduit un systéme fondamental de solutions réelles en considérant
1 it 1 it 1 B cost
a0 =g (- (1) e ()= (5
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. 1 it 1 —it 1 o sint
waiod (o () (4))-(3).
EXERCICE 1 Etant donné A\, € R et £ € R? | déterminer la solution du probléme avec

condition initiale
= A0 foet f(0)=¢
=0 4 —

dans les trois cas suivants : A < 0 < g, A =p < 0et A < pu < 0. Décriver les trajectoires

f(R) .

et

EXERCICE 2 Déterminer un systéme fondamental de solutions réelles des équations diffé-
rentielles suivantes :

1 0 0 30 0
F=lo o0 2 |fe fF=[02-1]F
0 -2 —4 04 0
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12.9 Equations différentielles linéaires vectorielles du 1°
ordre : cas inhomogéne

Soient J un intervalle de R ; A : J — Mg (n x n) et b: J — K" des applications conti-
nues. Désignons par Y, le sous-ensemble de C(V) (.J, K™) des solutions de I’équation différentielle
linéaire inhomogene f' = Af +b .

Il est clair que X est le sous-espace vectoriel des solutions de I’équation différentielle linéaire
homogene f' = Af (cf. corollaire 12.7).

PROPOSITION  Soit fo € Xy une solution particuliére de f' = Af +b . Pour que f soit
solution de cette équation, il faut et il suffit que f — fo soit solution de f' = Af . En d’autres
termes, on a

Yp = fo+ 2o,
et ¥y est un sous-espace affine de CV (J,K") .

C’est immeédiat. O

Nous avons ainsi ramener la résolution de ’équation différentielle linéaire inhomogéne d’ une
part a celle qui est homogene et d’autre part a la recherche d’une solution particuliére de celle qui
est inhomogene. Nous allons déterminer une telle solution en utilisant I’Ansatz appelé méthode
de la variation des constantes .

Remarquons que toute solution de [/ = Af est de la forme

f:Zvj~goj:<I>v pour un v € K" |
j=1
ou ® = ((pj) désigne un systéme fondamental de solutions (cf. remarque 12.7). On définit

-1

d:J—Mg(nxn):t— d)",
et on consideére I’ Ansatz
f=2g
avec g:J — K" [ie. g= gf . Il vient alors

[[=0g+ 8¢ =ADg+ O¢ = Af + D¢’ ,

-1
donc f est solution de f' = Af + b si, et seulement si Pg' =0, i.e. ¢ = Ob .
La fonction fy définie par

fo () ::cb(t)/ ®(s) " b(s) ds

est donc une solution particuliére de f' = Af +0b .

EXEMPLE Considérons le systéeme d’équations différentielles linéaires inhomogeénes

fi=/fa+cos et fy=—f+sin,
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0 1 cos
A:<—1 0) et bz(m)'

i.e.

Il vient alors

¢ ) ¢ ) )
cos —sin cos \ cos? —sin? \ [ sint-cost
0 sin  cos sin ) J, 2.sin-cos | sin? ¢ ’

et comme solution particuliére on obtient

fo () = cost sint sint-cost \ [ sint
O\ =\ —gint cost sin? ¢ o 0 '

La solution générale est donc de la forme

B cost sint U1 sint
f(t)_<_sint cost)(v2>+< 0 )

et on a
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12.10 Equations différentielles vectorielles d’ordre m

DEFINITION Soient D une partie de R x (K™)™ et
LD — K" (t, 20,21,y Zme1) = G (t, 20, 21, -y Zm—1) -

On dit qu'une fonction g = (g;),_, , :J — K" définie sur un intervalle J de R est une

solution de l’équation différentielle (ordinaire vectorielle d’ordre m ) ou du systéme d’équations
différentielles (ordinaires d’ordre m )

g(m) =G ('7979(1)7 "ag(mil)) ou bien gj(m) = Gj ('agag(l)a s 7g(m71)) s
si g est m-fois dérivable et satisfait &

(L), gV (1), g™ V() eD et g™ (t)=GC(tg(t),g" (t),..g" V(1))
pour tout t € J .

Nous allons ramener cette équation différentielle d’ordre m a valeurs dans K™ & une équation
différentielle du premier ordre, mais & valeurs dans (K")™ . Posons

z2:= (20,21, Zm-1)" € (K")" =K"™ |
avec zp € K" pour kK =0,...,m — 1, et définissons
D — (KM)™
par

Fy(t,z):= 241 pour k=0,...,m—2

et
Foa(t,z):=G(tz2) .
PROPOSITION
(i) Sig:J— K" est solution de
g(m) e (.’ q, g(l)’ » g(m—l)) , (%)
alors f = (g,gW, ..., g™ )" 1 J — (K")™ est solution de
ff=F(.f) . (%)

(ii)  Réciproquement, si f : J — (K™)™ est solution de (xx) , alors g := fy est solution de
(%) -
En effet, on a tout d’abord

!
fri= (Q(k)) :9(k+1) = frr1=Fe (-, f) pourk=0,....,m—2
et

Fra= (g =g =G (g.9",....g" V) = Fuls (- f) .
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Réciproquement, comme g = f; est dérivable, on a
g=f=F(fH="H.

Mais f; est aussi dérivable, donc ¢’ 'est aussi, ce qui montre que g est deux fois dérivable et
que

g"=fH=FR(f)=fa.
Par récurrence, on en déduit que g est (m — 1)-fois dérivable avec
g(m_l) = fr/n—Q = Fn2 (7f) = fm—l )
donc que g est m-fois dérivable avec
g(m) - f;nfl = Fn ('7 f) =G ('7 f) =G ('7979(1)7 ”’g(m—l)) .
O

EXEMPLE Si x désigne la position d’un point matériel de masse m dans R3 soumi & un
champ de forces dépendant du temps, de la position et de la vitesse

G:D—R: (t,z,v) — G (t,x,0)
avec D C R x (]R?’)2 , alors I’équation différentielle de Newton s’écrit
m-i=G(tx 1) .

L’équation différentielle du premier ordre correspondante s’écrit

(£)-Cootnn)

Le physicien écrit plus simplement
1

t=v e v=— -G(,x,0) .
m

REMARQUE La formule
|F(t,u) — F (t,0) = Jus — 1] 4 ..+ [t — Oma|” + |G (t,u) — G (¢, )]

montre que F' satisfait & une condition de Lipschitz si, et seulement si, il en est de méme pour

G .

EXERCICE On considére deux ressorts de constantes k; et ko liés a deux masses ponctuelles
de masse m; et my de la maniére suivante :

ky ks

M e

On mesure les déviations x; et x5 des masses a partir de leur position de repos. Ce systéme
mécanique est décrit par les équations différentielles

ml-jlz—kl-xl—i-krg-(xg—xl) et mg'i’QZ—]{?Q'([EQ—ZL’I).
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Déterminer un systéme fondamental de solutions réelles en utilisant les notations

k k
o= L , Bi=— et y:=—.
mq mo ma
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12.11 Equations différentielles linéaires d’ordre n

Une équation différentielle linéaire d’ordre n s’écrit en général sous la forme
9" +an gV + . +ag-g=0b (%)
ou
ag, ... 0ap_1,0:J — K

sont des fonctions continues définies sur un intervalle J de R . En posant

fo=9 » H=4d ooy foar=¢""Y,
on la ramene au systeme
0 0 1 0 . 0 0
0 0 0 : :
fl = f + : (**)
A 0 0
—ayg —ap —ay - T b

Nous savons par la proposition 12.10 que I'application

g— (9") gy T — 5

est une bijection de I'ensemble des solutions ¥} de (x) sur celui ¥* de (%) . Comme cette
application est linéaire, on en déduit en particulier par le corollaire 12.7 que ’ensemble Xf des
solutions de I’équation différentielle homogene () est un espace de dimension n et qu’'une suite
(gpj)j:h_?n de solutions est une base de ¥j si, et seulement si, on a

('0} . .. (p;’]/
2 e Pn
det N : (1) #0
n—1 n—1
A
pour un certain 7 € J . Dans ce cas, on dit que (goj)jzl . est un systeme fondamental de

solutions de
g™ +a, ¢V 4+ +ag-g=0.

Par la proposition 12.9, si gy est une solution particuliére de ’équation différentielle inho-
mogene (x) , alors

Xy, =090+ -
Ceci montre aussi que le bon probléme avec conditions initiales est
g+ any g™V tagg=b
et
g®(r)=¢, pourk=0,....,n—1
pourun7 € Jet { € K" .
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Considérons maintenant le cas ou les coefficients a, sont constants et désignons par A C C
I’ensemble des racines et m : A — N* la fonction multiplicité du polynéme caractéristique

P:,ul—>,un+(ln71',un71—|—---+a0:H(M—A)mo\) )
AEA

PROPOSITION Les fonctions
w)\’kt'—>tke)\t J)
pour N€ N et k=0,...,m(\) — 1, forment un systéme fondamental de solutions de

g +a,1-¢g" Y+ +ay-g=0.

Si A désigne la matrice du systéme (xx) , on a

—A 1 o - 0 0
—A 1 0 0
A-xu=| 0 0 A ' ,
: : : 0
0 0 o - —A 1
—ap —ap —Gz -+ —Qp_p —Op_1— A

donc en développant suivant la derniére ligne on obtient
n—2

det (A —p-1d) = > (=)™ (=ap) - (=p)" + (=)™ - (=1 = ) - (=p)" " =

k=0

SiG iV (TR Vie

AEA
D’apres ce qui précéde et la proposition 12.8, on obtient un systéme fondamental de solutions
de la forme

go/\vkz]RHC:tHe)‘tp,\,k(t)

pour A € Aet k =1,...,m(\), o pyj est un polyndome de degré < ¢(A) < m(X) . Le
sous-espace vectoriel de C™ (R, C) engendré par les ¢ x est de dimension n et contenu dans
celui qui est engendré par les ¥, , , qui est de dimension

<Zm()\):n.

Ils sont donc égaux et on en déduit, sans faire de calcul, que les 1, , sont des solutions et
qu’elles sont linéairement indépendantes. [l

REMARQUE 1 Si les coefficients sont réels, on procéde de la méme maniére qu’en 12.8. Si
A € A est réelle, alors 1, ;. est réelle. Si A € A est tel que Im A > 0, on considére les fonctions

t — Retpy, (t) =t - €™M - cos (Im A - 1)
et

t— Imapy, () =t* - e - sin(ImA - t) .

Claude Portenier EQUATIONS DIFF. ORD. 461



12.11 Equations différentielles linéaires d’ordre n

REMARQUE 2 L’équation inhomogene se résout en cherchant une solution particuliére par
la méthode de la variation des constantes du systéme (xx) associé. Il n’est pas possible de
reformuler le résultat sous une forme simplifée ne faisant pas intervenir de matrice et qui soit
utile. Il est préférable de faire un Ansatz judicieux!
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12.12 Le procédé de réduction de d’Alembert

Nous allons montrer comment 1’on peut ramener la résolution d’une équation différentielle
linéaire de dimension n , dont on connait une solution particuliére, a celle d’'une équation
différentielle linéaire de dimension n — 1 .

Soient donc f' = Af cette équation différentielle linéaire définie sur J et désignons par
¢ : J — K" cette solution particuliere. On décompose K* = K x K"~! et on écrit

_ (w1 b ([
A=) e ()

avec ap,p; - J — K, a, 0", J — K"et B: J — Mg ((n—1) x (n—1)) . Pour tout
t € J , nous considérons a () comme un vecteur-colonne et b () comme un vecteur-ligne!

On considere un intervalle / C J maximal tel que l'on ait ¢; # 0 sur I . Nous allons
déterminer toutes les solution de f’ = Af sur I en faisant I’Ansatz

f=a S0+(9>

aveca: ] — Ketg: I — K" ! . Ona
/ / / 0 !/ O
ff=d -po+a ¢+ J =o-p+a-Ap+ J
et
0
Af:a-Af—l—A(g),

donc f est solution de f' = Af si, et seulement si, a et g sont solutions de

e (2)(3).
(2)+(2)-( B)(2)=(8).

Attention bg est le produit matriciel d'un vecteur-ligne par un vecteur-colonne. On peut ’écrire
comme un produit scalaire (07| g) . Cela est équivalent a

i.e.

b
o =2 o o'+ g = Bg,
$1
donc a
b ~
o= et ¢=Bg—-2L.¢=8yg,
Y1 1
en ayant posé
~ 1
B:=B——-(b w)J:L...,nq = (aj,k -0 ‘Pk>
1 1 jk=2,...;n—1
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EXERCICE 1 Déterminer toutes les solutions de 1’équation différentielle
id*- (1+id) - f"+2-id- (2+id) - f'+2- (1 —id) - f =id®

sur R . On remarquera que cette équation différentielle posséde une solution particuliere de
la forme id” .

EXERCICE 2 Déterminer un systéme fondamental de I’équation différentielle

_2
f’=(_g i)f
id?2  id

en sachant qu’il existe une solution dont la deuxiéme composante est constante.
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12.13 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Les quatre exemples suivants sont importants pour les applications en physique.
Equation différentielle de Legendre
(1—id*) - f"—2-id-f'+n-(n+1)- f=0 sur |-1,1]
avecn € N .

Le polynome de Legendre de degré n défini par
1 n
P, : L0 [(id*—1)"]

- 2n . pl

est une solution.
Equation différentielle de Hermite
ff=2-id-f'+2-n-f=0 surR

avecn € N .

Le polynome d’Hermite de degré n défini par

H, = (-1)"- et . on [e_i‘ﬂ
est une solution.
Equation différentielle de Laguerre
id-f"+ (1 —id) - f'+n- f=0sur R}

avecn € N .

Le polynome de Laguerre de degré n défini par

Ly =€ 9" [id" e ]
est une solution.
Equation différentielle de Bessel
id*-f"+id-f + (id> —v) - f =0 sur R}

avec v € R, .

Comme solution on a par exemple la fonction de Bessel J, définie par

1.4 ™
(1) ] / cos (t - cos ) - sin® 0 df) =
0

J, =
VT T (v+13

2 G e
AT /0(1 %) cos (t-s) ds .

Pour déterminer une seconde solution linéairement indépendante de I’équation différentielle

linéaire du seconde ordre on peut utiliser la méthode de réduction de D’Alembert, qui revient
a faire I’Ansatz

f=¢-g.
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PROPOSITION  Soient J un intervalle de R , a,b : J — K des fonctions continues, ¢
une solution de l’équation différentielle linéaire homogéne du second ordre

ff+a-f'+b-f=0 (*)

définie sur J , I un intervalle maximal contenu dans J sur lequel on a ¢ #0 et 7€ I .

Alors
t 1 s
it (t) - cexp | — alds: ] —K
fite0- [ e (- [ o)

est une solution linéairement indépendante de ¢ sur I .

On voit immeédiatement que f est solution de (x) si, et seulement si, g est solution de

09" +2-¢4a-p) g =0. (#)

hT::%-exp(—/a):[—JK
2 T

Il est clair que

est une solution # 0 de

donc

est solution de (#x*) . La proposition en découle, car f, := ¢ - g, est évidemment une solution
de (x) et si elle dépendait linéairement de ¢ , on aurait f, = c¢- ¢ avec ¢ € K, donc

gr=c ,ie. h,=g. =0,

ce qui est absurde. 0
EXERCICE 1 On utilise les notations de la proposition. Soit ¢ un zéro de ¢ , i.e. une
extrémité de I . Montrer en utilisant le théoréme d’unicité que

(a) ¢ est strictement monotone, donc change de signe au voisinage de ( .
(b)  fr se prolonge par continuité a ¢ .
(¢)  fr ne s’annule pas en ( .

EXERCICE 2 Soient f,g:J — R des fonctions k-fois dérivables. Démontrer la formule de
dérivation de Leibniz

70 =32 () 70+

En calculant
o2 [(ia2 1) = ot (0 [ (12 1)) = 02 [ (12 1) - (a2 —1)"]

de deux maniéres différentes, montrer que le polynéme de Legendre est solution de I’équation
différentielle de Legendre.
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12.14 Equation différentielle linéaire d’ordre 2 a
coeflicients constants

Nous ’écrirons sous la forme
f”—|—2/€-f’+wg'f:a,

ou k,wg € Ry et a: J — C est une fonction continue. C’est 1’équation différentielle d’un
oscillateur amorti entretenu . On dit que k est le coefficient d’amortissement et wq la fréquence
propre du systéme. Nous verrons que c’est la fréquence de l'oscillation sans amortissement.

Les racines du polynome charactéristique P (u) := p? + 2k - + w? sont

—k £/ k?— Wi

Equation différentielle homogéne  Utilisant les résultats de 12.11, on peut immédiate-
ment citer un systéme fondamental de solutions (¢, p,) sur R . Il nous faut distinguer les
quatre cas suivants :

(a) k=0etwy#0: Oscillation de fréquence propre wy .
©q (t) == coswpt et s, (t) := sinwgt

(b) 0 <k <wp : Oscillation amortie .

kt k

0, (1) :==e " coswt et o, (t):=e " sinwt

de fréquence w := y/wi — k? < wy .

(¢) k =wq: Oscillation apériodique limite .
o, (t) :=e ™ et @, (t):=t-e M.
(d) k> wo : Oscillation apériodique .
o1 () == et e Py (t) := e

avec d == \/k? —w? . Onak+d>0.

Equation différentielle inhomogéne  Nous allons considérer le probléme avec conditions
initiales particulier suivant :

f"+2 - f'+wi-f=a-coswit et f(0)=f(0)=0 (%)
avec 0 <k <wpeta#0.
Commencons par chercher une solution particuliére de la forme
ft)=c-e
de I’équation différentielle
"2k f 4wl f=a-e“. (xx)
Il suffit que 'on ait

c-P(p) et =a-e“t,
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Il nous faut tout d’abord supposer que 'on a
P (iwy) = —w} + 2kw; -i +wi #0,

i.e. que k # 0 ou wy # wp . On obtient alors une solution particuliére de (**) en prenant
a

=1-w; et c:= .
a ! wi — wi + 2kwy -1

Comme les coefficients de (x) sont réels, on en déduit une solution particuliere (seulement
de I’équation différentielle) en posant
a- et a- (W —wi — 2kwy -4) - e

t) :=Re - = Re
fo ) wh — wi + 2kwy - i (W2 — w?)® + (2kw;)?

a .
= (w2 — w2)2 n (21%01)2 . ((wﬁ — w%) - coswit + 2kwq - 81nw1t) .
0 1

La solution de notre probléme avec conditions initiales () est donc

F=fo— fo(0) -y — KD O T (O

w

puisque
pr(0)=1 , ¢ (0)=—k et ¢, (0)=0 , ¢(0)=w.
Les deux cas particuliers suivants sont intéressants :

(a) k=0 et w; # wy . La solution est alors

a
t) = ————= - (coswit — coswpt) =
f() w%_w% ( 1 0)

2a . wo + w1 . Wo — W1
:ﬁ'SIH — .t -sin | —— - ¢ .

Si wi >~ wp , on a battement :

f(t)NL2-sin<

=3
Wp — Wi

Wy — w

= = -t) -sin (wo - t) .
2

L’amplitude ﬁ - sin (% -t) est modulée de grande période.

(b) w1 =wp et k>0.O0n a presque résonnance . La solution est

1 1
fr (t) = % : (— -sinwot — — - e F . sinwt) .
Wo W

Si k est petit, on a w = /w2 — k? ~ wy et 'amplitude o est grande. Pour des temps ¢ proche
de 0 les deux termes se compensent presque et f () est petit, ce qui n’est plus le cas lorsque ¢
est grand, puisque le second terme tend vers 0 .

Comme exemple concret on peut citer la destruction le 7.11.1940 du pont suspendu améri-
cain de Tacoma inauguré le 1.7.1940!
Reste le cas P (iw;) =0 ,i.e. k =0 et w; = wp . On a résonnance . La solution est
a
t) = — -t -sin wot .
£ = 5= :

Dans ce cas I'amplitude diverge avec t .
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Remarquons que par la régle de I’'Hospital, pour tout t € R , on a

f (t) = limk_>0 fk (t) .
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12.15 Théoréme d’existence locale

THEOREME Soit F : D — K" une application continue et localement lipschitzienne en
z définie sur une partie ouverte D de R x K™ .
Le probléme avec condition initiale

ff=F(f) et f(r)=¢
posséde localement une unique solution, i.e. pour tout (1,£) € D , il existe un intervalle [a, D]
tel que T € ]a,b] et une fonction f : [a,b] — K" solution de ce probléme.

Soit V' une voisinage de (7,€) tel que F soit g-lipschitzienne en z dans V', pour un certain
q € R, et que
|F(t,2)| < |F(1,8)|+1=:M pourtout (t,z) €V .

Soit alors [a, b] un intervalle tel que 7 € |a, b| et

D:={(t,2) eERxK"| |[z—¢& <M - |t — 7| pour tout ¢ € [a,b]} CV .
Les hypotheses (i) et (ii) du théoréme de Picard-Lindelsf 12.6 sont évidemment satisfaites.
Remarquons que Y, = {{} . Pour toute fonction continue ¢ : [a,b] — K" telle que Grg C D ,
onag(r)=C¢et

@ (9) (1) =&l =

<M-|t—7| pourtoutt€ la,b] ,

[ e snas

ce qui montre que Gr® (g) C D . Ceci prouve que (iii) est aussi satisfaite, d’ou le résultat,
I'unicité découlant du théoréeme 12.3. 0

COROLLAIRE Pour tout (1,€) € D , il existe une solution mazimale f : J — K" du

probléme avec condition initiale

f/:F(vg) et f(T):£;
i.e. telle que pour toute autre solution g : I — K" de ce probleme, on ait I C J et g = fi; .

Cette solution va dans D d’un bord a lautre, i.e. f (t) ne converge pas dans D lorsque t
tend vers inf J ou sup J . En particulier J est un intervalle ouvert.

On considére I’ensemble S de toute les solutions de ce probléme. Le théoréme montre qu’il
est non-vide. Si g,h € S sont définies sur I, et I, respectivement, le théoréme d’unicité 12.3
montre que g et h coincident sur I, N I;, . Ceci nous permet de définir

f:J::U]g—>K” par f(t) =g (t) sitel,.
ges

Il est clair que J est un intervalle et que f est solution maximale du probléme.

Si (0,() := limy_iuey f (t) existe dans D , alors o = inf J et le théoréme montre que I'on
peut prolonger f , ce qui contredit la maximalité de f . On procéde de la méme maniére pour
sup .JJ , d’oll notre assertion.
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REMARQUE On montre immédiatement que les graphes des solutions maximales de 1’é-
quation différentielle forment une partition de D .
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