Chapitre 16

THEOREME DE FUBINI
ET

CHANGEMENT DE VARIABLES

Dans tout ce qui suit X et Y sont des espaces métriques,
ou plus généralement des espaces topologiques séparés,
1 et v sont des intégrales de Radon sur X et Y respectivement.
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Introduction

Jusqu’a présent nous ne connaissons en fait que les intégrales de Dirac et celle de Lebesgue
(ou plus généralement celles de Lebesgue-Stieltjes) sur R . Notre but dans ce parapraphe est d’en
construire de nouvelles en intégrant des intégrales de Radon. Plus précisément si (“y)er est
une famille convenable d’intégrales de Radon sur X nous allons définir ce que nous appelerons
son intégrale par rapport & une intégrale de Radon v sur Y . Nous écrirons p = [ fy, dv (y) .

Par exemple, nous verrons que

uz/eydu(y) :

formule triviale, mais intuitivement trés appréciée, surtout par les physiciens qui I’exprime en
disant qu’une intégrale est une superposition de masses pontuelles unités. Nous verrons que
'intégrale de Lebesgue A" ™™ sur R"™™ s’écrit

A”*m:/m AL dA™ (y):/n AT AN (z)

ot Ay et A} désignent respectivement I'image de l'intégrale de Lebesgue A" sur R" x {y} et
celle de A™ sur {z} x R™ (cf. exemple 16.1.2). Cette formule exprime le principe de Cavalieri
de décomposition en tranches. Nous verrons également que

)\n:/ )\Sn—l(r) d?’,
0

ol Agn-1 désigne l'intégrale de Lebesgue (“superficielle”) sur la sphére de centre 0 et de rayon
r dans R (cf. exemple 17.4).
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Décomposition d’une intégrale de Radon

16.1 Décomposition d’une intégrale de Radon

DEFINITION Soient p et v des intégrales de Radon sur X et Y respectivement et (/“Ly)er

une famille d’intégrales de Radon sur X , i.e. une application ¥ — M (X) . Nous dirons
que (“y)yey est une décomposition de p par rapport a v et on écrit

u—/ude(y)

si, pour tout s € SK(X) , on a

p )= [y (5) v )

EXEMPLE 1 Pour toute intégrale de Radon p sur X , on a
o= / eydu(y) -

En effet, pour tout s € SK(X) ,onae,(s) =s(y)! O

EXEMPLE 2 Intégrales de Lebesgue et principe de Cavalieri

Soient X C R™ et Y C R™ des ouverts et considérons les intégrales de Lebesgue correspon-
dantes Ay et Ay (cf. 14.7). Pour tout y € Y , il est clair que

K(XxY)—R:p— Ax(p(-y))

est une forme linéaire positive. Elle définit donc une intégrale de Radon Ax, sur X x Y par le
théoréme 14.6. On dit que c’est 'image de Ax dans X x Y par application

Jyirr— (z,y): X — X xY

(cf. 16.6 et 16.7 pour le cas général).
Pour tout s € SK (X xY) ,ona

)\X,y (8) = SUPyek (X xY),p<s /\X,y (@) = SUPyek(X xY),p<s Ax (90 ('7 y))
par définition. D’autre part y — Ax (¢ (+,y)) est une fonction continue par le corollaire 14.7.i
et on vérifie immédiatement qu’elle appartient & K (Y) . Grace au théoréme 14.7 on obtient

alors
Any(w)z/(/w(wy) dAx) dAy (y)
donc

)\XXY (S) = Sup(pélC(XXY),(pgs >\X><Y (90) = SupgoelC(XXY),gogs / (/ ¥ ('7 3/) d)\X> d)\Y (y) =

*

= / *Supwe;c(xm,m Ax (¢ (y) diy (y) = / Axy (8) dAy (y) -
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Décomposition d’une intégrale de Radon 16.1

Ceci finit de prouver que
Axxy = /)\X,y dXy (y) .

On obtient de méme
Axxy = //\x,Y d\x (95) )

ol A,y est 'image de A\y dans X x Y par 'application ,j : y — (z,y): Y — X x Y .

REMARQUE 1 Pour tout s € SK (X x YY), le théoréme 14.4 montre que

S = SUPyei(XxY),p<s P s
donc que

S ('7 y) = SUPyper (X xY),p<s P ('7 y) )
par la propriété de Bourbaki 14.5 on obtient

>\X,y (S) = SUPypek (X xY),p<s >‘X (90 ('a y)) = )‘X (S ('9 y)) :
En particulier, on a

)‘}',y (X XY N X X {y}) = /\X,y (1X><Y\X><{y}) - )\X (0) =0.

On dit que Ay, est portée par X x {y} . Comme ([ ¢ (z,-) Ax (z)) Jest une famille

PER(X YY), p<
filtrante croissante de K (V') , cette formule montre aussi que

Axo (5) = SUD ey o / o (2, ) dhx (z) € SK(Y) .

PROPOSITION  Soit p1 = [, dv (y) une décomposition de y . On a

/*fdu>/*</*fduy) v (y)

pour toute fonction f: X — R .

En effet

[ 7 dn=mtcscin s [ ( /s duy) w> [ ( I duy) v (y) -

THEOREME (Intégrations successives) Soit = [y, dv (y) une décomposition de i .

O

(i)  Sif estune fonction pu-intégrable, alors f est ju,-intégrable pour v-presque tous lesy € Y .
En définissant [ f dp, par 0 en les y ot f n'est pas p,-intégrable, la fonction [ f dug est v-

intégrable et on a
/fduz/(/fduy) v (y) .

Si [ est réelle, alors les fonctions [ f du, et f* f du, sont v-intégrable et on a
[ran=[sde= [ fdn voo..
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16.1 Décomposition d’une intégrale de Radon
(i)  Si A est une partie p-négligeable, alors A est yi,-négligeable pour v-presque tous lesy € Y .

Démonstration de (i) On se raméne immédiatement au cas réel. La proposition nous
permet alors d’écrire

e (oo { 0

</*(/*fduy) )< [ fdu= [ fdu<oc.

Ceci montre que les fonctions [ f dpu, et [ * f dp,, sont v-intégrables et ont méme intégrale par
rapport & v . Elles sont donc finies v-presque partout par le corollaire 15.1.ii et égales v-presque
partout par le théoreme 15.2.iii. Ceci montre que f est p,-intégrable pour v-presque tous les
y € Y . Comme [ f du, = [ f du, v-p.p. , les derniéres assertions découlent du théoréme
15.2.1.

Démonstration de (ii) C’est immédiat par le théoreme 15.1.ii. O

REMARQUE 2 Dans le cas du produit de deux intégrales de Radon, que nous traiterons
en 16.3, ce résultat est le théoréme de Fubini.

EXERCICE Montrer que les intégrales de Lebesgue successives de la fonction
f:10,1] xJ1,00[ — R : (z,y) —s e — 2. ¢~ 2

existent et sont de signe contraire, tandis que celles de |f| sont infinies.
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Théoréeme d’intégrabilité 16.2

16.2 Théoréme d’intégrabilité

Le théoréme précédent donne la possibilité de calculer 'intégrale d’une fonction f par
rapport a p par intégration successive, mais il est nécessaire a priori de savoir que f est pu-
intégrable! D’aprés le critére d’intégrabilité 15.10 f doit étre u-mesurable et elle doit étre pu-
modérée par ’exemple 15.12.1. Nous allons maintenant voir que sous ces hypothéses nécessaires,
on peut ramener la condition de finitude & des intégrations successives.

THEOREME Soient p = fuy dv (y) une décomposition de j et f une fonction réelle ou
complexe p-mesurable et p-modérée sur X . Alors

(i) f est p,-mesurable pour v-presque tous lesy € Y . La fonction [*1f| du, est v-mesurable

et
[ = [ (/*|f| duy> v (y) -

(i) [ est p-intégrable si, et seulement si, f est p-mesurable et

/* </*|f| duy) dv (y) < o0

(111) Soit A une partie p-mesurable et p-modérée. Pour que A soit pu-négligeable, il faut et il
suffit que A soit p,-négligeable pour v-presque tous lesy € Y .

Démonstration de (i) Nous pouvons évidemment supposer que f est réelle et posons
fir=min [max (f,—{-14,),0-14,] ,

ou (A;) est une suite croissante d’ensembles p-intégrables tels que f s’annule hors de | 4, . Ce
sont des fonctions p-intégrables par le critére d’intégrabilité 15.10, puisqu’elle sont p-mesurables
et que

/ il du <1 p(A) < oo

Le théoréme d’intégrations successives montre alors que f; est i, -intégrable, donc y,-mesurable
pour v-presque tous les y € Y . Comme une réunion dénombrable d’ensembles v-négligeables est
v-négligeable, le théoreme 15.8.iv montre que f = limsup, f; est ji,-mesurable pour v-presque
touslesy € Y .

On a |f| = sup,|fi| et |fi] = min(|f],l-1k,) . Par la propriété de Daniell 14.11 et le
théoréeme d’intégrations successives 16.1, on obtient la r-mesurabilité de

[ 151 dne= s, [ 1k,
puis

J it dn= s [ 15t dn = s [ ( [ 1510, ) vt = [([ 101 dw,) vt

Démonstration de (ii) C’est évidente par le critére d’intégrabilité 15.10.
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16.2 Théoréeme d’intégrabilité

Démonstration de (iii) Cela découle de la formule (ii) et du théoréme 15.1.iii. — O

REMARQUE 1 Dans le cas du produit de deux intégrales de Radon que nous traiterons en
16.3, ce théoréme est celui de Tonelli.

REMARQUE 2 La p-mesurabilité sur f ou A ne peut pas étre remplacée par la y, -mesurabi-
lité pour v-presque tous les y € Y (cf. remarque 16.3). Dans le cas d’une intégrale de masses
ponctuelles cela est possible (cf. 16.9).

REMARQUE 3 On peut montrer griace au théoréme 15.9.i que la fonction

u0(8)=/*8du«>

est v-mesurable pour tout s € SK (X) .
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Les théorémes de Fubini et Tonelli 16.3

16.3 Les théorémes de Fubini et Tonelli

Si et v sont des intégrales de Radon sur X et Y respectivement, on peut montrer (cf.
16.11) qu’il existe une intégrale de Radon p®v sur X xY telle que, pour tout s € S (X x Y) |
on ait

nev(s)= [ nlsta) ) = [ vis) dut)
ie.
M®V—/ux,de(y)—/Vz,ydu(fv) :
Les intégrales de Radon iy, et v,y sur X X Y sont respectivement les images de p et v par
les applications
Jyir— (2,y): X — X XY et jryr— (z,y):Y — X xY,
i.e. telles que, pour tout s € S (X X Y) , on ait
pxy () = p(s(y) et vey(s)=wv(s(z,)) .

Pour tout f: X xY — R, on a alors

/fduxy /f ) dp et /fdywy_/f

(cf. proposition 16.9).
Dans I'exemple 16.1.2 nous avons en fait montré, si X et Y sont des ouverts de R" et R™
respectivement, que 'on a

Axxy = Ax @ Ay .

Le théoreme 16.1 sur les intégrations successives devient le

THEOREME (de Fubini) Soit f une fonction réelle ou complexe sur X XY qui soit pQuv-
intégrable.

Alors pour v-presque tous les y € Y respectivement pour ji-presque tous les v € X | les
fonctions f (-,y) et f(x,-) sont u- et v-intégrables. Les fonctions

yH/f ) du etfc%/f

convenablement définies sont alors v- respectivement p-intégrables, et on a

/fdu@u—/(/f:cydu ) /(/fycydy )du(:c).

Le théoréeme d’intégrabilité 16.2 devient le

THEOREME (de Tonelli) Soit f une fonction réelle ou complexe i ® v-modérée sur X x
Y .

(i) Sif est u@v-mesurable, alors pour v-presque tous lesy € Y et p-presque tous lesx € X |
les fonctions f (-,y) et f(x,-) sont respectivement p- et v-mesurables.
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16.3 Les théorémes de Fubini et Tonelli

Les fonctions
y— [ eldn et o [ 17 @) v

sont respectivement v- et p-mesurables et on a

[t aor= [ ([irentane) aw= [ ([ 17w aw)

(i)  En particulier, f est p ® v-intégrable si, et seulement si, f est p ® v-mesurable et

/* </*|f(a:,y)| du(:c)> du(y)_/* (/*\f(a:,y)] dy(y)> dy (z) < oo .

(111) Soit A une partie 1 @ v-mesurable et u ® v-modérée. Pour que A soit |1 & v-négligeable, il
faut et il suffit que A, == {z € X | (z,y) € A} soit u-négligeable pour v-presque tous lesy € Y,
ou bien que ,A:={y €Y | (x,y) € A} soit v-négligeable pour p-presque tous les x € X .

REMARQUE 1 Comme nous ’avons déja signalé dans la remarque 16.2.2 'hypothese de
it @ v-mesurabilité ne peut étre supprimée. En effet on peut construire une fonction

f : [07 1] - [071]
telle que le graphe Gr f C [0, 1]2 ne soit pas A1) ® Ajp,j-mesurable. On a méme

/* </ lary (2,y) dhoy (x)) Do (1) =1,
/* (/ Lars (z,y) dAp (y>> Do () = 0

puisque la coupe au-dessus de x ne contient qu’un point. Il est bien clair que cette fonction ne
peut étre Ap,j-mesurable.

mais

La construction de fonctions p ® v-mesurables passe d’apres le théoréme 15.9.ii par la
construction d’ensembles y1 ® r-négligeables, sans savoir & priori qu’ils sont i ® v-mesurables.
Dans ce cas on pourrait évidemment utiliser le théoreme de Tonelli (iii) !

LEMME Si N C X est une partie p-négligeable et B une partie v-modérée de Y , alors
N X B est u ® v-négligeable.

Par le théoréme 15.7.iv, il existe une suite décroissante (Gy) d’ouverts de X telle que

1
Nc()Gr et p(Gr) <y,

et par la proposition 15.12.i une suite croissante (H;) d’ensembles ouverts v-intégrables de Y
telle que B C |J H; . Puisque 1, <, € SK(X) , on a alors

1 © v (G x Hy) = /*M(lakxm (oy) dv () = /*uw L (y) d () =

=1 (Gp)-v(H) < ~-v(H) ,

| =
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Les théorémes de Fubini et Tonelli 16.3

puis
(p@v) (N x H) < infk%-y(Hl) =0.
Ainsi
(p@v) (N x B) <sup,p®@v* (N x H) =0
par la propriété de Daniell 14.11 . 0

DEFINITION Si f et g sont des fonctions réelles ou complexes sur X et Y respectivement,
on définit la fonction f ® g: X x Y — R (ou C ) par

f@g(x,y):=f(zr)-g(y) pourtout x € XetyeV .

COROLLAIRE Soient f et g des fonctions réelles ou complexes sur X etY respectivement.

(i) Si f et g sont respectivement u- et v-intégrable, alors f @ g est 1 ® v-intégrable et on a

[roamon([ra).(faa).

(i) Si f et g sont respectivement u- et v-mesurable, alors f @ g est pu @ v-mesurable.

Démonstration de (i) Par le théoréme d’approximation 15.6, il existe des suites dé-
croissantes (sy) et (tx) respectivement dans SK (X)) et SK (Y) , ainsi que des ensembles M et
N respectivement - et v-négligeables tels que ponctuellement on ait

f =1limgs, sur CM et g =1limyt, sur CN .

En outre puisque f est p-modérée par 'exemple 15.12.1, il existe un ouvert G' de X qui soit -
modéré et tel que f s’annule hors de GG . 1l existe de méme un ouvert H de Y qui soit v-modéré
et tel que g s’annule hors de H . Par le lemme on en déduit que

(GxH)N[(MxY)U(X xN)]C(MxH)U(GxN)
est u ® v-négligeable, et comme f ® g = limy, (16 ® 1g) - (sx ® t) ponctuellement sur
CeéxY)u (X xCH)U (CM xCN) =
=CGExH)UL[(MxY)UX xN)]=C{GxH)N[(MxY)U(X xN)]},
on obtient
fRg=lmg(l¢ @ 1g) - (sx @tr) pRv-p.p..

Mais les fonctions s ® 1 et 1 ® t; sont s.c.i. , puisque pour tout v € R , on a

{s:. @1 >} ={sp >} xY et {1t >~}=Xx{tx >},
donc

(le®1y) (ks @tk) = (lg@1p) - (sk®1)- (1@ 8) EM (V) .

Le théoreme 15.9.ii montre alors que f ® g € M (u® v) . Nous pouvons ainsi appliquer le
théoréme de Tonelli, ainsi que 'exemple 14.11.2 :

[ edacsy= [ ([ 1@ a0l du)) avt) =
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16.3 Les théorémes de Fubini et Tonelli

- [ ([ r@rac@) lawiaro = ([ ia)- ([ loa) <.

Par le critéere d’intégrabilité 15.10, on en déduit que f ® g est p ® v-intégrable, d’ou la
formule par le théoréme de Fubini en remarquant que g (y) est fini pour v-presque tous les
y € Y . Ceci finit de prouver (i).

Démonstration de (ii) Par le théoréme 15.9.1 il nous suffit de montrer que si C' est une
partie compact de X x Y | alors 1¢ - f ® g est p ® v-mesurable. Comme K := pr, (C) et
L := pr, (C') sont des parties compactes de X et Y respectivement et que

le-f@g=1c-(lx-f®1L-9) ,
il nous suffit de montrer que 1x - f ® 1, - g est p ® v-mesurable. Posons
fr:=min [max (1 - f,—k),k] et gx:=min[max(1;-g,—k),k] .

Ce sont des fonctions p- respectivement v-intégrables, donc fi ® g est u ® v-mesurable par (i).
Finalement, on a f = limy fi p-p.p. et ¢ = limy, gy v-p.p. , donc

f®g=Ilimg fr ® gr 1 v-p.p.

par le lemme, ce qui finit de prouver que f ® g est ; ® v-mesurable. O

EXEMPLE Soient f,g: X — R des fonctions p-mesurables et h : Y — R une fonction
v-mesurable. Alors la partie

A= {(z.y) € X x Y| f(2) < h(y) < g ()}
est ;4 ® v—mesurable, et en posant
Ar={yeY [ [f(z)<h(y) <g(@)},

on a

oy ()= [ V(AL du(a)

En effet
A={f®1<1h<g®1}

et les fonctions f ® 1,1 ® h et ¢ ® 1 sont u ® r-mesurables, d’otl le résultat par le théoréme
de Tonelli (i). O
En particulier, si f,g € L' (u) et f < g, alors I'ensemble

Bi=A{(z,y) e X xR | f(z) <y <g(2)}

est 1 ® A-intégrable et

N ®B) = [gdn- [ 1dn.
En effet
A(By)=g(x)—f(z) eR ppp..
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Les théorémes de Fubini et Tonelli 16.3

EXERCICE 1 Montrer que les intégrales de Lebesgue successives de la fonction
) ﬁ (ZL' ) y) 7é (07 0)
f:]-L1 — R: (z,y) — si
0 (z,y) = (0,0)
existent et coincident, mais que

EXERCICE 2 Montrer que

X

. Esin o T
limp_ e de = —
0 2

en utilisant le théoréme de Fubini et le fait que

o 1
/ e dy=— pourtout x € RY .
0 x

REMARQUE 2 Dans le cadre de l'intégration essentielle le lemme est valable en toute
généralité :

St N C X est une partie localement p-négligeable, alors N x Y est localement p ® v-
négligeable.

Par contre les théorémes de Fubini et Tonelli ne sont valables que si la premiére intégrale
par rapport a laquelle on intégre est modérée. On ne peut donc pas toujours permuter les
intégrations.

L’exercice ci-dessous montre les difficultés que que ’on rencontre.

EXERCICE 3 (Parties localement négligeables dans un produit) Soient
X :=[0,1] x [0, 1]d et o= Ap® #[o,1]d .
(a) Pour tout s € [0,1] , la partie {s} x [0, 1], n’est pas o-négligeable.

(b) La diagonale A C X est fermée, localement o-négligeable, mais pas o-négligeable, chaque
coupe verticale est de #jo 1),-mesure 1 et chaque coupe horizontale A ;-négligeable.
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16.3 Les théorémes de Fubini et Tonelli

(¢) La partie
A=A{((s,t),(u,v)) € X x X |v=s}

est fermée et localement o ®o-négligeable, mais les coupes ne sont pas localement o-négligeables,
bien que o-mesurables.
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Cas de R™ 16.4

16.4 Cas de R"

DEFINITION Nous désignerons par \" I'intégrale de Lebesgue sur R™ .

On a
A=\,
j=1

produit de n copies de l'intégrale de Lebesgue A := Ag sur R et, pour tout n,m € N* |
N =\ N

EXEMPLE 1 Les ensembles dénombrables, ainsi que les hyperplans et les spheres dans R™
sont des ensembles \"-négligeables.

Ces ensembles étant A\"-mesurables, on peut utiliser le théoréme de Tonelli. Dans une dé-
composition adéquate de R™ , du type R” = R"~! x R en ayant au besoin permuté certaines co-
ordonnées, la coupe au-dessus de chaque € R"! étant au plus dénombrable est A-négligeable,
d’ou le résultat. 0

EXEMPLE 2 Soient Q :=10,1[> CR? et s € R. On a Ag = Ajo1{ ® Ao - La fonction

1 —
(T,y)— ——5:Q — Ry
(z +y)
est A\g-intégrable si, et seulement si, on a s < 2 . Dans ce cas, on a

2-1In2 s=1

* 1 .
——d(z,y) = 81

I est clair que cette fonction est Ag-mesurable, puisqu’elle est continue. En outre, par le
théoréeme de Tonelli, on a

* 1 * * * -1
// d(x,y)=/ (/ @y >dx=/ [1n(a:+y)]y dr =
Q Tty o.1f \Jjoar & +y 0,11 y=0

:/ n(z+1)—Inz]dr=2-1In2.
]

0,1]

Sis#1, il vient
y=1

Q*@le)s e ]01[ 10T1[<flfjlr—yf o }(:1{ 113'm+y y=0 o
e MV == K M Pl

_ /]* 1 . [($+ 1)173 _ ZL‘l_S] dr .

0,1[ 1 — S
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16.4 Cas de R™

Sis < 1, il est clair que cette intégrale supérieure est finie. Si s > 1 , on I’écrit sous la
forme

* 1
A)u s—1 (277 — (@ + 1)) da .

Mais comme le second terme est intégrable, cette intégrale supérieure est finie si, et seulement
si, ji; 217 de < oo, e s <2 (cf exercice 14.10). O

EXEMPLE 3 Avec les mémes notations, la fonction

1 —
(x2 +y2)s :Q —>R+

est \g-intégrable si, et seulement si, ona s <1 .

(z,y) —

Elle est évidemment Ag-mesurable. Si s < 1, il vient

//Q*md(x,y)é//;ﬁd(x,y)<oo’

ce qui montre que la condition est suffisante. Réciproquement, si s > 1 on a
//*;d(x y)}//*;d(a: y) =00 .
o (@+y2)” o (x+y™
O

Ce dernier exemple montre les difficultés que 'on rencontre pour calculer explicitement
I'intégrale de fonctions & plusieurs variables. Il est nécessaire de pouvoir faire un changement
simultané de toutes les variables. C’est ce que nous allons traiter dans le numéro suivant.

THEOREME (Intégration par parties) Soient J un intervalle de R , F,G € AC(J) et

a,be J . Alors
b b b
/aFG:[F-G} —/F~8G.

On peut supposer que a < b . On a alors

/abﬁF-G:/ab(?F(S)- [G(a)+/:8G(t) dt] ds =

= [F (b) — FCL] -G (CL) + / {/ 1](175[ (t) - OF (S) <0G (t) d)\]aJ,[ (t)] d)\}a,b[ (S) .
En posant
A:={(s,t) € Ja, b |t < s}t

1](1,5[ (t) =1y (S,t) = 1]25’1)[ (S) .

Par le corollaire 16.3, le théoréme de Tonelli et le théoréme de Fubini, on obtient

/ |:/ ]-]a,s[ (t) - OF (S) <0G (t) d>\}a,b[ (t):| d)\}a,b[ (S) = /1,4 - OF ® oG d/\]a,b[ & )\]a,b[ =
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Cas de R 16.4
:/{/hm@yaF@ymnwde@ﬂd@m@y:lﬂlﬂwﬁg@}aauyuz

:/b[F(b)—F(t)] -0G (t) dt = F (b) - [G (b) — G (a)] —/bF~8G.
Finalement

/%F{%ﬂF@—F@(ﬂ@+F@ﬂG@—Gmﬂi/fim:

_F@yG@—meG@—/%WM}

O
COROLLAIRE OnaF-Ge A(J) et
D(F-G)=0F -G+ F-0G .
Clest immédiat, puisque pour tout ¢,7 € J , on a
(F{»@_uwaﬂﬂ—/%wﬂG+Fﬁ®.
' O

EXERCICE (Théoréme de dérivabilité) Le résultat qui suit généralise le théoreme 15.5.
Soient J un intervalle de R , Y un espace métrique, v une intégrale de Radon sur Y , et

f:JxY —C

une fonction telle que

(a) f(t,-): Y — C est v-intégrable pour tout t € J .

(b)  f(,y):J — C est absolument continue, de dérivée 0 f (-,y) pour v-presque tous les
yey.
()

Pour tout intervalle compact [a,b] C J , la fonction
(t7y> — a1f (Svy) : [aab] xY —C
est A, ® v-intégrable.

Alors 01 f (t,-) est v-intégrable pour presque tout les t € J , et la fonction
/f(-,y) dV(y):tH/f(t,-) dv:J— C

est absolument continue sur J de dérivée

a(/f@wdmw):/&fhwdww-

EXEMPLE 4 Soit (q),cy une énumération de Q . La fonction
foe Z signum (id —qx) - /]id —qx| R_VR
keN 2k - (1 + v |C]k|>
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est absolument continue de dérivée

of = L . L R—R.

ken 28+L . (1 + |Qk‘> [id —gx|

Remarquons que cette dérivée est non-bornée au voisinage de tout point de R .

En effet cette derniére fonction est évidemment A-mesurable et localement A-intégrable,
puisque pour tout intervalle [a,b] de R et tout £ € N | on a

b
signum (id —qz) - \id—qk]] <

’ 1
/az(um)-m |

(Vi Viamal) < LI

1+\/‘ x|

et, par le théoréeme de Beppo Levi

b B b 1 _
L%%%HVE)Wd%_gl%%HMW)Wd%\
gz4+\/|F+\/_

ok+1
keN
En outre
b
/b 1 B signum (id —qx) - /[id —qx| |
o e 281 < |Qk’> VI0id =g ken 2k - <1 + |Qk’>
=f(b) = f(a) ,

ce qu’il fallait démontrer. O

EXEMPLE 5 Utilisant la fonction f de I'exemple précédent, on voit facilement que la fonc-
tion

(t,y) — f(t—y) e¥ :RxR—R
satisfait aux conditions de ’exercice ci-dessus grace a l'invariance par translation de I'intégrale
de Lebesgue (cf. exemple 16.6.1). On a donc

3(/Rf(<>—y)-e‘y2dy> — [oto—p-et iy,

Cet exemple montre que nous avons non-seulement généralisé le théoréme de dérivabilité
15.5 aux fonctions absolument continues, mais aussi affaibli la troisiéme condition. En effet,
pour tout 7 € R et tout voisinage U de 7 , il n’existe aucune fonction A-intégrable g telle

O f(t—id)- e_idQ‘ <g App..

SUP:ey

626 THEOREME DE FUBINI Claude Portenier



Changement de variables 16.5

16.5 Changement de variables

THEOREME Soient X |, Y des ouverts de R" et ® : Y — X un difféomorphisme. Alors
O (|det D®| - A\y) = Ax ,

1.€.

A = [ 1det D ()] - 2oy Ay (1)

D’apres la définition 16.9, cela signifie que, pour tout s € SK(X) , on a

A <s>=/*so<1><y>-|dew<1><y)| Dy (y) -

Mais par le théoréme 14.6 et la propriété de Bourbaki 14.5, il nous suffit de montrer que, pour
tout p € L(X) , on a

/(pd)\X:/goo@-\detD@\ Ay .

La démonstration se fait par récurrence sur n . Si n = 1 , nous savons que

Y:UIk’

ou (Ix) est une suite disjointe au plus dénombrable d’intervalles ouverts, et par suite que

X=Jo@) .

D’autre part ® est sur chaque intervalle I} ou bien strictement croissante, ou bien strictement
décroissante. Comme 1g(s,) - ¢ € (P (Ii)) et 1o, - ¢ # 0 seulement pour un nombre fini de
k , la formule classique de substitution montre que

/QD d)\X = Z/Lp([k) ' d)\qp([k) = Z/l[k . (go e} (I)) . \det D(I)‘ d)\]k =

:/gpocb-|detD<I>\ Dy .

Nous supposons maintenant que la formule est vraie en dimension n — 1 pour tous les difféo-
morphismes et nous allons démontrer en trois étapes que cette formule est vraie en dimension
n.

(A) Supposons tout d’abord que ® est un difféfomorphisme laissant I'une des variables fixe.
Nous pouvons supposer que c’est la premiére, donc que ® est de la forme

(I)(yly"'ayn) = (ylaq)Q(yla"'ayn>7"'7q)n<yl7-'-7yn)) .
Etant donné y; € R , soient

Yy ={geR""| (y,9) €Y} , X, ={ZeR""| (y,5) e X},
et considérons la bijection

(I)y1 3Yy1 —>Xy1 :g'—><@2(ylag)7"'7q)n<y17g)) .
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16.5 Changement de variables

Comme & est contintiment dérivable, i.e. contintiment partiellement dérivable, il en est de méme
de ®,, et on a

1 0 - 0
01(1)2 82(1)2 R OnCIJQ 61(1)2 (y17 ) s an(I)Z (yb )
Do = : : : et Doy, = : :
"o, 0%, ... 0,9, P, (yh ) . 0,0, (yla )

Ceci montre que
det D®y, (7) = det D® (y1,7) # 0 ,

donc que ®,, est un difféomorphisme en dimension n — 1 . Pour tout ¢ € K (Y) C K (R") ,
puisque A" = A ® A"~ | on obtient par le théoréme de Fubini et I’hypothése de récurrence

foo= [( o) =[]
o

Y1

=/(/ wo@(yl,@>-|dew<1><y1,zz>|dg) dy —
R Rn—l

_/¢o¢.|detpq>| Dy

¢ (y1,7) di) dy =

Y1

¢ (41, ©y, (9)) - |[det DD, (7)| d@) dy =

ce qui montre que la formule est vraie dans ce cas.

(B)  Soient ® un difféomorphisme quelconque et n € Y . Comme det D® (1) # 0 , il existe
des indices k,[ tels que 0x®; () # 0 . En permutant les variables yi,...,y, et les fonctions
®q,...,P, , nous pouvons supposer que

On®n (n) # 0 .
Considérons alors I'application
VY — R (5yn) — (5 Pn (0, 4n))
qui est évidemment (partiellement) continiment dérivable. On a

0
DU — 1d : ,
a0, ... 9,0,

donc
det D¥ () = 9,9, () #0 .

Le théoréme de la fonction réciproque 13.2 montre alors qu’il existe un voisinage ouvert V;,
dans Y de 7 tel que ¥ induise un difféomorphisme W, de V, sur le voisinage ouvert W, := ¥ (V)
de ¥ (n) . Remarquons que W, est de la forme décrite en (A). D’autre part

—1
0, =%V, : W, — U, :=®(V,)
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Changement de variables 16.5

est aussi un difféomorphisme de la méme forme, puisque si w = V¥, (¢, y») = (¥, @, (¥, y»)) , on
a w, = P, (,y,) , donc

-1

Oy (1) = @, (¥, (0) ) = 2, () = v

Pour tout ¢ € K (U,) , il vient alors

/ © d\x :/ p o0, |det DO,| dA :/ p o0, -|det DO,| oV, -|det DY, | d\ =
Uy Wi 12

:/ QOOCI)77 . |deth>,7| d)\y 5
Vi

ou &, := 0, 0¥, est le difftomorphisme entre V,, et U, induit par ® .

(C)  Pour tout ¢ € K (X) , il existe par compacité une suite finie (7,,) telle que

supp ¢ C UUnk )

En posant
k—1
A=V N UV et Bii=®(4)
1=0
on obtient

/god)\X:Z/U 1Bk-<pd)\X:Z/V 1a, - (po®,) - |det DD, | dAy =
Nk Nk

:/goo<I>-|detD<I>\ d\y ,

ce qui finit de prouver le théoréme. U

COROLLAIRE (Formule du changement de variables)

(i)  Pour toute fonction f : X — R , on a

/fd/\Xz/foch-|detD<I>|d)\y.

(i)  Une fonction réelle ou compleze f sur X est Ax-intégrable si, et seulement si fo®-|det DP|
est Ay -intégrable. Dans ce dernier cas, on a

/fd)\X_/focI)~|detD<I>| d\y .

(11i) Une fonction réelle ou complexe f sur X est Ax-mesurable, si, et seulement si, f o ® est
Ay -mesurable.

-1
(iv) Pour qu’une partie A C X soit Ax-négligeable, il faut et il suffit que ® (A) soit \y-
négligeable.

Démonstration de (i) Par la proposition 16.1, on a

/fd)\x>/foq>~]detD¢>]d)\y,
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16.5 Changement de variables

ainsi que

* * 1
/fo(I)-|detD<I)| d)\y>/ [fod-|det DB o d -

—1 *
detDCIJ‘ d)\X :/ f d/\X s

-1
puisque ® est un difféeomorphisme de X sur Y et que

det DO = — -
(det D®) o
Démonstration de (ii) C’est immédiat par définition de l'intégrabilité.
Démonstration de (iii) Par le théoréme des intégrations successives 16.1 nous savons

que
Fod-|det DB| : y /fd (det DB (3)] - ca(y)
est Ady-mesurable. Par symmétrie comme dans (i) nous obtenons la réciproque.

Démonstration de (iv) C’est immeédiat par (ii) puisque 1&)1(14) =10 et det DO # 0

partout. [l
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16.6 Exemples

EXEMPLE 1 Soit ® : R” — R" une transformation affine bijective, i.e.
S:xr—Tx+b
avec T' € GLLg (n) et b € R™ .

Pour toute fonction f : R” — R , on a

/*f(y) dy:\detT|-/*f(T:c+b) dx

En particulier 'intégrale de Lebesgue est invariante par transformation orthogonale et transla-
tion, i.e.

/*f(y)dy:/*f(Tx—l—b)da: siTeO([R") ,

et pour tout r € R* , on a
[ rwas=i [ 1) ar

C’est immédiat, puisque D® (z) =T pour tout x € R™ . [

EXEMPLE 2 Soit (v;),_

Pluy, ... v, = {x:Zaj-vj
j=1

le parallélotope (peut-étre dégénéré) construit sur les v; .

,, une suite de vecteurs dans R" . Nous désignerons par

Ogajglpourjzl,...,n}

On a
A (P oy, ... v,]) = |det (v1, ... 0,)] -

En effet, si les v; sont linéairement dépendants, i.e. det (vq,...,,) = 0, le parallélotope
est contenu dans un hyperplan, donc de mesure nulle, ce qui prouve la formule dans ce cas.
Si les v; sont linéairement indépendants, il existe une unique application linéaire bijective
A R" — R” telle que Ae; = v; , ou (e;) désigne la base canonique de R™ . On a alors
A([0,1]") = Plv1,...,v,] , donc

)\n(P[Ul,...,Un]) /lA[OI] )d)\—|detA| /1A 0,1]™) o Ad)\=

_ |detAy-/1[0,1]n i = [det A| = [det (vr, ..., v,)] -
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REMARQUE Les considérations heuristiques suivantes fournissent une justification de la
formule du changement de variables, lorsqu’on connait la formule donnant le volume d’un
parallélotope. Rappelons que, pour tout y € Y et tout h € R™ petit, on peut écrire

O(y+h)=2(y) +De(y)h
(cf. 11.9 et remarque 8.1.3).

On a donc
P (y+[0,e[") =@ (y) + DO (y) ([0,€]") =@ (y) + Ple- DO (y)er,...,e- DO (y) en] ,
donc
AN (P (y+[0,e[") =2 A" (- P[D® (y)er,...,DP(y)e,]) =
=" |det D® (y)| = |det D® (y)| - A" (y + [0, [") .

En considérant une partition approximative (yi + [0,£[") de Y, pour tout ¢ € K (X) , il vient

/so o ® - |det DB| dAy = lim. o Y o ®(y;) - |det DD (y7)] - A" (y; + [0,¢[") =

— im0 37 0 (2 6) - X (@ (5 + [0.20) = [ dhx

puisque (P (y; + [0,£[")) est une partition approximative “tordue” de X .
On dit que |det D®| est 1" élément de volume relatif aux coordonnées curvilignes définies
par @ .

EXEMPLE 3 Coordonnées polaires dans R? .

Nous savons que (cf. exemple 13.2.2)

By :10,00] x =7, 7 — RE\R_ x {0} : (r,p) — ( T'CF’S%O>

7 -Ssin @

est un diffsomorphisme et que det D®, (r,¢) = r . Comme R_ x {0} est une partie \*-
négligeable, la formule du changement de variables prend la forme

//facy (x,y) // fr cosp,r-sing) - r d(r, @) .

10,00[x]—

EXEMPLE 4 Coordonnées polaires dans R? .

Nous savons que 'application (cf. exemple 13.2.3)

p - cosv - cos
®3:]0,00[ x |—m, 7w x | -2, Z[ — R*\R_x {0} xR: (p,0,9) —> | p-cosd-sing
p-sind

est un diffécomorphisme et que det D®3 (p, p, ) = p? - cos? . Puisque R_ x {0} x R est une
partie A*-négligeable, la formule du changement de variables prend la forme

///R:f(m’y’z) d(z,y,2) =
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Exemples 16.6

/// f(p-cost-cosep,p-cost-sing, p-sindd) - p?-cosd(p, p,9) .

10,00[x]—r, 7r[>< -5 g

EXEMPLE 5 Coordonnées polaires dans R" .

Nous savons que I'application (cf. exemple 13.2.4)

®, :10,00[ x |-m, 7 x -2, T [ — R* N R_ x {0} x R"?

PCOSP, ~COSPy 1 eennnnnn. - COS (3 * COS Py
PrCOSP, * e - COS (, + COS (Pg * SIN Py
P COSPy " . - COS (- Sin Py
(D) Pas v ) PrCOSP, * v - sin @,
p-sing,
est un difféomorphisme et que
det D®,, (p, g, ..., 0,) =p" - cos" 2, -cos" P, ;... COS Qg .

Comme application calculons le volume de la boule B" (r) dans R" . On a

N (B (1) =

J0,00[x]—mm[x]-%,2["*
r T n—2 g n n—2 ™
= (/ o dp) (/ d%) . H/ cos’ P iodp; s 2m H2 / sin’ o dp =

En effet les nombres A; := fog sin’ ¢ dyp satisfont d’aprés 9.13 & la relation de récurrence

J 1

+_
§+i-Ajpourtoutj€N.
2

A[) = g ; Al =1 et Aj+2 =
Il n’est pas difficile de vérifier, en utilisant le fait que

F(%) =ym et T(x+1)=2-T (),
que

)

pour tout j € N .
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En outre, on a

0[S

2.
LG

)

n—3

gpn_l~...-cosg03d(<p2’...,gpn) =

~—

e cos" 2, - cos
[n72

J-mm(x|-%.%

Nous verrons ci-dessous (exemple 17.3) que ce nombre est la surface de la spére unité S"!
de R™ .

EXEMPLE 6 Remarquons tout d’abord qu'une fonction f : R® — R (ou C ) est invariante
par rotation (ou par transformation orthogonale) si, et seulement si, il existe une fonction

f:Ry — R (ou C) telle que
f(@) = f(lz]) pour tout z € R™ .

En effet une fonction de cette forme est invariante par toute transformation A € Q,, (R) ,
puisque |Az| = |z| . Réciproquement, il suffit de poser f(r) := f(r-e1), car pour tout x € R" |
il existe une rotation A, € SQ,, (R) telle que = = A, (|x] - 1) - O

Une fonction f : 2 — 7 (|z]) invariante par rotation est A"-intégrable si, et seulement si,

la fonction r —— f (1) - 7"~ 1 est Ajg o[-intégrable. Dans ce cas on a

/f d\" = i{; -/Ooof(r)‘rnldr.

En effet f o ®, = fv‘]om[ ® 1]_7r rx]-2.5[% et f est \'-intégrable si, et seulement si,
fo®, - |det DP,| est \" [n_2—intégrable, d’ou le résultat. O

]U,OO[X]—W7TF[><]_%’%

Pour que la fonction 1lgn(y) - # soit \"-intégrable, il faut et il suffit que l'on ait s < n .
Dans ce cas

V|3

/ 1 2.7
= dx = — -
B (1) 7| (n—s)-T(35)

L 1 _ . .
En effet I'intégrale fo Ti "L dr est convergente si, et seulement si, on a s < n . Dans ce
cas son intégrale est ln . 0

S—

EXERCICE 1 Soit
G::{(x,y)GRQ‘ x,y>0et£+y<4}.

/Gexp (g;i) d(z.y) .

EXERCICE 2 Soient f,g € L' (\) tels que 0 < f < g et
A={(z,y,2) eR?| f(2) <2®+y*<yg(2)} .

Donner une interprétation géométrique de A , puis montrer que A est A*-intégrable et que

)\3(A):7r-</gd)\—/fd)\> .
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EXERCICE 3 Soient 0 < r < R et T C R? le tore plein, obtenu par rotation du disque
K = {(u,0,w) € R* | (u—R)* +w?® < r?}
autour de I'axe des z , i.e.

T:= {(w,y,z) e R3

< x2+y2,0,z> EK} )

Montrer que T est A*-intégrable et que \* (T') = 272 - r? - R de deux maniéres différentes.
Utiliser tout d’abord ’exercice 2, puis des coordonnées polaires adéquates.

EXERCICE 4 Soient R > 0 et
M= {(z,y,2) eR®| 2 +y*> <2 et 2” + 3 + 2> < R?}

Montrer que M est A*-intégrable et calculer son volume.

EXERCICE 5 Soit A une matrice n x n réelle symétrique et définie positive. Calculer

/ e~ (#l42) g

Utiliser (et montrer) qu’il existe une matrice n x n réelle symétrique et définie positive B
telle que B2 = A . Calculer également le volume de 'ellipsoide

E:={zeR"| (2| Azx) <1} .

EXERCICE 6 Déterminer ’ensemble des s € R pour lesquels la fonction

mr—>L$23:R3—>R
(1+ )

est \>-intégrable et calculer son intégrale.

EXERCICE 7 Soit n > 2 . Déterminer I’ensemble des s € R tels que

* 1
= dr < o0.
/IB"(l) (1- |x|2)

EXERCICE 8 Avec les notations de I'exercice 13.2.2, calculer la surface de I’ensemble
E:=0 (]SOD 902[ X ]0,190[) :

EXERCICE 9 Avec les notations de 'exercice 13.2.3, calculer la surface de I’ensemble S
délimitée par les courbes Cy, , Cs, , Dy, , Dy, .

EXERCICE 10 Avec les notations de I'exercice 13.2.4, calculer la surface de I’ensemble S
délimitée par les courbes P,, , P, , Qs , @b, -
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EXERCICE 11 Soient f,g € LL (\") .
(a) Montrer que la fonction

(z,y) — f(r—y) g(y)

Exemples

appartient a L{ (/\2”) , puis que f (z —-) - g € L (\") pour A-presque tous les z .
(b) La premiére partie permet de définir une fonction sur R" , notée f x g, par

fro@i= [Fa=w g dy.
Montrer que f* g € L (\") et [|f *glly < Iflly - llgll, -
()  Soit f =111 - |id|7% et
g=> 2" fl—aq),

keN

ol (gi) est une énumération de Q . Montrer que g € L{ (\) et que

g*Q(Q)Z/g(q—y)-g(y)dyzoo pour tout ¢ € Q .

Peut-on déterminer les z ou g * g () est bien définie ?
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16.7 Famille y~dense de fonctions

Avant de pouvoir donner des conditions permettant d’intégrer une famille (My)er d’inté-
grales de Radon, introduisons la notion technique dont nous aurons besoin.

DEFINITION Soit g une intégrale de Radon sur X . Nous dirons qu'une famille 4 C
SK_ (X) est u-dense si, pour tout s € SK, (X) , on a

% (S) = Supueu,—ués —H (u) .

EXEMPLE Si X est localement compact, alors K_ (X) est p-dense.

C’est immeédiat par le théoreme 14.6 . U

LEMME Si K est une partie compacte de X , alors ’ensemble
{ue SK_(X) | ux est continue}

est j-dense.

Solent s € SK (X) ,r e Rtelsquer < pu(s),t e SK_(X) tel que —t < set —u(t) >r.
Il existe alors une partie compacte L D K telle que ¢ = 0 hors de L . Choisissons ¢ > 0 tel
que —u (t) —e - (L) = r . Puisque L est complétement régulier, pour tout x € L , il existe
fo € C(L) tel que f, =0 horsde {s > —t(z) — £}NL et f, () = —t (z) — £ . On peut supposer
que f, < —t(z) — 5 , donc que f, < s . Comme
U, = {fx +t‘L > —5}

est un voisinage ouvert de x dans L , par compacité il existe x1,...,z; € L tels que
!
L=]Ju, .
j=1

.....

onaug €C(K)etu<t+e,donc

—u(u)}—/lL-(t—l—E) dpu=—pt)—e-pu(L)=r.
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16.8 Intégration d’une famille d’intégrales

Dans ce qui suit, on considére une intégrale de Radon v sur YV et (’uy)yEY une famille

d’intégrales de Radon sur X . Pour tout s € SK (X) , nous écrirons
fo (8) 1y puy (s) 1Y — R,

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une famille (My)er est convenablement v-mesurable si,

pour tout compact L de Y et tout ¢ > 0 , il existe un compact L' C L tel que
(a) v(L~NL)<e.

(b) Il existe une partie U C SK_ (X)) qui soit x1.-dense pour tout 2z € L' et telle que 4, ()1,
soit continue pour tout u € U .

Elle est dite convenablement v-intégrable si elle est convenablement v-mesurable et si, pour
tout © € X , il existe t € SK1 (X) tel que t(z) > 0 et

/*Mo(t) dv < o0 .

EXEMPLE 1 Pour toute intégrale de Radon 4 , la famille (g,), _y est convenablement y-
intégrable.

Cela découle immédiatement du lemme 16.7, en prenant L' = L et en remarquant que
go(u) =u . O

EXEMPLE 2 Si X est localement compact et si, pour tout compact L de Y et tout € > 0 ,
il existe un compact L' C L tel que

v(ILNL)<e et pu, (), est continue pour tout ¢ € K (X) ,

alors (“y)yey est convenablement v-mesurable.

Il suffit de se rappeler 'exemple 16.7 . ([l

EXEMPLE 3 Avec les notations de I'exemple 16.1.2, on vérifie facilement comme ci-dessus
que (Axy),cy €t (Asy),cx sont respectivement convenablement Ay- et Ay-intégrables.

LEMME

(i) Si (M?/)yGY est convenablement v-mesurable, pour tout s € SK (X) la fonction p, (s) est
v-mesurable au sens de Lusin, donc v-mesurable.
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(i) Si (My)er est convenablement v-intégrable, alors pour tout s € SK (X) respectivement
s € SK_(X) , la fonction p, (s) est v-mesurable respectivement v-intégrable. En particulier

sr—>/*,uo(5) dv: SK_(X) — R_

est croissante linéaire.

Démonstration de (i) Avec les notations de la définition, pour tout s € SK, (X) , on
a
228 (S> = Supueu,—ugs — Mo (U) sur L, )

ce qui montre que /., (s)l ., est s.c.i. , d’ol notre assertion par la proposition 15.11 .

Démonstration de (ii) Pour tout s € SK (X)) , il existe par hypothése et la compacité
de {s <0}unt € SK, (X)telque —t < set u(t) = ["p, (t) dv < oo . D’apres (i) les fonctions
o, (t) et p, (t+s) = pg (t) + po () sont v-mesurable, et comme g, (t) est finie v-p.p. par le
corollaire 15.1.ii, on en déduit que p, (s) est v-mesurable en utilisant les théorémes 15.8.iii, et
15.9.ii. En outre, on obtient

o0 < (®)= [ =, () v (0) < [11,(5) dwly) -

Le résultat en découle par le critére d’intégrabilité 15.10 et la proposition 14.10.

REMARQUE 1 Le théoréme de Lusin 15.11 ne permet pas de démontrer la réciproque de
(i), la condition exigeant I’existence de L’ indépendemment des v € U .

DEFINITION 2 Rappelons (cf. définition 15.12) qu’une intégrale de Radon u sur X est dite
modérée si X est p-modéré.

THEOREME Soit (,uy)
sur X . Si

gey une famulle convenablement v-intégrable d’intégrales de Radon

/,u<> (s) dv = /* e, (8) dv pour tout s € SK, (X) , (%)

alors
utz/ude(y)rSH/*uy(S) dv (y) : SK(X) — R

est une intégrale de Radon sur X et (/Ly) est une décomposition de | .

yey
La condition (x) est en particulier satisfaite dans les deux cas suivants :

(i) v est modérée.
(ii) Pour tout s € SK, (X) , la fonction p, (s) est s.c.i.

Si la condition (*) est satisfaite, y est & valeurs dans R par le lemme (ii). En outre pour
tout s € SK(X) , on a

[r i< [utsvsyavs [y ars [T () an-
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:/*,uo(s_) dl/+/*u<>(s+) dyg/*,%(s) dv |

grace a la proposition 14.10.(iv) et au lemme (ii), donc [, p, (s) dv = f i, (s) dv . La propo-
sition 14.10 montre alors que v est croissante et linéaire. Il nous reste a prouver la régularité.
Nous pouvons supposer que s > 0 en remplagant s par s 4+t , en choisissant ¢ comme dans la
démonstration du lemme (ii), car

K (S) + (t) =u (S + t) = SupuESIC(X),—u<5+t —H (U’> )
donc
2 (8> = SupueSlC(X),—ugert —H (U + t) SupuESlC(X) —ugs T H (u) < K (S)

par le lemme 14.6. Ce lemme montre aussi qu'’il suffit, pour tout r € R tel que r < p(s) , de
construire ¢ € SK (X)) tel que —t<set —pu(t)=>r.
Par définition de [, i, (s) dv et puisque g, (s) > 0 , il existe v € SK_ (Y) tel que

o<y (s) et —vv)>r.
Soit L un compact tel que v =0 hors de L et € > 0 tel que
—v(w)—[1+v(L)]-e>r.

Finalement choisissons un compact L' C L tel que v (L~ L") < M7= et une partie U/ de
SK_ (X) qui soit p.-dense pour tout z € L’ et telle que la fonction 4, (), soit continue pour
tout w € U . Comme p, (s) > —v(z) — e , il existe u, € U tel que —u, < s et

= (uz) > —v(2) — €.
Par hypothese, la fonction (—, (u.) 4+ v);;, est s.c.i., donc

U, = {(_,Uo (uz) +0) > _5}

est un voisinage ouvert de z dans L’ . Par compacité de L' , il existe z1,..., 2, € L' tels que
L' C Ule U., . Posons

t:=minj_; _ru,, € SK_(X) .
On a évidemment —¢ < s et, pour tout y € U, ,
THy (1) > THy (UZ]) > —v(y) —e.
Ainsi
—p, (t) = —1p-v—e-1p,

donc

— :/ —u (f 2/(—1L/-v—5-1y)dy:—l/(v)—i—/lL\L/-vdu—s-y(L’)2

> () ol v (LN~ v (L) > v ()~ L4+ (L)) >

Ceci finit de prouver que p est une intégrale de Radon. Vérifions maintenant que la condition
(%) est satisfaite dans les deux cas cités.

Démonstration de (i) Puisque v est modérée, c’est une conséquence de la proposition
15.12.iii.
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Démonstration de (ii) Si pour tout s € SK4 (X) , la fonction i, (s) est s.c.i., la régu-
larité de v et la proposition 14.8 montre que

/ 1o (8) dv = v (11, (8)) = SUDsesic(x),—t<p,(s) —V () = / 1o (8) dv .

*

Le théoréme est donc démontré. O

REMARQUE 2 On peut généraliser les résultats ci-dessus et supprimer la condition (x) en
introduisant la notion d’intégrale supérieure essentielle.
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16.9 Intégration de masses ponctuelles

Soient p : Y — R, une fonction r-mesurable et p : Y — X une application v-mesurable
au sens de Lusin , i.e. telle que pour tout compact L de Y et tout € > 0 , il existe un compact
L' C L tel que

v(LNL')<e et pj est continue.

Nous utiliserons le théoréme de Lusin 15.11 et rappelons que, pour tout y € Y | la fonc-
tionnelle p (y) - €,(,) est une intégrale de Radon sur X (cf. exemple 14.5).

THEOREME (Condition d’intégrabilité) Pour que la famille (p (y) - 5p(y))yey soit con-
venablement v-intégrable, il faut et il suffit que, pour tout x € X | il existe un voisinage ouvert
U de x tel que

/ p~1};1(U)d1/<oo.

La condition est nécessaire. En effet, pour tout x € X | il existe par définition ¢ € SK (X)
tel que ¢ (z) > 0 et [ p(y) - epy (1) dv (y) < oo, et il suffit de poser

U::{t>@}.

Réciproquement, soient L un compact de Y et ¢ > 0 donnés. Il existe alors un compact
L' C L tel que v (L~ L) < ¢ et que p;, , pjrs soient continues. Puisque p (L') est compact, le
lemme 16.7 montre que ’ensemble des v € SK_ (X)) tels que w1y soit continue est p (y) - €p()-
dense pour tout y € L' . Mais comme p - ¢, (u) = p-uop, la fonction

P+ Ep (u)w = P " UO P = P Up(r) © Pl

est continue, ce qui prouve que (p (y) - gp(y))y oy est convenablement v-mesurable. Finalement,

pour tout x € X , si U est comme dans I’hypothése, posons ¢t := 1y . On a t(x) = 1 et
p-tOp:p-l_pl(U) , donc

/p-ep(t)dy:/p-l_pl(U)du<oo.

COROLLAIRE Si la condition d’intégrabilité est satisfaite et si

/p-sopdl/:/ p-sopdv pour tout s € SK, (X) ,

par exemple si
v est modérée
ou bien
p est s.c.i. et p continue,

alors [ p-e,dv est une intégrale de Radon.
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C’est immeédiat par le théoreme 16.8. Dans le second cas il suffit de constater que, pour
tout s € SK, (X) , la fonction

p(0) epe)(s) =p-sop
est s.c.i. par la proposition 14.2. O

DEFINITION On dit que l'intégrale de Radon

p(p-v) = / P (1) - 2 v (9)

est une intégrale de masses ponctuelles .

Pour tout s € SK(X) ,onap-¢,(s) =sop-p, donc

plo-n)(s)= [ soppav

et, quel que soit f: X — R,

/*f d[p(y) - ep)] = For(y) py)

par l'exemple 14.8.3.

Bien que nous allons utiliser le théoréme d’intégrabilité 16.2, I’hypothése de modération
que nous ferrons pourrait étre supprimée en considérant l'intégrale essentielle et en faisant une
autre démonstration.

THEOREME (Critére de mesurabilité et d’intégrabilité) Soit f: X — R (ou C )
une fonction p (p - v)-modérée.

3 our que SOl p - V)-mesuraoie, i jaut et i Sy que op- SOl V-mesuraote. ans
(i) P f soitp(p-v) ble, il faut et il suffit que fop - p soit ble. D

C@CGIS, on a
/Ifldp(p~V)=/ Flop-pdv.

(ii) [ estp(p-v)-intégrable si, et seulement si, f op- p est v-intégrable, et on a

[ravon=[roppar.

(i1i) Pour qu’une partie A de X soit p (p - v)-négligeable, il faut et il suffit que p s’annule v-p.p.
sur p (A) .

En tenant compte du théoréme d’intégrabilité 16.2, il nous suffit de prouver que la condition
dans (i) est suffisante. Pour (iii) il suffit de remarquer que A est p (y) - €,,)-négligeable si, et
seulement si, p(y) € A= p(y) =0.

Supposons donc que f o p- p est v-mesurable. Soient K € (X ) et e > 0.

Utilisant le théoréme 15.7.iv et la v-mesurabilité au sens de Lusin de p , f op- p (théoréme
15.11) et p , on construit une suite disjointe (L) de compacts de Y \ {p = 0} telle que

v (Y\ [{p:O}UULkD —0
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et telle que les applications p,, , fop-py, et p, soient continues. Puisque les p (L) sont
compacts, la partie N := X ~\ |Jp (Lk) est p(p - v) —mesurable. D’apres (iii) elle est p (p - v)-
négligeable, puisque

P n{pA0rc (YU) s o £ 0 =Y N [{p=0rulJ L]

est v-négligeable. Finalement, comme p;, > 0, la fonction fop, = t “(fop- p)‘ 1, est

continue. On en déduit que fj,z,) est continue par le lemme ci-dessous, donc que 1, - f est
p(p - v)-mesurable par la proposition 15.11. Puisque

F=> Lay f plp-v)-pp.,

il en est de méme de f par les théorémes 15.8, iii et iv, et 15.9.ii. 0

LEMME Soient X etY des espaces compacts, Z un espace topologique et p: X — Y wune
application continue surjective. Si f :' Y — Z est une application telle que f op soit continue,
alors f est continue.

Soit F' une partie fermée de Z . On a

FEr=o (3 [ F0])=p@ren ey

-1
et comme [f o p]_l (F) est fermée dans X , donc compacte, la partie f (F') est compacte, donc
fermée dans Y . O

REMARQUE Remarquons qu'un résultat analogue a ce théoréme n’est pas valable dans le
cadre du produit de deux intégrales de Radon comme nous I’avons vu dans la remarque 16.3.

On peut améliorer (i).

PROPOSITION  Pour tout f: X — R , on a
/fdp(p-V)Z/ fop-pdv.

L'inégalitée [* f dp(p-v) > [* fop-p dv découle de la proposition 16.1. Pour démontrer
Pautre inégalité on peut supposer que [~ fop-p dv < oo . Soit t € SK(Y) tel que v (t) < oo
et > fop-p .1l existe un compact L de Y et o € R tels que ¢ > —a -1, . Etant donné
e >0, soit (L) une suite disjointe de compacts de Y ~\ {p = 0} telle que

LoCLx{p=0} . v(L~[{p=0}ULd)< .

V* (Y\ [{p:O}\ULkD ~0

et telle que les applications pr, , t|z, et pjr, solent continues. Sur Ly la fonction /% est continue
et on peut montrer que la fonction s, définie par

(y)

: t
Sk (I) = lnfyeial(m)ﬁLk ;
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est s.c.i. sur X . On a s, € SK (X)) , puisque sx = 0o hors de p (L) , et comme % > fopsur

Ly , on obtient s > f quel que soit k . La fonction g := infy s; est p (p - v)-mesurable > —a et
f<g=g-+g <so-+g".
D’autre part on at > 0 sur {p =0} et t > sy op- p sur Ly , donc
t- > —a- 1 {pm0jure + So—0p-p et tt=gtop-psur {p= O}UULk ,

et en particulier t+ > g" op - p v-p.p. . Par le théoréme de mesurabilité, on obtient finalement
p g op-pv-p.p

*

fdp(p'V)é/*g dp(p'V)é/*SO_dp(p~V)+/*g+dp(p-V)=

:/ SoOp-,OdV—l—/ g+0p-pd1/§6+/tdu+/t+d1/:€+u(t) )
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16.10 Intégrale de Radon image, avec densité et induite

Considérons maintenant quelques cas particulier d’intégrales de masses ponctuelles.

EXEMPLE 1 Image d’une intégrale de Radon

Prenons p = 1 et supposons que v est modérée ou bien que p est continue. L’intégrale de
Radon

p(v) = / oy v ()

sur X s’appelle I’ image de v par p .

La condition d’intégrabilité signifie que p est v-mesurable au sens de Lusin et que, pour
tout x € X , il existe un voisinage ouvert U de x tel que v* (E)l (U )) < 00 . On dit alors que p
est v-propre .

EXEMPLE 2 Intégrale de Radon avec densité

Prenons p = idy : Y — Y et supposons que v est modérée ou bien que p est s.c.i.
L’intégrale de Radon

p‘v:z/p(y)'ede(y)

sur Y est dite de densité p par rapport a v .
La condition d’intégrabilité signifie que p € £110C7R+ (v) et remarquons que I'on peut modifier
p sur un ensemble r-négligeable sans changer p - v .

EXEMPLE 3 Intégrale de Radon induite

Soit X une partie v-mesurable de Y et supposons que v est modérée ou bien que X est
ouverte.

La famille (1x (y) - &),y d’intégrales de Radon sur X , en y ¢ X clest l'intégrale de
Radon 0 , est convenablement v-intégrable, mais 1x (y) - €, est une intégrale de Radon sur Y'!
Pour utiliser la théorie développée précédemmment, choisissons un point xy € X et considérons
I’application

Y ye X
q:Y — X :yr— si
T yeVY X

Elle est v-mesurable au sens de Lusin. En effet, pour tout compact L de Y , les parties
LNX et L~ X sont v-intégrables, d’ou le résultat par le théoreme 15.7.iv. Il est alors clair que
la famille (1y (y) -5q(y))yey satisfait & la condition d’existence 16.9, puisque 1x € Lj, 5, (V) .
Mais cette famille coincide avec (1x (y) - €),., - Bien que ¢ ne soit pas continue, dans le cas
X ouvert, pour tout s € SK (X) , la fonction 1x -€,(s) =1x-soq = 1x - s est s.c.i., et nous
pouvons appliquer le théoréme 16.8.ii.
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Remarquons que, pour toute fonction f: X — R (ou C ) ,onaly-foq= fy,ou fo
désigne le prolongement de f par 0 hors de X .

On dit que l'intégrale de Radon

Vx = / 1x (y) ey dv ()

est induite par v sur X .
On a vy := 0 et, pour tout s € SK(Y) ,

UX(S):/*sody.

La reformulation dans les trois cas particuliers des théorémes d’intégrations successives
16.1, d’intégrabilité 16.2 et de mesurabilité 16.9 est laissée au lecteur.

PROPOSITION Soit X une partie v-mesurable de Y et j : X — Y linjection canonique.
On a alors

j(Vx) = 1X 2
En effet, pour tout s € SK(Y) , on a

j(uX)(s)—/ sojdyx—/ sojoq-lxdy—/ s-lxdv=1x-v(s) .
U

EXEMPLE 4 Si I et J sont des intervalles de R tels que I C J et j : I — J est 'injection
canonique, alors

()\J)I:A[ et ](/\]):1]>\J

Si I et J ont mémes extrémités, alors j (A\;) = Ay .

D’apres le théoréme 14.6, il nous suffit de montrer que

()\J)wc(z) = Arjk(ry -
Mais pour tout ¢ € K (1) , il existe une suite (10,) C K (I°) C K (J) telle que
@o = limy, 1), ponctuellement, |¢,| < cst -1y et [a,b] C 1.

Il vient alors

b
(As); (0) = /% d\; = hmk/wk d\j = hmk/ Py = hmk/wk dA\r = A () -
]

EXEMPLE 5 Soient [ un intervalle de R et ® : I — R une fonction localement absolument
continue (cf. définition 15.19.3 et remarque 15.19.1).

Nous désignerons par [ (a,b) lintervalle compact d’extrémités a,b € I . En général les
intervalles compacts @ (I (a,b)) et I (® (a),P (b)) sont différents!

THEOREME (Reégle de substitution) ,Soit f: ® (I (a,b)) — C .
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51 @ est réelle croissante, alors l'image de OP - A\jqp) par ® est Ao(r(ap)) €t f est Ao(r(ap)-
intégrable si, et seulement si, f o ®- 0P est Ay -intégrable. Dans ce cas on a

o(b) b
/ f(s)ds:/fOQD(t)-a(b(t)dt.
®(a) a

Plus généralement si f o ® -0 est Aj(qp)-intégrable, alors f est 1o(q)ap) - Ao((a,b)-intégrable
ou bien A\ja(a),a 1)) -intégrable) et on a la méme formule.
), (b))~

Nous pouvons supposer que a < b et démontrons tout d’abord la formule pour ¢ €
C (@ ([a,0])) -

Comme 9® € L (Ajz) et que C([a,b]) est dense dans L{ (Ajqy) d’apres le théoréme de
densité 15.15, le théoréme de Riesz-Fischer 15.14 montre qu'il existe une suite (gx) C C ([a, ])
telle que 0P = limy, g5 ponctuellement A, 4-p.p. et [gr| < g pour un certain g € L£! (A[a,b])
Définissons Gy, sur [a, b] par

On a alors

|Gy, (2) / \gr (1) — 0D ()] dt

ce qui montre par le théoréme de Lebesgue, que Gy tend uniformément vers ® sur [a, b] . Mais
par le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral dans sa version élémentaire et en
prolongeant ¢ en une fonction continue bornée sur R , on a

G (b) b
/ go(s)ds:/goon(t)-gk(t)dt,
Gi(a) a

d’ou le résultat, & nouveau par le théoréme de Lebesgue, puisque

limy, ¢ o G, = ¢ o ® ponctuellement et [po Gyl < ||l < oo pour tout k .

La premiere assertion, si ® est croissante, est alors immédiate par le théoréme 19.6, qui
montre que ¢ ((9<I> . )\[a,b]) = Aa([a,p]) » PUis grace aux théorémes de mesurabilité 16.9 et d’in-
tégrabilité 16.2. Ici on a ® ([a,b]) = I (P (a), P (b)) = [P (a),P (b)] , mais ce n’est plus le cas
dans ce qui suit.

Plus généralement, si ® est réelle nous pouvons supposer, en remplagant au besoin ¢ par
—® , que P (a) < D (b) et il vient

@(b)

/ pd (1<1><a>,<1><b> ‘ A@([a,bD) = / “ P dAp(ap) =
P(a

b
_/ o d(t) 0P (t) dt_/goo@-[acb]* dA[a,b]—/<pO<I>~[3<1>]_ dAjap) =

- /(p dd ([8®]+ : A[a,b]) - /cp d® ([3@]_ ‘ A[a,b]) :

pour tout ¢ € C (P ([a,b])) . Ceci montre que
Lo Ae(es) + @ (09 Aoy ) = ([0 o) -

Nous pouvons maintenant démontrer la derniére assertion dans le cas général. Si fo® - 0P
est Ajqp-intégrable, il en est de méme de fo @ - [®]F | donc f o ® est [0D]F - Aa,p-intégrable.
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Le critere d’intégrabilité 16.9.ii montre alors que f est & ([8<I>]i : )\[ayb])-intégrable. Utilisant
I'exercice 14.8.2.b, on en déduit que f est 1oa),a(p) * Ao(jap)-intégrable, puis la formule. - [

COROLLAIRE Soient I et J des intervalles de R et ® : [ — J , G : J — R des
fonctions localement absolument continues. Si ® est monotone, plus généralement si 0G o ®-0P
est localement Aj-intégrable, alors G o @ est localement absolument continue et on a

0(Go®) =0God-9b .

C’est immeédiat. O

REMARQUE Pour plus de détails on peut consulter le livre de N. Bourbaki !2, en particulier
le §6, Images d’une mesure, et les exercices 10 & 16 de ce paragraphe, ainsi que le livre de E.
Hewitt et K. Stromberg '3, §18, Absolutely continuous functions, en particulier les exercices
18.37 et 18.38, ainsi que 20.2 a 20.9.

EXERCICE 1 Soit A une partie p-mesurable de X . Montrer que 14 - LP () = LP (14 - ) ,
en explicitant les applications permettant I'identification.

1a-LP(p) — LP(p) — LP(la-p)

l l l

1a-P(p) — LP(p) — LP(la-p)
Quelle est 'application réciproque de 14 - LP () — LP (14 - ) ?

EXERCICE 2 Soient X ,Y , Z des espaces topologiques séparés, p:Y — X ,qg: X — Z
des applications et v une intégrale de Radon sur Y . Si p est v-propre et ¢ est p (v)-propre,
alors g o p est v-propre et on a gop(v) =q(p(v)) .

EXERCICE 3 Etant donné «, 3 > 0, considérons la fonction F' sur R définie par

- sin 55 t>0
F(t):= si
0 t<0

Montrer que c’est une fonction absolument continue si a > 3, puis pour v > 0 que
id o F-0F = |F|""" - 0F
n’est pas Ajpj-intégrable si v-a < 5.

Ces conditions sont par exemple satisfaites si

1
a=2 , =1 et 725,

12
13

N. Bourbaki, Intégration, Chap. 5, Hermann, Paris, 1967.
E. Hewitt and K. Stromberg, Real and abstract Analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1965.
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16.10 Intégrale de Radon image, avec densité et induite

i.e.

n’est pas Ajp qj-intégrable.
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Produit de deux intégrales de Radon 16.11

16.11 Produit de deux intégrales de Radon

LEMME Pour tout u € SKi (X) etv e SKL (V) , onatu®@ve SK(X xY) .

Pour tout v € R , on a en effet
(U A{u>ofx{ov>8} 0<y

a,3>0,a-B>v

fugv>n}= g

X v <0
et
( 0 0<y
si

U {u>a} x {v>pB} v <0

\ ,3<0,—a-B>y

{~u®v>q}=

REMARQUE Tout s € SK; (X x Y) s’écrit sous la forme
1 k-2k
5:supk2—k-lz_;1{s>21k} ,

{s > 2% étant une partie ouverte de X xY , et tout ouvert de X x Y est réunion d’une famille
filtrante croissante O d’ouverts de la forme

OkaHk

k=1

Pour tout y € Y , 'application
Jy: X — X XY o —(2,y) .
est continue. D’autre part, pour tout (z,z) € X XY |, si V est un voisinage ouvert de z tel que

-1
p(V) < oo, alors V xY est un voisinage ouvert de (z, z) et j, (V. x Y) =V . Ceci montre que
Jy est p-propre et nous permet de définir 'intégrale de Radon sur X x Y

:uX,y = jy (ﬂ) = /E(x,y) d:u (Ji)

(cf. exemple 16.10.1).

PROPOSITION
(i)  Pour toute fonction h: X xY — R , ona hoj, =h(-y) et

[ wu, = [ ntw) o

Louvert X x (Y \ {y}) est ju,-négligeable.
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16.11 Produit de deux intégrales de Radon

(ii) Pourtout f: X — R, ,g:Y — R, etuecSK_(X),veSK_(Y), ona

/*f®gdux,y=</*fdu)-g(y) et pix, (—u®v)=—pu) vy .

(ii1) Soit L un compact de Y et posons
V:i={veSK_(Y) | vy est continue} .
Pour tout y € L , l’ensemble
—SK_(X)@V:={-u®v |lue SK_(X),veV}CSK_(X xY)
est [y ,-dense.
(iv) La famille (ﬂXﬂ)yEY est convenablement v-intégrable.
(v)  Pour tout s € SK (X xY) , la fonction

o ()= [ 50) dn @)

est s.c.1.

Démonstration de (i) C’est évident par la proposition 16.9, mais remarquons que dans
la situation présente la démonstration est triviale. Si u € SK(X) et u > h(-,y) , il suffit de
définir s € SK (X x Y) par s (-,y) = u et oo sinon.

Démonstration de (ii) On a

/*f®g dux,y=/*g(y)-fdu= (/f du) 9 (y)

d’apres I'exemple 14.11.2, ainsi que

iy (Cue) == [ o) uwdn = —p(u) -0 ()

*

Démonstration de (iii) En effet, pour tout s € S, (X xY) , on a
iy ()= [5G =sup {=p(w) [0 € SK(X) | —u<s(0)) <

<sup {—px, (—u®v) [ueSK_(X) ,veV, u®v<s} <y, (s

par le lemme 14.6. On obtient 'avant-derniére inégalité en montrant, pour tout v € SK_ (X)

tel que —u < s (-, y) et p(u) <0, et tout € € |0, —2p (u)[ , quil existe un compact K de X tel

que u < 0 sur K et p(1g-u) < p(u)+ 5, puis un v € V tel qu’en posant § := 2#1(u) , on ait

lg-u®@(1+d)-v<setv(y

) =
En effet, la suite des ensembles compact K : {u < —1} est croissante et de réunion
{u <0} . Ainsi v = inf; 1k, - u , donc p(u) = infl,u(lKl u) et il suffit de prendre K; pour [
assez grand. La fonction s + u® (146) -1, = —u® (14 6) - (—11) est s.c.i. par le lemme et,
pour tout x € K , on a

s(z,y)+u(z)- 1+90)=s(z,y)+u(r)+d-u(r) =0 -u(x)>0.
Soit alors U, x V,, un voisinage ouvert de (z,y) tel que l'on ait

stu®(1+06) -1, >0sur U, x V, .
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Par compacité, il existe un nombre finide z; € K, j =1,...,n, tels que les U, recouvrent K
et considérons V := ﬂ?zl Vz, qui est un voisinage ouvert de y . Choisissons v € C_ (L) tel que
v > —1ly et v(y) = —1 , et dénotons encore par v son prolongement par 0 hors de L . Ainsi
veVet

s—1lg-u®@(1+d0)-v=2s+1lg-u®(1+9) -1y >0.
On en déduit alors que

—pxy (“lx-u®@(1+0)-v) = p(lx-u)- (1+0)-v(y) >

> @3] 040> —pw-e.

Démonstration de (iv) Comme la fonction fiy, (—u ® v);, = —p (u) - v|z est continue,
la famille (MX7y>yEY est convenablement v-mesurable, en utilisant (iii) et en prenant L' = L

quel que soit € > 0 .
D’autre part, pour tout (z,y) € X x Y , si

u€eSKy(X) ,u(x)>0et p(u)<oo,veSKL(Y) ,v(y) >0 et v(v)<oo,
alorsu®@v € SKL (X XY),u®v(z,y) =u(x) v(y) >0et

[ e ar) = [ s =) vio) < oo

Démonstration de (v) Pour tout s € SK, (X) , grace a la remarque, on a

k-2k
1
Hx .o (5) = sup, ok ; Hx .o <1{5>#})
et
Hx o (1{3>2Lk}> =Sup thx . (O) )

ol O est une famille filtrante croissante d’ouvert de la forme O = Uzzl G < Hi . 1l nous
suffit donc de montrer que py , (O) est s.c.i. Soit donc vy € Ret y € Y tel que py, (O) > v et
considérons 'ouvert

yEH

Pour tout 2z € U , on a

px.O)=pn| | Ge|lzp| U Gr|=nx,0)>~,

{k | 2€Hy } {k | yeH}

ce qui prouve que U C { Hx o (0) > 7} , donc que ce dernier ensemble est ouvert. ——— [

Nous pouvons donc appliquer le théoréme 16.8.ii, et poser la

DEFINITION L’intégrale de Radon sur X x Y

PRV = /ux,ydv (v)

s’appelle le produit de p par v .
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Pour tout s € SK (X xY) , on a
M®V(3):/* (/*8(-,?;) du) dv (y) -

EXEMPLE Dans 'exemple 16.1.2, nous avons vu que Axxy = Ax ® Ay .

THEOREME L’application S : Y x X — X XY : (y,x) — (z,y) est v & u-propre et on
a

Sveup =pav,
i.e.
oo [y
o pour tout x € X , on désigne par v,y limage sur X xY de v par ,j:yv+— (z,y) .
En outre, pour tout u € SK4 (X) etve SKi(Y) , ona
p@v(u@v)=puu)- v

et p @ v est modérée si p et v sont modérées.

En effet, par définition on a

~1
vou= [ 8 ) duto) |
puisque

-1
Sogjryr— (z,y)— (y,2) .
D’autre part, pour tout s € SK (X x Y) , on obtient

swon = [ sosawen= [ ([ s@ra)duo = ([rrdu@) o

Il est bien clair, par symétrie, que (v,,y),.y est convenablement j-intégrable.
Par linéarité, car S (X x V) =SK, (X xY)+SK_ (X xY) , et régularité, il nous suffit
de montrer que les intégrales de Radon p ® v et S (v ® p) coincident sur SK4 (X xY) .
Montrons tout d’abord qu’elles sont égales sur SK; (X)®SK, (V) . Pour tout u € SK, (X)
et v € SK; (YY), il vient par 'exemple 14.11.2

(/ux,ydwy)) o) = [, o) doly) = [ a0 drle) =) v )
De méme
(/ux,ydm)) <u®v>—/*yx,y<u®v> du(x)—/*U(x)-V(v) Ayt (2) = o (w) - v (v) -

Elles coincident donc en particulier sur les ensembles ouverts de la forme G x H . Par la remarque
et la propriété de Bourbaki 16.5, il nous suffit de montrer qu’on a égalité sur les ouverts de la
forme | J;_, Gy x Hy, . On procéde par récurrence sur n , le cas n = 1 étant évidemment trivial.
Il suffit alors d’utiliser la formule

lav+1anp =14+ 15,
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avec

n
A=|JGixHy et B=Gpyx Hyp
k=1
en remarquant que

ANB =[Gk N Gpai] X [He N Hysi]
k=1
En effet par I’hypothése de récurrence, on a
pRv((ANB)=Sveu (ANB) ,

et on obtient 1’égalité pour A U B par soustraction si u ® v (AN B) < oo et par monotonie
sinon.

Finalement, par la proposition 15.12.i, il existe des suites (G}) et (Hy) d’ensembles ouverts
[~ respectivement v-intégrables telles que

X:UGk et Y:UHk-

Les ouverts G, x Hy étant i ® v-intégrables, on en déduit que p ® v est modérée. —— [

EXERCICE Soient X,Y, Z des espaces topologiques séparés et 1 , v, 7 des intégrales de
Radon sur X , Y et Z respectivement. Alors on a

(heV)RT=pR(VRT) .

Claude Portenier THEOREME DE FUBINI 655





