
Chapitre 16

THÉORÈME DE FUBINI

ET

CHANGEMENT DE VARIABLES

Dans tout ce qui suit X et Y sont des espaces métriques,
ou plus généralement des espaces topologiques séparés,

� et � sont des intégrales de Radon sur X et Y respectivement.
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Introduction

Jusqu�à présent nous ne connaissons en fait que les intégrales de Dirac et celle de Lebesgue
(ou plus généralement celles de Lebesgue-Stieltjes) sur R . Notre but dans ce parapraphe est d�en
construire de nouvelles en intégrant des intégrales de Radon. Plus précisément si

�
�y
�
y2Y est

une famille convenable d�intégrales de Radon sur X nous allons dé�nir ce que nous appelerons
son intégrale par rapport à une intégrale de Radon � sur Y . Nous écrirons � =

R
�y d� (y) .

Par exemple, nous verrons que

� =

Z
"y d� (y) ,

formule triviale, mais intuitivement très appréciée, surtout par les physiciens qui l�exprime en
disant qu�une intégrale est une superposition de masses pontuelles unités. Nous verrons que
l�intégrale de Lebesgue �n+m sur Rn+m s�écrit

�n+m =

Z
Rm

�ny d�
m (y) =

Z
Rn
�mx d�

n (x) ,

où �ny et �
m
x désignent respectivement l�image de l�intégrale de Lebesgue �n sur Rn � fyg et

celle de �m sur fxg�Rm (cf. exemple 16.1.2). Cette formule exprime le principe de Cavalieri
de décomposition en tranches. Nous verrons également que

�n =

Z 1

0

�Sn�1(r) dr ,

où �Sn�1 désigne l�intégrale de Lebesgue (�super�cielle�) sur la sphère de centre 0 et de rayon
r dans Rn (cf. exemple 17.4).
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Décomposition d�une intégrale de Radon

16.1 Décomposition d�une intégrale de Radon

DEFINITION Soient � et � des intégrales de Radon sur X et Y respectivement et
�
�y
�
y2Y

une famille d�intégrales de Radon sur X , i.e. une application Y �! M+ (X) . Nous dirons
que

�
�y
�
y2Y est une décomposition de � par rapport à � et on écrit

� =

Z
�y d� (y)

si, pour tout s 2 SK (X) , on a

� (s) =

Z �
�y (s) d� (y) .

EXEMPLE 1 Pour toute intégrale de Radon � sur X , on a

� =

Z
"y d� (y) .

En e¤et, pour tout s 2 SK (X) , on a "y (s) = s (y) ! �

EXEMPLE 2 Intégrales de Lebesgue et principe de Cavalieri

Soient X � Rn et Y � Rm des ouverts et considérons les intégrales de Lebesgue correspon-
dantes �X et �Y (cf. 14.7). Pour tout y 2 Y , il est clair que

K (X � Y ) �! R : ' 7�! �X (' (�; y))
est une forme linéaire positive. Elle dé�nit donc une intégrale de Radon �X;y sur X � Y par le
théorème 14.6. On dit que c�est l�image de �X dans X � Y par l�application

jy : x 7�! (x; y) : X �! X � Y

(cf. 16.6 et 16.7 pour le cas général).
Pour tout s 2 SK (X � Y ) , on a

�X;y (s) = sup'2K(X�Y );'6s �X;y (') = sup'2K(X�Y );'6s �X (' (�; y))
par dé�nition. D�autre part y 7�! �X (' (�; y)) est une fonction continue par le corollaire 14.7.i
et on véri�e immédiatement qu�elle appartient à K (Y ) . Grâce au théorème 14.7 on obtient
alors

�X�Y (') =

Z �Z
' (�; y) d�X

�
d�Y (y) ,

donc

�X�Y (s) = sup'2K(X�Y );'6s �X�Y (') = sup'2K(X�Y );'6s

Z �Z
' (�; y) d�X

�
d�Y (y) =

=

Z �
sup'2K(X�Y );'6s �X (' (�; y)) d�Y (y) =

Z �
�X;y (s) d�Y (y) .
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Décomposition d�une intégrale de Radon 16.1

Ceci �nit de prouver que

�X�Y =

Z
�X;y d�Y (y) .

On obtient de même

�X�Y =

Z
�x;Y d�X (x) ,

où �x;Y est l�image de �Y dans X � Y par l�application xj : y 7�! (x; y) : Y �! X � Y .

REMARQUE 1 Pour tout s 2 SK (X � Y ) , le théorème 14.4 montre que

s = sup'2K(X�Y );'6s ' ,

donc que

s (�; y) = sup'2K(X�Y );'6s ' (�; y) ;
par la propriété de Bourbaki 14.5 on obtient

�X;y (s) = sup'2K(X�Y );'6s �X (' (�; y)) = �X (s (�; y)) .
En particulier, on a

��X;y (X � Y rX � fyg) = �X;y
�
1X�YrX�fyg

�
= �X (0) = 0 .

On dit que �X;y est portée par X �fyg . Comme
�R

' (x; �) �X (x)
�
'2K(X�Y );'6sest une famille

�ltrante croissante de K (Y ) , cette formule montre aussi que

�X;� (s) = sup'2K(X�Y );'6s

Z
' (x; �) d�X (x) 2 SK (Y ) .

PROPOSITION Soit � =
R
�y d� (y) une décomposition de � . On aZ �
f d� >

Z ��Z �
f d�y

�
d� (y)

pour toute fonction f : X �! R .

En e¤etZ �
f d� = infs2SK(X);s>f

Z ��Z �
s d�y

�
d� (y) >

Z ��Z �
f d�y

�
d� (y) .

�

THEOREME (Intégrations successives) Soit � =
R
�y d� (y) une décomposition de � .

(i) Si f est une fonction �-intégrable, alors f est �y-intégrable pour �-presque tous les y 2 Y .
En dé�nissant

R
f d�y par 0 en les y où f n�est pas �y-intégrable, la fonction

R
f d�� est �-

intégrable et on a Z
f d� =

Z �Z
f d�y

�
d� (y) .

Si f est réelle, alors les fonctions
R
� f d�� et

R �
f d�� sont �-intégrable et on aZ

f d�� =

Z
�
f d�� =

Z �
f d�� �-p.p. .
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16.1 Décomposition d�une intégrale de Radon

(ii) Si A est une partie �-négligeable, alors A est �y-négligeable pour �-presque tous les y 2 Y .

Démonstration de (i) On se ramène immédiatement au cas réel. La proposition nous
permet alors d�écrire

�1 <

Z
�
f d� 6

Z
�

�Z
�
f d�y

�
d� (y) 6

8<:
R � �R

� f d�y
�
d� (y)R

�
�R �

f d�y
�
d� (y)

9=; 6

6
Z ��Z �

f d�y

�
d� (y) 6

Z �
f d� =

Z
�
f d� <1 .

Ceci montre que les fonctions
R
� f d�� et

R �
f d�� sont �-intégrables et ont même intégrale par

rapport à � . Elles sont donc �nies �-presque partout par le corollaire 15.1.ii et égales �-presque
partout par le théorème 15.2.iii. Ceci montre que f est �y-intégrable pour �-presque tous les
y 2 Y . Comme

R
f d�� =

R �
f d�� �-p.p. , les dernières assertions découlent du théorème

15.2.i.

Démonstration de (ii) C�est immédiat par le théorème 15.1.ii. �

REMARQUE 2 Dans le cas du produit de deux intégrales de Radon, que nous traiterons
en 16.3, ce résultat est le théorème de Fubini.

EXERCICE Montrer que les intégrales de Lebesgue successives de la fonction

f : ]0; 1[� ]1;1[ �! R : (x; y) 7�! e�xy � 2 � e�2xy

existent et sont de signe contraire, tandis que celles de jf j sont in�nies.
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Théorème d�intégrabilité 16.2

16.2 Théorème d�intégrabilité

Le théorème précédent donne la possibilité de calculer l�intégrale d�une fonction f par
rapport à � par intégration successive, mais il est nécessaire à priori de savoir que f est �-
intégrable ! D�après le critère d�intégrabilité 15.10 f doit être �-mesurable et elle doit être �-
modérée par l�exemple 15.12.1. Nous allons maintenant voir que sous ces hypothèses nécessaires,
on peut ramener la condition de �nitude à des intégrations successives.

THEOREME Soient � =
R
�y d� (y) une décomposition de � et f une fonction réelle ou

complexe �-mesurable et �-modérée sur X . Alors

(i) f est �y-mesurable pour �-presque tous les y 2 Y . La fonction
R � jf j d�� est �-mesurable

et Z �
jf j d� =

Z ��Z �
jf j d�y

�
d� (y) .

(ii) f est �-intégrable si, et seulement si, f est �-mesurable etZ ��Z �
jf j d�y

�
d� (y) <1 .

(iii) Soit A une partie �-mesurable et �-modérée. Pour que A soit �-négligeable, il faut et il
su¢ t que A soit �y-négligeable pour �-presque tous les y 2 Y .

Démonstration de (i) Nous pouvons évidemment supposer que f est réelle et posons

fl := min [max (f;�l � 1Al) ; l � 1Al ] ,
où (Al) est une suite croissante d�ensembles �-intégrables tels que f s�annule hors de

S
Al . Ce

sont des fonctions �-intégrables par le critère d�intégrabilité 15.10, puisqu�elle sont �-mesurables
et que Z �

jflj d� 6 l � � (Al) <1 .

Le théorème d�intégrations successives montre alors que fl est �y-intégrable, donc �y-mesurable
pour �-presque tous les y 2 Y . Comme une réunion dénombrable d�ensembles �-négligeables est
�-négligeable, le théorème 15.8.iv montre que f = lim supl fl est �y-mesurable pour �-presque
tous les y 2 Y .

On a jf j = supl jflj et jflj = min (jf j ; l � 1Kl
) . Par la propriété de Daniell 14.11 et le

théorème d�intégrations successives 16.1, on obtient la �-mesurabilité deZ �
jf j d�� = supl

Z �
jflj d�� ,

puisZ �
jf j d� = supl

Z
jflj d� = supl

Z �Z
jflj d�y

�
d� (y) =

Z ��Z �
jf j d�y

�
d� (y) .

Démonstration de (ii) C�est évidente par le critère d�intégrabilité 15.10.
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16.2 Théorème d�intégrabilité

Démonstration de (iii) Cela découle de la formule (ii) et du théorème 15.1.iii. �

REMARQUE 1 Dans le cas du produit de deux intégrales de Radon que nous traiterons en
16.3, ce théorème est celui de Tonelli.

REMARQUE 2 La �-mesurabilité sur f ouA ne peut pas être remplacée par la �y-mesurabi-
lité pour �-presque tous les y 2 Y (cf. remarque 16.3). Dans le cas d�une intégrale de masses
ponctuelles cela est possible (cf. 16.9).

REMARQUE 3 On peut montrer grâce au théorème 15.9.i que la fonction

�� (s) =

Z �
s d��

est �-mesurable pour tout s 2 SK (X) .

616 THÉORÈME DE FUBINI Claude Portenier



Les théorèmes de Fubini et Tonelli 16.3

16.3 Les théorèmes de Fubini et Tonelli

Si � et � sont des intégrales de Radon sur X et Y respectivement, on peut montrer (cf.
16.11) qu�il existe une intégrale de Radon �
� sur X�Y telle que, pour tout s 2 SK (X � Y ) ,
on ait

�
 � (s) =

Z �
� (s (�; y)) d� (y) =

Z �
� (s (x; �)) d� (x) ,

i.e.

�
 � =

Z
�X;y d� (y) =

Z
�x;Y d� (x) .

Les intégrales de Radon �X;y et �x;Y sur X � Y sont respectivement les images de � et � par
les applications

jy : x 7�! (x; y) : X �! X � Y et xj : y 7�! (x; y) : Y �! X � Y ,

i.e. telles que, pour tout s 2 SK (X � Y ) , on ait

�X;y (s) := � (s (�; y)) et �x;Y (s) := � (s (x; �)) .
Pour tout f : X � Y �! R , on a alorsZ �

f d�X;y =

Z �
f (�; y) d� et

Z �
f d�x;Y =

Z �
f (x; �) d�

(cf. proposition 16.9).
Dans l�exemple 16.1.2 nous avons en fait montré, si X et Y sont des ouverts de Rn et Rm

respectivement, que l�on a

�X�Y = �X 
 �Y .

Le théorème 16.1 sur les intégrations successives devient le

THEOREME (de Fubini) Soit f une fonction réelle ou complexe sur X�Y qui soit �
�-
intégrable.

Alors pour �-presque tous les y 2 Y respectivement pour �-presque tous les x 2 X , les
fonctions f (�; y) et f (x; �) sont �- et �-intégrables. Les fonctions

y 7�!
Z
f (�; y) d� et x 7�!

Z
f (x; �) d�

convenablement dé�nies sont alors �- respectivement �-intégrables, et on aZ
f d�
 � =

Z �Z
f (x; y) d� (x)

�
d� (y) =

Z �Z
f (x; y) d� (y)

�
d� (x) .

Le théorème d�intégrabilité 16.2 devient le

THEOREME (de Tonelli) Soit f une fonction réelle ou complexe �
 �-modérée sur X �
Y .

(i) Si f est �
�-mesurable, alors pour �-presque tous les y 2 Y et �-presque tous les x 2 X ,
les fonctions f (�; y) et f (x; �) sont respectivement �- et �-mesurables.
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16.3 Les théorèmes de Fubini et Tonelli

Les fonctions

y 7�!
Z �

jf (�; y)j d� et x 7�!
Z �

jf (x; �)j d�

sont respectivement �- et �-mesurables et on aZ �
jf j d�
 � =

Z ��Z �
jf (x; y)j d� (x)

�
d� (y) =

Z ��Z �
jf (x; y)j d� (y)

�
d� (x) .

(ii) En particulier, f est �
 �-intégrable si, et seulement si, f est �
 �-mesurable etZ ��Z �
jf (x; y)j d� (x)

�
d� (y) =

Z ��Z �
jf (x; y)j d� (y)

�
d� (x) <1 .

(iii) Soit A une partie �
 �-mesurable et �
 �-modérée. Pour que A soit �
 �-négligeable, il
faut et il su¢ t que Ay := fx 2 X j (x; y) 2 Ag soit �-négligeable pour �-presque tous les y 2 Y ,
ou bien que xA := fy 2 Y j (x; y) 2 Ag soit �-négligeable pour �-presque tous les x 2 X .

REMARQUE 1 Comme nous l�avons déjà signalé dans la remarque 16.2.2 l�hypothèse de
�
 �-mesurabilité ne peut être supprimée. En e¤et on peut construire une fonction

f : [0; 1] �! [0; 1]

telle que le graphe Gr f � [0; 1]2 ne soit pas �[0;1] 
 �[0;1]-mesurable. On a mêmeZ ��Z �
1Gr f (x; y) d�[0;1] (x)

�
d�[0;1] (y) = 1 ,

mais Z ��Z �
1Gr f (x; y) d�[0;1] (y)

�
d�[0;1] (x) = 0

puisque la coupe au-dessus de x ne contient qu�un point. Il est bien clair que cette fonction ne
peut être �[0;1]-mesurable.

La construction de fonctions � 
 �-mesurables passe d�après le théorème 15.9.ii par la
construction d�ensembles � 
 �-négligeables, sans savoir à priori qu�ils sont � 
 �-mesurables.
Dans ce cas on pourrait évidemment utiliser le théorème de Tonelli (iii) !

LEMME Si N � X est une partie �-négligeable et B une partie �-modérée de Y , alors
N �B est �
 �-négligeable.

Par le théorème 15.7.iv, il existe une suite décroissante (Gk) d�ouverts de X telle que

N �
\

Gk et � (Gk) 6
1

k
,

et par la proposition 15.12.i une suite croissante (Hl) d�ensembles ouverts �-intégrables de Y
telle que B �

S
Hl . Puisque 1Gk�Hl 2 SK (X) , on a alors

�
 � (Gk �Hl) =

Z �
� (1Gk�Hl (�; y)) d� (y) =

Z �
� (Gk) � 1Hl (y) d� (y) =

= � (Gk) � � (Hl) 6
1

k
� � (Hl) ,
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Les théorèmes de Fubini et Tonelli 16.3

puis

(�
 �)� (N �Hl) 6 infk
1

k
� � (Hl) = 0 .

Ainsi

(�
 �)� (N �B) 6 supl �
 �� (N �Hl) = 0

par la propriété de Daniell 14.11 . �

DEFINITION Si f et g sont des fonctions réelles ou complexes sur X et Y respectivement,
on dé�nit la fonction f 
 g : X � Y �! R (ou C ) par

f 
 g (x; y) := f (x) � g (y) pour tout x 2 X et y 2 Y .

COROLLAIRE Soient f et g des fonctions réelles ou complexes sur X et Y respectivement.

(i) Si f et g sont respectivement �- et �-intégrable, alors f 
 g est �
 �-intégrable et on aZ
f 
 g d�
 � =

�Z
f d�

�
�
�Z

g d�

�
.

(ii) Si f et g sont respectivement �- et �-mesurable, alors f 
 g est �
 �-mesurable.

Démonstration de (i) Par le théorème d�approximation 15.6, il existe des suites dé-
croissantes (sk) et (tk) respectivement dans SK (X) et SK (Y ) , ainsi que des ensembles M et
N respectivement �- et �-négligeables tels que ponctuellement on ait

f = limk sk sur {M et g = limk tk sur {N .

En outre puisque f est �-modérée par l�exemple 15.12.1, il existe un ouvert G de X qui soit �-
modéré et tel que f s�annule hors de G . Il existe de même un ouvert H de Y qui soit �-modéré
et tel que g s�annule hors de H . Par le lemme on en déduit que

(G�H) \ [(M � Y ) [ (X �N)] � (M �H) [ (G�N)

est �
 �-négligeable, et comme f 
 g = limk (1G 
 1H) � (sk 
 tk) ponctuellement sur�
{G� Y

�
[
�
X � {H

�
[
�
{M � {N

�
=

= { (G�H) [ { [(M � Y ) [ (X �N)] = { f(G�H) \ [(M � Y ) [ (X �N)]g ,
on obtient

f 
 g = limk (1G 
 1H) � (sk 
 tk) �
 �-p.p. .

Mais les fonctions sk 
 1 et 1
 tk sont s.c.i. , puisque pour tout  2 R , on a
fsk 
 1 > g = fsk > g � Y et f1
 tk > g = X � ftk > g ,

donc

(1G 
 1H) � (sk 
 tk) = (1G 
 1H) � (sk 
 1) � (1
 tk) 2M (�
 �) .

Le théorème 15.9.ii montre alors que f 
 g 2 M (�
 �) . Nous pouvons ainsi appliquer le
théorème de Tonelli, ainsi que l�exemple 14.11.2 :Z �

jf 
 gj d�
 � =

Z ��Z �
jf (x)j � jg (y)j d� (x)

�
d� (y) =
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16.3 Les théorèmes de Fubini et Tonelli

=

Z ��Z �
jf (x)j d� (x)

�
� jg (y)j d� (y) =

�Z �
jf j d�

�
�
�Z �

jgj d�
�
<1 .

Par le critère d�intégrabilité 15.10, on en déduit que f 
 g est � 
 �-intégrable, d�où la
formule par le théorème de Fubini en remarquant que g (y) est �ni pour �-presque tous les
y 2 Y . Ceci �nit de prouver (i).

Démonstration de (ii) Par le théorème 15.9.i il nous su¢ t de montrer que si C est une
partie compact de X � Y , alors 1C � f 
 g est � 
 �-mesurable. Comme K := pr1 (C) et
L := pr2 (C) sont des parties compactes de X et Y respectivement et que

1C � f 
 g = 1C � (1K � f 
 1L � g) ,

il nous su¢ t de montrer que 1K � f 
 1L � g est �
 �-mesurable. Posons

fk := min [max (1K � f;�k) ; k] et gk := min [max (1L � g;�k) ; k] .

Ce sont des fonctions �- respectivement �-intégrables, donc fk
 gk est �
 �-mesurable par (i).
Finalement, on a f = limk fk �-p.p. et g = limk gk �-p.p. , donc

f 
 g = limk fk 
 gk �
 �-p.p.

par le lemme, ce qui �nit de prouver que f 
 g est �
 �-mesurable. �

EXEMPLE Soient f; g : X �! R des fonctions �-mesurables et h : Y �! R une fonction
�-mesurable. Alors la partie

A := f(x; y) 2 X � Y j f (x) 6 h (y) 6 g (x)g

est �
 ��mesurable, et en posant

Ax := fy 2 Y j f (x) 6 h (y) 6 g (x)g ,

on a

(�
 �)� (A) =

Z �
�� (Ax) d� (x) .

En e¤et

A = ff 
 1 6 1
 h 6 g 
 1g

et les fonctions f 
 1 , 1 
 h et g 
 1 sont � 
 �-mesurables, d�où le résultat par le théorème
de Tonelli (i). �

En particulier, si f; g 2 L1 (�) et f 6 g , alors l�ensemble

B := f(x; y) 2 X � R j f (x) 6 y 6 g (x)g

est �
 �-intégrable et

(�
 �) (B) =

Z
g d��

Z
f d� .

En e¤et

� (Bx) = g (x)� f (x) 2 R �-p.p. .

�
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EXERCICE 1 Montrer que les intégrales de Lebesgue successives de la fonction

f : ]�1; 1[2 �! R : (x; y) 7�!

8<:
xy

(x2+y2)2
(x; y) 6= (0; 0)

si
0 (x; y) = (0; 0)

existent et coïncident, mais que

f =2 L1
�
�](�1;1)[2

�
.

EXERCICE 2 Montrer que

limR!1

Z R

0

sin x

x
dx =

�

2
,

en utilisant le théorème de Fubini et le fait queZ 1

0

e�xy dy =
1

x
pour tout x 2 R�+ .

REMARQUE 2 Dans le cadre de l�intégration essentielle le lemme est valable en toute
généralité :

Si N � X est une partie localement �-négligeable, alors N � Y est localement � 
 �-
négligeable.

Par contre les théorèmes de Fubini et Tonelli ne sont valables que si la première intégrale
par rapport à laquelle on intègre est modérée. On ne peut donc pas toujours permuter les
intégrations.

L�exercice ci-dessous montre les di¢ cultés que que l�on rencontre.

EXERCICE 3 (Parties localement négligeables dans un produit) Soient

X := [0; 1]� [0; 1]d et � := �[0;1] 
#[0;1]d
.

(a) Pour tout s 2 [0; 1] , la partie fsg � [0; 1]d n�est pas �-négligeable.
(b) La diagonale � � X est fermée, localement �-négligeable, mais pas �-négligeable, chaque
coupe verticale est de #[0;1]d

-mesure 1 et chaque coupe horizontale �[0;1]-négligeable.
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(c) La partie

A := f((s; t) ; (u; v)) 2 X �X j v = sg
est fermée et localement �
�-négligeable, mais les coupes ne sont pas localement �-négligeables,
bien que �-mesurables.
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16.4 Cas de Rn

DEFINITION Nous désignerons par �n l�intégrale de Lebesgue sur Rn .

On a

�n =
nN
j=1

� ,

produit de n copies de l�intégrale de Lebesgue � := �R sur R et, pour tout n;m 2 N� ,
�n+m = �n 
 �m .

EXEMPLE 1 Les ensembles dénombrables, ainsi que les hyperplans et les sphères dans Rn
sont des ensembles �n-négligeables.

Ces ensembles étant �n-mesurables, on peut utiliser le théorème de Tonelli. Dans une dé-
composition adéquate de Rn , du type Rn = Rn�1�R en ayant au besoin permuté certaines co-
ordonnées, la coupe au-dessus de chaque x 2 Rn�1 étant au plus dénombrable est �-négligeable,
d�où le résultat. �

EXEMPLE 2 Soient Q := ]0; 1[2 � R2 et s 2 R . On a �Q = �]0;1[ 
 �]0;1[ . La fonction

(x; y) 7�! 1

(x+ y)s
: Q �! R+

est �Q-intégrable si, et seulement si, on a s < 2 . Dans ce cas, on aZZ �

Q

1

(x+ y)s
d (x; y) =

8<:
2 � ln 2 s = 1

si
22�s�2

(1�s)(2�s) s < 2 et s 6= 1
.

Il est clair que cette fonction est �Q-mesurable, puisqu�elle est continue. En outre, par le
théorème de Tonelli, on aZZ �

Q

1

x+ y
d (x; y) =

Z �

]0;1[

�Z �

]0;1[

dy

x+ y

�
dx =

Z �

]0;1[

h
ln (x+ y)

iy=1
y=0

dx =

=

Z �

]0;1[

[ln (x+ 1)� lnx] dx = 2 � ln 2 .

Si s 6= 1 , il vientZZ �

Q

1

(x+ y)s
d (x; y) =

Z �

]0;1[

�Z �

]0;1[

dy

(x+ y)s

�
dx =

Z �

]0;1[

�
1

1� s
� (x+ y)1�s

�y=1
y=0

dx =

=

Z �

]0;1[

1

1� s
�
�
(x+ 1)1�s � x1�s

�
dx .
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Si s < 1 , il est clair que cette intégrale supérieure est �nie. Si s > 1 , on l�écrit sous la
forme Z �

]0;1[

1

s� 1 �
�
x1�s � (x+ 1)1�s

�
dx .

Mais comme le second terme est intégrable, cette intégrale supérieure est �nie si, et seulement
si,
R �
]0;1[

x1�s dx <1 , i.e. s < 2 (cf. exercice 14.10). �

EXEMPLE 3 Avec les mêmes notations, la fonction

(x; y) 7�! 1

(x2 + y2)s
: Q �! R+

est �Q-intégrable si, et seulement si, on a s < 1 .

Elle est évidemment �Q-mesurable. Si s < 1 , il vientZZ �

Q

1

(x2 + y2)s
d (x; y) 6

ZZ �

Q

2

(x+ y)2s
d (x; y) <1 ,

ce qui montre que la condition est su¢ sante. Réciproquement, si s > 1 on aZZ �

Q

1

(x2 + y2)s
d (x; y) >

ZZ �

Q

1

(x+ y)2s
d (x; y) =1 .

�
Ce dernier exemple montre les di¢ cultés que l�on rencontre pour calculer explicitement

l�intégrale de fonctions à plusieurs variables. Il est nécessaire de pouvoir faire un changement
simultané de toutes les variables. C�est ce que nous allons traiter dans le numéro suivant.

THEOREME (Intégration par parties) Soient J un intervalle de R , F;G 2 AC (J) et
a; b 2 J . Alors Z b

a

@F �G =
h
F �G

ib
a
�
Z b

a

F � @G .

On peut supposer que a 6 b . On a alorsZ b

a

@F �G =
Z b

a

@F (s) �
�
G (a) +

Z s

a

@G (t) dt

�
ds =

= [F (b)� Fa] �G (a) +
Z �Z

1]a;s[ (t) � @F (s) � @G (t) d�]a;b[ (t)
�
d�]a;b[ (s) .

En posant

A :=
�
(s; t) 2 ]a; b[2 j t < s

	
,

on a

1]a;s[ (t) = 1A (s; t) = 1]t;b[ (s) .

Par le corollaire 16.3, le théorème de Tonelli et le théorème de Fubini, on obtientZ �Z
1]a;s[ (t) � @F (s) � @G (t) d�]a;b[ (t)

�
d�]a;b[ (s) =

Z
1A � @F 
 @Gd�]a;b[ 
 �]a;b[ =
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=

Z �Z
1]t;b[ (s) � @F (s) � @G (t) d�]a;b[ (s)

�
d�]a;b[ (t) =

Z b

a

�Z b

t

@F (s) ds

�
� @G (t) dt =

=

Z b

a

[F (b)� F (t)] � @G (t) dt = F (b) � [G (b)�G (a)]�
Z b

a

F � @G .

FinalementZ b

a

@F �G = [F (b)� Fa] �G (a) + F (b) � [G (b)�G (a)]�
Z b

a

F � @G =

= F (b) �G (b)� F (a) �G (a)�
Z b

a

F � @G .

�

COROLLAIRE On a F �G 2 A (J) et
@ (F �G) = @F �G+ F � @G .

C�est immédiat, puisque pour tout t; � 2 J , on a

(F �G) (t) = (F �G) (�)�
Z t

�

(@F �G+ F � @G) .

�

EXERCICE (Théorème de dérivabilité) Le résultat qui suit généralise le théorème 15.5.
Soient J un intervalle de R , Y un espace métrique, � une intégrale de Radon sur Y , et

f : J � Y �! C
une fonction telle que

(a) f (t; �) : Y �! C est �-intégrable pour tout t 2 J .
(b) f (�; y) : J �! C est absolument continue, de dérivée @1f (�; y) pour �-presque tous les
y 2 Y .
(c) Pour tout intervalle compact [a; b] � J , la fonction

(t; y) 7�! @1f (s; y) : [a; b]� Y �! C
est �[a;b] 
 �-intégrable.

Alors @1f (t; �) est �-intégrable pour presque tout les t 2 J , et la fonctionZ
f (�; y) d� (y) : t 7�!

Z
f (t; �) d� : J �! C

est absolument continue sur J de dérivée

@

�Z
f (�; y) d� (y)

�
=

Z
@1f (�; y) d� (y) .

EXEMPLE 4 Soit (qk)k2N une énumération de Q . La fonction

f :=
X
k2N

signum (id�qk) �
p
jid�qkj

2k �
�
1 +

p
jqkj
� : R �! R
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est absolument continue de dérivée

@f =
X
k2N

1

2k+1 �
�
1 +

p
jqkj
� � 1p

jid�qkj
: R �! R .

Remarquons que cette dérivée est non-bornée au voisinage de tout point de R .

En e¤et cette dernière fonction est évidemment �-mesurable et localement �-intégrable,
puisque pour tout intervalle [a; b] de R et tout k 2 N , on aZ b

a

1

2
�
1 +

p
jqkj
�
�
p
jid�qkj

=
1

1 +
p
jqkj

�
h
signum (id�qk) �

p
jid�qkj

ib
a
6

6 1

1 +
p
jqkj

�
�p

jb� qkj+
p
ja� qkj

�
6
p
jaj+

p
jbj+ 2

p
jqkj

1 +
p
jqkj

6 4 +
p
jaj+

p
jbj

et, par le théorème de Beppo LeviZ b

a

X
k2N

1

2k+1
�
1 +

p
jqkj
�
�
p
jid�qkj

=
X
k2N

Z b

a

1

2k+1
�
1 +

p
jqkj
�
�
p
jid�qkj

6

6
X
k2N

4 +
p
jaj+

p
jbj

2k+1
<1 .

En outreZ b

a

X
k2N

1

2k+1
�
1 +

p
jqkj
�
�
p
jid�qkj

=
X
k2N

24signum (id�qk) �pjid�qkj
2k �

�
1 +

p
jqkj
�

35b
a

=

= f (b)� f (a) ,

ce qu�il fallait démontrer. �

EXEMPLE 5 Utilisant la fonction f de l�exemple précédent, on voit facilement que la fonc-
tion

(t; y) 7�! f (t� y) � e�y2 : R� R �! R
satisfait aux conditions de l�exercice ci-dessus grâce à l�invariance par translation de l�intégrale
de Lebesgue (cf. exemple 16.6.1). On a donc

@

�Z
R
f (� � y) � e�y2 dy

�
=

Z
R
@1f (� � y) � e�y2 dy .

Cet exemple montre que nous avons non-seulement généralisé le théorème de dérivabilité
15.5 aux fonctions absolument continues, mais aussi a¤aibli la troisième condition. En e¤et,
pour tout � 2 R et tout voisinage U de � , il n�existe aucune fonction �-intégrable g telle

supt2U

���@1f (t� id) � e� id2��� 6 g �-p.p. .
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16.5 Changement de variables

THEOREME Soient X , Y des ouverts de Rn et � : Y �! X un di¤éomorphisme. Alors

� (jdetD�j � �Y ) = �X ,

i.e.

�X =

Z
jdetD� (y)j � "�(y) d�Y (y) .

D�après la dé�nition 16.9, cela signi�e que, pour tout s 2 SK (X) , on a

�X (s) =

Z �
s � � (y) � jdetD� (y)j d�Y (y) .

Mais par le théorème 14.6 et la propriété de Bourbaki 14.5, il nous su¢ t de montrer que, pour
tout ' 2 K (X) , on a Z

' d�X =

Z
' � � � jdetD�j d�Y .

La démonstration se fait par récurrence sur n . Si n = 1 , nous savons que

Y =
[

Ik ,

où (Ik) est une suite disjointe au plus dénombrable d�intervalles ouverts, et par suite que

X =
[
� (Ik) .

D�autre part � est sur chaque intervalle Ik ou bien strictement croissante, ou bien strictement
décroissante. Comme 1�(Ik) � ' 2 K (� (Ik)) et 1�(Ik) � ' 6= 0 seulement pour un nombre �ni de
k , la formule classique de substitution montre queZ

' d�X =
XZ

1�(Ik) � ' d��(Ik) =
XZ

1Ik � (' � �) � jdetD�j d�Ik =

=

Z
' � � � jdetD�j d�Y .

Nous supposons maintenant que la formule est vraie en dimension n�1 pour tous les di¤éo-
morphismes et nous allons démontrer en trois étapes que cette formule est vraie en dimension
n .

(A) Supposons tout d�abord que � est un di¤éomorphisme laissant l�une des variables �xe.
Nous pouvons supposer que c�est la première, donc que � est de la forme

� (y1; : : : ; yn) = (y1;�2 (y1; : : : ; yn) ; : : : ;�n (y1; : : : ; yn)) .

Etant donné y1 2 R , soient
Yy1 :=

�
~y 2 Rn�1

�� (y1; ~y) 2 Y 	 , Xy1 :=
�
~x 2 Rn�1

�� (y1; ~x) 2 X	 ,
et considérons la bijection

�y1 : Yy1 �! Xy1 : ~y 7�! (�2 (y1; ~y) ; : : : ;�n (y1; ~y)) .
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Comme � est continûment dérivable, i.e. continûment partiellement dérivable, il en est de même
de �y1 et on a

D� =

0BB@
1 0 : : : 0

@1�2 @2�2 : : : @n�2
...

...
...

@1�n @2�n : : : @n�n

1CCA et D�y1 =

0@ @1�2 (y1; �) : : : @n�2 (y1; �)
...

...
@1�n (y1; �) : : : @n�n (y1; �)

1A .

Ceci montre que

detD�y1 (~y) = detD� (y1; ~y) 6= 0 ,
donc que �y1 est un di¤éomorphisme en dimension n � 1 . Pour tout ' 2 K (Y ) � K (Rn) ,
puisque �n = �
 �n�1 , on obtient par le théorème de Fubini et l�hypothèse de récurrenceZ

' d�X =

Z
R

�Z
Rn�1

' (x1; ~x) d~x

�
dx1 =

Z
R

 Z
Xy1

' (y1; ~x) d~x

!
dy1 =

=

Z
R

 Z
Yy1

' (y1;�y1 (~y)) � jdetD�y1 (~y)j d~y
!
dy1 =

=

Z
R

�Z
Rn�1

' � � (y1; ~y) � jdetD� (y1; ~y)j d~y
�
dy1 =

=

Z
' � � � jdetD�j d�Y ,

ce qui montre que la formule est vraie dans ce cas.
(B) Soient � un di¤éomorphisme quelconque et � 2 Y . Comme detD� (�) 6= 0 , il existe
des indices k; l tels que @k�l (�) 6= 0 . En permutant les variables y1; : : : ; yn et les fonctions
�1; : : : ;�n , nous pouvons supposer que

@n�n (�) 6= 0 .
Considérons alors l�application

	 : Y �! Rn : (~y; yn) 7�! (~y;�n (~y; yn)) ,

qui est évidemment (partiellement) continûment dérivable. On a

D	 =

0BB@
0

Id
...
0

@1�n : : : @n�n

1CCA ,

donc

detD	(�) = @n�n (�) 6= 0 .

Le théorème de la fonction réciproque 13.2 montre alors qu�il existe un voisinage ouvert V�
dans Y de � tel que 	 induise un di¤éomorphisme 	� de V� sur le voisinage ouvertW� := 	 (V�)
de 	(�) . Remarquons que 	� est de la forme décrite en (A). D�autre part

�� := � �
�1
	� : W� �! U� := � (V�)
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est aussi un di¤éomorphisme de la même forme, puisque si w = 	� (~y; yn) = (~y;�n (~y; yn)) , on
a wn = �n (~y; yn) , donc

��;n (w) = �n

�
�1
	� (w)

�
= �n (~y; yn) = wn .

Pour tout ' 2 K (U�) , il vient alorsZ
U�

' d�X =

Z
W�

' ��� � jdetD��j d� =
Z
V�

' ��� � jdetD��j �	� � jdetD	�j d� =

=

Z
V�

' � �� � jdetD��j d�Y ,

où �� := �� �	� est le di¤éomorphisme entre V� et U� induit par � .
(C) Pour tout ' 2 K (X) , il existe par compacité une suite �nie (�k) telle que

supp' �
[

U�k .

En posant

Ak := V�k r
k�1[
l=0

V�l et Bk := � (Ak) ,

on obtientZ
' d�X =

XZ
U�k

1Bk � ' d�X =
XZ

V�k

1Ak �
�
' � ��k

�
�
��detD��k�� d�Y =

=

Z
' � � � jdetD�j d�Y ,

ce qui �nit de prouver le théorème. �

COROLLAIRE (Formule du changement de variables)

(i) Pour toute fonction f : X �! R , on aZ �
f d�X =

Z �
f � � � jdetD�j d�Y .

(ii) Une fonction réelle ou complexe f surX est �X-intégrable si, et seulement si f���jdetD�j
est �Y -intégrable. Dans ce dernier cas, on aZ

f d�X =

Z
f � � � jdetD�j d�Y .

(iii) Une fonction réelle ou complexe f sur X est �X-mesurable, si, et seulement si, f �� est
�Y -mesurable.

(iv) Pour qu�une partie A � X soit �X-négligeable, il faut et il su¢ t que
�1
� (A) soit �Y -

négligeable.

Démonstration de (i) Par la proposition 16.1, on aZ �
f d�X >

Z �
f � � � jdetD�j d�Y ,
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ainsi queZ �
f � � � jdetD�j d�Y >

Z �
[f � � � jdetD�j] �

�1
� �
����detD�1

�

���� d�X = Z �
f d�X ,

puisque
�1
� est un di¤éomorphisme de X sur Y et que

detD
�1
� =

1

(detD�) �
�1
�

.

Démonstration de (ii) C�est immédiat par dé�nition de l�intégrabilité.

Démonstration de (iii) Par le théorème des intégrations successives 16.1 nous savons
que

f � � � jdetD�j : y 7�!
Z
f d
�
jdetD� (y)j � "�(y)

�
est �Y -mesurable. Par symmétrie comme dans (i) nous obtenons la réciproque.

Démonstration de (iv) C�est immédiat par (ii) puisque 1�1
� (A)

= 1A � � et detD� 6= 0
partout. �
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16.6 Exemples

EXEMPLE 1 Soit � : Rn �! Rn une transformation a¢ ne bijective, i.e.

� : x 7�! Tx+ b

avec T 2 GLR (n) et b 2 Rn .

Pour toute fonction f : Rn �! R , on aZ �
f (y) dy = jdetT j �

Z �
f (Tx+ b) dx .

En particulier l�intégrale de Lebesgue est invariante par transformation orthogonale et transla-
tion, i.e. Z �

f (y) dy =

Z �
f (Tx+ b) dx si T 2 O (Rn) ,

et pour tout r 2 R� , on a Z �
f (y) dy = jrjn �

Z �
f (rx) dx .

C�est immédiat, puisque D� (x) = T pour tout x 2 Rn . �

EXEMPLE 2 Soit (vj)j=1;:::;n une suite de vecteurs dans R
n . Nous désignerons par

P [v1; : : : ; vn] :=

(
x =

nX
j=1

�j � vj

����� 0 6 �j 6 1 pour j = 1; : : : ; n
)

le parallélotope (peut-être dégénéré) construit sur les vj .

On a

�n (P [v1; : : : ; vn]) = jdet (v1; : : : ; vn)j .

En e¤et, si les vj sont linéairement dépendants, i.e. det (v1; : : : ;n ) = 0 , le parallélotope
est contenu dans un hyperplan, donc de mesure nulle, ce qui prouve la formule dans ce cas.
Si les vj sont linéairement indépendants, il existe une unique application linéaire bijective
A : Rn �! Rn telle que Aej = vj , où (ej) désigne la base canonique de Rn . On a alors
A ([0; 1]n) = P [v1; : : : ; vn] , donc

�n (P [v1; : : : ; vn]) =

Z
1A([0;1]n) d� = jdetAj �

Z
1A([0;1]n) � A d� =

= jdetAj �
Z
1[0;1]n d� = jdetAj = jdet (v1; : : : ; vn)j .

�
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REMARQUE Les considérations heuristiques suivantes fournissent une justi�cation de la
formule du changement de variables, lorsqu�on connait la formule donnant le volume d�un
parallélotope. Rappelons que, pour tout y 2 Y et tout h 2 Rn petit, on peut écrire

� (y + h) ' � (y) +D� (y)h

(cf. 11.9 et remarque 8.1.3).

On a donc

� (y + [0; "[n) ' � (y) +D� (y) ([0; "]n) = � (y) + P [" �D� (y) e1; : : : ; " �D� (y) en] ,
donc

�n (� (y + [0; "[n)) ' �n (" � P [D� (y) e1; : : : ; D� (y) en]) =

= "n � jdetD� (y)j = jdetD� (y)j � �n (y + [0; "[n) .
En considérant une partition approximative (y"k + [0; "[

n) de Y , pour tout ' 2 K (X) , il vientZ
' � � � jdetD�j d�Y = lim"!0

X
' � � (y"k) � jdetD� (y"k)j � �n (y"k + [0; "[

n) =

= lim"!0
X

' (� (y"k)) � �n (� (y"k + [0; "[
n)) =

Z
' d�X ,

puisque (� (y"k + [0; "[
n)) est une partition approximative �tordue�de X .

On dit que jdetD�j est l�élément de volume relatif aux coordonnées curvilignes dé�nies
par � .

EXEMPLE 3 Coordonnées polaires dans R2 .

Nous savons que (cf. exemple 13.2.2)

�2 : ]0;1[� ]��; �[ �! R2 rR� � f0g : (r; ') 7�!
�
r � cos'
r � sin'

�
est un di¤éomorphisme et que detD�2 (r; ') = r . Comme R� � f0g est une partie �2-
négligeable, la formule du changement de variables prend la formeZZ �

R2

f (x; y) d (x; y) =

ZZ �

]0;1[�]��;�[

f (r � cos'; r � sin') � r d (r; ') .

EXEMPLE 4 Coordonnées polaires dans R3 .

Nous savons que l�application (cf. exemple 13.2.3)

�3 : ]0;1[� ]��; �[�
�
��
2
; �
2

�
�! R3 rR� � f0g � R : (�; '; #) 7�!

0@ � � cos# � cos'
� � cos# � sin'

� � sin#

1A
est un di¤éomorphisme et que detD�3 (�; '; #) = �2 � cos# . Puisque R� � f0g � R est une
partie �3-négligeable, la formule du changement de variables prend la formeZ Z Z �

R3
f (x; y; z) d (x; y; z) =
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=

Z Z Z �

]0;1[�]��;�[�]��
2
;�
2 [

f (� � cos# � cos'; � � cos# � sin'; � � sin#) � �2 � cos# d (�; '; #) .

EXEMPLE 5 Coordonnées polaires dans Rn .

Nous savons que l�application (cf. exemple 13.2.4)

�n : ]0;1[� ]��; �[�
�
��
2
; �
2

�n�2 �! Rn rR� � f0g � Rn�2

(�; '2; : : : ; 'n) 7�!

0BBBBBBBBB@

� � cos'n � cos'n�1 � : : : : : : : : : � cos'3 � cos'2
� � cos'n � : : : : : : : : : : : : � cos'4 � cos'3 � sin'2
� � cos'n � : : : : : : : : : : : : � cos'4 � sin'3
� � cos'n � : : : : : : : : : : : : � sin'4
...
...
� � sin'n

1CCCCCCCCCA
est un di¤éomorphisme et que

detD�n (�; '2; : : : ; 'n) = �n�1 � cosn�2 'n � cosn�3 'n�1 � : : : � cos '3 .

Comme application calculons le volume de la boule Bn (r) dans Rn . On a

�n (Bn (r)) =

=

Z
� � �
Z

]0;1[�]��;�[�]��
2
;�
2 [
n�2

1]0;r[ (�) � �n�1 � cosn�2 'n � : : : � cos'3 d
�
'2; : : : ; 'n

�
=

=

�Z r

0

�n�1 d�

�
�
�Z �

��
d'2

�
�
n�2Y
j=1

Z �
2

��
2

cosj 'j+2 d'j+2 =
rn

n
� 2� �

n�2Y
j=1

2 �
Z �

2

0

sinj 'd' =

=
rn

n
� 2� �

n�2Y
j=1

�

�
1

2

�
�
�
�
j+1
2

�
�
�
j+2
2

� = �
n
2

�
�
n
2
+ 1
� � rn .

En e¤et les nombres Aj :=
R �

2

0
sinj ' d' satisfont d�après 9.13 à la relation de récurrence

A0 =
�

2
, A1 = 1 et Aj+2 =

j
2
+ 1

2
j
2
+ 1

� Aj pour tout j 2 N .

Il n�est pas di¢ cile de véri�er, en utilisant le fait que

�

�
1

2

�
=
p
� et � (x+ 1) = x � � (x) ,

que

Aj =
1

2
� �
�
1

2

�
�
�
�
j
2
+ 1

2

�
�
�
j
2
+ 1
� pour tout j 2 N .
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En outre, on aZ
� � �
Z

]��;�[�]��
2
;�
2 [
n�2

cosn�2 'n � cosn�3 'n�1 � : : : � cos'3 d
�
'2; : : : ; 'n

�
=
2 � � n

2

�
�
n
2

� .
Nous verrons ci-dessous (exemple 17.3) que ce nombre est la surface de la spère unité Sn�1

de Rn .

EXEMPLE 6 Remarquons tout d�abord qu�une fonction f : Rn �! R (ou C ) est invariante
par rotation (ou par transformation orthogonale) si, et seulement si, il existe une fonctionef : R+ �! R (ou C ) telle que

f (x) = ef (jxj) pour tout x 2 Rn .

En e¤et une fonction de cette forme est invariante par toute transformation A 2 On (R) ,
puisque jAxj = jxj . Réciproquement, il su¢ t de poser ef (r) := f (r � e1) , car pour tout x 2 Rn ,
il existe une rotation Ax 2 SOn (R) telle que x = Ax (jxj � e1) . �

Une fonction f : x 7�! ef (jxj) invariante par rotation est �n-intégrable si, et seulement si,
la fonction r 7�! ef (r) � rn�1 est �]0;1[-intégrable. Dans ce cas on aZ

f d�n =
2 � � n

2

�
�
n
2

� � Z 1

0

ef (r) � rn�1 dr .
En e¤et f � �n = efj]0;1[ 
 1]��;�[�]��

2
;�
2 [
n�2 , et f est �n-intégrable si, et seulement si,

f � �n � jdetD�nj est �n
]0;1[�]��;�[�]��

2
;�
2 [
n�2-intégrable, d�où le résultat. �

Pour que la fonction 1Bn(1) � 1
jidjs soit �

n-intégrable, il faut et il su¢ t que l�on ait s < n .
Dans ce cas Z

Bn(1)

1

jxjs dx =
2 � � n

2

(n� s) � �
�
n
2

� .
En e¤et l�intégrale

R 1
0

1
rs
� rn�1 dr est convergente si, et seulement si, on a s < n . Dans ce

cas son intégrale est 1
s�n . �

EXERCICE 1 Soit

G :=
�
(x; y) 2 R2

�� x; y > 0 et x+ y < 4
	
.

Calculer Z
G

exp

�
y � x

y + x

�
d (x; y) .

EXERCICE 2 Soient f; g 2 L1 (�) tels que 0 6 f 6 g et

A :=
�
(x; y; z) 2 R3

�� f (z) 6 x2 + y2 6 g (z)
	
.

Donner une interprétation géométrique de A , puis montrer que A est �3-intégrable et que

�3 (A) = � �
�Z

g d��
Z
f d�

�
.
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EXERCICE 3 Soient 0 < r < R et T � R3 le tore plein, obtenu par rotation du disque
K :=

�
(u; 0; w) 2 R3

�� (u�R)2 + w2 6 r2
	

autour de l�axe des z , i.e.

T :=
n
(x; y; z) 2 R3

��� �px2 + y2; 0; z
�
2 K

o
.

Montrer que T est �3-intégrable et que �3 (T ) = 2�2 � r2 � R de deux manières di¤érentes.
Utiliser tout d�abord l�exercice 2, puis des coordonnées polaires adéquates.

EXERCICE 4 Soient R > 0 et

M :=
�
(x; y; z) 2 R3

�� x2 + y2 6 2z2 et x2 + y2 + z2 6 R2
	

Montrer que M est �3-intégrable et calculer son volume.

EXERCICE 5 Soit A une matrice n� n réelle symétrique et dé�nie positive. CalculerZ
Rn
e�(xjAx) dx .

Utiliser (et montrer) qu�il existe une matrice n � n réelle symétrique et dé�nie positive B
telle que B2 = A . Calculer également le volume de l�ellipsoïde

E := fx 2 Rn j (xjAx) 6 1g .

EXERCICE 6 Déterminer l�ensemble des s 2 R pour lesquels la fonction

x 7�! x1 � x2
(1 + jxj)s : R

3 �! R

est �3-intégrable et calculer son intégrale.

EXERCICE 7 Soit n > 2 . Déterminer l�ensemble des s 2 R tels queZ �

Bn(1)

1�
1� jxj2

�s dx <1 .

EXERCICE 8 Avec les notations de l�exercice 13.2.2, calculer la surface de l�ensemble

E := � (]'1; '2[� ]0; #0[) .

EXERCICE 9 Avec les notations de l�exercice 13.2.3, calculer la surface de l�ensemble S
délimitée par les courbes Cs1 , Cs2 , Dt1 , Dt2 .

EXERCICE 10 Avec les notations de l�exercice 13.2.4, calculer la surface de l�ensemble S
délimitée par les courbes Pa1 , Pa2 , Qb1 , Qb2 .
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EXERCICE 11 Soient f; g 2 L1C (�n) .

(a) Montrer que la fonction

(x; y) 7�! f (x� y) � g (y)
appartient à L1C

�
�2n
�
, puis que f (x� �) � g 2 L1C (�n) pour �-presque tous les x .

(b) La première partie permet de dé�nir une fonction sur Rn , notée f � g , par

f � g (x) :=
Z
f (x� y) � g (y) dy .

Montrer que f � g 2 L1C (�n) et kf � gk1 6 kfk1 � kgk1 .
(c) Soit f := 1[�1;1] � jidj�

1
2 et

g :=
X
k2N

2�k � f (� � qk) ,

où (qk) est une énumération de Q . Montrer que g 2 L1C (�) et que

g � g (q) =
Z �

g (q � y) � g (y) dy =1 pour tout q 2 Q .

Peut-on déterminer les x où g � g (x) est bien dé�nie ?

636 THÉORÈME DE FUBINI Claude Portenier



Famille �-dense de fonctions 16.7

16.7 Famille �-dense de fonctions

Avant de pouvoir donner des conditions permettant d�intégrer une famille
�
�y
�
y2Y d�inté-

grales de Radon, introduisons la notion technique dont nous aurons besoin.

DEFINITION Soit � une intégrale de Radon sur X . Nous dirons qu�une famille U �
SK� (X) est �-dense si, pour tout s 2 SK+ (X) , on a

� (s) = supu2U ;�u6s�� (u) .

EXEMPLE Si X est localement compact, alors K� (X) est �-dense.

C�est immédiat par le théorème 14.6 . �

LEMME Si K est une partie compacte de X , alors l�ensemble�
u 2 SK� (X)

�� ujK est continue	
est �-dense.

Soient s 2 SK+ (X) , r 2 R tels que r < � (s) , t 2 SK� (X) tel que �t 6 s et �� (t) > r .
Il existe alors une partie compacte L � K telle que t = 0 hors de L . Choisissons " > 0 tel
que �� (t) � " � � (L) > r . Puisque L est complètement régulier, pour tout x 2 L , il existe
fx 2 C (L) tel que fx = 0 hors de

�
s > �t (x)� "

2

	
\L et fx (x) = �t (x)� "

2
. On peut supposer

que fx 6 �t (x)� "
2
, donc que fx 6 s . Comme

Ux :=
�
fx + tjL > �"

	
est un voisinage ouvert de x dans L , par compacité il existe x1; : : : ; xl 2 L tels que

L =
l[

j=1

Uxj .

En dé�nissant u 2 SK� (X) comme le prolongement de �minj=1;:::;l fxj par 0 hors de L ,
on a ujK 2 C (K) et u 6 t+ " , donc

�� (u) > �
Z
1L � (t+ ") d� = �� (t)� " � � (L) > r .

�
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16.8 Intégration d�une famille d�intégrales

Dans ce qui suit, on considère une intégrale de Radon � sur Y et
�
�y
�
y2Y une famille

d�intégrales de Radon sur X . Pour tout s 2 SK (X) , nous écrirons

�� (s) : y 7�! �y (s) : Y �! eR .
DEFINITION 1 Nous dirons qu�une famille

�
�y
�
y2Y est convenablement �-mesurable si,

pour tout compact L de Y et tout " > 0 , il existe un compact L0 � L tel que

(a) � (Lr L0) 6 " .
(b) Il existe une partie U � SK� (X) qui soit �z-dense pour tout z 2 L0 et telle que �� (u)jL0
soit continue pour tout u 2 U .

Elle est dite convenablement �-intégrable si elle est convenablement �-mesurable et si, pour
tout x 2 X , il existe t 2 SK+ (X) tel que t (x) > 0 etZ �

�� (t) d� <1 .

EXEMPLE 1 Pour toute intégrale de Radon � , la famille ("y)y2X est convenablement �-
intégrable.

Cela découle immédiatement du lemme 16.7, en prenant L0 = L et en remarquant que
"� (u) = u . �

EXEMPLE 2 Si X est localement compact et si, pour tout compact L de Y et tout " > 0 ,
il existe un compact L0 � L tel que

� (Lr L0) 6 " et �� (')jL0 est continue pour tout ' 2 K (X) ,

alors
�
�y
�
y2Y est convenablement �-mesurable.

Il su¢ t de se rappeler l�exemple 16.7 . �

EXEMPLE 3 Avec les notations de l�exemple 16.1.2, on véri�e facilement comme ci-dessus
que (�X;y)y2Y et (�x;Y )x2X sont respectivement convenablement �Y - et �X-intégrables.

LEMME

(i) Si
�
�y
�
y2Y est convenablement �-mesurable, pour tout s 2 SK+ (X) la fonction �� (s) est

�-mesurable au sens de Lusin, donc �-mesurable.
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(ii) Si
�
�y
�
y2Y est convenablement �-intégrable, alors pour tout s 2 SK (X) respectivement

s 2 SK� (X) , la fonction �� (s) est �-mesurable respectivement �-intégrable. En particulier

s 7�!
Z �

�� (s) d� : SK� (X) �! R�

est croissante linéaire.

Démonstration de (i) Avec les notations de la dé�nition, pour tout s 2 SK+ (X) , on
a

�� (s) = supu2U ;�u6s��� (u) sur L0 ,

ce qui montre que �� (s)jL0 est s.c.i. , d�où notre assertion par la proposition 15.11 .

Démonstration de (ii) Pour tout s 2 SK (X) , il existe par hypothèse et la compacité
de fs < 0g un t 2 SK+ (X) tel que �t 6 s et � (t) =

R �
�� (t) d� <1 . D�après (i) les fonctions

�� (t) et �� (t+ s) = �� (t) + �� (s) sont �-mesurable, et comme �� (t) est �nie �-p.p. par le
corollaire 15.1.ii, on en déduit que �� (s) est �-mesurable en utilisant les théorèmes 15.8.iii, et
15.9.ii. En outre, on obtient

�1 < �� (t) =
Z
�
��y (t) d� (y) 6

Z
�
�y (s) d� (y) .

Le résultat en découle par le critère d�intégrabilité 15.10 et la proposition 14.10.

REMARQUE 1 Le théorème de Lusin 15.11 ne permet pas de démontrer la réciproque de
(i), la condition exigeant l�existence de L0 indépendemment des u 2 U .

DEFINITION 2 Rappelons (cf. dé�nition 15.12) qu�une intégrale de Radon � sur X est dite
modérée si X est �-modéré.

THEOREME Soit
�
�y
�
y2Y une famille convenablement �-intégrable d�intégrales de Radon

sur X . Si Z
�
�� (s) d� =

Z �
�� (s) d� pour tout s 2 SK+ (X) , (�)

alors

� :=

Z
�y d� (y) : s 7�!

Z �
�y (s) d� (y) : SK (X) �! eR

est une intégrale de Radon sur X et
�
�y
�
y2Y est une décomposition de � .

La condition (�) est en particulier satisfaite dans les deux cas suivants :

(i) � est modérée.
(ii) Pour tout s 2 SK+ (X) , la fonction �� (s) est s.c.i.

Si la condition (�) est satisfaite, � est à valeurs dans eR par le lemme (ii). En outre pour
tout s 2 SK (X) , on aZ

�
�� (s) d� 6

Z �
��
�
s� + s+

�
d� 6

Z �
�� (s�) d� +

Z �
��
�
s+
�
d� =
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=

Z
�
�� (s�) d� +

Z
�
��
�
s+
�
d� 6

Z
�
�� (s) d� ,

grâce à la proposition 14.10.(iv) et au lemme (ii), donc
R
� �� (s) d� =

R �
�� (s) d� . La propo-

sition 14.10 montre alors que � est croissante et linéaire. Il nous reste à prouver la régularité.
Nous pouvons supposer que s > 0 en remplaçant s par s + t , en choisissant t comme dans la
démonstration du lemme (ii), car

� (s) + � (t) = � (s+ t) = supu2SK(X);�u6s+t�� (u) ,

donc

� (s) = supu2SK(X);�u6s+t�� (u+ t) 6 supu2SK(X);�u6s�� (u) 6 � (s)

par le lemme 14.6. Ce lemme montre aussi qu�il su¢ t, pour tout r 2 R tel que r < � (s) , de
construire t 2 SK (X) tel que �t 6 s et �� (t) > r .

Par dé�nition de
R
� �� (s) d� et puisque �� (s) > 0 , il existe v 2 SK� (Y ) tel que

�v 6 �� (s) et � � (v) > r .

Soit L un compact tel que v = 0 hors de L et " > 0 tel que

�� (v)� [1 + � (L)] � " > r .

Finalement choisissons un compact L0 � L tel que � (Lr L0) 6 "
kvk1 et une partie U de

SK� (X) qui soit �z-dense pour tout z 2 L0 et telle que la fonction �� (u)jL0 soit continue pour
tout u 2 U . Comme �z (s) > �v (z)� " , il existe uz 2 U tel que �uz 6 s et

��z (uz) > �v (z)� " .

Par hypothèse, la fonction (��� (uz) + v)jL0 est s.c.i. , donc

Uz :=
n
(��� (uz) + v)jL0 > �"

o
est un voisinage ouvert de z dans L0 . Par compacité de L0 , il existe z1; : : : ; zk 2 L0 tels que
L0 �

Sk
j=1 Uzj . Posons

t := minj=1;:::;k uzj 2 SK� (X) .

On a évidemment �t 6 s et, pour tout y 2 Uzj ,

��y (t) > ��y
�
uzj
�
> �v (y)� " .

Ainsi

��� (t) > �1L0 � v � " � 1L0 ,

donc

�� (t) =
Z �

��� (f) d� >
Z
(�1L0 � v � " � 1L0) d� = �� (v) +

Z
1LrL0 � v d� � " � � (L0) >

> �� (v)� kvk1 � � (Lr L0)� " � � (L) > �� (v)� [1 + � (L)] � " > r .

Ceci �nit de prouver que � est une intégrale de Radon. Véri�ons maintenant que la condition
(�) est satisfaite dans les deux cas cités.
Démonstration de (i) Puisque � est modérée, c�est une conséquence de la proposition
15.12.iii.
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Démonstration de (ii) Si pour tout s 2 SK+ (X) , la fonction �� (s) est s.c.i., la régu-
larité de � et la proposition 14.8 montre queZ �

�� (s) d� = � (�� (s)) = supt2SK(X);�t6��(s)�� (t) =
Z
�
�� (s) d� .

Le théorème est donc démontré. �

REMARQUE 2 On peut généraliser les résultats ci-dessus et supprimer la condition (�) en
introduisant la notion d�intégrale supérieure essentielle.
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16.9 Intégration de masses ponctuelles

Soient � : Y �! R+ une fonction �-mesurable et p : Y �! X une application �-mesurable
au sens de Lusin , i.e. telle que pour tout compact L de Y et tout " > 0 , il existe un compact
L0 � L tel que

� (Lr L0) 6 " et pjL0 est continue.

Nous utiliserons le théorème de Lusin 15.11 et rappelons que, pour tout y 2 Y , la fonc-
tionnelle � (y) � "p(y) est une intégrale de Radon sur X (cf. exemple 14.5).

THEOREME (Condition d�intégrabilité) Pour que la famille
�
� (y) � "p(y)

�
y2Y soit con-

venablement �-intégrable, il faut et il su¢ t que, pour tout x 2 X , il existe un voisinage ouvert
U de x tel que Z �

� � 1�1
p (U)

d� <1 .

La condition est nécessaire. En e¤et, pour tout x 2 X , il existe par dé�nition t 2 SK+ (X)
tel que t (x) > 0 et

R �
� (y) � "p(y) (t) d� (y) <1 , et il su¢ t de poser

U :=

�
t >

t (x)

2

�
.

Réciproquement, soient L un compact de Y et " > 0 donnés. Il existe alors un compact
L0 � L tel que � (Lr L0) 6 " et que �jL0 , pjL0 soient continues. Puisque p (L

0) est compact, le
lemme 16.7 montre que l�ensemble des u 2 SK� (X) tels que ujp(L0) soit continue est � (y) �"p(y)-
dense pour tout y 2 L0 . Mais comme � � "p (u) = � � u � p , la fonction

� � "p (u)jL0 = �jL0 � u � pjL0 = �jL0 � ujp(L0) � pjL0

est continue, ce qui prouve que
�
� (y) � "p(y)

�
y2Y est convenablement �-mesurable. Finalement,

pour tout x 2 X , si U est comme dans l�hypothèse, posons t := 1U . On a t (x) = 1 et
� � t � p = � � 1�1

p (U)
, donc Z �

� � "p (t) d� =
Z �

� � 1�1
p (U)

d� <1 .

�

COROLLAIRE Si la condition d�intégrabilité est satisfaite et siZ
�
� � s � p d� =

Z �
� � s � p d� pour tout s 2 SK+ (X) ,

par exemple si

� est modérée

ou bien

� est s.c.i. et p continue,

alors
R
� � "p d� est une intégrale de Radon.
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C�est immédiat par le théorème 16.8. Dans le second cas il su¢ t de constater que, pour
tout s 2 SK+ (X) , la fonction

� (�) � "p(�) (s) = � � s � p
est s.c.i. par la proposition 14.2. �

DEFINITION On dit que l�intégrale de Radon

p (� � �) :=
Z
� (y) � "p(y) d� (y)

est une intégrale de masses ponctuelles .

Pour tout s 2 SK (X) , on a � � "p (s) = s � p � � , donc

p (� � �) (s) =
Z �

s � p � � d�

et, quel que soit f : X �! R ,

Z �
f d

�
� (y) � "p(y)

�
= f � p (y) � � (y)

par l�exemple 14.8.3.
Bien que nous allons utiliser le théorème d�intégrabilité 16.2, l�hypothèse de modération

que nous ferrons pourrait être supprimée en considérant l�intégrale essentielle et en faisant une
autre démonstration.

THEOREME (Critère de mesurabilité et d�intégrabilité) Soit f : X �! R (ou C )
une fonction p (� � �)-modérée.

(i) Pour que f soit p (� � �)-mesurable, il faut et il su¢ t que f � p � � soit �-mesurable. Dans
ce cas, on a Z �

jf j dp (� � �) =
Z �

jf j � p � � d� .

(ii) f est p (� � �)-intégrable si, et seulement si, f � p � � est �-intégrable, et on aZ
f dp (� � �) =

Z
f � p � � d� .

(iii) Pour qu�une partie A de X soit p (� � �)-négligeable, il faut et il su¢ t que � s�annule �-p.p.
sur

�1
p (A) .

En tenant compte du théorème d�intégrabilité 16.2, il nous su¢ t de prouver que la condition
dans (i) est su¢ sante. Pour (iii) il su¢ t de remarquer que A est � (y) � "p(y)-négligeable si, et
seulement si, p (y) 2 A) � (y) = 0 .

Supposons donc que f � p � � est �-mesurable. Soient K 2 K (X) et " > 0 .
Utilisant le théorème 15.7.iv et la �-mesurabilité au sens de Lusin de � , f � p � � (théorème

15.11) et p , on construit une suite disjointe (Lk) de compacts de Y r f� = 0g telle que

��
�
Y r

h
f� = 0g [

[
Lk

i�
= 0
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et telle que les applications �jLk , f � p � �jLk et pjLk soient continues. Puisque les p (Lk) sont
compacts, la partie N := X r

S
p (Lk) est p (� � �)�mesurable. D�après (iii) elle est p (� � �)-

négligeable, puisque
�1
p (N) \ f� 6= 0g �

�
Y r

[
Lk

�
r f� 6= 0g = Y r

h
f� = 0g [

[
Lk

i
est �-négligeable. Finalement, comme �jLk > 0 , la fonction f � pjLk = 1

�jLk
� (f � p � �)jLk est

continue. On en déduit que fjp(Lk) est continue par le lemme ci-dessous, donc que 1p(Lk) � f est
p (� � �)-mesurable par la proposition 15.11. Puisque

f =
X

1p(Lk) � f p (� � �) -p.p. ,

il en est de même de f par les théorèmes 15.8, iii et iv, et 15.9.ii. �

LEMME Soient X et Y des espaces compacts, Z un espace topologique et p : X �! Y une
application continue surjective. Si f : Y �! Z est une application telle que f � p soit continue,
alors f est continue.

Soit F une partie fermée de Z . On a
�1
f (F ) = p

�
�1
p

�
�1
f (F )

��
= p

�
[f � p]�1 (F )

�
,

et comme [f � p]�1 (F ) est fermée dans X , donc compacte, la partie
�1
f (F ) est compacte, donc

fermée dans Y . �

REMARQUE Remarquons qu�un résultat analogue à ce théorème n�est pas valable dans le
cadre du produit de deux intégrales de Radon comme nous l�avons vu dans la remarque 16.3.

On peut améliorer (i).

PROPOSITION Pour tout f : X �! R , on aZ �
f dp (� � �) =

Z �
f � p � � d� .

L�inégalité
R �
f dp (� � �) >

R �
f � p � � d� découle de la proposition 16.1. Pour démontrer

l�autre inégalité on peut supposer que
R �
f � p � � d� <1 . Soit t 2 SK (Y ) tel que � (t) <1

et t > f � p � � . Il existe un compact L de Y et � 2 R�+ tels que t > �� � 1L . Etant donné
" > 0 , soit (Lk) une suite disjointe de compacts de Y r f� = 0g telle que

L0 � Lr f� = 0g , � (Lr [f� = 0g [ L0]) 6
"

�
,

��
�
Y r

h
f� = 0gr

[
Lk

i�
= 0

et telle que les applications �jLk , tjLk et pjLk soient continues. Sur Lk la fonction
t
�
est continue

et on peut montrer que la fonction sk dé�nie par

sk (x) := inf
y2�1p (x)\Lk

t

�
(y)
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est s.c.i. sur X . On a sk 2 SK (X) , puisque sk =1 hors de p (Lk) , et comme t
�
> f � p sur

Lk , on obtient sk > f quel que soit k . La fonction g := infk sk est p (� � �)-mesurable > �� et
f 6 g = g� + g+ 6 s0� + g+ .

D�autre part on a t > 0 sur f� = 0g et t > sk � p � � sur Lk , donc

t� > �� � 1Lr[f�=0g[L0] + s0� � p � � et t+ > g+ � p � � sur f� = 0g [
[

Lk ,

et en particulier t+ > g+ � p � � �-p.p. . Par le théorème de mesurabilité, on obtient �nalementZ �
f dp (� � �) 6

Z �
g dp (� � �) 6

Z �
s0� dp (� � �) +

Z �
g+ dp (� � �) =

=

Z �
s0� � p � � d� +

Z �
g+ � p � � d� 6 "+

Z
t� d� +

Z
t+ d� = "+ � (t) .

�
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16.10 Intégrale de Radon image, avec densité et induite

Considérons maintenant quelques cas particulier d�intégrales de masses ponctuelles.

EXEMPLE 1 Image d�une intégrale de Radon

Prenons � = 1 et supposons que � est modérée ou bien que p est continue. L�intégrale de
Radon

p (�) :=

Z
"p(y) d� (y)

sur X s�appelle l�image de � par p .
La condition d�intégrabilité signi�e que p est �-mesurable au sens de Lusin et que, pour

tout x 2 X , il existe un voisinage ouvert U de x tel que ��
�
�1
p (U)

�
<1 . On dit alors que p

est �-propre .

EXEMPLE 2 Intégrale de Radon avec densité

Prenons p = idY : Y �! Y et supposons que � est modérée ou bien que � est s.c.i.
L�intégrale de Radon

� � � :=
Z
� (y) � "y d� (y)

sur Y est dite de densité � par rapport à � .
La condition d�intégrabilité signi�e que � 2 L1loc;R+ (�) et remarquons que l�on peut modi�er

� sur un ensemble �-négligeable sans changer � � � .

EXEMPLE 3 Intégrale de Radon induite

Soit X une partie �-mesurable de Y et supposons que � est modérée ou bien que X est
ouverte.

La famille (1X (y) � "y)y2Y d�intégrales de Radon sur X , en y =2 X c�est l�intégrale de
Radon 0 , est convenablement �-intégrable, mais 1X (y) � "y est une intégrale de Radon sur Y !
Pour utiliser la théorie développée précédemmment, choisissons un point x0 2 X et considérons
l�application

q : Y �! X : y 7�!

8<: y y 2 X
si

x0 y 2 Y rX
.

Elle est �-mesurable au sens de Lusin. En e¤et, pour tout compact L de Y , les parties
L\X et LrX sont �-intégrables, d�où le résultat par le théorème 15.7.iv. Il est alors clair que
la famille

�
1X (y) � "q(y)

�
y2Y satisfait à la condition d�existence 16.9, puisque 1X 2 L

1
loc;R+ (�) .

Mais cette famille coïncide avec (1X (y) � "y)y2Y . Bien que q ne soit pas continue, dans le cas
X ouvert, pour tout s 2 SK+ (X) , la fonction 1X � "q (s) = 1X � s � q = 1X � s est s.c.i., et nous
pouvons appliquer le théorème 16.8.ii.

646 THÉORÈME DE FUBINI Claude Portenier



Intégrale de Radon image, avec densité et induite 16.10

Remarquons que, pour toute fonction f : X �! R (ou C ) , on a 1X � f � q = f0 , où f0
désigne le prolongement de f par 0 hors de X .

On dit que l�intégrale de Radon

�X :=

Z
1X (y) � "y d� (y)

est induite par � sur X .
On a �; := 0 et, pour tout s 2 SK (Y ) ,

�X (s) =

Z �
s0 d� .

La reformulation dans les trois cas particuliers des théorèmes d�intégrations successives
16.1, d�intégrabilité 16.2 et de mesurabilité 16.9 est laissée au lecteur.

PROPOSITION Soit X une partie �-mesurable de Y et j : X ,! Y l�injection canonique.
On a alors

j (�X) = 1X � � .

En e¤et, pour tout s 2 SK (Y ) , on a

j (�X) (s) =

Z �
s � j d�X =

Z �
s � j � q � 1X d� =

Z �
s � 1X d� = 1X � � (s) .

�

EXEMPLE 4 Si I et J sont des intervalles de R tels que I � J et j : I ,! J est l�injection
canonique, alors

(�J)I = �I et j (�I) = 1I � �J .
Si I et J ont mêmes extrémités, alors j (�I) = �J .

D�après le théorème 14.6, il nous su¢ t de montrer que

(�J)IjK(I) = �IjK(I) .

Mais pour tout ' 2 K (I) , il existe une suite ( k) � K (I�) � K (J) telle que
'0 = limk  k ponctuellement, j kj 6 cst � 1[a;b] et [a; b] � I .

Il vient alors

(�J)I (') =

Z
'0 d�J = limk

Z
 k d�J = limk

Z b

a

 k = limk

Z
 k d�I = �I (') .

�

EXEMPLE 5 Soient I un intervalle de R et � : I �! R une fonction localement absolument
continue (cf. dé�nition 15.19.3 et remarque 15.19.1).

Nous désignerons par I (a; b) l�intervalle compact d�extrémités a; b 2 I . En général les
intervalles compacts � (I (a; b)) et I (� (a) ;� (b)) sont di¤érents !

THEOREME (Règle de substitution) ,Soit f : � (I (a; b)) �! C .
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Si � est réelle croissante, alors l�image de @� � �I(a;b) par � est ��(I(a;b)) et f est ��(I(a;b))-
intégrable si, et seulement si, f � � � @� est �I(a;b)-intégrable. Dans ce cas on aZ �(b)

�(a)

f (s) ds =

Z b

a

f � � (t) � @� (t) dt .

Plus généralement si f �� � @� est �I(a;b)-intégrable, alors f est 1�(a);�(b) ���([a;b])-intégrable
(ou bien �I(�(a);�(b))-intégrable) et on a la même formule.

Nous pouvons supposer que a < b et démontrons tout d�abord la formule pour ' 2
C (� ([a; b])) .

Comme @� 2 L1C
�
�[a;b]

�
et que C ([a; b]) est dense dans L1C

�
�[a;b]

�
d�après le théorème de

densité 15.15, le théorème de Riesz-Fischer 15.14 montre qu�il existe une suite (gk) � C ([a; b])
telle que @� = limk gk ponctuellement �[a;b]-p.p. et jgkj 6 g pour un certain g 2 L1

�
�[a;b]

�
.

Dé�nissons Gk sur [a; b] par

Gk (x) := � (a) +

Z x

a

gk (t) dt .

On a alors

jGk (x)� � (x)j 6
Z b

a

jgk (t)� @� (t)j dt ,

ce qui montre par le théorème de Lebesgue, que Gk tend uniformément vers � sur [a; b] . Mais
par le théorème fondamental du calcul di¤érentiel et intégral dans sa version élémentaire et en
prolongeant ' en une fonction continue bornée sur R , on aZ Gk(b)

Gk(a)

' (s) ds =

Z b

a

' �Gk (t) � gk (t) dt ,

d�où le résultat, à nouveau par le théorème de Lebesgue, puisque

limk ' �Gk = ' � � ponctuellement et j' �Gkj 6 k'k1 <1 pour tout k .

La première assertion, si � est croissante, est alors immédiate par le théorème 19.6, qui
montre que �

�
@� � �[a;b]

�
= ��([a;b]) , puis grâce aux théorèmes de mesurabilité 16.9 et d�in-

tégrabilité 16.2. Ici on a � ([a; b]) = I (� (a) ;� (b)) = [� (a) ;� (b)] , mais ce n�est plus le cas
dans ce qui suit.

Plus généralement, si � est réelle nous pouvons supposer, en remplaçant au besoin � par
�� , que � (a) 6 � (b) et il vientZ

'd
�
1�(a);�(b) � ��([a;b])

�
=

Z �(b)

�(a)

'd��([a;b]) =

=

Z b

a

' � � (t) � @� (t) dt =
Z
' � � � [@�]+ d�[a;b] �

Z
' � � � [@�]� d�[a;b] =

=

Z
' d�

�
[@�]+ � �[a;b]

�
�
Z
' d�

�
[@�]� � �[a;b]

�
.

pour tout ' 2 C (� ([a; b])) . Ceci montre que

1�(a);�(b) � ��([a;b]) + �
�
[@�]� � �[a;b]

�
= �

�
[@�]+ � �[a;b]

�
.

Nous pouvons maintenant démontrer la dernière assertion dans le cas général. Si f �� � @�
est �[a;b]-intégrable, il en est de même de f � � � [@�]� , donc f � � est [@�]� � �[a;b]-intégrable.
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Le critère d�intégrabilité 16.9.ii montre alors que f est �
�
[@�]� � �[a;b]

�
-intégrable. Utilisant

l�exercice 14.8.2.b, on en déduit que f est 1�(a);�(b) � ��([a;b])-intégrable, puis la formule. �

COROLLAIRE Soient I et J des intervalles de R et � : I �! J , G : J �! R des
fonctions localement absolument continues. Si � est monotone, plus généralement si @G�� �@�
est localement �I-intégrable, alors G � � est localement absolument continue et on a

@ (G � �) = @G � � � @� .

C�est immédiat. �

REMARQUE Pour plus de détails on peut consulter le livre de N. Bourbaki 12, en particulier
le §6, Images d�une mesure, et les exercices 10 à 16 de ce paragraphe, ainsi que le livre de E.
Hewitt et K. Stromberg 13, §18, Absolutely continuous functions, en particulier les exercices
18.37 et 18.38, ainsi que 20.2 à 20.9.

EXERCICE 1 Soit A une partie �-mesurable de X . Montrer que 1A � Lp (�) = Lp (1A � �) ,
en explicitant les applications permettant l�identi�cation.

Quelle est l�application réciproque de 1A � Lp (�) �! Lp (1A � �) ?

EXERCICE 2 Soient X , Y , Z des espaces topologiques séparés, p : Y �! X , q : X �! Z
des applications et � une intégrale de Radon sur Y . Si p est �-propre et q est p (�)-propre,
alors q � p est �-propre et on a q � p (�) = q (p (�)) .

EXERCICE 3 Etant donné �; � > 0 , considérons la fonction F sur R dé�nie par

F (t) :=

8<: t� � sin 1
t�

t > 0
si

0 t 6 0
.

Montrer que c�est une fonction absolument continue si � > � , puis pour  > 0 que

jidj�1 � F � @F = jF j�1 � @F
n�est pas �[0;1]-intégrable si  � � 6 � .

Ces conditions sont par exemple satisfaites si

� = 2 , � = 1 et  =
1

2
,

12 N. Bourbaki, Intégration, Chap. 5, Hermann, Paris, 1967.
13 E. Hewitt and K. Stromberg, Real and abstract Analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1965.
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i.e. ����t2 � sin 1t
����� 1

2

� @
�
t2 � sin 1

t

�
n�est pas �[0;1]-intégrable.
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16.11 Produit de deux intégrales de Radon

LEMME Pour tout u 2 SK� (X) et v 2 SK� (Y ) , on a �u
 v 2 SK (X � Y ) .

Pour tout  2 R , on a en e¤et

fu
 v > g =

8><>:
S

�;�>0;���>
fu > �g � fv > �g 0 6 

si
X  < 0

et

f�u
 v > g =

8><>:
; 0 6 

siS
�;�<0;����>

fu > �g � fv > �g  < 0

REMARQUE Tout s 2 SK+ (X � Y ) s�écrit sous la forme

s = supk
1

2k
�
k�2kX
l=1

1fs> l

2k
g ,�

s > l
2k

	
étant une partie ouverte de X�Y , et tout ouvert de X�Y est réunion d�une famille

�ltrante croissante O d�ouverts de la forme
n[
k=1

Gk �Hk .

Pour tout y 2 Y , l�application

jy : X �! X � Y : x 7�! (x; y) .

est continue. D�autre part, pour tout (x; z) 2 X � Y , si V est un voisinage ouvert de x tel que
� (V ) <1 , alors V �Y est un voisinage ouvert de (x; z) et

�1
jy (V � Y ) = V . Ceci montre que

jy est �-propre et nous permet de dé�nir l�intégrale de Radon sur X � Y

�X;y := jy (�) =

Z
"(x;y) d� (x)

(cf. exemple 16.10.1).

PROPOSITION

(i) Pour toute fonction h : X � Y �! R , on a h � jy = h (�; y) etZ �
h d�X;y =

Z �
h (�; y) d� .

L�ouvert X � (Y r fyg) est �y-négligeable.
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(ii) Pour tout f : X �! R+ , g : Y �! R+ et u 2 SK� (X) , v 2 SK� (Y ) , on aZ �
f 
 g d�X;y =

�Z �
f d�

�
� g (y) et �X;y (�u
 v) = �� (u) � v (y) .

(iii) Soit L un compact de Y et posons

V :=
�
v 2 SK� (Y )

�� vjL est continue	 .
Pour tout y 2 L , l�ensemble

�SK� (X)
 V := f�u
 v j u 2 SK� (X) ; v 2 V g � SK� (X � Y )

est �X;y-dense.

(iv) La famille
�
�X;y

�
y2Y est convenablement �-intégrable.

(v) Pour tout s 2 SK+ (X � Y ) , la fonction

�X;� (s) =

Z �
s (x; �) d� (x)

est s.c.i.

Démonstration de (i) C�est évident par la proposition 16.9, mais remarquons que dans
la situation présente la démonstration est triviale. Si u 2 SK (X) et u > h (�; y) , il su¢ t de
dé�nir s 2 SK (X � Y ) par s (�; y) = u et 1 sinon.

Démonstration de (ii) On aZ �
f 
 g d�X;y =

Z �
g (y) � f d� =

�Z �
f d�

�
� g (y)

d�après l�exemple 14.11.2, ainsi que

�X;y (�u
 v) = �
Z
�
v (y) � u d� = �� (u) � v (y) .

Démonstration de (iii) En e¤et, pour tout s 2 SK+ (X � Y ) , on a

�X;y (s) =

Z �
s (�; y) d� = sup f�� (u) j u 2 SK� (X) ; �u 6 s (�; y)g 6

6 sup
�
��X;y (�u
 v) j u 2 SK� (X) ; v 2 V ; u
 v 6 s

	
6 �X;y (s)

par le lemme 14.6. On obtient l�avant-dernière inégalité en montrant, pour tout u 2 SK� (X)
tel que �u 6 s (�; y) et � (u) < 0 , et tout " 2 ]0;�2� (u)[ , qu�il existe un compact K de X tel
que u < 0 sur K et � (1K � u) 6 � (u) + "

2
, puis un v 2 V tel qu�en posant � := 1

2�(u)
, on ait

1K � u
 (1 + �) � v 6 s et v (y) = �1 .
En e¤et, la suite des ensembles compact Kl :=

�
u 6 �1

l

	
est croissante et de réunion

fu < 0g . Ainsi u = inf l 1Kl
� u , donc � (u) = inf l � (1Kl

� u) et il su¢ t de prendre Kl pour l
assez grand. La fonction s + u 
 (1 + �) � 1L = �u 
 (1 + �) � (�1L) est s.c.i. par le lemme et,
pour tout x 2 K , on a

s (x; y) + u (x) � (1 + �) = s (x; y) + u (x) + � � u (x) > � � u (x) > 0 .
Soit alors Ux � Vx un voisinage ouvert de (x; y) tel que l�on ait

s+ u
 (1 + �) � 1L > 0 sur Ux � Vx .
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Produit de deux intégrales de Radon 16.11

Par compacité, il existe un nombre �ni de xj 2 K , j = 1; : : : ; n , tels que les Uxj recouvrent K
et considérons V :=

Tn
j=1 Vxj qui est un voisinage ouvert de y . Choisissons v 2 C� (L) tel que

v > �1V et v (y) = �1 , et dénotons encore par v son prolongement par 0 hors de L . Ainsi
v 2 V et

s� 1K � u
 (1 + �) � v > s+ 1K � u
 (1 + �) � 1V > 0 .
On en déduit alors que

��X;y (�1K � u
 (1 + �) � v) = � (1K � u) � (1 + �) � v (y) >

> �
h
� (u) +

"

2

i
� (1 + �) > �� (u)� " .

Démonstration de (iv) Comme la fonction �X;� (�u
 v)jL = �� (u) � vjL est continue,
la famille

�
�X;y

�
y2Y est convenablement �-mesurable, en utilisant (iii) et en prenant L

0 = L

quel que soit " > 0 .
D�autre part, pour tout (x; y) 2 X � Y , si

u 2 SK+ (X) , u (x) > 0 et � (u) <1 , v 2 SK+ (Y ) , v (y) > 0 et � (v) <1 ,

alors u
 v 2 SK+ (X � Y ) , u
 v (x; y) = u (x) � v (y) > 0 etZ �
�X;y (u
 v) d� (y) =

Z �
� (u) � v d� = � (u) � � (v) <1 .

Démonstration de (v) Pour tout s 2 SK+ (X) , grâce à la remarque, on a

�X;� (s) = supk
1

2k
�
k�2kX
l=1

�X;�

�
1fs> l

2k
g
�

et

�X;�

�
1fs> l

2k
g
�
= sup�X;� (O) ,

où O est une famille �ltrante croissante d�ouvert de la forme O :=
Sn
k=1Gk � Hk . Il nous

su¢ t donc de montrer que �X;� (O) est s.c.i. Soit donc  2 R et y 2 Y tel que �X;y (O) >  et
considérons l�ouvert

U :=
\
y2Hk

Hk .

Pour tout z 2 U , on a

�X;z (O) = �

0@ [
fk j z2Hk g

Gk

1A > �

0@ [
fk j y2Hk g

Gk

1A = �X;y (O) >  ,

ce qui prouve que U �
�
�X;� (O) > 

	
, donc que ce dernier ensemble est ouvert. �

Nous pouvons donc appliquer le théorème 16.8.ii, et poser la

DEFINITION L�intégrale de Radon sur X � Y

�
 � :=

Z
�X;y d� (y)

s�appelle le produit de � par � .
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Pour tout s 2 SK (X � Y ) , on a

�
 � (s) =

Z ��Z �
s (�; y) d�

�
d� (y) .

EXEMPLE Dans l�exemple 16.1.2, nous avons vu que �X�Y = �X 
 �Y .

THEOREME L�application S : Y �X �! X � Y : (y; x) 7�! (x; y) est � 
 �-propre et on
a

S (� 
 �) = �
 � ,

i.e.

�
 � =

Z
�x;Y d� (x) ,

où pour tout x 2 X , on désigne par �x;Y l�image sur X � Y de � par xj : y 7�! (x; y) .
En outre, pour tout u 2 SK+ (X) et v 2 SK+ (Y ) , on a

�
 � (u
 v) = � (u) � � (v)
et �
 � est modérée si � et � sont modérées.

En e¤et, par dé�nition on a

� 
 � =

Z
�1
S (�x;Y ) d� (x) ,

puisque
�1
S � xj : y 7�! (x; y) 7�! (y; x) .

D�autre part, pour tout s 2 SK (X � Y ) , on obtient

S (� 
 �) (s) =

Z �
s � S d (� 
 �) =

Z ��Z �
s (x; �) d�

�
d� (x) =

�Z
�x;Y d� (x)

�
(s) .

Il est bien clair, par symétrie, que (�x;Y )x2X est convenablement �-intégrable.
Par linéarité, car SK (X � Y ) = SK+ (X � Y )+SK� (X � Y ) , et régularité, il nous su¢ t

de montrer que les intégrales de Radon �
 � et S (� 
 �) coïncident sur SK+ (X � Y ) .
Montrons tout d�abord qu�elles sont égales sur SK+ (X)
SK+ (Y ) . Pour tout u 2 SK+ (X)

et v 2 SK+ (Y ) , il vient par l�exemple 14.11.2�Z
�X;y d� (y)

�
(u
 v) =

Z �
�X;y (u
 v) d� (y) =

Z �
� (u) � v (y) d� (y) = � (u) � � (v) .

De même�Z
�x;Y d� (x)

�
(u
 v) =

Z �
�x;Y (u
 v) d� (x) =

Z �
u (x) � � (v) d� (x) = � (u) � � (v) .

Elles coïncident donc en particulier sur les ensembles ouverts de la formeG�H . Par la remarque
et la propriété de Bourbaki 16.5, il nous su¢ t de montrer qu�on a égalité sur les ouverts de la
forme

Sn
k=1Gk�Hk . On procède par récurrence sur n , le cas n = 1 étant évidemment trivial.

Il su¢ t alors d�utiliser la formule

1A[B + 1A\B = 1A + 1B ,
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avec

A =

n[
k=1

Gk �Hk et B = Gn+1 �Hn+1 ,

en remarquant que

A \B =
n[
k=1

[Gk \Gn+1]� [Hk \Hn+1] .

En e¤et par l�hypothèse de récurrence, on a

�
 � (A \B) = S (� 
 �) (A \B) ,
et on obtient l�égalité pour A [ B par soustraction si � 
 � (A \B) < 1 et par monotonie
sinon.

Finalement, par la proposition 15.12.i, il existe des suites (Gk) et (Hk) d�ensembles ouverts
�- respectivement �-intégrables telles que

X =
[

Gk et Y =
[

Hk .

Les ouverts Gk �Hk étant �
 �-intégrables, on en déduit que �
 � est modérée. �

EXERCICE Soient X; Y; Z des espaces topologiques séparés et � , � , � des intégrales de
Radon sur X , Y et Z respectivement. Alors on a

(�
 �)
 � = �
 (� 
 �) .
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