Chapitre 14

INTEGRALES DE RADON

Dans tous ce qui suit X désignera un espace métrique,
ou plus généralement un espace topologique séparé,
sauf mention expresse du contraire.

Version du 5 décembre 2005

Claude Portenier ANALYSE 511



14.0

Introduction

Rappelons que, pour tout intervalle fermé [a, b] , nous avons défini I’espace vectoriel réticulé
R ([a,b]) des fonctions réelles (bornées) qui sont intégrables au sens de Riemann, ainsi que
I'intégrale de Riemann, qui est une forme linéaire positive

/:R([a,b])—>R:f»—>/f:/f(x)d:c.
On a
& ([a,b]) UC ([a,b]) C R ([a,b]) ,

et on construit d’autres fonctions R-intégrables a I’aide des opérations pour lesquelles R ([a, b])
est stable, en particulier celles d'un espace vectoriel réticulé et celle de limite uniforme. Malheu-
reusement cela ne suffit pas, méme dans des situations trés pratiques, et en plus les théorémes
dans ce cadre ne sont pas les meilleurs.

Nous verrons qu’en élargissant la notion d’intégrabilité, en introduisant celle de Lebesgue,
nous obtiendrons un outil beaucoup plus puissant. Il nous faudra également considérer d’autres
intégrales. Il ne suffit pas d’intégrer sur un intervalle de R , mais aussi sur R" , voire sur des
parties de R™ comme les sphéres, conduisant a la notion d’intégrale superficielle. D’autre part,
pour des besoins plus récents tels que la théorie des objets fractals, on a besoin des mesures (ou
intégrales) de Hausdorff. Pour les théories probabilistes ou en physique, la théorie quantique
des champs, il est indispensable de savoir intégrer sur des espaces vectoriels de dimension
infinie. Afin de ne pas empécher les développements ultérieurs, j’'introduirai la notion d’intégrale
adaptée a tous ces problémes, celle d’ intégrale de Radon , définie comme une fonctionnelle
linéaire croissante réguliére sur un cone de fonctions semi-continues inférieurement.

Je présenterai également un outils puissant de construction d’intégrales, I'intégration d’une
famille d’intégrales, permettant en particulier de construire les intégrales induites, celles ayant
une densité, les intégrales produit de deux intégrales et les images d’intégrales. Ceci fournira
des formules trés prégnantes, appréciées des physiciens, définissant I'intégrale de Lebesgue dans
R™ |, les intégrales superficielles et liant ces intégrales.
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14.1 Les additions dans R

Pour commencer, nous allons rappeler un certain nombre de notations, définitions et résul-
tats.

DEFINITION 1 Nous noterons
R:=RU{xoo} et R:=RU{+oo} .
L’ordre total et la multiplication de R sont prolongés & R en posant

—o00 < a<oo pourtouta € R,

et
o0 O0<a<< o
(£00) - a=a- (o) = 0 si a=0
Foo —co<a<0
En outre définissons
1 1
—=00 et — =0
0 +o00

Pour tout partie A C R nous noterons
A ={aceAla>20} , A ={acA|a<0} e A" :=A~{0}.
Soit X un ensemble. Pour tout f,g € R* ,a €Retx € X ,on définit

(- f)(@):=a-flx) . (f-9)(@):=[f(x)-g) , [fl):=]f(2)

et

min (f, g) () := min (f (z),g(z)) , max(f,g)(z):=max(f(z),g(x)) .
On pose

f*:=max(£f,0) et f_:=min(f0) .

Soit F ¢ R . Les fonctions
supF 12— supser f(z) et infF iz ——infrer f(2)

s’appellent enveloppe supérieure , respectivement inférieure de F .

On a
|fl:==max (f,—f) et f=—f.

REMARQUE 1l n’existe pas d’addition convenable sur R .

En effet, sinon on aurait
o0 + (~50) = (~50) + 00 = (=0) + [ (=0)] = ~ [p0 + (~o0)] |
donc oo + (—o0) = 0, et par suite

l=14[c0o+ (—00)]=(14+0)+ (—00) =00+ (—00) =0,
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14.1 Les additions dans R

ce qui est absurde. 0

La commutativité et ’associativité étant indispensable pour pouvoir calculer, il faut se
rendre & ’évidence que la distributivité par rapport a ’addition de la multiplication par —1
doit étre sacrifiée et 0o + (—o0) est a définir convenablement.

DEFINITION 2 On prolonge 'addition de R & R , et on la note +* , en posant
a+*00=00+"a=o00 pourtout @ € R
et
—00+*a=a+*(—) = —0o pour tout & € R~ {oo} .
On définit une autre addition +, sur R par

a+tefi=—[(=a)+* (=9)] .

On a donc
00 +° (—00) = (—00) +° 00 =00 et (—00) 4o 00 =00 44 (—00) = —00 .

Dans tous les autres cas ces additions coincident, en particulier sur R ; cette addition est notée
+!

THEOREME  Les additions +° et +, sont associatives, commutatives et compatibles avec
l’ordre. La multiplication de R dans R est associative et distributive par rapport a ces additions.

Les vérifications sont laissées au lecteur. O

Cela nous conduit & introduire la structure suivante :

DEFINITION 3 Soit S un monoide commutatif (noté¢ additivement) ayant un élément
neutre 0 , muni d’une action (a gauche) de R, que nous noterons

(,s) —a-s: Ry x§—S§.
Nous dirons que c’est un conoide si ces deux structures sont compatibles, i.e. si, pour tout
a,ER, et s,t,u eSS ,ona
(a) 0-s=0.
(b) a-(B-s)=(a-P)-s.
() a-(s+t)=a-s+a-t.
(d) (e+p8)-s=a-s+p-5s.

Si en plus S est muni d’une structure de (pré)ordre < , nous dirons que c’est un conoide
(pré)ordonné si les axiomes de compatibilité suivants sont satisfaits :

() s<tentraine s+u<t+u.

(f) s<tentrainea-s<a-t.

EXEMPLE 1 (R +') et (R +.) sont des conoides totalement ordonnés.
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Les additions dans R 14.1

DEFINITION 4 Bien que +°* et +, ne sont pas des opérations de groupe, pour simplifier
Nnous poserons

a="F:=a+*(—p) et a—af:=a+.(-p) .
Soit X un ensemble. Pour tout f, g € R etreX , on définit

(f+°9)(2) = f(z)+°g ()
et

(f +e9) () = [ (2) +e g (2)

LEMME Pour tout o, 3,7 € R et (ozj)jeJ CR,ona

() ateB<a+j.

(%) o +* f = min (a, B) +* max (o, §)
a -+, 8 = min (a, §) +« max (o, §) ,
y<a+*'f = y-.f<a,

et

a+e <y <<= a<s<~y-*p.
(i4i) —a est le plus petit nombre 3 € R tel que a+*3 > 0, et le plus grand tel que o+, 3 <
(iv) infic; (@ +° ;) = a+"infic; o

et

supjcy (@ 46 @) = @ +4 SUP;e; @) -

Les vérifications sont également laissée au lecteur. 0

EXEMPLE 2 On n’a pas sup;c; (@ +°* ;) = a +°* sup,c; «; , comme le montre I'exemple
o= —00 et (aj)jeJ = (k) ey -

COROLLAIRE Soit X un ensemble. Alors (RX,—F‘) et <@X,+.) sont des conoides or-

donnés. .
En outre, pour tout f,g e R |, on a

f+g=min(f,g) +*max(f,g) , f=f+"fr=f"-"f
et

fl=f"+f.

DEFINITION 5 Si F est un ensemble de fonctions & valeurs dans R ou C , on désigne par
Fz o, Fr ., Fy et F_

le sous-ensemble de celles qui sont a valeurs dans R , R, R, et R_ respectivement.
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Un ensemble F de fonctions a valeurs dans R est dit réticulé si
f,geF = min(f,g) , max(f,g) € F .
Un ensemble F de fonctions a valeurs dans C est dit involutif si

feF = feF.

PROPOSITION  Un espace vectoriel F de fonctions réelles est réticulé si, et seulement st,
feF = |fleF.

Dans ce cas, pour tout f,g € F , on a

(frg+If—g) € F.

DO | —

win(f,9) =5 (F+9— 17 —gl) . max(f.g) =

C’est immeédiat. O

Ceci nous conduit & poser la définition

DEFINITION 6 Un espace vectoriel F de fonctions complexes est dit réticulé si
feF = |fleF.

Dans ce cas Fp est réticulé au sens ci-dessus.
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14.2 Fonctions s.c.i.

DEFINITION  Une fonction f : X — R est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur
X si, pour tout v € R Iensemble {f > 7} est ouvert.
Il est équivalent de dire que, pour tout v € R, 'ensemble {f < v} est fermé.

REMARQUE La semi-continuité inférieure signifie qu’en s’approchant d’un point on ne
peut sauter que vers le bas, comme le montre I’exercice ci-dessous.

EXEMPLE 1 Si f: X — R est continue, alors f est s.c.i.

En effet {f >~} = f (], ]) , et |y, 00| est une partie ouverte de R . ————— [

EXEMPLE 2 Si GG est une partie ouverte et F' une partie fermée de X , alors 15 et —1p
sont s.c.i.

En effet
0 1<y 0 0<7y
{Ie>7}=4 G si 0<y<1l et {-1lp>y}=< [F si —-1<y<0
X v <0 X v<—1

0

EXEMPLE 3 Si I est une partie fermée de R telle que F' # (), R , alors la fonction 1p sur
R n’est pas s.c.i.

En effet {1F > %} = F n’est pas un ouvert. O

EXEMPLE 4 Soient Y un ouvert de X et f : ¥ — R, une fonction s.c.i. Alors son
prolongement fy sur X par 0 hors de Y est s.c.i.

Siy<0,ona{fo>7}=X.Siy>0,alors {fo >~} ={f >~} est une partie ouverte
de Y , donc aussi de X . O

PROPOSITION Soient &« € R, , f,g : X — R des fonctions s.c.i. et F C R* un
ensemble de fonctions s.c.i. Alors les fonctions

Oé'f s mln(f?.g) ’ maX(f?.g) et Supf

sont s.c.1.
La fonction f 44 g est s.c.i. Il en est de méme de f-qg si f,g >0 .
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Pour la premiére partie, il suffit d’utiliser les formules

{Oz-f>’}/}:{f>%} sia>0,

{min(f,g) >} ={f>n{g>1} , {max(f.9) >v}={f>1}u{g>}
et
{supF >~} =J{f>}-
fer
Pour la seconde, on a
{f+eg>= U {F>an{g>5},
a,BeQ,a+B>y
carsi f () +eg(x) >7 > —00,ona f(x),g(x)# —oo et
SUP,, geQ,a<f(z),8<g(x) (&t B) = SUPqeqac (@) @ T SUPseq peg) B = [ () + g (x) > 7 .
Finalement
{frg>11= U {f>atn{g>p} siv>0,
a,B€Q+,a-B2y

puisque

SUD, 5e0, a<f(x) f<g(@) (X B) = SUPacq, a<f(x) @ SUPgeq, s<g) B = [ (2) -9 (x)

et
{f-g>7}=X siy<0.
O
EXEMPLE 5 La fonction inf F n’est en général pas s.c.i, comme le montre I’exemple
infy, id* = 17,
sur [0,1] .
EXEMPLE 6 Les fonctions f := \/Lﬁ et g := —X sont continues sur [0,1] a valeurs dans R

(qui est homéomorphe a [—%, %] grace a arctan ; cf. exemple 10.13), donc en particulier s.c.i.,
ce qu’il est facile de vérifier directement. En 0 elles valent respectivement oo et —oo . On a
donc

(f+"9)(0) =00 ,mais lim, o4 (f+°g)(z) = —00,
donc f +°* g n’est pas s.c.i. On peut aussi constater que {f +* g > 0} = {0} n’est pas ouvert.

EXEMPLE 7 Les fonctions —1j; 3 et 1)g 9 sont s.c.i., mais —1p 3)- 1j02f = —1{1,2[ ne l'est pas!

EXERCICE On dit qu'une fonction f : X — R est semi-continue inférieurement en
r € X si, pour tout v € R tel que v < f(z) , il existe un voisinage U de z tel que f (y) > v
pour tout y € U .
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Fonctions s.c.i. 14.2

(a) Pour que f soit s.c.i, il faut et il suffit que f soit semi-continue inférieurement en chaque
point de X .

(b)  Soit X un espace métrique. Pour que f soit semi-continue inférieurement en x , il faut et
il suffit que pour toute suite (xj) convergente vers x , on ait

liminfy f (zx) > f(x) .
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14.3 Théoréme de Dini

DEFINITION On dit qu'un ensemble de fonctions F est filtrant croissant si, pour tout
f,g € F il existe un h € F tel que

f,g<h.

Une suite croissante de fonctions est évidemment filtrante croissante.

THEOREME

(i) Sif:X — R est s.c.i, alors pour tout compact K C X , il existe un v € K tel que

f () = inf f (K) .
(ii)) Théoréme de Dini Si F est une famille filtrante croissante de fonctions s.c.i. telle
que sup F =0 et st K un compact de X , alors on a

inffer || fllooxc =0 -

Démonstration de (i) Considérons pour v > inf f (K) la famille croissante des ouverts
{f >~} . Elle n’est pas un recouvrement de K , car sinon il existerait par compacité un nombre
fini de tels ensembles recouvrant K , donc un I' > inf f (K) tel que {f >T'} D K . On a par
suite inf f (K) > T" > inf f {K} , ce qui est absurde. Cela prouve que

(N {f<nk=K~ [J {r<a3#0.

~y>inf f(K) ~v>inf f(K)

En choisissant = dans cet ensemble, on obtient le résultat.

Démonstration de (ii) Soit € > 0 . Pour tout x € K , par la propriété d’approximation
du supremum, il existe f, € F tel que f, (x) > —¢ . Comme la famille des ouverts {f, > —¢} ,
pour x € K | est un recouvrement de K , il existe une suite finie (xy) k=1..n de K telle que les
ensembles {f,, > —e} forment encore un recouvrement de K . Par hypothese, il existe g € F
tel que g > f,, pour tout £k =1,...,n . On en déduit que

g > —e sur chaque ensemble {f,, > —¢} ,
K S

donc sur K . Ainsi ||g]e e , ce qui prouve que infrer || fl| x =0 O

)
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14.4 Espaces complétement réguliers et localement
compacts

DEFINITION 1 Soit X un espace topologique séparé. On dit que X est complétement
régulier si, pour tout z € X et tout voisinage V' de z , il existe une fonction continue f sur X
telle que f(z) > 0 et f =0 hors de V' . On peut supposer que f(z) =1let que 0 < f < 1en

remplacant au besoin f par min [max (%, 0) S

On dit que X est localement compact si tout point de X posséde un voisinage compact.

EXEMPLE 1 Un espace métrique est completement régulier.

On peut supposer, en remplagant par exemple V' par une boule ouverte contenant = , que
la fonction f := dist (<>, [:V) est bien définie. Elle répond & la question. O

EXEMPLE 2 R” est localement compact, mais Q n’est pas localement compact.

En effet, les boules de R™ sont compactes par le théoréme de Heine-Borel 10.18. La seconde
partie est laissée en exercice. U

EXEMPLE 3 Soit X un espace localement compact. Pour qu’une partie Y de X soit un
espace localement compact (pour la topologie induite), il faut et il suffit que cette partie soit
Iintersection d’une partie ouverte et d’'une partie fermée de X .

Pour démontrer la suffisance, soit Y = G N F avec G ouvert et F' fermé dans X . Pour tout
y € Y | il existe un voisinage compact V' de y , qui soit contenu dans G'; dans le cas métrique
on peut prendre une boule fermée de rayon suffisamment petit. Il est alors clair que V N F est
un voisinage compact de y dans Y .

Pour la nécessité on peut consulter N. Bourbaki, TG I Y, proposition 5, §3.2, p. 20 et les
propositions 12 et 13, §9.7, p. 66. 0

EXEMPLE 4 Les espaces vectoriels, de dimension infinie, muni d’une toplogie localement
convexe, sont complétement réguliers, mais pas localement compacts. Les espaces de distribu-
tions sont de ce type.

EXEMPLE 5 On peut montrer que tout espace localement compact est complétement ré-
gulier.

9 N. Bourbaki, Eléments de Mathématique, Topologie générale, Chap. 1 & 4, Diffusion C.C.L.S., Paris, 1971.
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DEFINITION 2 Nous désignerons par K (X) 'ensemble de toutes les parties compactes de
X et par SK (X) ’ensemble de toutes les fonctions s.c.i.

s: X —R
telles qu’il existe K € R (X) tel que
s>0 horsde K .

Soit K (X') ’ensemble de toutes les fonctions réelles continues ¢ sur X telles qu’il existe un
compact K C X et que

¢ =0 horsde K .
Pour toute fonction f sur X , 'ensemble fermé supp f := {f # 0} s’appelle le support de

f.

Nous désignerons par K (X), l'ensemble de toutes les fonctions de la forme sup F avec

0+ FcCK(X).

Pour qu’une fonction réelle continue ¢ appartienne a IC (X) , il faut et il suffit que supp ¢ €
R(X).

EXEMPLE 6 Si K est un compact et G un ouvert de X , alors
—1k,1g € SK (X) .

Toute fonction s.c.i. positive appartient & SK (X) et, pour tout s € SK(X) , supps_ =
{s <0} € R(X) et s > 0 hors de supp s_ .

Toutes les assertions sont immédiates, sauf la derniere. Mais si K € K (X) est tel que s > 0
hors de K, on a {s <0} C K , donc supps_ C K et par suite supps_ € R(X). —— O

PROPOSITION

(1))  SK(X) est un conoide réticulé stable par enveloppe supérieure. Cela signifie que pour

tout s,t € SK(X) ,a€R, et 0 A F CSK(X), ona
a-s , s+t , min(s,t) , max(s,t) , supF € SK(X) .
(i1) K (X) est un espace vectoriel réticulé.
La premiere partie découle immédiatement de la proposition 14.2, en remarquant que ’on

peut choisir un ¢ € F et que sup F > ¢ = 0 hors de supp ¢ . La seconde partie est bien connue.
O

LEMME Si X est localement compact, alors pour tout v € X et tout voisinage V' de x , il
existe p € K (X) tel que p(x) >0,0< o<1 etsuppp CV .

En effet, comme X est complétement régulier d’apres 'exemple 5, il existe une fonction
continue f telle que f(x) > 0 et f = 0 hors de V' , ainsi qu’un voisinage compact W de x .

L’ensemble W := W N { f= @} est évidemment un voisinage compact de x contenu dans

V' . Par la régularité compléte il existe une fonction continue ¢ telle que ¢ () > 0 et ¢ = 0

hors de W , mais supp ¢ C Wcv , d’oll notre assertion. O
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REMARQUE 1 Si X est un espace métrique localement compact, par exemple R" | ce lemme
est évident puisque dist (<>, [:V) € K (X) et dist (m, [:V) > 0 si V est un voisinage compact de
x!

THEOREME Si X est un espace localement compact, alors
SK (X) = IC(X)¢ .

On a évidemment K (X), C SK(X) d’aprés la proposition. Réciproquement, soient s €
SK (X) et K un compact tel que l'on ait s > 0 hors de K . Pour tout = € K , en prenant X
comme voisinage de x , il existe par le lemme ¢, € K (X) tel que ¢, < 0 et

¢, () <infyex s(y) =-m.
Comme ({p, < m}),.x est un recouvrement ouvert de K , par compacité il existe une suite

(5);-0....n C K telle que ({gowj < m}) soit un recouvrement de K . On a alors
=0 j=0,0eim

(RS Minj—o, . n P, € K(X) et v<—-m-1g<s-1g<s.
En considérant s — 1) , on peut supposer que s > 0 . Il nous suffit donc de montrer que
s=sup{p € K\ (X) [p <s} .
On a évidemment
0<sup{p € Ky (X) [p<sp<s.

Soit x € X et nous pouvons évidemment supposer que s (z) > 0 . Pour tout r € R, tel que
r < s(z), ensemble {s > r} étant un voisinage ouvert de z , par le lemme il existe ¢ € I (X)
tel que ¥ (z) = r et ¢ = 0 hors de {s > r} . Posons ¢ := min (¢),r) € £, (X);ona ¢ < s et
¢ (x) =r , d’ou le résultat. O

REMARQUE 2 Si X est complétement régulier, mais n’est pas localement compact, on peut
avoir K (X) = {0} . Si X n’est pas complétement régulier, on peut avoir C (X) = {0} .

EXERCICE 1 Soit X un ensemble muni de la métrique discréte. Montrer que X est locale-
ment compact et caractériser K (X) , ainsi que les fonctions de K (X) et SK (X)) .

EXERCICE 2 Si X est un espace complétement régulier et ¢/ une base stable par réunion
finie de la topologie de X, nous désignerons par Ky (X) l’ensemble des fonctions continues
bornées ¢ sur X dont le support supp ¢ est contenu dans un U € U .

(a) Ona
SK(X) C Ku(X), -

(b) Si X est localement compact, alors I'ensemble U des ouverts U relativement compact,
i.e. tels que U soit compact, est une base stable par réunion finie de la topologie de X et

Ky (X) =K (X) .

Claude Portenier INTEGRALES DE RADON 523



14.5 Intégrales de Radon

14.5 Intégrales de Radon

DEFINITION  Soit p : SK(X) — R . On dit que c’est une fonctionnelle linéaire si elle
est positivement homogéne , i.e.

p(a-s)=a-pu(s) pourtout s e SK(X) et a e R,
et additive , i.e.
u(s+1t)=pu(s)+p(t) pourtout s, t e SK(X) .
Elle est dite croissante si
s,teSK(X) ets<t = pu(s)<pult).

On dit qu’une fonctionnelle linéaire p est une intégrale de Radon sur X si elle est réguliére ,
i.e. telle que pour tout s € SK(X) , on ait

n(s) = SUPtesKc(x),—t<s —H (t) .
Nous désignerons par M (X) 'ensemble des intégrales de Radon sur X .

Une intégrale de Radon est évidemment croissante par la régularité.

EXEMPLE Pour tout s € SK(X) , on a
s=sup{—-t|teSK(X) et —t<s},
et pour tout z € X et tout « € R, , la fonctionnelle
oy SK(X)— R:sr— a-s(z)

est une intégrale de Radon. On dit que « - £, est une masse ponctuelle en x et que ¢, est I’
intégrale de Dirac en x .

Pour tout s € SK(X) , il existe m € R, tel que —m < s d’apres le théoreme 14.3.i. Pour
tout x € X et v € R, tels que —m + v < s(z) , on a alors

m—7-1p €SK(X) , —(m—7-1) <s et —(m—7y-1y) (@) =—m+7,
ce qui prouve la formule, ainsi que la régularité de ¢, . La linéarité de ¢, est évidente. Il est
alors clair que « - €, est aussi une intégrale de Radon. U

Nous allons maintenant démontrer la propriété fondamentale satisfaite par une intégrale de
Radon. Celle-ci est en fait a la base de toute la théorie de I'intégration au sens de Lebesgue.

THEOREME Soient p une intégrale de Radon sur X et F une partie filtrante croissante
non-vide de SK (X)) . Alors u satisfait o la propriété de Bourbaki

ft(sup F) = sup,er o (s) -

On a évidemment

p(sup F) = supger i (s) -
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Pour prouver I'autre inégalité, remarquons tout d’abord que
f (sup F) = suPyesic(x),—t<sup F —H (t)
par la régularité de 1 . Pour un tel ¢ , I'ensemble {[s +t]_ | s € F} est filtrant croissant et
Sup,cr[s+t]_=0.
Nous allons montrer que

sup,erp ([s+1.) = 0.

En effet, pour un sy € F fixé , on a s+t = 0 hors d’un certain compact K . Pour tout
s € F tel que s > sq , il vient alors

C S [P
donc
0 2 SuPyer o> 1 ([5 + t]—) 2 infser s> H[S + ﬂ-HOO’K p(=1g) =0
par le théoréeme de Dini 14.3.ii. On en déduit que

SUper 4 (8) + (1) = supye e pr (s +1) Zsupyerp ([s+1_) >0,
c’est-a-dire —p () < supyer p ($) . Finalement nous obtenons

pi(sup F) = supesi(x),—t<supr —H () < supger i (s)
ce qu’il fallait démontrer. O

EXERCICE Soient p et v des intégrales de Radon sur X . Montrer que
p+v:is— p(s)+v(s): SK(X) —R

est une intégrale de Radon sur X .
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14.6 Intégrales de Radon sur un espace localement
compact

Dans beaucoup de cas, on est confronté a la situation suivante : X est un espace localement
compact et le probléme étudié conduit a une forme linéaire 7 sur & (X') qui est positive au sens
de la définition qui suit. En outre, il est nécessaire de considérer des fonctions n’appartenant
pas a IC (X)) et de les “intégrer” par rapport a 7 . Le résultat suivant nous permet de considérer
7 comme une intégrale de Radon, puis de lui appliquer la théorie de 'intégration que nous
développerons plus loin.

DEFINITION On dit qu'une forme linéaire 7 sur I (X) est positive si, pour tout ¢ €
Ki(X),onat(p)>=0.

THEOREME Soit X un espace localement compact. Alors toute forme linéaire positive T
sur IC (X)) posséde un unique prolongement o SK(X) qui soit une intégrale de Radon. On a

2 (8) = SupapElC(X),gogs T (Sp) :

Si p est une intégrale de Radon prolongeant 7 , pour tout s € SK (X) , la proposition 14.4

et la propriété de Bourbaki 14.5 montrent que
1 (8) = SUP ek (x),pcs K () = SUD ek (x)pes T (P) -

Ceci prouve 'unicité.

Pour l'existence, nous prenons évidemment cette formule pour définir i . Pour tout s €
SK (X) , on pose donc

11(8) := SUDcx(x) pcs T (0) ER .

Ceci définit un prolongement de 7 , car pour s € I (X) , si ¢ € K (X) est tel que ¢ < s, on
as—@>0,donc0<7(s—¢p)=7(s)—7(p) et par suite 7 (¢) < 7 (s) . Comme ’ensemble
d’indice n’est pas vide par le théoréeme 14.4, u est a valeurs dans R . Cette fonctionnelle est
évidemment croissante.

Pour montrer que o est positivement homogéne, constatons tout d’abord que le cas a = 0
est trivial, puisque p (0) =7(0) =0 . Si a > 0, alors

¥
H (O[ ) 8) = SUPyek(X),p<as T (()0) =Q- SupnglC(X),%és T (E) =

= Q- SUDyeic(X),p<s T () =a-u(s) .
Quant a 'additivité, pour tout s,t € SK (X) , il vient premiérement
p(s+t) = SUPgek(X),p<s+t T (¢) > SUPy, nek(X),p<s <t T (V) +7(n) =
= SUDye(x) s T (V) + SUPyex ) et T (1) = p(s) + p(t) -

Remarquons maintenant que, pour ¢y, 1, € K (X) fixés satisfaisant a ¢, < s et n, < ¢ et tout
@ € K(X) tel que p < s+t ,’ensemble

{[w+n—¢l_ |v,neK(X), <t <s, ny<n<t) Ko (X)
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est filtrant croissant et d’enveloppe supérieure 0 . On a [ty + 77y — ¢]_ = 0 hors d’un certain
compact K et il existe x € K (X) tel que x > 1 sur K d’apreés le théoréme 14.4. Pour tout les
1 et n comme ci-dessus, on obtient

W+n—gl_>—|+n—el_|_ x,
donc
T+ —T1(@)=TW+n—@)=T(V+n—¢l_)=—||+n—el_| - TK) .
Ainsi
p(s) + p(t) = 7(9) = SuPyei(x)pes T (¥) + 8D ey et T (1) — 7 (@) =

= SUPy, nek(X) h<sm<t T (W) +7(n) —7(p) 2

> —infy pexx)pesnst [0 0 =@l || -7(x) =0,

par le théoréeme de Dini 14.3.ii , ce qui prouve 'autre inégalité. Nous avons en fait démontrer
dans un cas particulier que 7 satisfait a la propriété de Bourbaki dans IC (X)!
Montrons maintenant que p est réguliére. On a

SUDsesic(x),—t<s —H (1) < 11(8) = SUPuei(x),pcs T (9) < SUDesic(x),—t<s —H (1)

par le lemme qui suit et le fait que —K (X) C SK (X)) . O

LEMME  Si p est une fonctionnelle linéaire croissante sur SK (X) , alors

SUDyesic(x),—t<s —H (1) < p(s)
pour tout s € SK (X)) .

En effet, pour tout s,t € SK (X)) tels que —t < s,ona s+t >0, donc
O<p(s+t)=p(s)+pu),
puisque p est croissante et additive, et par suite —pu () < p(s) . O

EXEMPLE 1 Soit J un intervalle de R . L’intégrale de Riemann définit une forme linéaire
positive 7, sur I (J) par

b
T(;:/C(J)—>R:g0n—>/gp:z/ @
J a

avec a,b € J tels que supp ¢ C [a,b]; ceci ne dépend pas des a, b choisis.

On désigne par \; I'intégrale de Radon sur J correspondante et on dit que c’est 1’ intégrale
de Lebesgue sur J . L’intégrale de Lebesgue sur R est désignée par A .

EXEMPLE 2 Soit p une fonction croissante sur un intervalle J de R . Comme pour I'intégrale
de Riemann, on peut montrer (cf. remarque 9.2.2 et l'exercice 3 ci-dessous) que

b
sOH/ @ dp

définit une forme linéaire positive sur K (J) .
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L’intégrale de Radon correspondante A\, sur J s’appelle I’ intégrale de Lebesgque-Stieltjes
associée a p . Pour tout a,b € J tels que a < b, on a

Mo (“lw) = pla=) = p(b+) et Ay (Lap) = p(0-) — plat) ,
en posant p (inf J—) := p(inf J) et p(sup J+) := p(sup J) si inf J , resp. sup J , appartient
a J . On dit que p est une fonction de répartition de A, ; elle mesure la variation de masse
répartie sur J de gauche a droite. Un saut représente une masse ponctuelle, puisque

M (—liy) = pla=) = p(at) .
Remarquons que 1’on peut modifier la valeur de p en un saut, pour autant que ’on ait
p(a) € [p(a—),plat)] .

Une fonction de répartition de 'intégrale de Lebesgue sur R est id . On peut montrer que
toute intégrale de Radon sur J est de la forme A, .

EXERCICE 1 Soit X un espace localement compact.
(a)  Sip est une intégrale de Radon sur X , alors pour tout s € SKC (X) tel que —s € SK (X)) ,
onas+(—s)=0et u(—s)=—pu(s).

(b) L’application 1 — fix(x) est une bijection de M (X) sur 'ensemble des formes linéaires
positives sur K (X) .

EXERCICE 2 Soit X un espace métrique discret (cf. exercice 14.4).
Montrer que, pour tout s € SK(X) , on peut donner un sens & » s (z) et que

#:sr—>Zs(w)

zeX
est une intégrale de Radon. On dit que c’est I intégrale de comptage sur X .

EXERCICE 3 Soit p une fonction croissante sur un intervalle J de R . Si A = (:cj)j:0 m
est une subdivision de [a,b] C J , alors on dit que

fZTL (A) = maszl,m,m (l’j — CL'j,1)
est la finesse de A .

Etant donné ¢ € K (J) , pour tout intervalle [a,b] C J tel que suppy C [a,b] et toute
subdivision A de [a,b] , on pose

m—1

Sa (@) =>_ @) [p(xj—) = p(z;-)] .

j —
Montrer

a) Pour tout € > 0, il existe un § > 0 tel que 'on ait
(a) : q

1Sa (p) — Se (p)| < e
pour toutes subdivisions A, O de [a, b] de finesse < 4 .

(b)  Si (Ag)ey est une suite de subdivisions de [a, b] telle que lim;, fin (A;) = 0 , alors

b
/ @ dp :=1limy Sa, (¢) existe dans R .
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En outre cette limite ne dépend pas, ni de 'intervalle [a,b] , ni de la suite de subdivisions
choisis.
(¢) L’application

b
cpl—>/ pdp:K(J)—R

est une forme linéaire positive.
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14.7 Intégrale de Lebesgue dans R"

PROPOSITION  Soient X un espace métrique compact et Y un espace métrique localement
compact. Si f: X XY — K est continue, alors pour toutn €Y , on a

lim, ., f(-,y) = f(-,n) uniformément sur X .

Soit V' un voisinage compact de 7 . Puisque fixyy est uniformément continue (théoréme
10.21), pour tout € > 0 , il existe 6 > 0 tel que l'on ait

|f(z,y) = fuv)|<e
siz,ue X ,y,veVetdy((z,y),(u,v) <d.Sidy(y,n) <J, pour tout z € X , on a

doo ((a:,y) ) (1’, 77)) < dY (y777> )
et nous pouvons supposer que B (n,0) C V . On obtient alors

1FCow) = F Gl = supsex |f (2,9) = f ()] < e

COROLLAIRE Soient [a,b] et J des intervalles de R .

(1) Sif:la,b xY — K est continue, alors

b
yl—>/ flz,y)de:Y — K

lest aussi.
(i) Soit f :|a,b] x J — K . Si f(-,y) est continue pour touty € J , si f est dérivable par
rapport a la seconde variable et si

82f:[a,b] xJ—K

est continue, alors fab f (z,-) dx est continiment dérivable et
b b
(9/ f(x,-) dx:/ Oof (z,-) dx .
Démonstration de (i) En effet, on a

b b b
limy_,n/ f(z,y) dx :/ lim,_,, f (z,y) dz :/ f(z,n) dz

puisque la convergence est uniforme (théoréme 10.6).

Démonstration de (ii) SoitneYetyeY ~{n}.Ona
b , b )
L(/ f(z,y) d:):—/ f(z,n) dx):/ f @y~ fen)
y—n o i a —
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D’apres la seconde inégalité de la moyenne 11.2, p. 373, on a en outre

f(l',y)-f(l’,?])
y—n

— Oof (z,m)| < supjy_y <5 |02 f (2,0) — Oof (z,m)| <

< supp,_yi<s 102 (5 0) = 02f ()l
si |y —n] < J . On en déduit que
fCGy)—f(n)
y—n
par le lemme appliqué & 0y f . Le théoréme 10.6 montre alors que fab f (z,-) dz est dérivable en
n et que

8</abf(m,-) dx) () :/ablimméwf(x’y;:i(“”") dx:/ab82f(x,n) i

Finalement f; Oaf (z,m) dx est continue par (i). O

lim, £y = 0of (,n) uniformément sur [a, b

REMARQUE 1 Les hypothéses de (ii) entrainent en fait que f est (globalement) continue.
En effet, pour tout z,u € [a,b] et y,v € J , on a
| (,y) = F(w,0)] < |f (z,y) = f(w,9)[ + 1S (w,y) = f(u,0)] =

pour un &, entre y et v .
Il suffit alors de remarquer que O, f est bornée dans un voisinage de (x,y) . ———— O

THEOREME  Soient [a,b] et [c,d] des intervalles de R et f : [a,b] X [c,d] — K une fonction

continue. Alors
/ab </cdf(:lf,y) dy) dx:/cd (/abf(x,y) dx) dy .

On considére la fonction
t
F:la,b] x [c,d] — K : (x,t) »—>/ fz,y) dy .

Pour tout t € [c,d] , la fonction F (-, ) est continue par le corollaire (i) en permutant les va-
riables. D’autre part 0, F (x,t) = f (x,t) . Les hypothéses du corollaire (ii) sont donc satisfaites
par F' . En définissant ¢ : [¢,d] — K par

o (1) = /ab (/:f(x,y) dy) dxzfabm,t) dz

on en déduit que ¢ est contintiment dérivable et que

¢ (t) Z/abazF(x,t) da::/abf(a:,t) dx .

Comme ¢ (¢) = 0, par le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral on obtient
d b d b d
/ (/ S, y) dw) dy:/ ¥’ (y) dy = ¢ (d) =/ (/ S, y) dy) dx
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ce qu’il fallait démontrer. 0

LEMME Soient Y un ouvert de X . Pour tout ¢ € K(Y) , on a p, € K(X) en désignant
par @, le prolongement de ¢ par 0 hors de Y .

La continuité de ¢, en chaque point de Y est évidente puisque Y est ouvert. En outre supp ¢
est une partie compacte de Y , donc de X ; cette partie est par suite fermée dans X et, pour
tout z ¢ Y, on a x ¢ supp p et il existe un voisinage V' de x dans X tel que V Nsuppp =0 .
Comme ¢, = 0 sur V' le résultat en découle. O

REMARQUE 2 Le prolongement ¢, de ¢ est canonique; pour simplifier nous considérons
K (Y) comme une partie de I (X) .

Etant donné un ouvert X de R" et ¢ € K (X) , on peut donc définir

fom [ ([ i)Yo

avec aj,b; € R pour j =1,...,n tels que

supp C [ [ las, b5 -
j=1
Ceci ne dépend pas des a;, b; choisis.
Le théoréeme montre que l'on peut permuter l'ordre dans lequel on inteégre, i.e.

by (1) bo(n)
/ Q= / e / SO(,’,E17...,ZU”) dxo.(n) o dI‘o—(l)
X Qo (1) Qo (n)

pour toute permutation o de {1,...,n} .
On vérifie immédiatement que

TX:IC(X)—>]R:¢I—>/QO
X

est une forme linéaire positive.

DEFINITION On désigne par Ax l'intégrale de Radon sur X correspondante et on dit que
c’est I’ intégrale de Lebesgue sur X .

EXERCICE Le but de cet exercice est de généraliser le corollaire (ii) & un intervalle non-
borné, mais aussi de constater que la méthode proposée, basée sur la convergence uniforme,
est lourde a employer. Nous y reviendrons lorsque nous aurons démontré le théoréme de la
convergence dominée de Lebesgue (cf. 15.8).

Soient J un intervalle de R et f: R, x J — K une fonction telle que f (-, y) soit continue
et 'intégrale fooo f (z,y) dx convergente pour tout y € J . On suppose en outre que f est
continiiment dérivable par rapport a la seconde variable.

(a) FEtant donné y € J , pour tout a € R, et s € R tels que y + s € J , on pose

I(a,s) = /Oaf(a:,ersi—f(x,y) dz .
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Si, pour tout € > 0, il existe § > 0 et M € R, tels que
s|,|t| <deta,b=>M = |I(a,s)—1(bt)<e,

alors
0 dr = 82 x, dr .

(b)  Supposons qu’il existe une fonction g : R, — R continue telle que [;* g soit convergente
et que

|02f (-,y)] < g pour tout y € J .
Sous quelles conditions supplémentaires peut-on appliquer (a)?

(¢)  On admet que [;° e de = ‘/77? . Montrer en utilisant 1’équation différentielle

[l

que, pour tout y € R, on a
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14.8 La notion d’intégrabilité

Dans tout ce qui suit p est une intégrale de Radon sur X .

DEFINITION 1 Pour toute fonction f : X — R, on définit son intégrale supérieure par

/ [dp = infesi(x)ssr 1 (5)

[ran== [ pau.

et son intégrale inférieure par

PROPOSITION On a

/f dp = SUPtesk(x),—t<f —H (t)
/ fdu < / £y

/f dp = — infiesic(x) -7 10 (1) = SUDsesicx),—t<s —# (1)

et

En effet,

et, pour tout s,t € SK(X) telsque -t < f<s,ona0<s+t, donc
0<p(s+t)=p(s)+u(t),
et par suite —p (t) < p(s) , d’ou le résultat. O

DEFINITION 2 Une fonction f : X — R est dite p-intégrable si 'on a

—oo</*fdu:/*fdu<oo.
[raw= [ rau=[ran

est 1’ intégrale de f par rapport a pu .
Une fonction f : X — C est dite u-intégrable si Re f et Im f le sont. Dans ce cas, on dit

que
/fdu:—/Refdu+i~/Imfdu

est I intégrale de f par rapport & p .

Dans ce cas on dit que
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REMARQUE 1 L’intégrabilité d’une fonction f : X — R est équivalente & :
Pour tout ¢ > 0, il existe s,t € SK(X) telsque -t < f<set u(s+1t) <e.

Cela découle immédiatement des propriétés d’approximation de sup et inf . ——— [

EXEMPLE 1 Pour tout s € SK(X) , on a
/sd,u:,u(s):/ sdu .
En particulier, s est u—intégrable si, et seulement si i (s) < co . Dans ce cas [ s du = u(s) .

En effet

[ s dn = infreoxco.n (®) = 1(5) = supcsion, 1o - (0= |5 du.

O

EXEMPLE 2 Remarquons que la fonction co appartient & SK(X) et on a u(00) = oo si
p#0.

En effet, pour tout &« € Ry , on a a- u(oco) = p(a-00) = p(o0) , done p(oco) = 0 si
p(00) < oo . On obtient alors p(s) = 0 tout d’abord pour s € SK, (X) par la croissance de
i, puis pour s € SK_ (X) par la régularité et finalement y = 0 par linéarite. —— [

EXEMPLE 3 Soient z € X et a € R, . Pour toute fonction f: X — R, on a

[ ey —a-sw.

Pour que f soit « - ¢,-intégrable, il faut et il suffit que f soit finie en = . Dans ce cas, on a

[ e)=as@ .

C’est immeédiat et laissé en exercice. Il suffit de remarquer que, pour tout 3 € R , la fonction

D 0o L YyFu
X—>R.yv—>{6 si ~ o

appartient & SK (X) . O

REMARQUE 2 Lorsque ’espace est grand par rapport a 'intégrale de Radon p , i.e. p n’est
pas modérée (cf. défnition 15.12), il est nécessaire d’introduire la notion d’ intégrale supérieure
essentielle

/ fdp = infren reacx) SuplEN,Leﬁ(X)/ max (min (f,0- 1), —k - 1x) dp

et celle d’ intégrale inférieure essentielle

/fdu = —/ (—f) di = supgey kea(x) Infien Les(x) /min (max (f,—1-17),k-1x) du .

On défnit de maniére analogue I intégrabilité essentielle d’'une fonction par rapport a p , ainsi
que son intégrale essentielle.
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Pour toute fonction f: X — R, on a

[raus [san< [gaus [ ran.

En particulier toute fonction p-intégrable est essentiellement p-intégrable et les intégrales sont
égales.

Ceci justifie la notation | fdu pour lintégrale essentielle d’une fonction essentiellement
p-intégrable.

On peut en outre montrer que
/fd,u<oo = /fd,u:/fd,u.

EXERCICE 1 Soient X un espace métrique discret et # I'intégrale de comptage (cf. exercice
14.6.2).

(a) Montrer que, pour tout f: X — R , on a

Sa= Y @ Y S
/

f(z)>0 f(z)<0
ou
Yo f@) =swpgeay D f@) et Y f(2) =infreay Y. Sf(2) .
f(z)>0 z€K,f(x)>0 f(z)<0 zeK, f(x)<0

(b) Montrer que

/*od#:/.od#.

Utiliser le lemme 14.1.iv.

EXERCICE 2 Soient p et v des intégrales de Radon sur X et f : X — R . Nous savons
d’apres l'exercice 14.5 que i + v est une intégrale de Radon sur X . Montrer

(a) Ona
/fdu—i-l/ /fdu—l—/fdu

(b) Pour que f soit (1 + v)-intégrable, il faut et il suffit que f soit p- et v-intégrable. Dans

ce cas, on a
/fd(,u—i—y):/fdu—l—/fdu.
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14.9 La relation entre les intégrales de Lebesgue et
Riemann

Nous allons maintenant étudier le cas de l'intégrale de Lebesgue sur un intervalle J de R
plus en détail. Rappelons que f:* désigne l'intégrale supérieure de Darboux sur [a, b] (cf. 9.3).

LEMME  Soit [a,b] un intervalle compact de J . Si f : [a,b] — R est une fonction bornée
et fo est son prolongement o J par 0 hors de |a,b] , alors

* bx
/ fodA; < I
En effet,

* b bx
/ Jod\; = infocsic(r),s o A (8) <infocii) e fo /90 < infte&([a,b}),t>f/ t= I,

b
/t:infk/gok,

ou () est une suite (décroissante) de fonctions affines par morceaux, a support compact dans
J et telle que ¢, > t pour tout k . Par linéarité, il suffit de prouver ce résultat pour les fonctions
du type

car, pour tout t € £ ([a,b]) , on a

layl 5 =y » lgy et —lgy
(cf. définition 9.1). O

COROLLAIRE Si f est intégrable au sens de Riemann, alors fo est \j-intégrable et on a

/fodAJ—/abf-

En particulier, toutes les fonctions de C ([a,b]) et € ([a,b]) prolongées par 0 hors de [a,b] sont
A-intégrables.

Il suffit d’écrire la suite d’égalités et d’inégalités

/ajfz—/ab*(—f)é—/*(—fo) dAJ:/*deAjg
</*fod%</ab*f—/:f.

PROPOSITION  Soient J un intervalle de R . Pour toute fonction continue positive f sur

O
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b
Ar(f) = SUPa,beJ,a<b/ f.

En outre, pour que f soit A j-intégrable, il faut et il suffit que l'intégrale flilf”i}‘] f soit conver-

gente. Dans ce cas, on a
sup J
/ fr = / ;.
inf J

Pour tout a,b € J tels que a < b, on a 1y, - f € SK(J) par 'exemple 14.2.4 et

f= SUPg be J,a<b 1]a,b[ -f
Remarquons que 'intégrale de Lebesgue de
Lap( - f = 1w - f = fa) Ly — f(B) - 1y

est égale a l'intégrale de Riemann de f sur [a, b] par le corollaire (cf. exercice 9.5). La propriété
de Bourbaki montre alors que

b
A (f) = supgperacs Ay (Lapr - f) = SUPa,beJ,a<b/ I

La proposition découle donc de 'exemple 14.8.1 et de la caractérisation de la convergence de

Iintégrale flrﬁ)}‘] f (cf. proposition 9.17). O

EXEMPLE La fonction gamma est définie par

o0
[(z):= / t*"'.etdt pour tout z € R* .
0

(a) Pour tout x >0, on a
Fz+1)=z-T'(z) e I'(l)=1.
En particulier
I'(n+1)=mn! pourtout n € N.
(b) Pour tout = > 1, on a la formule

0o ta;—l
/0 St =T (2)-C () -

et —

Rappelons (cf. exemple 6.2.2) que la fonction zéta est définie par

=1
¢ () := w pour z > 1.
k=1
Démonstration  Remarquons tout d’abord que cette intégrale est convergente. En effet, on
alimy_. t"t et =0, donc t*" et < 1sit >ty pour un certain ¢, assez grand, et par suite
1
et 7 sur [to, 00[ .
D’autre part

e < sur 10, )
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La relation entre les intégrales de Lebesgue et Riemann 14.9

(a) Si0<e< R<oo,en intégrant par partie on obtient

R R R
/ tx-e*tdt:[—tf~e*t} +/ -t et dt
€ €

doal (z+1) =z T (x) . Dautre part,
R

R
ra = supR/ e 'dt = supp [—e’t} =1.
0 0

La derniére formule s’obtient alors par récurrence.

(b) Pour tout t > 0, on peut écrire

o0

k
tm—l tm—le—t L o L
- 1:1 t:tl‘ 1€t‘§ eltzsupk§ tJ? 1€lt'
e — — e

=0 =1

Utilisant la propriété de Bourbaki et I'additivité sur SK (Ri) de l'intégrale de Lebesgue, on

obtient
0o ta:—l id:p—l k ‘
dt = No.oo = MNo.oo i1 e—tid | —
/0 et —1 10,00 (exp —1) 10,00] (supk ;l €
k k .
= supy, Z AJ0,00] (id$_1 e_l"d) = supy, Z/ " le7tdt .
=1 =170
Finalement
© R IR r—1 d
/ " le M gt = sup0<€<R/ " le Mt dt = sup0<6<R/ <§> e L=
0 15 le l l
1 * r— —S 1
:l—x-/o s" e ds:l—x-F(x),
donc

e8] t:r—l k 1
/ dtzsupkzl—x-l"(x):l“(x)((x).
0 =1

et —1

REMARQUE En particulier

] 1 00 t3 4
/ —dt:/ t—dt:F(4)-C(4):W—,
0 t5 <e% _ 1) 0 e — ]. 15
puisque I' (4) =3l =6 et ((4) =Y 1, 4 = % :
La fonction ¢t — ﬁ est liée a la radiation du corps noir. Dans le livre de Forster, Ana-
et —
lysis I, p. 170-171, on trouve une démonstration élémentaire, mais évidemment plus compliquée,
qui n’utilise pas la propriété de Bourbaki.
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14.9 La relation entre les intégrales de Lebesgue et Riemann

EXERCICE

(a) Montrer que

k! k®
x(x+1)-...-(z+k)
Etant donné x > 0, considérer pour k& > 1 les fonctions f; sur R* définies par

['(z) = limy

pour tout z € R .

k
fk(t)::t:‘_l-(l—£> si0<t<k et fr(t)=0 sit>k,

en se rappelant que 'on a

N " k+1
1+4-) <14+ —— 1t> —
(+k) (+k+1) sit k

A\
limy;, (1+E) =e' .

(b) Montrer que I' (%) = /7 , et en déduire que

/ e_t2dt:ﬁ.

o0

et que

Calculer T (3)* & ’aide du produit de Wallis (cf. 9.13) :
<4 . AR

Y imy—)T
-1 PRIk )l 2
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14.10 Les propriétés de ’intégrale supérieure

PROPOSITION  Pour tout f,g: X — R eta €R, , on a

g /*oz.fd,u:a-/*fdu et /*a-fduza'/*fdﬂ-
(i) f<g = /*fdué/*gdu et /*fdﬂé/*gdﬂ'

(i1i) Sous-modularité

/mmf, du—l—/maxfg /fd,u+/gd,u.

et surmodularité

/*f du—l—./*g dué/*min(f,g) d,u+./*max(f,g)d

/fd,u,/gd,u<oo — /max(f,g)du<oo.

(iv) Sous-additivité
/f+9 /fd#—F/gdu.

/*fdu+./*gdu</*(f+.g)du-

/*fdu,/*gdu<oo == /*(f+°g)du<oo.

En particulier

et suradditivité

En particulier

Démonstration de (i) Pour o >0, on a

* . . s
/ a- fdp=infesix)ssar i (s) = a - infiesix),sjasf 1 <E>

= - infuéSlC(X),u}f % (U) = Q- / fdu,

et cette formule est triviale si &« = 0 . D’autre part

Jatan=-[acpa=-a- [ pa=a-[1dn.
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14.10 Les propriétés de 'intégrale supérieure

Démonstration de (ii) Si f<g,pourtout u e SK(X)telqueu >g,onau>f,
donc

/ [dp = infecsixy,s=p 1 (8) < infuesi(x)uzg pt (0) = / g dp .

D’autre part comme —g < —f , il vient

[ran==[nas-[ o= [oan.

Démonstration de (iii) Pour tout s,t € SK(X) tels que f < set g<t,ona
min (s, t), max (s,t) € SK(X)
et
min (f,g) < min(s,t) , max(f,g) < max(s,t) ,

donc

/ min (f, g) du +° / max (f,g) du < p(min (s, t)) + p (max (s,t)) =

=p(s+t)=p(s)+pt)=pn(s)+* pn) .
Grace au lemme 14.1.1i1 on obtient la sous-modularité :

/ min (f, g) dp +° / max (f,g) dp < infaesic(x), r<s infrescx) o<t 1 (s) +° (1)) =

= infyesicx),res [ (8) +° infresix,gce 1 (8)] = infoesic(x), p<s {M (s) +°/ gdu} =

= inficsic(x),p<s 14 (S) +./ gd“:/ Jdp +./ gap

[raw [aan=|- [ na |- [ coa]-
[ enans [o ) <
- { [ min(=f—g) dus [Cmax(-1.-0) du] -
_ { [-min-r.-9 du} T { [ -max(-£.-9) du] -

:/*min(f,g) dﬂ+./*ma><(f,g) d

D’autre part

Démonstration de (iv) Pour tout s,t € SK(X) telsque f < setg<t,onas+tec
SK(X)et f+*g<s+t,donc

[+t pdusuts) +ut |
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d’ou la sous-additivité grace au lemme 14.1.iii. D’autre part

Jusgan== [0+ oz

*

> — V*(—f) du+'/*(—g) du} z/*fdwr./*gdu-

U
COROLLAIRE Soit f: X —R . Ona
/*]f]du<oo — —oo</fd,u</*fdu<oo

et *

/*fdﬂ<00 — /*f+du<oo.

La nécessité de la premiére partie découle, puisque £f < |f] , de (ii) : on a
[ ans [itan,
donc
[ rans< [ e [ran=— [ pawz= [

Pour la suffisance, puisque |f| = max (f, —f) , grace a (iii) on obtient

11t [ max (.- du< o
Quant & la seconde partie, il suffit d’appliquer (iii) & f et 0 puisque f™ =max(f,0). — O

EXERCICE Soient f,g: X — R des fonctions. Alors

/*fdu+./*gdu</*(f+.g)du-

Si f est p-intégrable, on a méme
[taws [oau= [ (r4gpau.

REMARQUE On peut montrer que les intégrales supérieure et inférieure essentielles satis-
font aux mémes propriétés que les intégrales supérieure et inférieure.
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14.11 La propriété de Daniell

La propriété de Bourbaki satisfaite par une intégrale de Radon conduit & la propriété
suivante de l'intégrale supérieure.

THEOREME Si (fy) est une suite croissante de fonctions sur X telle que f* fedp > —o0
pour tout k , alors on a la propriété de Danzell

/SUPkfde:SUPk/ Jedp

On a évidemment
supy, / Jedp < / supy, fi, dp .

Pour prouver lautre inégalité, on peut supposer que sup, [ " fedp < 0o et que Iensemble
d’indices est N* . Etant donné € > 0 , soit s, € SK (X)) tel que s > fi et

/fde< (sk) /fkdﬂ+2ka

Posons t; := maxij<<r s € SK(X) . La, suite (x) est croissante et nous allons montrer par
récurrence que

et remarquons que

l\Dlm

2
* 1
N(tk)g/ fedp+e-) o
=1

Comme t; = s; , cette formule est vraie pour k& = 1 . Puisque 5,1 = max [tg, Spi1] et
min [tg, Sgr1] = fr , il vient

/ Jedp + e (teyr) < / min [tg, Sp41] dpp+ p(max [ty spq1]) =

= p(min [ty, spr1]) + p (max [te, sp41]) = o (tr + sp1) =

k
Zﬂ(tk)+ﬂ(3k+1)</ frdp+e-> §+/ ferrdp+ 5
=1

si la formule est vraie pour k . Comme [ " fudp € R, on en déduit la formule pour k + 1 .
Finalement, on a

supy, fr < supytx € SK(X)
et utilisant la propriété de Bourbaki 14.5, il vient

/ supy, fr dp < g (supy, ty) = supy, p () <
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La propriété de Daniell 14.11

* o0 1 *
<Supk</ fkdﬂ‘i‘e'Zi)zsupk/ fedp+e
=1

quel que soit € > 0, d’ou l'on tire

/ supy, fi dp < supy, / Sedu

EXEMPLE 1 On vérifie rapidement que, pour tout £ € N* | on a

/* <—ﬁ> /_dAR e (k.lid> ~ e

par 'exemple 14.8.1 et la proposition 14.9, et que

1
SPket g =

Ceci montre que 1’on ne peut pas supprimer la condition de finitude.

COROLLAIRE Pour toute suite (f) de fonctions positives, on a sous-additivité dénom-

brable
/ ZfldM< Z/ Jidu .
1=0 1=0
En effet, comme

00 k
Zfl = Sukafl )
=0 =0

il vient

/*ifldﬂzsupk/ Zfzdﬂ Supki/*flduzi/*fldu.m

EXEMPLE 2 Pour toute fonction f > 0, on a

/oo-fd,u:oo/ fdu .
En effet

/oo-fd,u:/supkk:-fd,u:supkk:-/fd,u:oo-/fdu.

Ce genre d’arguments jouera un role important par la suite (cf. 15.2).

REMARQUE L’intégrale supérieure essentielle satisfait également a la propriété de Daniell.
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14.12 Le théoréme de Beppo Levi

Voici le premier résultat permettant de décider si une fonction est intégrable et de calculer
son intégrale.

THEOREME  Si (fx) est une suite croissante de fonctions p-intégrables, alors supy, fi est
w-1ntégrable si, et seulement si, on a

supk/fk dp < oo ou bien / supy, frdp < oo .

Dans ce cas on a

/ supy, fi, du = supy, / Jedu .
Par la propriété de Daniell 14.11, on a
~oo<supy [ fudu=sup, [ fidp= [ suyfi

puisque par hypothese fj, est p-intégrable, donc [ Y fedp = [ fedp > —oo . Les conditions sont
donc nécessaires, et la formule est démontrée.
Réciproquement, on a

—OO</ sumfkdu—supk/fkdu—supk/fkdué/supkfkdus/ supy, fi dp < oo,

ce qui finit de prouver que sup,, fi est u-intégrable. ([l

REMARQUE 1 Si (fg) est une suite décroissante de fonctions p-intégrables, alors infy fj
est p-intégrable si, et seulement si, on a

infk/fk dp > —oo  ou bien /infk fedy > —o0 .

*

Dans ce cas on a

EXEMPLE Rappelons que 1g n’est pas intégrable au sens de Riemann sur [0, 1] . Par contre
elle est Agr- et Ajpyj-intégrable et son intégrale de Lebesgue est 0 .

En effet, il existe une suite croissante (Ay) de parties finies de Q telle que

Q=J4.

Mais comme 14, est intégrable au sens de Riemann sur un intervalle [a, b] contenant Ay et d’in-
tégrale 0 , le corollaire 14.9 montre que 1,4, est Ag-intégrable et que f 14,dA\g = 0 . Finalement,
on a lg = sup; 14, et le résultat découle du théoréme de Beppo Levi. [l
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Le théoréeme de Beppo Levi 14.12

REMARQUE 2 Le théoréme de Beppo Levi est également valable dans le cadre de I'inté-
gration essentielle.

EXERCICE 1 Soit J un intervalle ouvert de R . Pour toute fonction f : J — R, on désigne
par fo son prolongement & R par 0 hors de J . Montrer

(a) SiseSK(J),alors sg € SK(R)etonals(s)=A(so) -
(b)  Pour que f : J — R (ou C ) soit \;-intégrable, il faut et il suffit que fy soit A-intégrable.

Dans ce cas on a
/fd)\J:/fgd)\.

EXERCICE 2 A Tl'aide d'un développement en série de Taylor on obtient

11 o 2
/de:_ﬂ_,
0 x 6
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14.13 L’espace des fonctions intégrables

DEFINITION On désigne par
L) o Ly(p) et Lg(p)

I’ensemble des fonctions

f:X—DR resp. R et C,

qui sont p-intégrables.

THEOREME

(i)  Pour tout f,g € L' (n) et o € R, les fonctions

Oé'f ) mln(fag) ) maX(f?Q) ) ‘f’ ) fi ) f*
et

ft+eg , f+°g

sont intégrables et on a les formules

et

/(f+-9)du_/fdu+/gdu—/(f+’g)du.

(i) L (1) est un espace vectoriel réticulé involutif sur lequel [ odu est une forme linéaire
positive. Pour f € LL (i) , on a

/Tduzm et ‘/fdu‘é/lfldu-

Démonstration de (i) Pour a € R, | la proposition 14.10.i montre que

—o<a [fau=—a- [(nau——[a-pau= [adns

<[asii=a [ ran-a-[fii<o.
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donca-fell(p)et [a-fdu=a- [ fdu.Enoutre

ﬂn<—/jduzlvﬁwm</w&ﬁduz—[}duz—/vdu,

donc —f € L' (u) et [(=f) dup=— [ f du . Onen déduit que a- f € L' () et que [« f dp =
a- [ f dp pour tout o € R .
Grace a la proposition 14.10.iii, on peut écrire

—oo</*fdu+.[gdu</*min(f,g) d,u+./*max(f,g) dp <
/mm f.g du+/max f,9) /fdu+/gdu=[fdu+'/*gdu<oo,

donc
/min(f,g) du—l—/max(f,g) du:/ min (f, g) du—i—/ max (f,g) du € R .

On en déduit que

Jmin(7.9) dn = [ min(£.9) dn . [ max(7.9) d = [ max(£.9) du e R

ce qui prouve que min (f,g),max(f,g) € L' (n) . Il vient alors |f|, f%, f- € L' (u) . La
croissance de [ odu découle de la proposition 14.10.ii. Comme +f < |f| , on obtient alors

s [raus [inan,
[ra < [inrau.

Grace a la proposition 14.10.iv, on peut écrire

_oo</fd,u+./9dﬂ /f+' {&((}Ciéq))gg}g

/(f+g dp < /fdu+/gdu /fdu—ir /gd,u<oo

ce qui montre que f +49, f+*g € L (1) et la formule.

donc

Démonstration de (ii) Cela découle immédiatement de (i) et (ii) a part le fait que
LL () soit réticulé, ainsi que I'inégalité. Pour tout z € C , on a

—i-arg z

2| =€ -z =|cos(argz) —i-sin(argz)] - (Rez +i-Imz) =

= cos (argz) - Rez +sin (argz) - Im 2z = sup,cp (cosa - Rez +sina - Im z) =

= SUP,cq (cosa-Rez +sina-Imz) ,
puisque

—1

cosa-Rez+sina-Imz=Re (e 2) <|e™" 2| =] .
Si (k) ey €St une énumération de Q , on a alors

|f| = sup, max;—o,_x(cosay-Re f +sineg - Im f) .
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Comme
k(cosay-Re f+sinag-Im f) € L ()
le théoréme de Beppo Levi 14.12 montre que |f| € £ (1) , puisque

[ st [ (e i+ £ du < o

d’aprés (i). Finalement, I'inégalité s’obtient en considérant u € U tel que

/fdu . /fdﬂ /Re(uf)du+i-/1m(u-f) d,u:/Re uf) d

=1,...,

n< [ 1l d.

puisque [u- f du € Ret Re(uf) <lu- f|=|f].

REMARQUE On désigne par
L), L (n) et L (n)

I’ensemble des fonctions

f:X—DR resp. R et C,

qui sont essentiellement p-intégrables.

Les résultats ci-dessus sont encore valables dans le cadre de l'intégration essentielle.
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