Chapitre 9

INTEGRALE DE RIEMANN

Dans tout ce paragraphe on désigne par [a, b] un intervalle fermé de R .

Version du 16 novembre 2005
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9.1 Fonctions en escalier

9.1 Fonctions en escalier

DEFINITION Si X est un ensemble et A C X , la fonction

1 reA
1y: X —R:ox+— si

0 x ¢ A

s’appelle la fonction caractéristique de A .

Une subdivision de [a,b] est une suite () ., de [a, b] telle que

=0,
a=ro< 1< ...<xy=>.
Nous dirons que ¢ : [a,b] — R est une fonction en escalier s'il existe une subdivision

(1) ;... de [a, ] , dite associée & ¢ , telle que  soit constante sur chaque intervalle [z}, 741
pour j =0,...,m—1.On a donc

3

Y= % (1']) : 1[$jﬂ7j+l[ T (b> ) 1{5} :
J

Il
o

Nous désignerons par £ ([a, b]) I'ensemble de toutes les fonctions en escalier.

Remarquons que les fonctions en escalier sont continues & droite et qu’une telle fonction
peut avoir plusieurs représentations comme ci-dessus.

LEMME  Soient (u;);_,
() ;—0....m telle que

et (v5)._ , des subdwisions. Il existe une unique subdivision

EEREE) J=Y;-.5

{zo,...,xm} = {uo, ..., up} U{vo,..,v,} .

C’est, évident. ]

PROPOSITION & ([a,b]) est un sous-espace vectoriel réticulé de l’espace vectoriel ré-
ticulé R de toutes les fonctions réelles sur [a,b] , i.e. pour tout ¢, € & ([a,b]) et @ € R,
on a

a9 90+¢ ) min (9077/}) ) maX(¢7¢> € g([avb]) :

En outre, pour tout p € Ry , on a

|90|p ) Sﬁ'w S g([aab]) :

Soient (u;);_o ., €t (vj);_, , des subdivisions associées & ¢ et ¢ respectivement et consi-

dérons la subdivision réunion (xj)jzo .. Comme chaque intervalle [z;, z;11[ est contenu dans
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Fonctions en escalier 9.1

un intervalle de la forme [u,,u,1] , ainsi que dans un intervalle de la forme [vy, v541] , On en
déduit que ¢ et ¢ sont constantes sur [z;,x;11[ , donc aussi toutes les fonctions citées dans la
proposition. L]

EXEMPLE Pour tout c,d € [a,b] tels que ¢ < d , on a lq € &([a,b]) , mais 1.4 ¢
€ ([a,b]) , & moins que d = b .
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9.2 Intégrale élémentaire

9.2 Intégrale élémentaire

Soient ¢ € & ([a,b]) et (u;);_,  ,» (vj),-, ., des subdivisions associées & ¢ . La subdivision
(). réunion de (u;)._, et (v;)._,  est aussi associée & ¢ . En outre
] yeeey M J=V,...,p J=V,....,q

[ura UT+1[ = U [$j> $j+1[
Up ST{j<Up41
et (), <u;<ury, €St une subdivision de (4, uri1] - On a alors
p—1 m—1
Z @ (ur) * (Urs1 —uy) = ZQD (ur) - Z (xj-i-l - xj) = ¥ (:L“]) (xj-‘rl - :E]) )
r=0 Upr ST <Up41 7=0
puisque ¢ (u,) = ¢ (x;) si u, < z; < uy41 . On obtient de méme
qg—1 m—1
0 (vs) * (ust1 —us) = » @ (x;) - (xj51 — 7))
s=0 7=0
donc
p—1 q—1
ZQO (ur) ’ (urJrl - u?") = 2 (Us) ’ (uerl - us) :
r=0 s=0

Ceci nous permet de poser la

DEFINITION  Si ¢ € £ ([a,b]) et (z;); est une subdivision associée a ¢ , on dit que

:07 R

/ = Z o (5) - (Tj51 — 25)

7=0

est 1" intégrale (élémentaire) de Riemann de ¢ .

PROPOSITION  Pour tout ¢, € € ([a,b]) et €R , on a

’ [en-o[s.
" /ab(so+¢)=/abso+/ab¢'
" p<Y = /abso</ab¢.

Si (a:j)jzo’m ., est une subdivision associée a ¢ et 1 , on obtient

b m—1 m—1 b
/ (i — ) = o ¢ (z)) - (Tjr1 —x5) = - / ¥
a a

J=0 Jj=0
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Intégrale élémentaire 9.2

—_

/<¢+w>: (0 +9) (3) - (g1 — 25) =

J

3

Il
<)

ZZSO(%‘1)'(%‘—%‘1)+Z¢(9€j)'(1’j+1—1’j):/¢+ ¥

a

Jj= Jj=0
et, si o <,
—1

/ab¢:ni¢(xj)'(mj+1—9fj)< @D(xj)'(xj“_zj):/abw'

Jj= J

3

Il
o

REMARQUE 1 Les propriétés (i) et (ii) signifient que

sOH/sorE([a,b])HR

est une forme linéaire. On exprime la propriété (iii) en disant que cette forme linéaire est
croissante ou encore qu’elle est positive , car elle est équivalente a

b
=20 — /s0>0.

En effet si ¢ < ¢, alors ¥ —p > 0, donc

/abw—/:sazfabW—wDO-

REMARQUE 2 (Intégrales de Stieltjes) Une fonction croissante p : [a,b] — R posséde
des limites & gauche p (x—) et a droite p (z+) en tout point x € [a,b] , excepté les deux cas
suivants définis par

O

pla=):=pla) et p(b+):=p(b)
(cf. exercices 7.8.3 et 7.9.5).
Pour tout ¢ € € ([a,b]) , on définit alors I'intégrale (élémentaire) de Stieltjes de ¢ par

[ e o= 3 e @) o) = p (a1 + 6 0) - Ip (04) — 0]

Elle posséde les mémes propriétés que 'intégrale élémentaire de Riemann. On a

/absozfabsad(id) :
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9.3 Integrale supérieure de Darboux

9.3 Integrale supérieure de Darboux

Si f : [a,b] — R est une fonction (bornée), on va définir son intégrale en approximant f
par en haut comme par en bas & ’aide de fonctions en escalier. Ceci nous conduit & introduire
les deux nombres suivants.

DEFINITION Pour toute fonction f : [a,b] — R , on pose
bx

b
f= infgoezt([a,bb,«m/ peR

a

et

b b
/ fi= Supwee([a,b]),wgf/ peR.

On dit que ce sont respectivement les intégrales supérieure et inférieure de Darboux de f .

PROPOSITION  Pour toute fonction f : [a,b] — R,

/ajf</ab*f , /f——/ 1),

f<oo <= [ est majorée

a

et si l'on am < f < M pour certains m, M € R , alors

(b—a) / /b*f (b—a) .

Si g, € E([a,b]) et p < f < ¢, alors fabw < fabgp par la proposition 9.2.iii, d’ou la
premiere partie. Pour la deuxieme on a

b b b b
/ f= —inf¢e5([a,b]),¢<f—/ Y= —infwesqa,b]),féw/ (=) :/ (—=f) »

puisque ¢ € £ ([a,b]) est équivalent & —1) € £ ([a,b]) . La troisiéme est immédiate car une
fonction en escalier ne prend qu’un nombre fini de valeurs, donc est bornée. Pour la derniére
partie il suffit de remarquer que

mo gy < <M1y -

EXEMPLE 1 Pour tout ¢ € £([a,b]) , on a

[o-fo-f>

C’est immeédiat. O
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Integrale supérieure de Darboux 9.3

EXEMPLE 2 Considérons la fonction

1 reQ
f:0,1] - R:2+— si

0 r¢Q

1% 1
/ f=1 et f=0.
0

0%

Soient ¢ € & ([0,1]) tel que ¢ > f et (z;),_, ,, une subdivision de [0,1] associ¢e a ¢ .

Pour tout £ =0,...,m — 1, il existe un nombre rationnel ¢ € [z;,z;11] . On a donc ¢ (z;) =
©(q) > f(q) =1. Ainsi
1 m—1

1 m—
/ P2y () (@ —z) 2 Y (m—z) =1,
0 §=0 §=0

, . 1% . . .
On en déduit que fo f =1, car 1 est aussi une fonction en escalier et 1 > f .
L’autre assertion se démontre de la méme maniére, en remarquant que [z;, z,41[ contient

un nombre irrationnel, par exemple ¢ + */75 pour [ assez grand. l
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9.4 Continuité uniforme

9.4 Continuité uniforme

DEFINITION Soient X et Y des espaces métriques et f : X — Y une application. On
dit que f est uniformément continue si, pour tout £ > 0 , il existe 6 > 0 tel que, pour tout
u,v € X , on ait

dx (u,0) <6 = dy (f(u),f(v)) <e.

EXEMPLE La fonction id : R — R est uniformément continue, par contre id* : R — R
ne l'est pas. Il en est de méme de sin = :]0,1] — R .

Il suffit de prendre § = ¢ . Le reste est laissé en exercice.

THEOREME (de Heine) Une fonction continue f : [a,b] — C est uniformément conti-
nue.

Si f n’est pas uniformément continue, il existe € > 0 tel que, pour tout £ € N* 'implication

1
pour tout u,v € [a,b], |u — v| <E =  |f(u)—f(v)<e

soit fausse. Il existe donc ug, vy € [a, b] tels que

ug — il < et 1f () — f (0)] > <

Le théoréeme de Bolzano-Weierstrass 5.11 nous permet d’extraire une sous-suite convergente
(ug,),ey - Soit alors z = lim; uy, € [a,b] . Comme on a

@ — vl <o — ] + fue = vpl <o —unl +
on en déduit que (vy,) y est aussi convergente et que lim; vy, = o . Par la continuité de f , on

obtient alors

le

tim, [f (ti) — f (vi)] = f (2) = f () =0,

ce qui est absurde, puisque |f (ug,) — f (vg,)| = € pour tout [ € N . O

EXERCICE Soient J un intervalle de R et f : J — C une fonction dérivable dont la
dérivée f’ est bornée. Montrer que f est uniformément continue.
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Intégrabilité au sens de Riemann 9.5

9.5 Intégrabilité au sens de Riemann

DEFINITION Une fonction f : [a,b] — R est dite (Riemann) intégrable si 'on a

Ce nombre s’appelle 1" intégrale (de Riemann) de f et se note
b
[

LEMME Une fonction f : [a,b] — R est intégrable si, et seulement si, pour tout € >0 , il
existe p, 1 € € ([a,b]) tels que

b
< f<e et /(cp—wgs.

C’est immédiat par définition. O

EXEMPLE 1 Toute fonction en escalier est intégrable d’aprés I’exemple 9.3.1. Par contre la
fonction de I'exemple 9.3.2 n’est pas intégrable.

THEOREME Toute fonction continue f : [a,b] — R est intégrable.

D’apres le théoréeme de Heine, nous savons que f est uniformément continue. Il existe donc
§ > 0 tel que I'on ait | f (u) — f (v)| < 3= si Ju — v| < . Choisisssons m € N* tel que =2 < § .
On considére alors la subdivision
b—a

ry;=a+]- pour j =0,...,m .

Nous savons par le théoréme de Weierstrass 7.10 que f est bornée. Nous pouvons donc poser
m—1
Y= Z sup f ([xjaijrlD ) 1[1'j71'j+1[ + f(b) Ly
j=0
et

m—1

Yo=Y inf f (2,200 - Ly + F(0) - 1gy -
j=0

On a ¢ < f < ¢ car, pour tout x € [a,b[ , il existe j tel que = € [z;,x;11] , donc
¥ () =inf f ([zj, zj]) < f(2) <sup f([z),2j0]) = 0 (2) ,

tandis que
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9.5 Intégrabilité au sens de Riemann

D’autre part, pour tout u,v € [z;,z;11[, on a |[u—v[ < 4§, donc |f (u) — f(v)| < 7= et en
particulier
€
< .
flw) < F o)+
On en déduit que
. €
sup f ([25, 2j[) <inf f (2, 2jna]) + 37—
et par suite que
. €
0< Supf([xjaxj+1[) - lnff([wj7$j+1[) < b—a
Ainsi
€
b—a
donc
b b
. (¢_¢)< . b_a:€7
d’ol notre assertion par le lemme. O

REMARQUE 1 Rappelons, si X est un ensemble et f,g: X — R des fonctions que 'on a
min (f, g) + max(f,g) = f+g .

En posant
fTi=max(f,0) et f :=max(—f0),
on a

f=f"=f et |[fl=max(f—f)=f"+/f.

PROPOSITION  Soient f,g : [a,b] — R des fonctions bornées et « € Ry . On a alors

v liwfﬁw»lp‘a lmmuﬂza-ff-
" /;f+/ajg</aj<f+g) et /ab*(f+g)</ab*f+/ab*g.
" f<g = /;f</:g,/ab*f</ab*g.

g [re [ove [omsore [omats

et
bx

a

b* b* b*
min (f, g) + maX(f,g)é/ f+/ g -
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Intégrabilité au sens de Riemann 9.5

Les formules pour les intégrales inférieures découlent des formules pour les intégrales supé-

rieures, car on a
b bx
== 0.
ax* a

Démonstration de (i) Si a # 0 la formule est évidente. Si « > 0 , alors
bx b b -
/ (Oé . f) = inf¢eg([a,b}),¢>a.f/ @Y =a- 1nf¥,€5([a b)), g / a =

b bx
= o infsoef([avb]%w?f/ p=ar !
puisque ¢ € & ([a, b]) est équivalent & £ € £ ([a,b]) .

Démonstration de (ii) Etant donné ¢, € & ([a,b]) tels que ¢ > fet ) > g, on a

o+ >f+g,donc
/ab*(erg)</ab(90+¢)=/abso+/:¢-

La deuxiéme formule en découle en prenant l'infimum sur ces ¢ , puis sur ces ) .

Démonstration de (iii) Etant donné ¢ € & ([a,b]) tels que v > g ,ona v > [, donc
b*
[l

Démonstration de (iv) Etant donné ¢, ¢ € £ ([a,b]) tels que ¢ > fet ) > g, on a
min (¢,¢) > min (f,g) et max(p,¢) > max(f,9) ,

d’ot la formule.

donc
bx bx b b
win(f,9)+ [ wax(f9) < [ win )+ [ max (o) -
b b
[ miney rmaseni= [orn= o [v,
ce qui finit de prouver la proposition. 0

COROLLAIRE Soient f,g : [a,b] — R des fonctions intégrables, « € R et p € [1,00][ .
Alors les fonctions

Oé‘f ’ f+g ’ mln(fag) ’ max(f,g) ’ er ’ fﬁ ’ |f‘p et fg

sont intégrables, et on a

/aba‘fza-/abf , /ab(f+g>=/abf+/abg
f<g = /abfé/abg
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9.5 Intégrabilité au sens de Riemann

Comme f et g sont intégrables, on a

b bx b bx
L= re fo=] s
Si a > 0, on obtient alors
b b bx bx
[an=a[t=a[1=]

Si o <0, on peut écrire

_|0‘|'/Gif:—/aj(|a|'f)=/ab*(a-f) |

Pour prouver que f + g est intégrable, il suffit de constater que

/b*f+/b*g=/bf+/bg</b<f+g>< ab*<f+g></ab*f+Lb*g

Quant a l'intégrabilité de min (f, g) et max (f, g) , elle découle de

/b*f+/b*g—/ f+/ /mm f.9) /a*max(f,g)<

bx b bx
< mln(f,g) max (f, g) < /f+/ g,

a

car pour tout «, 3,7, € R, on a
a<y,B<ba+B=y+0 = a=7v[5=90.

On en déduit celle de f™ | f~ et |f] .
Pour démontrer l'intégrabilité de | f|” , nous pouvons remplacer f par |f| . En outre il existe
M € R, tel que que 0< f <M. Pourtout € >0, par le lemme il existe ¢, 1) € & ([a,b]) tels

quey < f<pet f ¢ — 1) < € . Nous pouvons supposer que ¥ > 0 et p < M en remplagant
au besoin v par ¥t et ¢ par min (¢, M) . On a

U @" € E([a,b]) et P < P <f

Par la formule des accroissements finis, pour tout uv,v € R, , on a
w’ =P =p- & (u—w)
pour un certain & entre u et v . En en déduit que
=P <p- MPTH (9 =)
puisque pour tout x € [a,b] , le point & est entre ¢ (z) et ¥ (x) , donc £ < M , et que

id?~' : R, — R est croissante. Il vient alors

b b
[@-m<part oo <par
Finalement il suffit de remarquer que

=1 et frg==-[f+9’—(f-97] .

IO,
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Intégrabilité au sens de Riemann 9.5

REMARQUE 2 Pour p € |0,1] , on peut aussi montrer que |f|” est intégrable, mais la
démonstration est plus compliquée, car id?~! n’est pas croissante. Mais cela n’est pas important
car les seules fonctions que nous rencontrerons, avant de traiter I'intégrale de Lebesgue, sont
celles qui sont continues par morceaux (cf. exemples 3 ci-dessous) et pour lesquelles le résultat
est évident.

EXEMPLE 2 Nous savons que les fonctions en escalier et les fonctions continues sont inté-
grables. En outre on démontre facilement (voir 'exercice ci-dessous) que, pour tout x € [a, b| ,
la fonction 1y, est intégrable. Le corollaire montre alors que toute combinaison linéaire de
telles fonctions est aussi intégrable. On voit alors immédiatement que ces fonctions sont celles
qui sont continues par morceaux sur |a,b] au sens de la définition suivante :

Si J est un intervalle de R , nous dirons qu’une fonction f : J — C est continue par

morcequz s’il existe une subdivision (xj)jzo ., de J , telle que g = inf J € Ret , =supJ €

R , telle que la restriction de f a chaque intervalle ouvert |z;,xj41] posséde un prolongement
continu a l'intervalle fermé [z;, z;.1] NR .
Les valeurs de f aux points x; € J peuvent donc étre quelconques.

EXERCICE 1 Montrer que les fonctions croissantes sur [a, b] sont intégrables.

EXERCICE 2

(a)  Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. S'il existe une suite de subdivisions (zy, ;)
de [a, b] telles que

7=0,....mp

mp—1

Ci=1limg > sup f ([wx, wrj11)) - (T g1 — Trj) =

=0

mp—1

= limg » inf f ([org, 2501)) - (Thjon — j)

j=0
/abfzc.

(b)  Montrer que pour tout x € [a,b] , la fonction 1,y est intégrable.

alors f est intégrable et
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9.6 Théoréme de la moyenne

THEOREME Soient f,g : [a,b] — R des fonctions continues telles que g > 0 . Alors il

existe £ € [a,b] tel que
b b
/ f~g=f(§)~/ g -

D’apres le théoréme de Weierstrafl 7.10, il existe u,v € [a, b] tels que

m:=inf f([a,b]) = f(u) et M :=sup f([a,b]) = f(v) .
On a évidemment m-g < f-g < M - g, donc

b b b
m-/gé/f-géM-/g,

ce qui montre que f: frg=a- fabg pour un certain o € [m, M| = [f (u), f (v)] . Le théoréme
de la valeur intermédiaire 7.5, p. 181, prouve alors 'existence d’une £ entre u et v , donc dans
[a,b] tel que f (&) = a, ce qu’il fallait démontrer. d

COROLLAIRE Pour toute fonction continue f : [a,b] — R , il existe & € [a,b] tel que

b
/fzf(f)-(b—a)-
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9.7 Intégration des fonctions a valeurs complexes

DEFINITION Soit f : [a,b] — C une fonction a valeurs complexes. On dit que f est
(Riemann) intégrable si Re f et Im f le sont. On définit I’ intégrale(de Riemann) de f par

/abf::/abRef+i~/abImf.

PROPOSITION  Si f,g : [a,b] — C sont des fonctions intégrables et « € C |, alors les
fonctions

Oé'f ’ f_'_g ’ ‘f’ et fg

sont intégrables, et on a

/ab(owf)—w/abf,/ab(f+g)—/abf+/abg
/abf‘</ab|f|<M-(b—a) |

Il suffit d’utiliser le corollaire 9.5, sauf pour les assertions concernant |f| . L’intégrabilité
découle de la remarque 9.5.2 (avec p = 1 ) et de la formule

f1 = ((Re ) + (Im f)*)?

Quant a l’inégalité il suffit de remarquer qu’il existe u € U tel que

—u/ / /Re( f)—i—i-/abhn(u-f)—
=/abRe<u-f></ab|f|,

Carf JER, doanIm - f)=0,et
Re(u-f) <|u-fl=1f] .

et

si|fl] < MeRy
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9.8 Intégrales indéfinies

DEFINITION 1 On pose

/aaf:O et /abf::—/baf sib<a.

LEMME Soient J un intervalle de R et f: J — C .

(i)  Soient a,b,c € J tels que a < b < c . Pour que fiqq soit intégrable, il faut et il suffit que

fiiab] €t fip,q soient intégrables.
c b c
[i=[s+[1.
a a b

(ii)  Pour tout a,b,c € J , on a
si [ est intégrable sur le plus petit intervalle contenant a,b et c .

Démonstration de (i) C’est immédiat en utilisant le lemme 9.5 et on a la formule.

Démonstration de (ii) Il suffit de distinguer les casc < a et c € [a,b] . ——— O

THEOREME (Existence d’une primitive) Soient J un intervalle de R , £ € J et g :
J — C une fonction continue. Alors la fonction

G:J—>C:xr—>/ g
3

est une primitive de g , i.e. G est dérivable et G' = g .
Plus précisément G est l'unique solution du probléme avec condition initiale

ff=g9 et f(§=

On peut évidemment, en séparant partie réelle et partie imaginaire, supposer que g est
réelle. Etant donné x € J | pour tout y € J tel que y # x , on a

e ([ [ [

Mais d’aprés le théoreme de la moyenne (corollaire 9.6), il existe 7, entre x et y tel que

/xygzg(ny)-(y—x) :

donc
i (y; —20 )
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Mais comme lim,, .. 7, = = et que [ est continue, on obtient

. Gy -G
G, = 1 _—m .
() = Jim — — f(z)
On a évidemment G (§) = 0 . Finalement 1'unicité découle du théoréme d’unicité¢ 8.7 . - [

DEFINITION 2 On dit que f; g est 1" intégrale indéfinie de g s’annulant en & .

Nous pouvons maintenant généraliser la proposition 8.7.

PROPOSITION  Soient ¢,d : J — C des fonctions continue, T € J etne C .

(1) 1l existe une et une seule fonction dérivable f : J — C solution du probléme (homogéne)
avec condition initiale

fl=c-f et f(r)=n.

e[

(i) 1l existe une et une seule fonction dérivable solution du probléme (inhomogéne) avec
condition initiale

On a

f'=c-f+d e f(r)=n.

= oo [atrom ([ ] o [2) -
v ([ [ e[

Démonstration de (i) La démonstration est identique a celle de la proposition 8.7 en
faisant I’Ansatz f = g - exp ( ff c) , car

Xp</)zxp(/)(/)zxp(/> .

Démonstration de (ii) La démonstration est laissée en exercice. On utilise le méme
Ansatz que ci-dessus f = ¢ - exp ( f: c) , dite méthode de la variation des constantes : cela
revient dans la solution du probléme homogene & changer la constante 7 en la fonction g . On

peut remarquer que
< S o
{/ d(s)-exp (—/ c) ds} - exp </ c)

est solution de probléme inhomogéne
f'=c-f+d e f(r)=0.

Nous généraliserons ces considérations aux équations différentielles linéaires vectorielles (cf. 12.7
et 12.9). O

On a
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9.8 Intégrales indéfinies

EXEMPLE L’unique solution du probléme avec condition initiale
ff=2-id-f+1 et f(0)=0

est

Remarquons que la fonction

P / —*d
erf == — - e S,
VT Jo

importante popur le Calcul des ne peut pas s’exprimer a ’aide des fonctions élémentaires. On
dit que c’est une fonction spéciale .

EXERCICE 1 Calculer la dérivée de la fonction

x2+71'

f:]R—>]R:a:r—>/ V1 +sin? tdt .

EXERCICE 2 Quelle est I'unique solution du probléme avec condition initiale
ff=2id-f+id , f(0)=07?

EXERCICE 3 Soit n € R . Quelle est 'unique solution du probléme avec condition initiale
ff=0+id)- f+1-3-id+id*> , f(0)=n?

Le cas n = 0 a déja été considéré par Newton dans son traité sur les fluxions, dont le manuscript
est daté de 1671. Il a résolu cette équation différentielle en faisant I’Ansatz f = > 2, ¢ -id’ .

EXERCICE 4

(a) Soient ci,c,n € C , ¢ # 0 . Montrer & I'aide de ’Ansatz f = g - e~ 4 | que

f — g 4 <,'7_ %) . e—cl.id
C1 6]

est solution du probléme avec condition initiale

f'rea-f=c , f(O)=n.
(b) Soient 7y,7n,; € C . Résoudre le probléme avec condition initiale
ff+f=0 fO)=mn , [f(0)=n
iid 0
(

Faire ’Ansatz f =g ¢ .
0,1) .

et montrer que 'on a ¢” +2i- ¢ =
(c) Donner les solutions pour les couples (1,,7;) = (1,0) ,

EXERCICE 5 Soit f : R} — R une fonction continue satisfaisant a I’équation fonctionnelle
f(x-y) = f(x) f(y) pour tout z,y € RY .

() Ona f=0surR: ouf>0surR" .
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Intégrales indéfinies 9.8

Quelles sont les valeurs possibles pour f(1)?

*

(b)  Pour que f soit dérivable, il faut et il suffit que f soit dérivable en un point x € R .
Dans ce cas f satisfait & une équation différentielle. Laquelle ?

(¢) Montrer que f est continiment dérivable.
On étudiera l'intégrale [;" f (t) dt en remarquant que t = £ -z .

(d) On en déduira la forme de f .
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9.9 Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral

9.9 Théoréme fondamental du calcul différentiel et
intégral

THEOREME Soient f : [a,b] — C une fonction continue et F' une primitive de f . Alors

b
/ f=F@®)—Fl(a) .

D’apreés le théoréeme 9.8 la fonction fj f est une primitive de f . Mais le théoréme d’unicité
8.7 montre que F' = f: f 4 ¢ pour un certain ¢ € C . On a alors

/abf—(/abf+c)—</:f+c>_F(b)—F(a),

DEFINITION On pose

Le théoréeme fondamental peut donc s’écrire

szmb

Comme dans beaucoup de situations une fonction dépend encore de certains parameétres, il
est utile de préciser la variable par rapport & laquelle on intégre. On écrit alors

/fmmzwmhw

EXEMPLE 1 Pour tout s€ Reta,be R, ona
b
E

b
/ 2P dr = si
a

[ln|a:|K s=-—1

avec
a,b quelconques si s € N,
0¢[ab] sis€Z~N,
[a,b)) CR, sise R, \N
et

la,b] CRY siseR_NZ.
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Théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral 9.9

11 suffit de discuter les cas ot la fonction x —— z° est bien définie et continue. —— [

Attention, si I'on ne tient pas compte des valeurs de a et b , on peut avoir des surprises :

EXEMPLE 2 Pour tout c€ Cet a,b € R, on a

b [% . ec'ﬂz c#0
/ e“*dr = i
a b—a c=0

Nous pouvons maintenant améliorer 1’'inégalité de la moyenne 8.5.

PROPOSITION (Inégalité de la moyenne) Soit f : [a,b] — C une fonction contind-
ment dérivable. Alors

[f (b) = f (@)l < (b—a) - sup,epy |f (2)] -

/abf’ </ab|f’|<

b
< Sy |/ (&) / 1= (b—a) - supsey | ()] -

On peut écrire

£ (b) = f(a)l =

EXERCICE Calculer limy_, o a; pour
(a) -
Ak == Z k4

=0 " T/

(b) "

ay = Z U* + k24(2j 1) (ln (j2 + k2) —21In k:) .

=1

On interprétera les sommes comme des intégrales élémentaires.

Claude Portenier INTEGRALE DE RIEMANN 285



9.10 Regle de substitution

9.10 Reégle de substitution

THEOREME  Soient J un intervalle de R , f : J — C une fonction continue, [c,d| un
intervalle de R et p : [c,d] — J une fonction continiment dérivable. Alors on a

p(d)
/fOp P = I
plc)

En effet si F' est une primitive de f , alors F' o p est une primitive de f o p - p’ par la régle

de dérivation des fonctions composées (théoreme 8.3.1) :

(Fop)=Fop-p'=fop-p.
¢ / d oy _ [0
c plc

REMARQUE 1 Si p est croissante, on peut montrer que

/cdfOP-p’Z/cdfdp

en utilisant 'intégrale de Stieltjes.
Mnémotechniquement, la formule de substitution

p(d) d d
x) dr = d = o (y) d
" f () /Cf(p(y)) p(y) /cf(p(y)) P’ (y) dy

s’obtient en faisant la substitution x = p (y) , puis en utilisant la régle dz = dp (y) = p' (y) dy .
Il n’est pas nécessaire que p soit bijective. Une substitution n’est donc pas nécessairement
un changement de variable (cf. exemples 3 et 4 ci-dessous).

Il vient alors

REMARQUE 2 Si p est strictement monotone, i.e. une bijection de [c,d] sur I'intervalle
[a,b] , et par suite x = p (y) un changement de variable , alors

'(b)
[ra = [ ) ) dy.

(a)

REMARQUE 3 On désigne souvent par [ f une primitive de f . Mais attention, cette
notation n’est pas assez précise et peut vite conduire & des erreurs, puisqu’il n’est pas clair de
quelle primitive il s’agit !

La formule de substitution montre alors que

/(fOP'P/): (/f)0p+c avec c € C ,
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Reégle de substitution 9.10

ce qui est évident par la régle de dérivation des fonctions composées.

Si p est une bijection, alors

/f=</fop-p')op—1+c.

EXEMPLE 1 Pour tout ce R, on a

[ 7@ - T =y

a-+c

On fait le changement de variable z =y — ¢ . O

EXEMPLE 2 Pour tout c € R*, on a

/abf(:c)dx:%-/cc.bf(%>dy.

s

On fait le changement de variable z = £ . O

EXEMPLE 3 Ona

™ s 0
/cosydy:/1-Sin'ydy:/1da::0,
0 0 0

en faisant la substitution x = siny , car dx = cosy dy .

EXEMPLE 4 Si p : [¢,d] — R est une fonction continiment dérivable telle que p # 0
partout, alors en faisant la substitution = = p (y) , on obtient

<y )1 (d) d
/ p<y)dy—/ —dx:[ln\x]r :lnp<),
c P (y) pc) T p(c) p (C)

car p ne change pas de signe. En d’autres termes, nous avons simplement utiliser le théoréeme
fondamental et le fait que In [p[ est une primitive de £ .

En particulier, si [¢,d] C ]—’—;, g[ , alors

EXEMPLE 5 Si [a,b] C [-1,1] , alors

b arcsin b arcsin b
/\/1—x2dm:/ \/1—sin2y-cosydy:/ cos’y dy ,

rcsin a rcsin a

en faisant le changement de variable x = siny . Mais comme cos?y = 3 - (cos2y + 1) , on a

.y} |
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9.10 Regle de substitution

Ainsi
b

[x -1 — x? + arcsin a:] ,

a

arcsin b

. [sin 2y + y] =

b
/ V1 —22dr =

1
arcsin a 2

1
2
puisque

sin2y =2 -siny - cosy = 2x - V1—22.

En particulier, on obtient

1
1
/ V1—a2de = 3 larcsin 1 — arcsin (—1)] = g :
-1

qui est la surface sous le graphe d’un demi-cercle de rayon 1 .

EXEMPLE 6 Soient p,q € R tels que l'on ait z* + 2p - x + g # 0 pour tout = € [a,b] . On a

/b dr _/b+P dy _/b+P dy
o V2420 04+q  Jo y—p)P+20-(Y—p)+q  Jarp V2T

en faisant le changement de variable x = y — p et en posant r := ¢ — p.

(e leml,

(b) Sir >0, en faisant le changement de variable y = /7 - ¢ , on obtient

b b+p b
/ dx 1 T dt 1 ; T+p
= . —— = — . |arctan —=| .
o T2H+2p-x+q T st 1+ r N

(¢) Sir <0, en faisant le changement de variable y = \/—r -t , on obtient

(a) Lecasr =0 est trivial :

/b dz 1 /r”-’i 11 [ Vertasp|]’

= . = — t — . n e — s
o 220 x+q  r Je 1-2 2 /-y vV—-r—xz—pll,
car % -In } }“_Lﬁ est une primitive de ﬁ .

En fait, & la place de se souvenir de ces formules, il est préférable a chaque fois de refaire les
changements de variable. Dans le troisiéme cas, puisque les racines x; et x5 de 22 +2p-2+¢q¢ =0
sont réelles, on peut directement utiliser la décomposition en fractions simples :

1 «
LB

x2—|—2p-x+q:x—x1 T — Ty

Par exemple

2 _ 1 1
1—22 1—-2 142z’

et si £1 ¢ [a,b] , on obtient

b b
2 1 1
d — d =
/al—xQx /a(l—x+1+x) v
:|b
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Reégle de substitution 9.10

EXERCICE 1 Soient a,b € RY et k € N . Calculer les intégrales
a 2\ k b d
/ x - (1 — x_z) dr et / A
0 a . T-ln x

EXERCICE 2 Déterminer une primitive de
25+ 22 + 323 + 322 — 2 — 3
4+ 212+ '

R~{0,-1} — R:z+—

EXERCICE 3 Déterminer une primitive de zg—ﬁ i

EXERCICE 4 Pour c € C, calculer I'intégrale

™
/ e“ . sin® x dx .
0
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9.11 Intégration par parties

PROPOSITION  Soient f,g : [a,b] — C des fonctions continiment dérivables. Alors

/abf-g’z[f-g]Z—Lbf’-g.

La régle de dérivation d’un produit (théoréme 8.2.ii) montre que f - g est une primitive de
f'-g+fg ,donc

/(f’-g+f~g’)—[f-g]';,

ce qu’il fallait démontrer. O

REMARQUE Cette régle nous permet souvent de déterminer une primitive d’un produit,
puisqu’on a

/(f'gl):f'g—/(f’-g)+c avec c € C .

EXEMPLE 1 Sia,b> 0, alors

/bln: [id.ln}z—/bid-% _ [id~(ln—1)]z :

puisque id' =1 .

EXEMPLE 2 Sia,be]—1,1[, alors

/” . ['d . }b /” id
arcsin = (1d - arcsin — —_— .
. o Jo /1-id?
Mais
" id 10 (1—id?)’ b
/a \/1—id2:_§'/a 1 —id? :[_ l_ld]a’

donc

b b
/ arcsin = [id -arcsin +v 1 — idQ] .

Remarquons que les deux membres dépendent continiiment de a et b dans [—1,1] , i.e. pour
a € [—1,1] fixe, les fonctions

b b
b+— / arcsin et b—— [id -arcsin+v 1 — id2]

290 INTEGRALE DE RIEMANN Claude Portenier



Intégration par parties 9.11

sont continues. En choisissant a € ]—1,1] , ces deux fonctions sont donc égales par ce qui
préceéde sur |—1,1[ . Par continuité elles sont donc égales sur [—1,1] , ce qui montre que la
formule ci-dessus est valable pour tout a € |-1,1[ et b € [—1,1] . En échangeant les roles de a
et b, on obtient finalement que la formule est vraie pour tout a,b € [—1,1] .

En particulier

! 1
/ arcsin = [id -arcsin+v'1 — idQ] _ - _
0

0

EXEMPLE 3 Pour tout a,b € R, on a

b b
/ cos? = [cos - sin]’ — / (—sin) - sin =
a a

b b
= [cos - sin]” —I—/ (1 —cos®) = [(cos-sin—i—id)]z —/ cos® |

b 1 b
/COS2—§'[COS'SiD+id] )

EXERCICE 1 Pour tout k£ € N | calculer I'intégrale

s
/ zF - sinz dx .
—T

EXERCICE 2 Soient f G C ([a,b]) et g € CY ([a,b]) . On suppose que g est monotone.
Montrer qu’il existe un £ € [a, b] tel que

/fg—g /f+g /f,

en intégrant par partie et en utilisant le théoréme de la moyenne.

donc

EXERCICE 3 Soit f : J — R une fonction contintiment dérivable injective. Déterminer
-1 -1

une primitive de la fonction réciproque f , exprimée a ’aide de f et d’une primitive F' de f

, en faisant une substitution et une intégration par partie.

Appliquer ce résultat a la fonction
id-exp: Ry — R, .
(cf. exercice 7.13).
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9.12 Formule de Taylor avec reste intégral

THEOREME  Soient J un intervalle de R , k € N et f: J — C une fonction (k + 1)-fois
continiment dérivable. Pour tout x,y € J , on a alors

O (@ Y k 1
D=5 - g [0 s @

f(y)zf(:v)+/yf’(t)dt

est évident par le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral 9.9.
Si maintenant la formule est vraie pour k , alors

[ w0t -

) [_%'ﬂ’”” <t>] +ﬁ'/y (y =) SO () dt =

Lecas k=0, i.e

(k+1) (o 1 y L ke
:f(k:+1(>!)'(y_x)k+ +<k+11)!'/ (y = )" fE2 (1) dt

montre que la formule est vraie pour k£ + 1 . O

EXEMPLE En utilisant cette formule on peut améliorer le résultat de ’exemple 8.13.3 :
Pour tout z € |—1,1] , on a

In(1+z)=
=1
Pour tout |—1,1[ , on a
1—|—x _ o 221
T T '

En particulier
00 1 1 21+1
In2=2- — | = .
" IZZO: 20+ 1 (3)
Cette série converge encore plus rapidement que celles données dans I’exemple 8.14.2.

En effet le reste s’écrit maintenant
1 r (=D)F R i / x—t\" dt
R =_—. —h L g = : — .
k1 () X /0 (x —1) (1+ t)k+1 (1) o \1+t/) 1+1
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Formule de Taylor avec reste intégral 9.12

Mais pour tout z € |—1,1] et t entre 0 et x , on a |z| < 1, donc

v —t] =[] = J¢] < |2 = [t] - [o] = (L= [t]) - |2 < (L + 1) - [a]

et par suite

Ainsi

[Re ()] < Ja]*

et on obtient limy Ry () =0si |z < 1.
Remarquons que notre estimation du reste ne fournit pas le représentabilité de In (1 + id)
par sa série de Taylor au point 1 , résultat pourtant obtenu dans I’exemple 8.13.3. Cela revient

a montrer que
1 k
1-—-1¢ dt
limk/ — ) — =0,
o \1+1%/) 14t

ce qui est possible a I’aide du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (ceci sera traité
dans le cours d’Analyse III).
Pour la seconde formule on a

1—

1+ — 1 -1 -1 AN
It =In(1+7)~In(1-2) :;7- ((—1) (-1 -<—1)> b=
:il (<_1)171+1> g :2_§:;_x2l4—1 '
l 20+1
=1 =0
Comme 2 = 1% , on obtient la derniére formule. O
3
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9.13 Formule de Wallis

On se propose tout d’abord de calculer 'intégrale

jus

3
Ak::/ sin® .
0
Ao—/Ql—E et Al_/QSiH_[—COS]z_l.
0 2 0 0

D’autre part, pour £ > 2 , il vient en intégrant par partie

Ak:/ sin® = [—sm”C 1-cos] +/ (k—1)-sin"2.cos® =
0 0 0

jus

—(h—1) /O * (it < sint) = (k= 1) - (Ag 2 — Ay) |

donc
k—1
Ay = — Ap—2
On en déduit, par récurrence, que
(2k—1)-(2k—3)-..-3-1 7© 7 (x20—1 7 (2k)
Agy = === =5" .
2k~(2k—2)-..-42 2 2 1179 222 (k)
et
2% - (2k—2) .. 42 oo 2% (k)
A2k+1 = -1 = H .
k+1)-(2k—1)-..-5-3 20+1  (2k+1)!
On a
sin?**? < sin? ! <sin?* sur [O, q ,
2
donc
Agpya < Az < Agge
ie.
Aspyo < Agp i1 <1.
Asg Asg

Mais comme

lim Azier2 = lim 2+l _
Ay T2%k42 0
on en déduit que

A2k+1

llmk =1 y

2k
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Formule de Wallis

c’est-a-~dire que
(2k . k!)4 T

o Tk I 2

En outre, on peut écrire

T Agn (28R _ﬁ 24 . 4
2 Ay kN k+1)! Mor@r-1)@20+1)2

=1

i 22. |2 LBV
— (21—1)(21+1):H4z2—1'

Ainsi

= 42 4]2 T
i T
ZH412—1 1m’“gwq 2
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9.14 Regle du trapéze

9.14 Reégle du trapéze

PROPOSITION  Soient f : [0,1] — C une fonction deux fois continiment dérivable. Alors
il existe € € [0,1] tel que
1
f-
0

f)

1

O+ (D] =25 1116

DN | —

S [F @+ 7 ()

/()

0 1
Définissons la fonction ¢ sur [0, 1] par
1

g:zi‘id~(1—id) :

Onag>0,¢ =1%—idet ¢" =—1.En intégrant deux fois par partie, on obtient

[r=-[os=[a s+ [dr=
1

=@ si o - [o =3 rorsi- o

Le résultat en découle par le théoréeme de la moyenne 9.6 : on a

1 1
/Og-f =f (E)-/Og
pour un & € [0,1] et
oo o, 1t
/Og—i-/oab(l—x)dx—{[—l-x —6~:UL—E.

COROLLAIRE Soient f : [a,b] — C une fonction deuz fois continiment dérivable,
M := Supme[a,b] ’fll ({E)‘
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Reégle du trapéze 9.14

et k € N* . En posant h := b_T“ , on a alors

b k—1
/af: <§-f(a)+;f(a+l-h)+%-f(b))-h+R

—_

avec
1
< — . . — .2.
RIS 35 M- (b—a)-h

/th+1 f= h/f L+ 1) dt

en faisant le changement de variable + = a + h - [l +t] . Comme
ORfla+h-l+t)=hf"(a+h-[l+1]),

la régle du trapéze montre que

a+(l+1)-h 1
/ f:h-(5[f(a+l-h)+f(a+(l—|—1)-h)]+Rl>

a+l-h

En effet, on a

avec

1
R|<— -M-h?.
|2 12

Finalement, il vient

/f— /a o fzklh ( fla+l-h)+ fla+({+1)- h)]+Rl):

+I-h

k—1
1 1
=h-|=. l-h ZL.f (b
(2 Fa+ 3 f@ri-mty f()>+R,
avec
k—1 1
|R| < h |Rl|<h-ﬁ-M-h2 k=-—-M-(b—a)-h?

Claude Portenier INTEGRALE DE RIEMANN 297



9.15 Equations différentielles & variables séparées

9.15 Equations différentielles a variables séparées

DEFINITION Soient ]:, J des intervalles de R et p: I —R , O J — R des fonctions
continues. On dit que

fr=0-p(f)
est une équation différentielle a variables séparées . Une solution [ de cette équation différen-

tielle est une fonction f : J — I dérivable, définie sur un intervalle J C J , et telle que 'on
ait

f'@t)y=0c(t)-p(f(t) pourtoutte .

Cette derniére formule montre qu'une solution est continiiment dérivable.

REMARQUE 1 Sine I est tel que p(n) =0, alors la fonction constante
J—R:tr—> n

est une solution.

Nous sommes essentiellement intéressé aux problémes avec condition initiale ayant une
unique solution, ceux-ci étant les seuls utiles comme modeéle de prédiction. En cas d’unicité
d’un probleme a variables séparées il nous suffit donc d’étudier les solutions a valeurs dans un
intervalle I C I tel que p # 0 sur I . Nous allons voir que cette hypothése entraine effectivement
'unicité, mais attention cela n’implique pas nécessairement 'unicité des solutions a valeurs dans
I . Pour une discussion approfondie voir la remarque et ’exemple 2 ci-dessous. Pour un résultat
général d’unicité voir le théoréme 12.3.

Soit donc I C I un intervalle tel que p # 0 dans [ . Etant donné 7 € J et & € I, définissons
:1:1 . t
R:]—>R:xl—>/— et S:J—>R:tv—>/0.
13 p T

Ce sont des fonctions contintiment dérivables. Comme R’ = % et puisque notre hypothése

entraine que % est soit > 0 , soit < 0 dans I , la fonction R est strictement monotone (proposition

-1
8.6.i1), donc possede une fonction réciproque R : R (I) — I continue (cf. théoréme 7.11). En

-1\’ 1 -1
() g
RoR
-1
(cf. théoreme 8.3.ii). Ceci montre que R est contintiment dérivable.

1
outre R est dérivable de dérivée

THEOREME (d’existence et d’unicité) Soient J un intervalle de J tel que T € J et
I C I un intervalle tel que p # 0 dans I . Pour que f : J — I soit solution du probléme avec
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Equations différentielles & variables séparées 9.15

condition initiale
ff=o0-p(f) e f(r)=¢,
il faut et il suffit que

-1
S(J)CR(I) etque f=RoS;.

Prouvons tout d’abord 'unicité, i.e. la nécessité. Pour tout s € J , on a

oo = 119)

p(f(s)”

B tUS - t f’(S) - f(t)d_x_ f(t)l_
S@‘ﬂ ”d‘ﬂpuwﬂ‘ﬂmpm‘l , = RU®),

pour tout ¢ € J , en ayant fait la substitution z = f (¢) . Ceci montre que S (J) C R(I) et que
f = R_l o S|J .

Quant a 'existence, i.e. la suffisance, il suffit de vérifier. On a

)= (Rfl), (S@)-S"(t)=p(R(S®)-o(t)=0c(t)-p(f(t) pourtoutteJ,
et

donc

0

REMARQUE 2 Sil C I est un intervalle maximal tel quep #0surl ,onditque f:J — I
est une solution mazimale du probleme avec condition initiale si J est le plus grand intervalle
contenant 7 et contenu dans S™! (R (1)) .

Dans ce cas si a € J \ J est une extrémité de J et 7 := lim 5, f (t) existe dans I , alors

p(n)=0.
En outre f se raccorde & la solution constante n en une solution et on n’a pas unicité sur

IT'U(JNJa,ocf) , respectivement I U (J N]—00,al) , si a est Pextrémité droite respectivement
gauche de J .

Onanel.Sip(n)#0,onanécessairement n € I par la maximalité de I . Mais alors

la continuité de S sur J et R sur [ entraine
S(a) =limysiq S (t) = limys; o R(f (t)) = R(limysi—q f(t)) = R(n) ,

ce qui montre que a € S~ (R (I)) . Par la maximalité de J on devrait avoir a € J , ce qui est
absurde. La fonction raccordée est (continiiment) dérivable en a puisque

lim ys¢—q f' (t) = limysa o (t) - p (f () = o (a) - p(n) = 0
(cf. exercice 8.2.2). O

Les exemples qui suivent illustrent bien le raccordement d’une solution avec une solution
constante. Dans le premier cas ce raccordement n’est pas possible et on a unicité sans restriction.
Dans le second cas le raccordement est possible et on n’a pas unicité.
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EXEMPLE 1 Soient 7,& € R . Nous allons déterminer les solutions du probléme avec condi-
tion initiale

ff=1r" et f(r)=¢. (+)
On a
pR—R:izr—2®> et 0:R—R:t—1.
Il nous faut tout d’abord considérer les deux cas I = ]0,00[si & > 0oul =]—00,0[si{ <0 .
I1 vient alors
“d 17" 1 1
R(z) = —Z:{——} = - —— pourtout x € T
e U yle & =

et
t
S(t):/ l=t—7 pourtoutteR.

On en déduit que

1 1 1
R(l)=-—-==-—-1
(1) AR
et,pourtoutyé%—],que
_ 1
Rl(y)zl
: Y

D’autre part

S_l(R(])):{tE]R ‘t—TE%—I}:TﬁL%—]

et, pour tout t € 7 + % — 1, il vient

1
RYS(t)=—F .
S0 = 1
Le théoréme montre alors que I'unique solution (maximale) de () & valeurs dans I est
1 1 1
—00, T+ = | — |0,00[: t — - ,
i T+ : t
resp.
1 1 1
T4+ =00 —|-00,0[: t — ———— .
] f T+ : t

Sans utiliser le théoréme, nous pouvons argumenter de la maniére suivante. Si f: J — [
est une solution de (x) telle que f(¢) # 0 , pour tout t € J , i.e. I = ]0,00[ si & > 0 ou
I =]—00,0[si £ <0, nous avons

a0
IHON

o t B tf’(s) B f(t)d_x_{_l}f(t)_l_i
! _/Tl_/TfQ(S)dS_/fm S P GO
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Equations différentielles & variables séparées 9.15

ie.
1
t) = .
F® T—i—%—t
Mais f (t) € I est équivalent a
1
T el,
T—Fg—t
donc a
te +1 . —l—l I
T+-—=—=7+-—-1.
& 1 §

Ceci montre qu’une solution maximale de (%) & valeur dans I est définie sur J = 7 + % —1I;
nous retrouvons évidemment le méme résultat qu’avant !

3 (1,9
T //’_
¢ 9

Considérons maintenant le cas £ = 0 . Il est clair que 0 est une solution de (*) . Nous allons
montrer que c’est la seule.

En effet, si f : J — R est une solution de (x) telle que f # 0 , soit ty € J tel que
f (to) # 0 . Supposons que T < tg , le cas 7 > t, se traite de maniére analogue, et définissons

s:=sup{t € [r,to] | f(t)=0} €[r,to) T J.

Puisqu’il existe une suite (Z1),.y convergente vers s telle que f (¢;) = 0 pour tout ¥ € N, on a
f (s) = 0 par continuité. Ainsi s # t, et, par construction, on a f # 0 dans |s,ty] . Par ce qui
précede, il vient

1

:—1

f(t)

pour tout t € |s, tg] .
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Par continuité, on obtient

1 1
ot iy =1 ot gy — S

ce qui est absurde. O

70,

REMARQUE 3 Nous obtiendrons plus tard (cf. 12.3) un théoréme d’unicité valable pour
une grande classe de problémes avec condition initiale et permettant d’éviter une discussion du
type ci-dessus. Celui que nous venons d’étudier en fait partie, mais pas celui de ’exemple 2 qui
suit.

EXEMPLE 2 Soient 7,& € R . Considérons le probléme avec condition initiale

F=¥YP=\fF et f(r)=¢.

Onap:|id|§ eto=1,donc I =1]0,00[si>00ul=]-00,0[si€<0,
R:I] —R:z+—3- [signum-|id|é — signum ¢ - |£|%
et
S=id—71.
Il vient alors
—3~g%,oo[ £>0
R(I)=3- [signum£~]0,oo[ — signum & - ]5\%] = si ,
|—o0.3- 13|  g<0

donc
]7—3-5%,00[ £>0
STHR(I)) = si
}—oo,7+3-[5\%[ £<0
La solution maximale & valeur dans I est donc définie sur J := S™'(R(I)) et on montre

facilement que
-1 t—T1 . 1 3
f)=R7(S(t) = 5 + signum¢ - [£]3 pour tout ¢t € J .

Finalement on peut montrer que toute solution définie sur R est de la forme

(59" t<a
fa,b (t) = 0 si te ]a, b[
CONNRY

avec a,b € R tels que a < b .
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f-o12

EXERCICE 1 Déterminer les solutions maximales du probléme avec condition initiale

f'=cos-el et f(0)=¢
pour £ = —1n2,0,In2 .

EXERCICE 2 Déterminer la solution maximale du probléme avec condition initiale

f=1+2 0 f(5)=0.

EXERCICE 3 Déterminer la solution maximale du probléme avec condition initiale
(eia=p e (4) =4 rw-o.
i
On fera ’Ansatz f =g¢g-id .

Claude Portenier INTEGRALE DE RIEMANN 303
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9.16 Lemme de Riemann-Lebesgue

LEMME Soit f : [a,b] — C une fonction continiment dérivable et posons, pour tout
keZ,

Alors limy,_, 1 oo ]?(k) =0.

Pour tout k € Z* , en intégrant par partie on obtient

~

P = |£ ) e } [rw ity

—2mi - k S omik

Puisque f et f’ sont continues, donc aussi |f]| et |f'| , le théoréme de Weierstrass 7.10 montre
qu’il existe M € R, tel que

1L < M

Il vient alors

o~ 1 .
k’ ‘ < i —27rz kx —27rz~ka:d <
‘f ( {f () —omi -k ] ' 2mi - k e ’
b
<2-M+ M :(2+b—a)-M,
27 | k| o 27 |K| 27 | k|
d’ou le résultat. O

REMARQUE Nous verrons dans le cours d’Analyse III que l'on peut considérablement
améliorer ce résultat.

APPLICATION Pour tout z € ]0,1[ , on a

2mi-lx

Ze (2-sin7m:)+m‘~(%—x) .

=1

En particulier

. cos 27 - lx . 81n27r lx 1
Zf:—ln(lsmmv Z <§—:z:) :

=1 —1

En effet, on a

271 -

. o2mi-ly % 2mi-l 1 l
627rz-lydy — |:€ :| e ( )

[

N:\’—‘\&
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Lemme de Riemann-Lebesgue 9.16

donc
k 2mi-lx k l T k
€ o <_1) . 2mi-ly _
Sy e [ () -
1=1 =1 2 \i=1
k l x 2mi-(k+1) 27i-
B (—1) , e v—emyo
= Z ;i + 273 - ) ] dy =

Mais par I'exemple 8.13.3, on a

i <_l1)l =—In2

=1

et
TPy v emy T cosTy + i - sin
1oe?my —1 15 (€™ —emmi) 1 sin 1y
: N : : 1
= [ln (sinmy) + i - 1d} . =In(sinmz) + i - (w — 5) ,
3

d’ou le résultat par le lemme de Riemann-Lebesgue. En effet I'intervalle fermé d’extrémités %
et = est contenu dans |0, 1[ , donc

1

Y 1 — 627ri~y

y est une fonction contintiment dérivable. O
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9.17 Intégrales impropres

Soient a,b € R et f : [a,b] — C une fonction continue. Si f se prolonge par continuité a
la,b] , en désignant par f : [a,b] — C son prolongement, on définit

[t
(Ablemhﬁmlle,

A . , . o 7 . . . N
car lintégrale indéfinie [ f est une fonction continue sur [a,b] . Ceci nous conduit & poser la

DEFINITION  Soient a,b € R . Si —0o < a <b < ocoet f: [a,b] — C est une fonction
continue, nous dirons que I’ intégrale (impropre) fab f est convergente , si lim, ., fam f existe

dans C et on pose
b T

Dans le cas contraire on dit que cette intégrale est divergente . On procéede de méme pour
un intervalle de la forme Ja, b] avec —oco < a < b < oo .

Pour un intervalle de la forme ]a, b[ , nous dirons que f: f est convergente s'il existe ¢ € |a, b|

tel que les intégrales f: f et fcb f soient convergentes et on pose
b c b
=]+

REMARQUE La derniére définition est bien posée, car cela ne dépend pas du point ¢ choisi
d’apres le lemme 9.8. On outre il est équivalent que les limites successives

y y
lim, oy limy, / f oubien lim, ; lim, . / f
X X

b Yy Yy
/ f = limm_),ﬁ_ hmy_,b_ / f = limy_>b_ lima;_,a+/ f .

PROPOSITION  Si f : [a,b] — Ry est une fonction continue, alors l’intégrale fabf est

convergente si, et seulement st,

existent et on a

xT
supr/ f<oo.
a
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C’est immédiat par ’exercice 7.9.4, car la fonction
x»—>/ f:la, b — R

est croissante. O

EXEMPLE 1 Soit s € R . L’intégrale floo % est convergente si, et seulement si, s > 1 . Dans
ce cas on a
/ *dr 1
L5 s—17
En effet, pour s > 1, on a

z 1 17 1 1 1
lim, oo | & = lim, ., { - } — lim, .o —— - ( _ 1) -
1Y -

Sis=1, alors

= lim, .o [Iny]] =00,
1 Y !

lim, o

tandis que pour s < 1, il vient

“d 1 1
lim, o & _ lim, oo —— - < — 1> =00 .
1Y 1—s

U

EXEMPLE 2 Soit s € R . L’intégrale fol % est convergente si, et seulement si, s < 1 . Dans
ce cas on a

Ldx 1

o 8 1—s

Cela se démontre de la méme maniére.

EXEMPLE 3 L’intégrale fj1 \/fl—iUT est convergente et on a

/1 de
-1 \/1—33'2

En effet

/1 dx i /0 dt L /y dt
—_— = llm, ., my_,q— =
V-2 i RN g (e NN

0 Y

+ lim,, [arcsin t} =T7.

=lim, ., 14 [arcsin t}
0

x

EXEMPLE 4 L’intégrale ffooo dz  est convergente et on a

1422
/°° dzx
=T7.
oo L+ 22
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En effet
/oo dv I /y i _y; I [ " t}y
=lim, ,_ o lim, — =lim,_,_ lim,_, |arctan =T.
o 14 a2 Y . 112 Y z

0

COROLLAIRE (Comparaison série-intégrale) Soit f : [1,00] — R, wune fonction
continue décroissante. La série Y=, f (1) est convergente si, et seulement si, lintégrale floo f
est convergente.

Pour tout | € N* et tout z € [I,[+ 1] , on a
FU+1) < fz)<fQ),

donc
1+1

fl+1) < <@,

!
et par suite

Zf<z></1 r<Sr)

=2 =1

d’ot le résultat. O

EXEMPLE 5 Pour tout s > 1, la série Y ,°, li est convergente. Nous avons déja traité cette
série de maniére élémentaire dans ’exemple 6.2.2. La fonction

C:s—C((s les:]l,oo[—ﬂ[%
I=1

s’appelle fonction zéta de Riemann .

C’est immédiat grace a 'exemple 1 ci-dessus. Nous en avions déja donné une démonstration
dans 'exemple 6.2.2. 0

THEOREME (Critére de la majorante) Soient f : [a,b] — C et g : [a,b] — R, des
fonctions continues telles que

lfl<g

Si lintégrale fabg est convergente, il en est de méme des intégrales fabf et fab |f|, et on a

< i< [

Pour tout z,y € [a, b tels que z < y , on a

:f‘é/jlflé/:gz/ayg—/:g

Puisque 'intégrale fa g est convergente, pour toute suite (x),.y de [a, b convergente vers b , la

suite ( fax"' g) Loy €St une suite de Cauchy. Les inégalités ci-dessus montre qu’il en est de méme
de ([7* f) C ([~ |f|),CeN , et que la limite de ces suites ne dépend pas de la suite (@), -
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Ceci prouve que les intégrales fab fet fab | | sont convergentes. Il suffit alors de passer a la limite
dans les inégalités en remplagant = par a et y par zy . U

EXERCICE 1 Déterminer si les séries
>
{-Inl
=2

sont convergentes ou divergentes.

Z ‘1?1

EXERCICE 2 Soit f: Ry — R, une fonction contintiment dérivable. Montrer :

(a) Si [;°f- [ est convergente, alors lim, . f (z) existe dans R .
(b) Si [;° f est convergente et f’ bornée, alors lim, . f (2) =0 .

c st-ce qu’il existe une fonction continue f : |0, co| — elle que soit convergente,
Est ’il exist foncti ti 0 R tell o [ soit gent
mais que lim, ., f (z) = 0 soit faux?

(d) Peut-on étendre les assertions (i) et (ii) aux fonctions f a valeurs complexes ?
EXERCICE 3 Montrer en intégrant par partie que l'intégrale fooo Sii—d“ est convergente.

EXERCICE 4 Parmi les intégrales impropres qui suivent déterminer lesquelles sont conver-
gentes :

(a)

L3¢t dt

V1=
/°° dt
1 t(lnt)°

/_00 cos (t2) dt .

o)

(b)

/°° (1+1Int) dt
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9.18 Formule de Stirling

DEFINITION  Soient (2),cy €t (wi),ey deux suites de C* . Nous dirons qu’elles sont asymp-
totiquement équivalentes si

limy — =1 ,ie lim,
Wk Wk

Wy — 2k

-0,
et on écrit z;, ~ wy, (lorsque k tend vers l'infini).

Cela signifie que l'erreur relative faite en approximant z, par w; tend vers 0 , donc que le
nombre de décimale exacte augmente, lorsque k tend vers l'infini (cf. proposition 5.7).

EXEMPLE (Formule de Stirling) Lorsque k tend vers l'infini, on a
k k
k! ~ N2k - (—) .
e
Plus précisément, I'erreur relative satisfait a

| \or k- (k)
ng 2m - k ge) <exp(iL)—1
27k - (%) 12 k-1

En particulier, on a

A (5) <m< v (8] oo () -

Remarquons tout d’abord que

k
In (k) => Inl.
=1

Par la régle du trapeze 9.14, pour tout [ € N* |, on a

+1 1 1
/ ln:/ln(x+l)dx:5-[lnl+ln(l—|—1)}+Rl
! 0

avec

1 Loy Lon
TR (g1 12

pour un §; € [0,1] . La série a termes positifs » ;°, R; est donc convergente. Il vient alors

I+1 k 1 k
In = Inl—=-Ink + R; .

k—1

/Iklnzz

=1

Mais comme

k k
/ ln:[id~(ln—1)] =k-Ink—-Fk+1,
1 1
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on en déduit
1 k

In (k!) = <k+§> -lnk—k+1—;Rl :

et par suite

k k
k!:Ck'\/E-<—) s
e

en ayant posé
k
Cr = exp (1 — ZRZ> .
=1

Puisque la série Zle R, est convergente, la suite (cj),.y Posséde une limite par la continuité
de exp . Soit

=1

¢ = limg ¢, = exp (1 — ZRZ> .

On a en outre

2 2 k. | 4 %
G 2 o (BD7Y 2-(2k+1) (28 - k) B
¢ =ty = i <\/; SRCTSTH R k @0 k+1)!)

par la formule de Wallis 9.13. Ainsi
k! . Cr

M im,
Var k- (BF Vo

ce qui prouve la premiére assertion. Plus précisément, I’erreur relative est

k 00
/{:!—\/271'-/{-(%) —C—k—l—exp<ZRl>—1

my

> 1 <1 1 < dx 1 11% 1 1
0<y R < — <. @ _ |- .2 _
<2 'S 12 Zl2\12 /k 22 { 12 a;]_ 12 k—1"
1=k 1=k 1 k—1
on obtient le résultat. ]

EXERCICE

(@) Si(ar)pen s (Ok)gen €t (Ck)pen sont des suites de nombres positifs telles que ay ~ by, , alors

o0 o0
Zan‘cn<oo <= an-cn<oo.
n=0

n=0
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(b)  Montrer en utilisant la formule de Stirling que ;7 - (2%)!

TR oD est convergente.
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