Chapitre 15
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ET
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Dans tout ce qui suit p est une intégrale de Radon sur X .
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15.1 Parties négligeables

15.1 Parties négligeables

DEFINITION Pour toute partie A de X nous poserons

w(A) ::/ ladu ,

et nous dirons que c’est la mesure exrtérieure de A par rapport a p .

Nous désignerons par J (i) 'ensemble de toutes les parties p-intégrables A | i.e. telles que
14 € L' (1) , et nous dirons que

1 (A) :=/1Adu

est la mesure de A par rapport a .
Nous dirons qu’une partie N est p-négligeable si

NeJ(u) e p(N)=0.

L’ensemble de toutes ces parties sera désigné par DM (u) .
Pour toute partie A de X on pose

004 :=00-1y4.

THEOREME Soient f : X — R, et N C X .

(i) Si["fdu=0,alors fe L (u) et [fdu=0.
(i1) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) [“fdu=0.
(b) [T oogrsoydu < oo .
(c) {f >0} estp-négligeable.

Dans ce cas cop~oy € LY (1) et foo{f>0} dpu =0 .
(11i) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) N est u-négligeable.
(b) p(N)=0.
(¢c) [Toondp< oo .

Dans ce cas ooy € L' (1) et [oonydu=0 .
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Parties négligeables 15.1

Démonstration de (i) C’est immédiat puisque
o< [fan< [ ran=o.
Démonstration de (ii) On a

00 - Lif=0y = 00fy=0y =00+ [,

donc

oo-u ({f>0}) =00 / Lip>oy dp =/ 00 f>0} At =

z/*OO~fdu=oo-/*fdu

par 'exemple 14.11.2. La démonstration circulaire est alors immédiate et la derniére assertion
découle de (i).

Démonstration de (iii) 11 suffit d’appliquer (ii) a 1y puisque

{1N>0}:N et OO{1y>0} = OON -

COROLLAIRE

(i) Soit (Ni).en une suite d’ensembles j-négligeables. Si N C |J,ey Nk » alors N est p-

négligeable.

(ii) Soit f: X — R une fonction telle que [~ f du < oo . Alors {f = oo} est u-négligeable.
En particulier, si [, f du > —oco et [* f du < oo , alors {f ¢ R} est u-négligeable.

Démonstration de (i) En effet, par le corollaire 14.11 on a
Démonstration de (ii) On a

00 f=oc} < [T,
donc

| oymmdu< [ 5t du= [ max(£.0) du < o0

par la proposition 14.10.iii, ce qui montre que {f = 0o} est p-négligeable par le théoréme (iii).
La derniére assertion découle alors des formules

{f ¢ R} ={f =00} U{f = —o0} ,

=k ={-f=0} e [(Hdu=—[fau<oc.
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15.1 Parties négligeables

EXEMPLE 1 Toute partie compacte K et toute partie ouverte G telle que p* (G) < oo sont
p-intégrables, i.e.

RX),TX)n{p" <o} CT () .

D’aprés les exemples 14.4.6 et 14.8.1, les fonctions —1x et 15 sont u-intégrables, ce qu’il
fallait démontrer. O

EXEMPLE 2 Soit J un intervalle de R . Pour tout « € J , 'ensemble {z} est A ;-négligeable.
En particulier Q N J est A j-négligeable.

EXEMPLE 3 Soient z € X et a € R, . Alors toute partie A C X est « - g,-intégrable et on

a
a . x€A

oz-em(A):{ g S v ¢ A
En particulier
e.({z})=a , e (X~{z})=0,

donc

& ({yh) =0 siy#x.

C’est immédiat par 'exemple 14.8.3. O

REMARQUE Pour toute fonction f: X — R, , on a

/ fd,u = SupleN’Leﬁ(X) / mln (f,l . 1L) d,u .

Pour tout A C X , nous dirons que R
' (A) = / ladu

est la mesure extérieure essentielle de A .

Nous désignerons par J* (1) Uensemble de toutes les parties essentiellement p-intégrables
A | ie. telles que 14 € L*! (1) , et nous dirons que

p(4) = [ Ladu

est la mesure de A par rapport a u .

Il est justifé de ne pas préciser que c’est la mesure essentielle de A , puisqu’on a évidemment
J(p) € I° (1) et que les mesures coincident sur J (u) (cf. remarque 14.8.2).

Nous dirons qu’une partie N est localement p-négligeable si

NeJ®(u) et pu(N)=0.

L’ensemble de toutes ces parties sera désigné par M° (p) .

Pour une justification de cette expression voir la remarque 15.12.

On a 9 (n) C N®*(u) et les résultats ci-dessus sont encore valables dans le cadre de I'inté-
gration essentielle.
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Parties négligeables 15.1

EXERCICE 1 Soit € > 0 donné. Donner explicitement une partie ouverte G de R telle que
QCcG e N(G)<Ke,

puis montrer que QQ est A-négligeable en revenant a 1’'idée fondamentale de la démonstration de
la propriété de Daniell 14.11.

EXERCICE 2 Soit p une fonction croissante sur un intervalle J de R (cf. exercice 14.6.3) et
A, l'intégrale de Radon correspondante.

(a) Pour tout a,b € J tels que a < b calculer

N (Lapr) et Ay (i) -

(b) SiI est un intervalle contenu dans J , montrer que I est une partie \,-négligeable si, et
seulement si, p est constante sur [ .
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15.2 Presque partout

15.2 Presque partout

DEFINITION Nous dirons qu'une propriété P dépendant de x € X est vraie u-presque
partout ( pu-p.p. ), si 'ensemble des = € X tels que P (z) soit fausse est pu-négligeable.

PROPOSITION  La relation f = g p-p.p. est une relation d’équivalence sur R" .

11 suffit de constater que {f # h} C {f # g} U{g # h} , puisque
{f=gtn{g=h}c{f=h}.

THEOREME Soient f,g: X — R . Alors
(i)  Sif<gp-pp.,aors [“fdu< ["gduet[ fdu<[ gdy.
(is) Sifel'(u)etg=fupp. ,aorsge L (u)et[gdu=[fdu.

(iii) Sif,ge L (n), f<gp-pp etsi[fdu=[gdu,aorsf=gp-pp. .
(iv) Sifel'(n),ona

Ir = 1{f€R}'f€£]%§<N) , Jr=/[ppp et /fRdM:/f dp

Démonstration de (i) Posons N := {f > g} . C’est une partie p-négligeable par hy-
pothése. On a f < s+°* ooy , donc

/fdué/ (9+'OON)4M</gdu+'/OONdM_/gdﬂ-

D’autre part, on a —g < —f u-p.p. , donc

/*fdﬂz_/*(_f)dug_/*(—g)duz/*gdu.

Démonstration de (ii) Par hypothese, on a f < g p-p.p.- et g < f p-p.p. , donc

—m</fdu</gdu</gd/t</ fduz/fdu<00-

Démonstration de (iii) La partie N := {f > g} est pu-négligeable par hypotheése. On a
donc f < g +° ooy , puis

0< g+t ooy +°(—f)
et

*

o</*[g+°ooN+'<—f>] dn< | gdw'/*ooNdw/*(—f) =

z/*gdu+'/*(—f) dp =0,
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Presque partout 15.2

donc
{f<gt={9+"(=f) >0} c{g+" con +* (=f) > 0}
est p-négligeable par le théoréme 15.1.ii. Ainsi {f # g} = {f > g} U{[f < g} est u-négligeable,

ce qu’il fallait démontrer.

Démonstration de (iv) Cela découle immédiatement du corollaire 15.1.di et de (ii). O

REMARQUE 1 (iv) montre comment remplager des fonctions intégrables quelconques par
des fonctions intégrables finies.

REMARQUE 2 Nous dirons qu’une propriété P dépendant de x € X est vraie localement
p-presque partout (localement p-p.p. ), si 'ensemble des x € X tels que P (z) soit fausse est
localement p-négligeable.

Les résultats ci-dessus sont encore valables dans le cadre de I'intégration essentielle.

EXERCICE Soit f : [0, 00] — C une fonction A-intégrable. Montrer que la série

> flz+k)

keN
est absolument convergente pour A-presque tous les 2 € [0, 1] , en considérant la fonction

F:[O,l[—>@:xl—>2|f(x+k)\ :
keN
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15.3 Théoréme de Lebesgue

15.3 Théoréme de Lebesgue

Nous allons maintenant prouver le théoréme central de la théorie de 'intégration. Mais tout
d’abord un lemme souvent utile.

LEMME (de Fatou) Soit (f;) C R une suite de fonctions minorées par une fonction
w-intégrable. Alors

/ liminf f dp < lim inf/ fedu .

Posons g, := inf;> f; . La suite (gx) est croissante et par définition on a
liminfy f = supy, gk -

Si g € L' () est la minorante des f; , on a gx > ¢ , donc

/gkdu>/ g dp > —o0 .

Gréace a la propriété de Daniell 14.11, on obtient finalement

/ liminf fj dp = / supy, gk, dpt = supy, / grdp <

< supy, infl>k/ fidp = lim inf/ fedu .

O

REMARQUE 1 Soit (fx) une suite de fonctions majorées par une fonction p-intégrable.
Alors

/lim sup fr du > lim sup/fk du .

THEOREME (de la convergence dominée de Lebesgue) Soit (f;,) une suite de L (1)
ou LE (1) convergente ponctuellement u-p.p. vers une fonction f . S’il existe une fonction -
intégrable g telle que, pour tout k , on ait

lfel <g p-pp.,

/f du:limk/fkdu.

Puisque |Re fi|, [Im fi| < |fx| , on se raméne au cas réel. Nous pouvons supposer, en
changeant les f; et f sur un ensemble négligeable (cf. 15.2), que (fx) converge ponctuellement
vers f . Comme —g < fr < g u-p.p. , on a

—oo<—/gdu</fkdu</gdu<oo pour tout k .

alors f est p-intégrable et
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Théoréeme de Lebesgue 15.3

Ainsi, par le lemme de Fatou et la remarque, nous obtenons

—oo<—/gd,uélimsup/fkdpg/limsupfkd,u:/fdu<

</ fdu:/ liminffkdugliminf/fkduglimsup/fkdug/gd,u<oo,

ce qui montre que f est u-intégrable et que

/f du:liminf/fkd,u:hmsup/fkdu:hm/fkd,u.

O
EXEMPLE Sif:X — Ret AC X sont u-intégrables, alors 1, - f est u-intégrable.
Cela découle immédiatement de la formule
14+ f = limy min [max (f,—k-14),k-14] ponctuellement
grace au théoreme 14.13.(i) et a celui de Lebesgue, puisqu’on a
|min[max(f,—k: ’ 1A) 7k ’ 1A]| < |f| :
O

REMARQUE 2 Le lemme de Fatou et le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue
sont encore valables dans le cadre de 'intégration essentielle.

EXERCICE 1 Utilisant un développement en série de Taylor on obtient

11 2
/ n(1+x>d£€:7T—.
0 x 12

EXERCICE 2 Pour k € N, soit fr, : R — R: 2z +— 1+k > . Montrer que f, € L' (\) et

que la suite (f) converge ponctuellement vers une fonction f € £ (\) telle que

/f d)\yéhmk/fkd/\

Sans utiliser ce résultat, montrer que la suite (f;) ne posséde pas de majorante A-intégrable.

Prouver tout d’abord que, pour tout = € [—1, 1] \ {0} , il existe un k£ € N tel que
1
= — .

EXERCICE 3 Soit (f;) une suite de £ (1) telle que

Z/|fk:|dﬂ<00

keN

(a)  Montrer que la série ),  f (z) est absolument convergente pour p-presque tous les
reX.
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15.3 Théoréme de Lebesgue

(b)  On note ),y fr la fonction définie en = par ),  fi (x) si la série est convergente, et
par 0 sinon. Montrer que cette fonction est p-intégrable et que

/(Zn) du=" [ udu.

keN keN
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Intégrales absolument convergentes 15.4

15.4 Intégrales absolument convergentes

PROPOSITION  Soient J un intervalle ouvert de R , f une fonction continue sur J . Pour
que [ soit \j-intégrable, il faut et il suffit que l'intégrale i:;}}‘] |f| soit convergente. Dans ce
cas, lintégrale fli?}‘] f est convergente et on a

sup J— b
/f d)\J:/ f = hma~>ian+,bHsupJ/‘ f .
inf J4+ a

En effet, si f est Aj-intégrable, il en est de méme de | f| , donc fli?}”] | f| est convergente par

la proposition 14.9. Réciproquement, si fliﬁj

Pour toutes suites (ay), (b)) C J telles que

|f| est convergente, alors |f| est Aj-intégrable.

inf J =lim,a, et supJ =limygby ,

en posant fi := li4, 4, - f , pour k assez grand tel que a, < by , on a |fz| < |f] . D’apres le
corollaire 14.9, les fonctions f; sont A -intégrables et on a

[ eans - abk i

k
Finalement f = limy, f; et le théoréme de Lebesgue montre que f est A -intégrable et que

be be
ag ag
Ceci prouve que f;??]‘] f est convergente, ainsi que la formule. O

REMARQUE 1l existe des intégrales convergentes, par exemple fooo % dx , mais telle que
les fonctions considérées ne soient pas intégrables au sens de Lebesgue!

EXERCICE Sur [1,00] on considére les fonctions

= (-1 1
= E -1 t = - —.
f £ 2 [kk+1] €L S |f| id

Montrer que [, f est convergente, mais que f n’est pas A1 oo-intégrable. On a s € SK ([1, 0o|)
et

n

1 J 1 -
)\[l,oo[ (3) = SUP,eN ( % —1In (TL -+ 1)) =7 < Z E — ln]
k=1

pour tout j € N* . On dit que v est la constante d’Euler-Mascheroni .

On remarquera que

> 1 1
s = Z L] - (- — .—) -
— kid
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15.5 Dépendance d’un paramétre.

15.5 Dépendance d’un parameétre.

THEOREME (de continuité) Soient X,Y des espaces métriques, v une intégrale de Ra-
don sur'Y

f: X xY —C
et £ € X . Supposons qu’il existe un voisinage U de & tel que

(i)  f(x,):Y — C est v-intégrable pour tout x € U .
(i) f(-,y): X — C est continue en & pour v-presque tous lesy € Y .
(iii) Il existe une fonction v-intégrable g : Y — R telle que, pour tout x € U , on ait

|f (z,)| < g v-presque partout .

/f(-,y)dV(y):wH/f(x,-)du:U—><C

En effet, si (z1,) est une suite de U telle que limy 2, = & , la suite de fonctions (f (zx, "))y
satisfait aux conditions du théoréme de Lebesgue et limy f (xy, ) = f(£,-) v-p.p. . Ceci nous

permet d’écrire
/f 57 dy—hmk/f ':Eka

et montre bien que [ f(-,y) dv (y) est continue en £ . O

Alors la fonction

est continue en £ .

THEOREME (de dérivabilité) Soient J un intervalle de R , Y un espace métrique, v
une intégrale de Radon surY ,

f:JxY —C
et T € J . Supposons qu’il existe un voisinage U de T tel que

(i) f(t,):Y — C est v-intégrable pour toutt € U .

(i) f(,y) : J — C est dérivable dans U , de dérivée O1f (-,y) pour v-presque tous les
yey.

(i4i) 1l existe une fonction v-intégrable g : Y — R telle que l'on ait
sup,ep |0 f (¢, )| < g v-presque partout.
Alors 01 f (t,-) est v-intégrable pour tout t € U , et la fonction

/f(-,y) dv(y):tH/f(t,» dv:U—C

est dérivable en T et de dérivée

o([ remaw)o-[ase
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Dépendance d’un parameétre. 15.5

Pour toute suite (t;) de J telle que 7 = limy ¢, , la fonction

1

= [ () = £ (7,°)

est v-intégrable. D’autre part 'inégalité de la moyenne (proposition 9.9) montre que

9 ()| < supyey |01f (t,y)| < g(y) pour v-presque tous lesy € Y,

et comme

hmk gk = alf (7—7 ) v-p.p.,

le théoréme de Lebesgue nous permet de conclure :

a</ f(-,y)dl/(y)) (T)th’ftkl—r' Uf(tk,) dl/—/f(T,-) dz/] _

zlimk/gkduz/alf(7,~) dv

Ce théoreme est généralisé dans l’exercice 16.4. Voir aussi les exemples 4 et 5 de 16.4.

REMARQUE Les résultats ci-dessus sont encore valables dans le cadre de l'intégration
essentielle.

EXEMPLE 1 La fonction I" est dérivable dans |0, oo et

F'(x):/ Int-t"t-etdt.
0

Pour tout & € 10, 00] , il existe ¢ > 0 tel que & € ]8, %[ . Posons
f(z,t):=t"1.e".
Nous savons (cf. 14.9, exemple et proposition) que f (z,-) est Ao oo-intégrable. D’autre part
O f (w,t)=Int-t*"1.et.
Finalement, il nous suffit de trouver une fonction Ay o-intégrable dominant toute les fonctions
O f (x,-) , pour z € ]5,%[ )
Pour t €]0,1] , on a
0uf ()] = |tz -Int- "2 e S M-t2 et =M f (5,0) .
En effet, la fonction ¢ — ¢2 - Int posséde un prolongement continu sur [0, 1] , donc est bornée
par M € R, et
|t33717%| < tE*l*% — t*]ﬁ‘r% ,

puisque x > € .

Pour ¢ € [1,00[ , on a
Int
Ouf (e,t) = 25t <ttt = f (L4 11

puisque xr < % et Int <t.
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15.5 Dépendance d’un paramétre.

Ainsi, pour tout x € } ,%[ on a
| <

0uf (2, )] Smax [M-f(5.) . f (2 +1)] € £1(N) .

EXERCICE 1 Montrer que I' est indéfiniment dérivable sur |0, oo[ et que

r® (g) = / (Int)* - 71 e it
0

EXEMPLE 2 Pour tout a,b >0, on a

e8] efat _ efbt b
/ ——dt=In—-.
0 t a
efat_efbt

La fonction t —— ’ est évidemment intégrable sur [0, 00| , puisqu’elle posseéde un
prolongement continu en 0 . Considérons la fonction
—bt
—e

F:]O,oo[—>]R:a»—>/ 67(&.
0

e—at . €_bt
(S
t

Etant donné a € ]0,00[ et € > 0 tel que « € |e,00[ , on a

Ona F(b)=0et

SUPqgele,o0 ‘—e_at‘ <e ™ pourtoutt>0.

La fonction F' est ainsi dérivable en a et

° 1 o 1
F,(a):—/ e *dt = {—-e‘“t} =——.
0 a t=0 a

On en déduit que F' (a) = —Ina+ c avec ¢ € R, puis que ¢ = Inb , donc que F' (a) =In2 | ce
qu’il fallait démontrer. 0

Q |o~

EXEMPLE 3 Soit v : R” — R” un champ contintiment dérivable de vecteurs. Si v dérive
d’un potentiel f : R" — R deux fois contintiment dérivable, i.e. v = grad f , alors

ajvk = 838kf = &ﬁjf = 8kvj .
Si n = 3 cela signifie que rot v = 0 (cf. exemple 11.6).

Réciproquement, nous allons montrer que cette condition est suffisante. Il suffit de poser

n

(@) :zZ(/Olfuj(t-:E) dt)-:z;

j=1
Puisque
[t Okvj (- 2)| < [|Opvy]

le théoréme de dérivabilité montre immédiatement que

6kf Zak(/ v]txdt> x]—FZ(/ U]tgjdt).akajj:

50,B(0,]z]+1) <

564 THEOREME DE LEBESGUE Claude Portenier



Dépendance d’un parameétre. 15.5

—i(/olak[vj(t'x)] dt)-a:j+/01vk(t-x) dt =

_Z(/t hvj (t- ) dt) +/Olvk(t-:v) dt .

Mais comme

Oft-vp(t-z))=vp(t-x)+t-D(vgolid-x])(t) =vg(t-z)+t-Dug(t-x)D(id-x) () =
=uvp(t-z)+t- (Orvg(t-x),...,00v; (t- ) (t-x)+t- Z@kv] (t-z)- z;,
7=1
il vient

Ouf (x /&t o (t-2)] dt = [t-vk(t-x)]i — v, (z) .

Nous avons ainsi prouvé :

PROPOSITION  Un champ continiment dérivable v : R" — R"™ dérive d’un potentiel si,
et seulement si, on a O;v, = Oyv; pour tout j,k=1,...,n

Cela tient au fait que R" est simplement connexe. Par exemple, un calcul simple montre
que

Z2
U:RQ\{O}—>R225L’D—>( I"ff2)

|[2
est un champ satisfaisant & la condition, mais il ne dérive pas d’un potentiel. En effet, dans le
cas contraire, en considérant la courbe paramétrée

7:[0,2W]—>R2:tr—><(395t> )

sint

on aurait d’une part

[Twaenraa= [T () a-

27
— / (sin2t+ cos? t) dt =2 .
0

D’autre part, si v = grad f , il viendrait

/Ow(gra,df(v(t))w' (t)) dt = /027r (for) (t) dt = [fo*y(t)}zw _0,

ce qui est absurde. [l

EXERCICE 2 Le but de cet exercice est de montrer que [V (1) = —v , ol 7y est la constante
d’Euler-Mascheroni (cf. exercice 15.4).

(a) Les fonctions

1—et et

f:]0,1] —R:t+— et g:[l,oo[—>]R:tr—>T
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15.5 Dépendance d’un paramétre.

sont Ajg1[- resp. Ap,o[-intégrables et on a

P’(l):—/olf(t) dt+/loog(t) dt .

(b) Montrer que

1 11_ 1_£k o) k 1_21’3
f(t) dt = limy Mdt et g (t) dt = limy, Mdt,
t
0 0 1 1

t

en prouvant tout d’abord que pour £ > 1, on a

k k
t
1- (1_E> <t pourte]0,1] et <1_E> <e pourte[l,o0f .

(¢) Montrer finalement que
k

1] (1— 4" k(1— 1) 1
/ Mdt—/ Mdt:Z——lnk,
o t . t l
1=1
en utilisant la formule donnant la somme d’une suite géométrique.

EXERCICE 3 Montrer que la fonction F : R, — R définie par

Ft) - ( / exp (<2 dm)2 - oGl

est constante, puis que

/_°° exp (—2%) do = /7 .

o0

EXERCICE 4 Pourt € }—%, ﬂ on considére la fonction
ft:R—>C:xn—>exp(—62it-x2) .

Montrer que f; € £ ()\) , puis que
F(t) = / e dr = T e
—00
en montrant que F satisfait & 1’équation différentielle

F'(t)=—i-F (),

et en utilisant ’exercice précédent. Utiliser ce résultat pour calculer les intégrales

/ e~ . cos (amz) dr et / e~ . sin (aa:z) dx

—00 — 00

pour tout a € R .
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15.6 Théoréme d’approximation

THEOREME  Pour toute fonction f € L' (1) , il existe une suite décroissante (sy)ycx- de
SK (X) telle que

p(sk) <oo , f<infrsy et f=infgsgpu-p.p. .
En particulier infy, s, € L' (1) et

/f dp:/infkskdu:infk/skd,u.

Pour tout entier £ > 1 , il existe s, € SKC(X) tel que s, > f et

/fduéu(Sk)é/fdunL%

On peut évidemment supposer que (si) est décroissante, en remplagant au besoin s, par
min_y__ s . On ainfysy > f, done [ infyspdp > [, f dp > —oo . Comme p(sp) < o0 ,
'exemple 14.8.1 montre que s;, € L' (1) . Par le théoréme de Beppo Levi (cf. remarque 14.12),
on en déduit que infy s, € L' (1) et que

/infkskd,u:infk/skdu:/f du .

Finalement, le théoréme 15.2.iii montre que f = inf}, sx u-p.p. . O

COROLLAIRE Soit f € L' (1) . Alors min (f, s) € L' (1) pour tout s € SK (X) .

Remarquons tout d’abord que s_ € £! (i) par 'exemple 14.8.1, puisque p (s_) < 0 . Avec
les notations du théoréme et en posant g := infy s , on a

min (g, s) = infy min (sg,s) et min(g,s) = min(f,s) u-p.p. .
Mais comme
min (f,s_) € L' (1) , min(sg,s) € SK(X) et min(f,s_) < min(sg,s) < s, €L (1)

on a
—00 < /min (fys—) dp < p(min (sg, s)) < p(sg) < oo,

ce qui montre que min (s, s) est py-intégrables par 'exemple 14.8.1. Le théoréme de Beppo Levi
(cf. remarque 14.12) entraine alors l'intégrabilité de min (g, s) , donc aussi celle de min (f, s)
par le théoreme 15.2.ii. ]

REMARQUE On peut montrer qu'une fonction est essentiellement p-intégrable si, et seule-
ment si, elle coincide localement p-p.p. avec une fonction p-intégrable.

Le théoréeme d’approximation est encore valable dans le cadre de l'intégration essentielle,
mais en supprimant la condition f < inf} s; , & moins que la fonction soit < 0!
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EXERCICE 1 Une fonction bornée sur un intervalle [a, b] est intégrable au sens de Riemann
si, et seulement si, elle est continue en A(,y-presque tous les points.

Utiliser le théoreme 15.2.iii, ou le théoréme 15.1.ii, et une construction analogue a celle du
théoréeme d’approximation.

EXERCICE 2 Démontrer ou trouver un contre-exemple aux six implications possibles entre
les trois propriétés d’une fonction f : R — R suivantes :

(a)  f est A\-p.p. continue.
(b) 1l existe une fonction continue g : R — R telle que f = g A-p.p. .
(c) 1l existe un ensemble A\-négligeable N tel que fir. v soit continue.
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15.7 Parties intégrables

Dans ce qui précéde nous avons prouvé l'intégrabilité de certaines fonctions en utilisant
le théoréme de Beppo Levi ou celui de Lebesgue. Nous allons maintenant introduire la notion
de mesurabilité (cf. 15.8 et 15.9) permettant & I’aide du critére d’intégrabilité (cf. 15.10) de
simplifier certaines de ces démonstrations (cf. théoréme 14.13.ii et exemple 15.3). Le corollaire
15.6 est a la base de ces considérations. Mais tout d’abord voici les propriétés fondamentales
satisfaites par les ensembles p-intégrables. Rappelons que

RX), TX)N{p" <00} CT () -

THEOREME  Soient A, B € J (1) et (Ax) une suite dans J () . Alors
(i) Ona
0, AUB, ANB, A~Be3(n)
et
p@ =0, p(AUB)+pu(ANB)=p(A)+p(B) .

(i) Si(Ay) est croissante, respectivement disjointe, alors | J Ax € T () si, et seulement si, on
a

supy, p (Ax) < oo, Tesp. Z,LL(Ak) < 00 .

ou

Dans ce cas on a

H (UAk> = sup pu (Ay) < oo, resp. p (UAk) = ZM(Ak) .
(111)) On a (A € T () et si (Ax) est décroissante, alors
! (ﬂ Ak> = infy p (Ag) .
(iv) Soit C une partie de X . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) C est u-intégrable.
(b)  Pour tout € > 0 , il existe un ouvert p-intégrable G et un compact K tels que
KcCcG e p(GNK)<e.

(c) Il existe une suite (K;) croissante ou disjointe de parties compactes contenues dans

C telle que
w* <UK1) <oo et p* (C\UK;) =0.

Démonstration de (i) Cela découle immédiatement des propriétés de I'intégrale et des
formules suivantes :

laup =max(14,1p) , lanp =min(l4,1p) ,
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lacp=1a—min(14,15) , lavp+1lanp=1a+15.
Démonstration de (ii) Cette partie découle du théoréme de Beppo Levi 14.12 et des
formules :
lua, =sup;la, si (Ag) est croissante,
lua, = Z 14, si (Ag) est disjointe.
Démonstration de (iii) Ici il suffit d’utiliser les formules
k

NN (0]

k ko \l=1
et

lna, =infy 1y, si (Ag) est décroissante,

ainsi que le théoréme de Beppo Levi (remarque 14.12).

Démonstration de (iv)
(a) = (b)  Si C est u-intégrable, pour tout € > 0 , il existe s,t € SK (X)) tels que

€
—t<1c<s et u(s—i—t)gg.

On peut supposer que ¢ < 0 en remplagant ¢ au besoin par £_ . Comme sup;.; max [t, —%] =

0,ona
1
SUDg>1 M (max [t, _E]) =0

par la propriété de Daniell. Il existe donc un k£ > 1 tel que

—2) 2= et L)<
,umax,k > € kus\

Posons alors 1 1
K = {tg—g} et G::{<1+E> -s>1} .

Il est clair que K est fermée, donc compacte, puisque t est s.c.i. et s’annule hors d’une partie
compacte, et que G est ouverte. Puisque —t < 1¢ < s, on a évidemment

Wl ™

1 1
Kcdccda max(t,—z)—lth et 1G<(1+E).5,

donc G est u-intégrable et
1 1
1(G~K) = i (16) + 1 (~1x) < (1+E) () () — p (max [t,—ED <-.

(b) = (c)  On construit la suite croissante, respectivement disjointe (K;),y. par récur-
rence de sorte que, pour tout [ € N* | on ait

!
1 1
K, cC et M(C\Kl)gj , resp. u(C\UK])gi.

Jj=1
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Il vient alors

et
oo 0o l
/L(C\UKj)—infl,u(C\Kl)—O , Tesp. u(C\UKj)—influ(C\UKj)—O
j=1 J=1 J=1
a Paide de (iii).
(c) = (a)  Par (ii) on obtient | J K; € T (1) , donc C est p-intégrable par (i) et le théoréme
15.1.1ii, puisque 1¢ = 1yk, p-p.p. . U]

REMARQUE 1 On dit qu’ensemble 21 de parties de X est un d-clan si 2 est stable par
réunion finie, différence et intersection dénombrable. On dit qu'une fonction m : A — R, est
une mesure sim () =0,

m(AUB)+m(ANB)=m(A)+m(B) pourtout A, B e
et
pour toute suite décroissante (A;) C A .
Les propriétés (i) et (iii) du théoréme montrent que J (1) est un d-clan et que p: J (pu) —
R} est une mesure. Mais cette mesure satisfait en outre & la propriété de régularité (iv). On dit

que c’est une mesure de Radon . Elle est en particulier localement finie , i.e. pour tout z € X ,
il existe un voisinage p-intégrable (ouvert) V. de x .

PROPOSITION  Pour tout f € L} (1) et v € R% | les ensembles {f >~} et {f >~} sont
p-intégrables et on a

%qu>ﬂ)</fML

Puisque la fonction constante positive v appartient & SK (X) , on a min (f,v) € £ (u) ,
donc

min (k- [f — min (£,7)],1] € £L (1)
par le corollaire 15.6 et le théoréme 14.13.i. Le théoréme de Beppo Levi 14.12 montre alors que

L{y>y = supymin (k- [f —min (f,7)], 1] € L} (1) ,

* * % f
/ 1{f>’7}du < / 1{f>'y}dﬂ < / ; dp < oo .

Ceci prouve que {f > v} € J(p) . Finalement,

{f>7}=ﬂ{f>’y—%}€’3(u)

1
k>1

puisque

par le théoréme (iii). O
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REMARQUE 2 Les assertions (i)-(iii) du théoréme sont encore valable dans le cadre de
I'intégration essentielle. Quant a la partie (iv), si C' est une partie de X les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) C est essentiellement u-intégrable.
(b) 1l existe une partie p-intégrable A C C' telle que p* (C'~ A) =0 .

(c) 1l existe une suite (K;) croissante ou disjointe de parties compactes contenues dans C'

telle que
s (UKZ) <oo et pu° (C\UKl) =0.

On a p* (J K;) = p* (U K;) d’apres la remarque 14.8.2.

EXERCICE 1 Par récurrence on définit une suite (Cj), .y des parties de [0, 1] de la maniére
suivante : Cy := [0,1] , Cj, est la réunion de 2% intervalles fermés deux a deux disjoints de
longueur 3% et Cy,;, s’obtient en enlevant & chacun des intervalles de Cj, son tiers médian

ouvert. Ainsi
12 1 2
=10,1 - = = - —. 1] .
Cl [07 ]\]373[ [Oag]u[37]

(a) Montrer que, pour tout £ € N, on a

k k
Cr = U [Zaj-?,—j,zaj-s—wg—lk

(a;) ;1. =1 =1

ey

(b) Montrer que I’ ensemble de Cantor

C .= ﬁ Ck
k=1

est un ensemble fermé de mesure O .

(¢) Montrer que lapplication

{0, 2}N* — (' (aj)jeN* — Zaj .37

J=1

est une bijection, puis que C' n’est pas dénombrable.

EXERCICE 2 On dit qu’ensemble 2l de parties de X est un lattice si 2 est stable par réunion
finie et intersection finie non-vide. On a donc () € A , mais en général X ¢ A .

(a)  Montrer que tout élément f € ling, (14) 4oq est de la forme

[y

n—

f= : (%‘+1 —%‘) : 1{f>7]-} ’

<
Il
o

ol (’yj)j:O,...,n est une énumeération croissante de f (X)U{0} . On dit que c’est la décomposition

pyramidale de f . En déduire que ling, (14) 4.4 est un cone convexe réticulé.
(b)  Montrer que ling (14) 4oo = ling, (14) 4eq — linr, (14) 4cq €St un espace vectoriel réticulé.
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15.8 La notion de tribu

DEFINITION Un ensemble 21 de parties de X s’appelle une tribu si () € 20 , et si pour tout
A € 2 et toute suite (Ay) de 2, on a

CA, [JAren.

Une partie A de X est dite A-mesurable si A € A . Une fonction f : X — R est dite
2A-mesurable si I'on a
{f >~} €A pourtout vy €R.

Une fonction f: X — C est dite A-mesurable si Re f et Im f le sont.
On désigne par

ME) , M) et Mc ()

les ensembles des fonctions A-mesurables qui prennent leurs valeurs dans R , respectivement R
et C .

PROPOSITION  Soit & une tribu. On a X € 2 et, pour toute suite (Ay) de A et tout
A Bed,

Ak, ANBea.
k

En effet, il suffit d’écrire

xX=C0 , ﬂAk:[I(UEAk) et ANB=ANCB.
k k

THEOREME Soit 2 une tribu. Alors

(1) OnaAecsi, et seulement si, 14 € M () .
En particulier 0 = 1y et 1 = 1x appartiennent ¢ M () .

(it) Sif,ge M) etyeR, les parties
{fz+ . <y <y, <, {F<yg
{f = g} J {f # g} ) {f = OO} et {f = _OO}

sont A-mesurables.
(iii) Pour tout f,g e M (), a € R et p € R , les fonctions
Oé‘f ) f+0g ) f+.g ) mln(faQ) ) maX(f?Q) ) fi ) f* ) ’f|
1

|f‘ ) ? ) fg
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sont A-mesurables.
() Si(fx) C M), alors
supy fr , infyfr , liminfg fr , limsup, fr, € M (2A) .

Si limy, fy, existe, alors limy fr, € M () .

Cela découle des propriétés d’une tribu et, pour tout v € R , des formules suivantes :

Démonstration de (i) 0 v >1
{1A>fy}: A st 0<y<1
X v <0

Démonstration de (ii)

{f>7}=ﬂ{f>’y—%} ,

k>1

{f<=C{f>~ , {F<t=C{r=n},
{(f<gy=UJ{f<nn{g>1},

veQ

(f<gy=C{g<fy , {f=ag={f<anig<srt , {f#£9y=C{f=g},
{f=o0}=({f>k , {f=-o0}=[V{f <k},

keN keN

Démonstration de (iii)

{oz-f>7}:{f>g} sia>0 , 0-f=0 , {=f>7p={f<-},

{(f+eg>= U {F>anfg>5}

,feQ,a+p2y

(cf. démonstration de la proposition 14.2),

f+g>7={(-f) +te (=9) < -7},
{min (f,g) >} ={f >y} N{g >},
maX(fag):_min(_fa_g> ) fi:rnax(j:f,O),

f_:min(f,()) ’ |f|:max(f,—f) )

> >
{fp>7}{{ >’Y} .’y>0

si ;
X v <0

{f<iinif>0p  4>0

{l> }— ! si
Fo

{[f<itufrzo  a<o
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Siy>0,ona

{Fg>v= U ({r>apnfg>s)u({f<-aknig<-8}) .

a76€Q+ 7aﬁ>7

puisque f (z),g(z) ou —f (z),—g (x) sont > 0 et dans le premier cas

SUDq, 3eq y a< f(z).8<g(x) (O ) = SUDuaeq, a<fz) @ SUPseq, s<gx) O = f () - g (2) -
Siy<0,ona

{f-g>7=C{f-g<}=C| N {f-g<fy—|—%} _

Y++<0
1
= E{(—f>'9>—(7+g)},
7+ %<0

Démonstration de (iv)

{supy, fi > v} = J{f >},
%
et finalement
infy fp = —supy —fr , liminfy fy =sup,infi>y fi , limsup, fi = —liminfy —f; ,

limy, fr = limsup,, fr si limy fj existe .

O

EXERCICE 1 Une fonction f : X — R est 2-mesurable si, et seulement si, f* sont 2A-
mesurables.

EXERCICE 2 Si (f;) est une suite de fonctions 2-mesurables, alors
{z € X | limy fy (z) existe dans R} € A

et la fonction f , définie par f (z) := limy fx () si = appartient & cet ensemble et par 0 sinon,
est 2A-mesurable.

COROLLAIRE Mc¢ () est une algébre réticulée involutive, i.e. pour tout f,g € Mc ()

etaecC,ona

a'f7f+g7f'g7 ‘f’ 776-/\/1@(9’[) :

Si f # 0 partout, alors % € Mc (), et pour toute suite (f,) C Mc () , qui est ponctuellement
convergente, on a limy, f, € Mc () .

En séparant partie réelle et partie imaginaire, on voit facilement que M¢ (2() est une algebre
involutive. Elle est réticulée, puisque

= [(Re ) + (Im £)?]7 .
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Si f # 0 partout, alors # € Mg (2) , donc

1 1
?:W'fGMC(Q[)-

La derniére assertion est évidente. O
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15.9 Ensembles et fonctions mesurables

DEFINITION 1 Nous désignerons par 91 (u) ’ensemble des parties M dites p-mesurables ,
i.e. telles que

MNAe€eT(u) pourtout AeT(u) .

REMARQUE 1 Une partie y-mesurable contenue dans une partie p-intégrable est p-intégra-
ble.

PROPOSITION  L’ensemble M (1) des parties p-mesurables est une tribu contenant J (1) ,
ainst que toutes les parties ouvertes ou fermées de X .

Soient M € 9 (u) et (My) une suite de M () . Pour tout A € T (i) , on a
CMNA=A~(MNA) €T (n)

et (Um) na=Jasna) =J|UJaana

k LIk

€T (n)

par le théoréeme 15.7, i et ii, puisque

supku(U(MlﬂA)> <u(Ad) <oo.

<k

Ceci montre que CM et | J M, appartiennent a 90T (1) .
Il est clair qu'une partie p-intégrable est p-mesurable par le théoréme 15.7.i. Si G est une
partie ouverte, on a 1 € SK; (X) et le corollaire 15.6 montre que

lona = min (14,1¢) € L' (1)
donc que GN A € J(p) , et par suite que G € M (u) . Si F est une partie fermée, on a
F=C(CF) e M) .

puisque CF est ouverte. U

DEFINITION 2 Les fonctions 91 (1)-mesurables sont dites p-mesurables et ’ensemble de

ces fonctions qui sont & valeurs dans R , respectivement R et C sera noté
M(p) , Mg(p) etresp. Mc(u) .

Une fonction f est dit p-intégrable sur tout compact si, pour tout K € K(X) la fonction
1 - f est p-intégrable.

THEOREME Soient f,g: X — R (ou C ).
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(i)  Pour que [ soit u-mesurable, il faut et il suffit que 1k - f soit p-mesurable pour tout
K € R(X) . En particulier, une partie M est u-mesurable si, et seulement si, M N K € T (u)
pour tout K € R(X) .

(i1) Si f est u-mesurable et si g = f p-p.p., alors g est p-mesurable.

(11i) Si f est p-intégrable sur tout compact, en particulier si f est u-intégrable, alors f est
p-mesurable.

Le cas complexe se déduit immédiatement du cas réel, en séparant partie réelle et partie
imaginaire.

Démonstration de (i) La condition est nécessaire par le théoréeme 15.8.iii. Démontrons
qu’elle est suffisante. Pour tout compact K , ’ensemble

{f>nK={lg-f>v}NK

est p-intégrable. Mais pour tout ensemble p-intégrable A | il existe d’aprés le théoréme 15.7.iv
une suite croissante (K;) C K (X) et une partie u-négligeable N telles que

A:OKIUN.

=1

Ceci montre, puisque {f > v} N N est une partie p-négligeable d’apres le corollaire 15.1.i, que

{f>1nA=

U{f>7}ﬁKz] U{f>~}NN)

est une partie y-mesurable, donc p-intégrable, car elle est contenue dans la partie p-intégrable

A.

Démonstration de (ii) Pour tout y € R, on a

g>=Hf>~{f>n{g<ahDlul{f <arn{g>~e M) ,

car
{f>nn{g<rtc{f>gt et {f<pnfg>rtc{f<g}
sont des parties p-négligeables, donc p-mesurables.

Démonstration de (iii) Supposons tout d’abord que f est p-intégrable. Par la proposi-
tion 15.7 et la proposition ci-dessus, pour tout v € R% , on a

(> {-fzredwcmp) e {f>-}=C{-f=r}eM) .

D’autre part

(=0 -Ulr>1lemuw.

k>1

Ceci montre que f est p-mesurable.
Si maintenant pour tout K € £ (X) la fonction 1 - f est u-intégrable, elle est y-mesurable
et il suffit d’appliquer (i). O

REMARQUE 2 On montre que I’ensemble des parties M telles que
MNAe3J®(u) pourtout A€ T®(u)
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est égale M (1) et que les résultats ci-dessus sont encore valables dans le cadre de I'intégration
essentielle.

EXERCICE Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe une partie de R qui n’est pas
A-mesurable.

(a) Montrer tout d’abord que = — y € Q est une relation d’équivalence sur [—%, %} .
(b) Soit A C [—%, %] un systéme de représentants, i.e. A contient exactement un élément de
chaque classe d’équivalence. Si (gx) est une énumération de [—1,1] N Q et Ay := g, + A , alors
les ensembles Aj, sont deux & deux disjoints et
11 33
——,—| C A, C ——, =
53 cUne 5]
keN
(¢c) Montrer que I'ensemble A n’est pas A-mesurable et que p* (A) >0 .

Pour cela utiliser le fait que I'intégrale de Lebesgue A est invariante par translation (cf.
exemple 16.6.1), donc en particulier que si A est A-intégrable, alors Ay est aussi et A (Ay) =
A(A) .

(d) Montrer qu'il existe une suite décroissante (B},), .y de parties de R telle que (o Br = 0
et u* (Bg) = 1 pour tout k € N .
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15.10 Critére d’intégrabilité

THEOREME  Pour qu’une fonction f : X — R (ou C ) soit u-intégrable, il faut et il suffit
que f soit pi-mesurable et que

/|f|d,u<oo ou bien —oo</fd,u</fdp,<oo.

L’équivalence des conditions de finitude a été démontrée dans le corollaire 14.10 et il suffit
de considérer le cas réel car

[ mestan. [ tnsiaus [iridus [iResi du [ i) d

La condition est nécessaire. En effet, si f € £! (1), ona |f| € £ (u) , donce [7|f] du < oo, et
f est p-mesurable par le théoréeme 15.9.iii.
Réciproquement, comme f* est aussi y-mesurable par le théoréme 15.8.iii, que

/*fidu</*|f\ dp < o0

et que f = fT —* f~ est pu-intégrable si f* le sont, nous sommes ramenés au cas f = 0 .
Définissons alors
k2%

1
fe=5e 2 Yty
=1

On dit que (fi),ey €st une approzimation pyramidale de f . En effet on a {f > ZL;@} €M (u) .

Mais puisque [~ f du < oo , on a
l l
GEINtS S

pour un s € SK(X) tel que s > f et u(s) < oo . Comme {3 > Qik est p-intégrable par
la proposition 15.7, on en déduit que { f> 2% est p-intégrable par la remarque 15.9.1. Ceci
prouve que fj est p-intégrable. Il suffit alors de constater que f = sup, fr et d’appliquer le
théoreme de Beppo Levi 14.12, puisque [* f du < oo . O

EXEMPLE 1 Le critére d’'intégrabilité permet de démontrer simplement que £¢ (u) est ré-
ticulé (cf. théoreme 14.13.iii).

En effet si f € L (n) , alors f est g-mesurable par le théoreme 15.9.i, donc |f| est u-
mesurable par le corollaire 15.8. Mais comme Re f et Im f sont p-intégrables, donc aussi |Re f|
et |Im f| par le théoréme 14.13.i, on obtient

/Wﬂmg/ﬂ%ﬂ+mwmm<m,

ce qui finit de prouver que |f| est p-intégrable. O
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EXEMPLE 2 Soient f,g: X — R (ou C) des fonctions p-mesurables. Pour que f - g soit
p-intégrable, il faut et il suffit que que

[ 15 gl du<oo.

C’est immeédiat, puisque f - g est u-mesurable par le théoréme 15.8.iii. [

Ceci montre le progrés réalisé en comparaison de ’exemple 15.3 : si f et A C X sont u-
intégrables, il suffit méme que A soit u-mesurable, alors f et 14 sont évidemment p-mesurables
et

[ i slans [ 151 dp <ot

REMARQUE Le critéere d’intégrabilité est encore valable dans le cadre de l'intégration
essentielle.

EXERCICE 1 Déterminer I'ensemble des (p, q) € R? tels que
(a) id?-erid e £t ()\}1,00[)

(b) (—1In)? - sin? € L£* (/\]0’%0 :

EXERCICE 2 Soit f une fonction p-mesurable.

(a)  On suppose que {|f| > 0} est u-intégrable. Pour que f soit u-intégrable, il faut et il suffit
que

Yo (Il =k} < oo

(b)  On suppose que f est bornée. Pour que f soit u-intégrable, il faut et il suffit que

i2’“-u*({yf]>2k})<oo.

(¢) Formuler un critére d’intégrabilité analogue pour une fonction p-mesurable quelconque.
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15.11 Mesurabilité au sens de Lusin

Nous allons maintenant donner une condition suffisante de mesurabilité, essentiellement to-
pologique. Le théoréme de Lusin montre que c’est en fait une caractérisation de la mesurabilité.

DEFINITION On dit quune fonction f : X — R (ou C) est p-mesurable au sens de
Lusin si, pour tout K € 8(X) et tout € > 0, il existe L € R (X) tel que

LCK , p(K~NL)<e et fy soits.ci.

PROPOSITION  Une fonction pi-mesurable au sens de Lusin est pi-mesurable.

En particulier, les fonctions s.c.i. sont p-mesurables. Plus généralement, soient M wune
partie p-mesurable et f : X — R une fonction. Si f est nulle hors de M et telle que fim soit
s.c.i., alors f est p-mesurable.

Démontrons tout d’abord le cas particulier. Pour tout v € R , on a

{f|M > 7} 0<y
si
X~ A{fir <7} 7<0
Comme { fim > ”y} est ouvert dans M , il existe un ouvert GG de X tel que

ce qui montre que { fim > 7} est p-mesurable. Il en est de méme de

{fiu <7} =M~{fiu >~} .

donc de X ~ { Jin < 7} . S maintenant f est p-mesurable au sens de Lusin, quel que soit le
compact K de X , il existe par hypothése une suite croissante (L) de compacts contenus dans
K telle que p (K~ |J L) = 0 et que chaque f|, soit s.c.i. On en déduit que

lg - f=limg 1z, - f ppp.,
et comme 1;, - f est p-mesurable par ce qui précede, 1 - f est p-mesurable par les théoremes
15.8.iv et 15.9.ii. Finalement, il suffit d’appliquer le théoréme 15.9.i. U

{f>}=

La réciproque de cette proposition est vraie (cf. H. Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie und
Grundziige der MaBtheorie, 41.4).

THEOREME (de Lusin) Pour qu’une fonction f : X — R (ou C ) soit u-mesurable, il
faut et il suffit que f soit p-mesurable au sens de Lusin.

REMARQUE La démonstration de ce théoréme montre que I’on peut renforcer la définition
de la mesurabilité au sens de Lusin en remplacant “ f|; est s.c.i.” par “ fj, est continue”.
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15.12 Fonctions et intégrales modérées

DEFINITION Nous dirons qu’une fonction f est u-modérée s’il existe une suite (croissante)
(Ax) d’ensembles p-intégrables tels que f s’annule hors de | J Ax . Une partie A de X est dite
p-modérée si 14 est p-modérée. L'intégrale de Radon p est dite modérée si X est p-modérée.

EXEMPLE 1 Une fonction p-intégrable est p-modérée.

En effet |f| est p-intégrable, les ensembles {|f| > +} pour k € N* sont y-intégrables par la
proposition 15.7 et f s’annule hors de leur réunion. O

EXEMPLE 2 Si i est modérée, alors toute fonction sur X est p-modérée.

EXEMPLE 3 Si X est réunion d’une suite (K;) d’ensembles compacts, alors toute intégrale
de Radon sur X est modérée.
En particulier toute intégrale de Radon sur un ouvert X de R"™ est modérée.

En effet X est la réunion des ensembles compacts
1
{dm (-CX) < E} B0, k)

pour k > 1. [l

PROPOSITION  Soit f une fonction sur X .
(i)  Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) [ est u-modérée.

(b) Il existe une suite (Gy) d’ensembles ouverts p-intégrables telle que f s’annule hors

de
UG .

(c) 1l existe une suite (K;) C R(X) et une partie u-négligeable N telles que f s’annule

hors de
(Uri)un.

(i1) Si f est u-modérée et >0 , alors

/ fdp = SupKeR(X)/ lg - fdp .

(i) Si f est pu-modérée, p-mesurable et [ fdu > —oo , alors
/ fdp= / fdu .
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(iv) Si A est une partie pi-mesurable et p-modérée, alors

pr(A) = SUPKegr(x),KcA M (K) .

Démonstration de (i) Cela découle immédiatement du théoréme 15.7.iv, puisque d’une
part une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable (théoréme 6.12) et
d’autre part une réunion dénombrable d’ensemble u-négligeables est p-négligeable (Corollaire
15.1.4).

Démonstration de (ii) Par (i), en supposant que (K;) est croissante, on a évidemment
f=sup Ly, - f p-pp.,
donc
[ tdn=sun [ v fdn < s [ e fdns [ rd
grace a la propriété de Daniell 14.11.
Démonstration de (iii) Par (i), en supposant que (K;) est croissante, on a évidemment

f = suplmin(f,l ’ 1Kz) :
Puisque min (f, ! - 1x,) est y-mesurable et f- < min (f,[-1g,) < -1k, , le critére d’intégrabilité
15.10 montre que cette fonction est u-intégrable. On a donc

/f dp g/ f du—supleN/ min (f,1- 1g) d,u—supleN/min(f,l-lK) dp < /fdu ,
en ayant a nouveau utilisé la propriété de Daniell 14.11.

Démonstration de (iv) C’est immeédiat, puisque 1x 14 = 1xna , en appliquant le théo-
réme 15.7.iv. O

REMARQUE Les propriétés (ii)-(iv) sont automatiquement vraies, sans hypothese de mo-
dération, dans le cadre de l'intégration essentielle :

(a) Si f est une fonction > 0, on a

/ fdp= SupKeR(X)/ lg - fdp .

En particulier, pour tout z € X , soit V, un voisinage p-intégrable de x . Si A est une partie
de X , alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

6 A3 ().
(i) ANV, est p-négligeable pour tout x € X .
(iii) AN K est p-négligeable pour tout K € K(X) .

Il est donc justifié de dire qu'une telle partie est localement p-négligeable (cf. remarque
15.1)

(b) Si f est p-mesurable et [, fdp > —oco , alors
[rdu= [ san.
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(c) Sif est y-mesurable et [ fdu > —oo , alors

Jran=[ tan.

(d) Si A est une partie y-mesurable, alors

pt (A) = SUPgeg(x),KcA M (K) .

Si 1 est modérée, alors l'intégrale supérieur et I'intégrale supérieure essentielle coincident.
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15.13 Espaces L (u)

Dans tout ce qui suit soit p € [1, 00| sauf mention expresse du contraire.

DEFINITION Pour toute fonction f: X — R (ou C ), on pose

I, ([ 1ran)” eBe sipe o
et
I fllo :=1inf {M € R, | |f| <M ppp.} €R, .

On désigne par L? (i) , respectivement L¢ (1) , I'ensemble des fonctions y-mesurables f a
valeurs dans R ou C telles que || f|| , < 00, et on dit qu’elles sont de puissance p-éme intégrables

si p € [1,00[ , respectivement p-bornées si p = oo .

REMARQUE 1 Le critéere d’intégrabilité 15.10 montre que dans le cas p = 1 cette définition
coincide bien avec celle de 14.8.

REMARQUE 2 Sip € [1,00[, une fonction de puissance p-éme intégrable est p-modérée.

REMARQUE 3 Rappelons que C2 (X) est un espace de Banach pour la norme uniforme
=l = supsex | f (2)] -

Il faut évidemment faire attention aux deux significations du symbole ||-||, . On écrit [|-[|,,
s’il faut préciser.

PROPOSITION  Soient p,q € [1,00] tels que % + é =letf,g: X —R (ouC ). Alors

(i) lac- f1l, = lal - I f]l, pour tout « € R (ou C ).
(i) Ifl,=0 <= [=0ppp. .

(iit) fI<lgl ppp = |I£Il, < llgll, -
(i) 1 <Ifll npp- -

(v)  Si|fll, <o, alors f est finie p-p.p. .
(vi) Inégalité de Holder :

LF - glly < [£1l, - lglly -
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(vii) Inégalité de Minkowsksi :
1F+=all, < UIfIl, +llgll, -

(viii) Sous-additivité dénombrable : Pour toute suite (fy) de fonctions >0 , on a

I>X 4] <Xiad, -

L’assertion (i) est immédiate. Si p € [1,00[ , (ii) découle du théoréeme 15.1.ii et (iii) du
théoréme 15.2.1. Si p = oo , alors (ii) est une conséquence de (iv) et (iii) est triviale. Quant a
(iv), par définition il existe une suite (M},) telle que || f||, = infy M et

|f| < My p-p.p. pour tout k .

Comme une réunion dénombrable d’ensembles ji-négligeables est p-négligeable par le corollaire
15.1.1, il vient

|fI <infp My, = ||fllo  p-p-p- -
L’assertion (v) découle de (iv) dans le cas p = oo . Sip € [1,00[, il suffit d’appliquer le corollaire
15.1.ii, puisque [*|f|"dp < oo .

Pour démontrer les inégalités de Holder et Minkowsky, on procede de la méme maniere que
dans R" (ou C™ ) en considérant cet ensemble comme celui des fonctions définies sur {1,2,...,n}
et a valeurs dans R (ou C ), et en remplagant Y par [“odu .

Finalement, si p € [1,00[ , on a

Sl [ () ] o[ (550) o] -

k k 00
<sup Y fell, = D fell, -
p =0 =0

>
Sip=o0,alors |fy] < || fell, #-p.p. , d’ott le résultat en sommant. O

p

= supy,

=0

COROLLAIRE L. (u) est un espace vectoriel.

C’est immeédiat. O

REMARQUE 4 On désigne par £ (1) , respectivement £ (1) , I'ensemble des fonctions

p-mesurables f a valeurs dans R ou C telles que
1

I, i= ([P an) <0 sipe o]
et
1l :==inf { M € Ry | |f| <M localement p-p.p.} < oo sip=oo,

et on dit qu’elles sont de puissance p-éme essentiellement intégrables si p € [1,00] , respective-
ment essentiellement p-bornées si p = oo .

Les résultats ci-dessus sont encore valables dans ce cas en remplagant ” u-p.p.” par ”loca-
lement u-p.p.”.
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EXERCICE 1 Supposons que p* (X) < oo . Pour tout p,r € [1,00] tels que p < r et toute
fonction f , on a

r—p

11, < p (X7 - f]

En particulier
Le (1) C Lg () -

EXERCICE 2 Supposons que 0 < p* (X) < oo et soit f : X — R, . Montrer que

limsup, [|f]l, = [ fllo = liminf,, [ £]], ,
en prouvant les inégalités

lim sup,, [| f[|, < [[fllo et Tminf, [£], =1/l -
Pour la seconde utiliser et démontrer que, pour tout v > 0, on a

/ fdu At (1 > 7)) -
{f>~}

EXERCICE 3 Montrer que si f € L& (1) N L (u) , alors f € LL (1) pour tout p € |1, 00]
et on a

1 p—1
LAl < WAIT - A lles

EXERCICE 4 (Inégalité de Bienaymé-Tchebycheff)

(a) Soit feLi(u)etm:=[fdu.Sif—meL:(u),alorsen posant o := ||f —m]|, , on
a

plf —ml > o)) <

(b)  Soit f € L& (i) . Alors

N

1 £115
n({fl =~}) < el

(¢) Supposons que i (X) =1 et soient €,0 > 0 . Si 'on approxime une fonction u-mesurable
g a laide d’une fonction p-mesurable h de telle maniere que ||h —g|, < 0 , montrer que
la probabilité, en choisissant © € X de maniére aléatoire (suivant la loi u ), que lon ait
lg (z) — h (z)| < € est plus grande que

En particulier cette probabilité est > 0.99 si 6 < 35 -

Cf. proposition 15.7.
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15.14 Théoréme de Riesz-Fischer

DEFINITION 1 Soit N¢ (1) 'ensemble des fonctions f : X — C telles que f = 0 u-p.p. .

On a
feNc(n) = |fll,=0,
ce qui montre que Ng (1) est un sous-espace vectoriel de £ (1) . Remarquons que

f—geNc(p) <= f=gppDp..

DEFINITION 2 On pose
LP (p) »= Lg (1)/ Ne () -

C’est un espace vectoriel, formé des classes d’équivalences

[f1:=={g9eLe(w)| g=fppp}=f+Nc(pn)
pour f € L (1) . Par définition on a

gelfl <= ld=11,

DEFINITION 3 On dit que f est un représentant de la classe d’équivalence [f] et on pose
AN, =11, -

En effet on a ||g|, = [[f]l, si g € [f]-

THEOREME L7 (u) est un espace de Banach pour la norme
1= NA, -

Plus précisément, si ([fi]) est une suite de Cauchy de L. (1) , il existe une sous-suite a de
N et une fonction g € LP (u) telles que (fa(l)) converge ponctuellement p-p.p. vers une fonction

f €Ly et que ‘fa(l)| < g pour toutl . On a
[f] =1limy [fi]  dans L (n)

Il est clair que c’est un espace normé par la proposition 15.13, puisqu’on a ||[f]|| , = 0si, et
seulement si, f =0 p-p.p. , i.e. [f]=0.

Comme limy [|[fx] — [fi]ll, = 0, pour tout j > 0, il existe a (j) tel que
sik,l>a(y) .

1
11 = 1l <
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On peut supposer que la suite (« (j)) est strictement croissante, donc que

1 .
[ [fagv] = e, = [ fat+1 = fall, < o7 Dour tout j .

Posons

h = Z |fa(j+1) - foz(j)‘ X — E+ .

Pour tout [ , on a
1-1

Ja@) = Ja(0) + Z (fa(j+1) - fa(j)) )
§=0
donc

-1
}fa(l)‘ < ‘fa(0)| + Z |fa(j+1) - fa(j)‘ < ‘fa(o)} +h=:g

J=0

Par la sous-additivité dénombrable proposition 15.13.viii, il vient

oo 00 1
Hth < Z Hfa(jJrl) - fa(j)Hp < Z Z < 00 .
7=0

j=0

Ceci montre que h € LP (1) , puisque h est évidemment p-mesurable. On a donc aussi g €
LP (p) -

Nous avons également prouver que la série > 2 (fag+1) (2) = fag) (z)) converge absolu-

ment pour tout = € {h < oo} , donc pour u-presque tous les z € X par la proposition 15.13.v.
Posons

f (JJ) + Z foz (+1) foc(j) (:E)) six € {h < OO} s
7=0

et
f(x):=0 sinon.

On a alors f = limy fo) p-p.p. , donc f est p-mesurable. En outre |f| < g , donc
111, < llgll,, < oo,

ce qui montre que f € Lf (1) .
Finalement, on obtient

L1 = e, = 11 = Fahll, = || D (fatrry = faw) —fanl|| <
I=j » I=j »
< Z ||fa(l+1) fa l)” Z ol — 9j-1°
l=j l=j
puis
1 1 .
11 = LAl < MUF1 = ol ll, + o] = (Alll, < =+ 57 sik=a (),
ce qu’il fallait démontrer. O
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REMARQUE 1 Nous ne distinguerons pas une fonction de sa classe, si aucune confusion
n’en résulte.

Par exemple, nous considérerons K¢ (X) comme un sous-espace vectoriel de L. (1) , i.e.
comme ’ensemble des classes [p] pour ¢ € K¢ (X) . Remarquons que le représentant ¢ €
K¢ (X) n’est pas univoquement déterminé s’il existe ¢ € Ky (X) tel que p (1) = 0 . Dans le
cas localement compact cela signifie qu’il existe un ouvert non-vide G de X tel que p(G) =0
en utilisant le théoréme 14.4 et la propriété de Bourbaki 14.5. Ainsi :

Si pour tout ouvert non-vide G de X , on a p* (G) > 0, alors

p— [¢] : Ke (X) — Lg ()
est injective.

Les intégrales de Lebesgue Ax , ot X est un ouvert de R™ ou une sous-variété avec bord
(cf. § 17), satisfont a cette propriété.

REMARQUE 2 Désignons par N2 (i) 'ensemble des fonctions f : X — C telles que f =0
localement p-p.p. .Puisqu’une fonction essentiellement p-intégrable est égale localement p-p.p.
a une fonction p-intégrable, on voit facilement que

LE (1)) NS (1) = L& (1) / Ne (p) =17 (u)  sipe[l,00] .

Le cas p = oo est spécial! L’application canonique

L% (p) := L& () Ne (p) — L& (1)) N (1) = L (1)
est surjective, mais n’est en général pas injective (cf. exercice 16.3.3).

Si ’on ne veut pas supposer que i soit modérée, il est préférable dans certaine situation,par
exemple dans la théorie du relévement, de travailler avec L ** (1) . Cet espace est completement
réticule, i.e. toute partie majorée de L™ (1) posseéde une borne supérieure.

Nous désignerons par

M (p) := Mc (u)/ Ne (1) et M® (1) := Mc () / NE (1)

les espaces vectoriels quotients, modulo les fonctions p-négligeables et respectivement locale-
ment p-négligeables, de celui des fonction p-mesurables & valeurs complexes.

EXERCICE 1 Soit (f) une suite de L. (1) convergente vers f € Lg. (1) pour la norme ||-| .

Si (fx) est également une suite de Cauchy dans C2 (X) pour la norme uniforme ||-||__ , alors il
existe une modification de f sur un ensemble p-négligeable qui soit continue.

EXERCICE 2 Pour tout k& € N* | soit (j, m) 'unique couple de N x N tel que
Ek=24+m e 0<m<2,
et définissons fj := 1[m mi1] - Pour tout p € [1, 00[ , montrer que ( f;) converge dans L? ()\[0’1}) ,

277 27
mais que pour tout x € [0,1] , la suite (fx(z)) est divergente. Déterminer une sous-suite

convergente A[g 1]-p.p. -
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15.15 Théorémes de densité

DEFINITION 1 Une partie A d’un espace normé F est dite totale si le sous-espace vectoriel
engendré par A est dense dans F' | i.e. si

linA = F .

Etant donné p € [1, oo[etseSlC( ), ona

= ()" + ()"

donc
/]s]pdu<oo = / Pdp < oo

puisque s~ < M - 1 pourun M € R, et K € R(X

DEFINITION 2 Nous utiliserons la notation

SKP! (X) = {SESIC /]|pdu<oo}:{seSlC ‘/ i du<oo}.

THEOREME  Soit p € [1,00][ . Les familles (1x)geaix) » (16)ges(x)ur(@)<oo €6 (14) acs(y -
ainsi que les parties SK_ (X) , SKE" (X)) et SKP* (X)) sont totales dans LP (1) .

St A désigne l'une de ces familles ou de ces parties, cela signifie que, pour tout f € L (1)
et tout € > 0 , il existe p € lin A tel que

If=ell, <e-

Le théoréme d’approximation 15.6 entraine immédiatement la densité de SK'* (X)) dans
L' (n) . En effet étant donné f € L' (1) , avec les notations de ce théoréme on a (sj)pcy: C

SK'" (X) et

Mais pour démontrer les autres assertions il est préférable d’utiliser les résultats obtenus entre
temps !

Soit f € L? (1) . En décomposant f en partie réelle et imaginaire, puis en partie positive
et négative, nous pouvons supposer que f > 0 . Comme dans la démonstration du critere
d’intégrabilité 15.10, considérons 'approximation pyramidale (fi),.y de f = sup, fi définie
par

k2%

Z 1{f>2k}

on montre de la méme maniére, puisque fP € Ll (1) , que {f > QL,C} = {fp > 2],%} est une partie
p-intégrable. On a évidemment f, € LP (i) , donc L' (1) 3 (f — fi)” converge ponctuellement
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en décroissant vers 0 et

par le théoréme de Lebesgue. Ceci montre que lin (14) 4¢5(, est dense dans I?” (u) .

Le théoréeme 15.7.iv montrant que toute partie p-intégrable est approximable de I'intérieur
a l'aide d’un compact et de I'extérieur a ’aide d’une partie ouverte p-intégrable, on en déduit
que lin (1x) geaix) €6 in (1a) ges(x) v (@)<oo SONt aussi dense dans L7 (p) . Puisque (1x)geqix) C
SK_(X) et (1) ger(x)um(@)<c0 C SKE (X) le reste est évident. O

DEFINITION 3 Soient J un intervalle de R et ¢ : J — C . Nous dirons que ¢ est
une fonction en escalier sur J s’il existe un intervalle [a,b] C J tel que suppy C [a,b] et
Re ¢, Im @), ) € € ([a,b]) (cf. définition 9.1). Nous désignerons par Ec (J) I'espace vectoriel
de ces fonctions.

COROLLAIRE  Soit p € [1,00] .

(i)  Si X est localement compact, alors K¢ (X) est dense dans LY. (1) .
(ii) Si J est un intervalle de R , alors Ec (J) est dense dans L. (\;) .

Démonstration de (i) Le théoréme 14.4 et la propriété de Bourbaki 14.5 montrent que
pour tout s € SKY (X) , on a
1’
§ = SUDyeic, (xX)pcs 5 donc s = supgeie, (x) 005 ' € S (X)

et

1% (Sp> = SupchIC+(X)7<p<s 2 (@p) < 005

il existe une suite croissante (¢;),.y C K4 (X) telle que ¢, < s et p(s?) = sup, p(¢)) - Le
théoréme 15.2.iii montre alors que s = sup;, ¢, (-p.p. , donc

i g s =l [ (s = )" die =0
par le théoreme de Lebesgue.

Démonstration de (ii) Soient f € L (Ay) et € > 0 donnés. Par ce qui précede il existe
p € Kc(J) tel que [[f—¢ll, < § et suppp C [a,b] pour certains a,b € J . D’apres la

démonstration du théoréeme 9.5, en séparant partie réelle et partie imaginaire, il existe ¢ €
Ec (J) tel que ¢ = 0 hors de [a,b] et || — ||y < . 11 vient alors

1
2:(b—a)P
b o\ p
o=l = [ lo—vr <lo—vl 0-a < (5)
puis
If =l <IIf —ell, +lle —2l, <e,
ce qu’il fallait démontrer. O

REMARQUE Le théoréme est faux si p = oo .
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15.15 Théorémes de densité

Par exemple si X est un ouvert de R" , pour tout ¢ € K¢ (X) ,ona [[1 -, =1,ce
qui montre que

1€ L¥ (Ax) ~ K¢ (X) .

EXERCICE 1 Montrer qu’il existe un plus grand ouvert G C X qui soit pu-négligeable. On
dit que supp p := CG est le support de i .

Soit x € X . Pour que = € supp u , il faut et il suffit que, pour tout voisinage V' de = , on
ait p* (V) >0 .

EXERCICE 2 On suppose que X est localement compact et soit u une intégrale de Radon
sur X .

(a) Montrer que

Ke (X) =Ce(X) € LE (p) -
(b)  Pour que 1 € C2 (X) C L¥ (u) , il faut et il suffit que supp p soit compact.

EXERCICE 3 Soient X un espace complétement régulier, ;1 une intégrale de Radon sur X ,
U (1) ensemble des ouverts U de X tels que p* (U) < oo et K (X) 'espace vectoriel des
fonctions continues bornées sur X ayant un support u-intégrable. Montrer

(a) U (p) est une base stable par réunion finie de la topologie de X .
(b)  KH*(X)) = Ky (X) (cf. exercice 14.4.2).
c # est dense dans L? (1) pour tout p € [1,00] .

Kr(X d dans L

594 THEOREME DE LEBESGUE Claude Portenier



Espaces de Hilbert 15.16

15.16 Espaces de Hilbert

Si f,g € L& (u) , alors f- g € L& (1) puisque
1F-9ll, < N flly - llglly < oo
L’application

(f.9) — (flg) :—/7~gdu:Lé<u>xLé<u>—>c

est un produit scalaire.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz n’est rien d’autre que I'inégalité de Holder, puisque

ALl < |IF-gll, < I flla - Nlally

et L2 (1) est un espace de Banach dont la norme provient de ce produit scalaire :

Ifll, = (f11)% .

DEFINITION Un espace de Banach dont la norme provient d’un produit scalaire s’appelle
un espace de Hilbert .

EXEMPLE Les espaces L2 (1) sont donc des espaces de Hilbert. Dans ce qui suit nous
allons étudier ’espace de Hilbert

L2 ((0,1]) == L& (o)

plus en détail.

Pour tout k& € Z , définissons
er :[0,1] — C: z—s 2™F 7
On a e, € L2 ([0,1]) , puisque e, est continue, et

1 1
(ex|e) = / eIk il g, — / e2mill=k)w g — dk; pour tout k,l € Z .
0 0

5 est orthonormé .

P:ch-ek,

On dit que le systéeme (ex)
Une fonction du type

ke

ol K est une partie finie de Z , i.e

P(z) = Z c - €™ pour x € [0,1] ,
keK
s’appelle un polynéme trigonométrique .

PROBLEME Peut-on approximer toute fonction f € L% ([0,1]) par des polynoémes trigo-
nométriques ?
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15.16 Espaces de Hilbert

Nous allons y répondre par I'affirmative lorsque la notion d’approximation est prise au sens
de la norme |||, , dite approzimation en moyenne quadratique . Dans ce qui suit J est un
ensemble d’indices muni de la tpologie discréte.

THEOREME Soient H un espace de Hilbert, (ej)jE ; un systéme orthonormé de H , i.e. tel
que

(ex| &) = 0py  pour tout k,l € J ,

et pour tout K € R(J) , désignons par Hy le sous-espace vectoriel de dimension finie engendré
par (€g) e - Pour tout £ € H , on a

int {6~ PI* | P et =6l ~ S lal o = e P
keK
avec

ﬁ::Z(ekK)-ek ,

keK

et P estl ‘unique P € Hy ou le minimum est atteint. En d’autres termes P est la meilleure
approximation de & par un élément de Hx .

Pour tout P € Hi , on a

||5—P||2=(§—ch~ek

keK

oy

leK

:(§|§)—Zc_k'(€k|5)—zcl'(§|€z)+ Z@'CZ'(GHGZ):

keK leK kleK
=E* =D e (el = > - (Elen) + D T-en =
keK keK keK
= [l€l* =D el OF + > lex — (el OF
keK keK

puisque
e — (el OFF = [ = ()] [ — (e O = cn = T (el €) = e (€ lew) + (el O -
Il est alors clair que P — ||¢ — P||* atteint son minimum en P si, et seulement si, on a

> lew — (el OIF =0,

keK

Cest-a-dire si P = P . O
On en déduit immédiatement le résultat suivant :

COROLLAIRE Inégalité de Bessel Pour tout& € H , on a
G OF = supgesen Y (el OF < Il -

jeJ keK

En particulier, pour tout £ € H , 'ensemble {j € J | (¢;|§) # 0} est au plus dénombrable.
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Espaces de Hilbert 15.16

En effet {j € J |(¢;|€) > 1} pour k > 1 est fini. O

EXERCICE Soit f € LL ([0, 1]) . Montrer que, pour tout k € Z , on a e 2™*d. f ¢ LL ([0, 1])
et que

/1 6—27Tik~a: X f (IL‘) dx
0

Utilisant la densité de C ([0,1]) dans L¢ ([0, 1]) prouver le lemme de Riemann-Lebesgue :

1
lim|k|_>oo/ e 2k f(z)de=0.
0

< Il -
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15.17 Coefficients de Fourier

15.17 Coefficients de Fourier

DEFINITION Pour tout f € L% ([0,1]) , le nombre complexe

(exl f) = / e (5) da

s’appelle le k-iéme coefficient de Fourier de f .
De maniére générale, on dit aussi que (€;| &) est le j-iéme coefficient de Fourier de & dans

le systéme orthonormé (ej)je g

EXEMPLE Soit a € [0,1] . On a

(e [1p0.a1) = / dr = a
0

et, pour tout k € Z* ,

_ ¢ —2mik-x _ | 1 ., 2mik-x “_ 1 X _ —2mik-a
(ek}l[oya[)—/o e d:v—{ 5k e ]O——ka (1 e ) .

Il vient alors
1 mik-a —2mik-a
= o (=) (1) -

| (ex [Loar)

~~

1
(2k)?

B 1 —cos27k - a

. (2 . e27rzk-a o 6727rzk-a) ’
2m2k2

donc

SUPkeg(z) Z }(ek ’1[041[) |2 = SUPpenN Z }(ek ’1[0@[) |2 -

keK k|<n
(o]

1 1—cos2nk-a 1 w2 ora —\°> w2
9 9 _
Sl ‘C‘*P'[F_(T> +E]_“

k=1

par Papplication 10.9. D’autre part

[toull= [ dr=a.
0

ce qui prouve que

1oall; = supkes D [(ex [Toa)[* -
keK

Ainsi, pour tout € > 0 , il existe K € K(Z) , que 'on peut supposer étre de la forme
{=N,...,0,1,..., N}, telle que

ol = D |(er [1oa) ] < €

keK
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Coefficients de Fourier

Par le théoréeme 15.16, le polynéme trigonométrique

]3 = Z (ek ‘1[0@[) - e

keK

est tel que

~

liga — P
H [0sal 2

N
™

COROLLAIRE L’algebre des polynémes trigonométriques est dense dans L ([0,1]) .

15.17

Soient f € L2 ([0,1]) et € > 0 . D’apres le théoreme de densité, corollaire 15.15, il existe une
fonction en escalier ¢ € Ec ([0,1]) telle que || f — 4[|, < 5 . Si(a;);_, ., est une subdivision de

[0, 1] associée & ¢ , on a
Y= ZC] Loyl = Loayl)  Ap-p-p-

et il existe par 'exemple précédent des polynémes trigonométriques ID\] tels que

|00 =B, <5 (Z !Cg!)
On en tire
n—1
ZCJ ( e J> S (Z|CJ|> ' (Hl[o’%“[ N ﬁj:l 2 + Hl[o,a]-[ _ﬁj 2) s g .
Finalement, on a 2 i
n—1 n—1
F= e (P =B)| <If=vlh+|v=Y ¢ (Ba-B)| <e,
Jj=0 2 Jj=0 2

ce qu’il fallait démontrer.
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15.18 Bases hilbertiennes

15.18 Bases hilbertiennes

DEFINITION 1 Soit H un espace de Hilbert. Un systéme orthonormé (ej)j c; dans H est dit
une base hilbertienne de H si (ej)je ; est total dans H , i.e. si le sous-espace vectoriel engendré
par tous les ¢; est dense dans H :

H=1lin(g;),c; = U Hg .

KeRr(J)

EXEMPLE 1 Le systéme (ex),., est une base hilbertienne de L ([0,1]) .

Cela découle du corollaire 15.17. O

REMARQUE 1 Si {,n € H sont orthonormés, i.e. ({,7) est une base (hilbertienne!) de
G=K-{®K-n, alors

%-(@rn) et %-(f—n)
ou bien

1 1
ﬁ‘(fﬂ”?) et m‘(f—ﬁ)

dans le cas complexe, sont aussi orthonormés, donc forment une base (hilbertienne) de G . On
en déduit :

EXEMPLE 2 Gréace aux formules d’Euler, le systéme formé des fonctions
1, V2-cos(2rk:) , V2 sin(2rk-) pour k>1,
est une base hilbertienne de LZ ([0, 1]) .

THEOREME Soit (ej)jej une base hilbertienne de H . Pour tout & € H et tout € > 0 , il
existe K € R(J) telle que pour toute partie L € R(J) telle que L D K , on ait

£=> (alf) -«

leL

<Le.

En outre, on a l’égalité de Parseval

1€ = (el -

jed

En effet, par hypothese, il existe K € R(J) et P =), _, cx - € tels que
1€ =Pl <e.
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Bases hilbertiennes 15.18

D’apres le théoréme 15.16, pour toute partie L € & (J) telle que L D K , on en déduit que

|§— Yo (alg)-all =&l = D I(al&)F

leL leL

<l - S ledOF = e - P < e - PI?
keK

puisque P est une meilleure approximation de & que celle par P . Ceci finit de prouver le
théoréme. 0

REMARQUE 2 Rappelons que 'ensemble des j € J tels que (¢;|£) # 0 est au plus dénom-
brable (cf. corollaire 15.16).
Si J est infini, o : N — J est injective et « (N) D {j € J | (¢§) #0} ,on a

[e.9]

5 (604 |§) €a(k) -

k=0
Etant donné € > 0 , il suffit, avec les notations du théoréme, de poser
N, := max o (K) ,
puisque pour tout N € N tel que N > N, , on a

1

a({o,1,...,N}):a(a (K))ULNCKULN

pour un certaine partie Ly € R (J) et (€;| &) = 0 pour tout j € K \ « (541 (K)> , donc

Y (cam|€) = >, (&&= Yoo (GlOg= ) (¢l g

0 0,1,...N - SHOL

DEFINITION 2 Pour tout £ € 'H , on écrit
f:Z(5j|f)'€J
jed
pour bien montrer que 'ordre de sommation n’a aucune importance,! On dit que cette série
est commutativement convergente ou sommable .

EXEMPLE 3 Nous avons donc montré que, pour tout f € L2 ([0,1]) , on a

F=Y (el f)-ex=limyoce > (exl f)- e

keZ lk|<N

en moyenne quadratique, et que

1P =D Il NP =limy—oe Y I(exl S

kEZ k|<N
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15.18 Bases hilbertiennes

Le calcul fait dans ’exemple 15.17 montre que

1—¢ —27ik-a
10,4 _a—i-z -ep dans LZ ([0,1]) .
= 2mik
En particulier, on a
2151 —1221_—67% i - (Egpt2 — €_gp—1) =
[0.3] mik 2/€ +1)
kezZx k=0
A i ! sin (27 - 2k 4+ 1] - id) A i -sin (27 - [2k + 1] - id)
= — . . Sl T - 1 - ©1
T 7r\/§ —~ 2% +1

L’égalité de Parseval appliquée a la base hilbertienne de ’exemple 2 ci-dessus fournit

21_77(-32 ' g (2k1+ 1) a H2 ol — 1“2 -

donc

[\

i;_ﬂ_
k:0(2k+1)2 8

EXERCICE Développer la fonction
v (3 ) z € [0,5]
f:00,1]] - R:2+— si
(x—%)(x—l) :EEH,l]
en série de Fourier. Quel résultat obtient-on a partir de ’égalité de Parseval ?
Méme question pour la fonction

— ld—§

|
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Fonctions localement intégrables et absolument continues 15.19

15.19 Fonctions localement intégrables et absolument
continues

DEFINITION 1 Nous dirons qu'une fonction f sur X a valeurs dans R ou C est localement
p-intégrable si, pour tout x € X | il existe un voisinage ouvert V' de x tel que la fonction 1y - f

soit p-intégrable. Nous désignerons par Lj,. (1) , resp. Li, ¢ (1) , I'ensemble de ces fonctions.

Si 1 est modérée, i.e. si X est py-modéré, on pose

Llloc (/1’) = ‘Clloc,(C (/JJ)/N(C (M) .

Si p n’est pas modérée, il est préférable d’introduire les classes modulo les fonctions dites
localement pi-négligeables, i.e. négligeables au sens de I'intégrale supérieure essentielle.

PROPOSITION  Une fonction p-intégrable est localement p-intégrable. Une fonction loca-
lement p-intégrable est p-intégrable sur tout compact de X , la réciproque étant vrai si X est
localement compact.

Le fait qu’une fonction localement p-intégrable est u-intégrable sur tout compact de X
s’obtient évidemment par compacité. En effet si K € 8(X) et (V) est une suite finie

j=1,...n
d’ouverts telle que K C (J;_, Vj et 1y, - f € L (1) , alors
]-K . f = 1[( smaX;=1,..n 1VJ . f

est p-intégrable par l'exemple 15.10.2. Réciproquement si V' est un voisinage compact de x ,
alors

Lyo - f=1ye - (1y - f)

est pour la méme raison p-intégrable. 0

DEFINITION 2 Pour tout a,b € R , nous poserons

L L0 . a<b
1a’b T { —1}1,,&] o1 b<a

LEMME Soit J un intervalle de R .

(i)  Pour tout a,b,c € J , on a
1a,b + 1b,c - 1a,c .

(i)  Une fonction f sur J est localement \j-intégrable si, et seulement si, pour tout intervalle
compact [a,b] C J , la fonction 1) - f est Aj-intégrable.

(i) Si [ est localement \j-intégrable et si [ - f dX; = 0 pour tout p € &, (J) , respectivement
ey (J), alors f =0 \j-p.p. .
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15.19 Fonctions localement intégrables et absolument continues

Dans ce cas, pour 7 € J et c € C , on considére la fonction
F:J—>(C:xl—>c—l—/ f(t)dt::c—i—/lm-fd)g.

Alors
(iv) F est continue.

(v) F est croissante si, et seulement si, f > 0 \j-p.p. . En particulier pour que F soit
constante, il faut et il suffit que f =0 \;-p.p. .

(vi) La classe de f est univoquement déterminée par F .

(vii) Si f est continue en x , alors F est dérivable en x et F' (x) = f (z) .

Démonstration de (i) C’est immeédiat.

Démonstration de (ii) La condition est nécessaire par la proposition. Elle est évidem-
ment suffisante.

Démonstration de (iii) Nous pouvons supposer, en séparant partie réelle et partie ima-
ginaire, que f est réelle. Pour la partie imaginaire on a méme [ ¢-Im f d)\; = 0, qui se raméne
au cas > 0 en considérant Im f et —Im f .

Soit alors K une partie compacte de {f < 0} . Comme 1 € L' ()\;) , le théoréme de densité
15.15, respectivement son corollaire, montre qu’il existe une suite () C K (J) , respectivement
(pp) CE(J), telle que

1K = llmk P dans L1 ()\J) .

Il existe une fonction xy € K, (J) , respectivement en posant a := inf K et b := sup K une
fonction x = 1jp € €4 (J) , telle que x > 1x . Nous pouvons supposer que 0 < ¢, < X en
remplagant ¢, par min (goz, X) , puisque

115 — min (max (¢, 0), x)| < |1k — @ -

Gréce au théoréme de Riesz-Fischer 15.14, nous pouvons également admettre que (¢;,) converge
ponctuellement A j-p.p. vers 1x en extrayant au besoin une sous-suite. Mais alors

021k - f=limyp,-f A;-p.p.
et

or - fl<x-Ifl € L8 ()
utilisant le théoréme de Lebesgue on obtient

On en déduit que 1 - f = 0 Aj-p.p. , donc que A (K) = 0 puisque K C {f < 0} . Finalement
la proposition 15.12.iii montre que A% ({f < 0}) =0, donc que f > 0 A\;-p.p. .

Démonstration de (iv) En effet si () est une suite de J convergente vers z , par (i)
on a

F(mk)—F(:v):/xkfd)\J:/lmk-fdAJ.

Mais comme (zj) est contenu dans un intervalle compact [a,b] C J , on a
|]-33,:0k : fl < 1[a,b] ’ ‘f| S £1 (/\J> )
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Fonctions localement intégrables et absolument continues 15.19

et 1, ., tend ponctuellement, sauf en = , donc A ;-presque partout vers 0 . Ceci permet d’appli-
quer le théoréeme de Lebesgue.

Démonstration de (v) Si F' est croissante, pour tout z,y € J tels que x <y , on a

0<F@—F@%iﬁf@ﬁ

Par linéarité on obtient [ ¢ - fd\; > 0 pour toute fonction en escalier ¢ € £, (J) . On a donc
f =0 Aj-p.p. . La réciproque et le reste sont évidents.

Démonstration de (vi) Si, pour tout ¢t € J , on a

t
F(t):d—i-/g avecd € Ket g € Ly (J) ,

[r=rar-re= [

donc [15,- f = fst (f —g) =0 pour tout s,t € J , donc f = g par (iii).

alors

Démonstration de (vii) 11 suffit d’estimer en utilisant la continuité en ¢ :
F(s)—F(t) 1 / [ /
O )| = | [ [ - )] - rwl<e,
puisque |f (u) — f (t)| < € si u est suffisamment proche de t . O

DEFINITION 3 Nous dirons qu’une fonction F' du type ci-dessus est (localement) absolu-
ment continue . I’ensemble de ces fonctions est désigné par AC (J) .
Nous dirons que f € L. (\;) est la dérivée (en un sens généralis¢) de F'; on la note OF .

Cette définition est bien posée puisque la fonction f est univoquement déterminée par F
a égalité \j-presque partout. C’est une généralisation, puisque toute fonction g continiment
dérivable est localement absolument continue :

g@zﬂﬂ+/d@ﬂ&

par le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral 9.9. On a donc dg = ¢ . Ainsi

CW(J)c AC(J) .

REMARQUE 1 Plus généralement, Lebesgue a montré qu'une fonction localement absolu-
ment continue (au sens ci-dessus) est A -presque partout dérivable dans J et de dérivée égale
Aj-presque partout a f (cf. Hewitt and Stromberg !°, theorem 18.3). La fonction f satisfait
donc au théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral.

La propriété de dérivabilité de F' est un résultat profond, mais peu utile en pratique. C’est
pourquoi on préfere aujourd’hui la définition ci-dessus. La formule d’intégration par parties
(théoréme 16.4), celle de dérivation d’un produit (corollaire 16.4) et celle de dérivation d'une
fonction composée (théoréeme 16.10) sont encore valables. Ceci montre que ’ensemble AC (J)
posséde les propriétés typiques de C™M (J) et peut donc étre utilisé & sa place.

10 E. Hewitt and K. Stromberg, Real and abstract Analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1965.
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15.19 Fonctions localement intégrables et absolument continues

Lebesgue a également pu caractériser les fonctions du type F' comme celles qui sont en son
sens “absolument continues” sur chaque intervalle compact de J (cf. Hewitt and Stromberg,
definition 18.10 et theorem 18.17).

Voici le critére pratique permettant de déterminer si une fonction est localement absolument
continue.

THEOREME (fondamental du calcul différentiel et intégral) Soient J un intervalle
de R et F : J — C une fonction localement lipschitzienne dérivable \-presque partout dans
J . Alors F' , définie par 0 ou F' n’est pas dérivable, est localement \;-intégrable dans J et on
a

Yy
F(y):F(a:)—l—/ F'(t) dt  pour tout z,y € J ,

i.e. F' est localement absolument continue.

En échangeant au besoin x et y , on peut se restreindre au cas x < y . Supposons en outre
que y < sup J et soit [ un entier > 1 tel que y + % € J . Pour tout entier k£ > [ , définissons la
fonction f; sur J par

k-[F(t+4) = F(t)] t € [z,

fi (t) = si
0 teJ\z,y
On a lp, - F' = limyz; fr As-p.p. . Puisque F' est localement lipschitzienne, F' est continue
et la suite (|fi]),, est localement uniformément bornée. On en déduit d’une part que fj, est
continue sur [z,y] , donc que f;, est A -intégrable par le corollaire 14.9 et d’autre part, puisque
Iintervalle [z, y] est compact, qu'il existe une constante M < oo telle que I'on ait | fi| < M -1},
pour tout k > 1 .

Le théoreme de Lebesgue montre alors que 1, - F' est Aj-intégrable, donc que F” est
localement A j-intégrable, et que

Yy Y
/ F/(t) dt = / Ly - F dA = / limy, fi d\ = limy, / Fu(t) dt =

:nmkk-/j {F<t+%) —F(t)} dt

Finalement, par le théoréme de la moyenne du calcul intégral (corollaire 9.6), on obtient

k./: {F(H%)_F(t)} dt:k-/eriF(t) dt—k-/xx+iF(t) dt = F (yx) — F (xy)

pour certains v € [y, Y+ %] et xy € [cc, T+ %] . Le membre de droite tend donc vers F' (y) —
F (x) , puisque F est continue, ce qu'il fallait démontrer.

Finalement, si y = sup J , choisissons zy € J tel que inf J < zy < sup J . Par symétrie, le
résultat est aussi vrai pour zy et y , donc pour tout z € J et y , puisque

/:F’(t) dt:/joF’(t) dt+/:F’(t) it .

REMARQUE 2 Une fonction continue F' , dérivable et de dérivée bornée par morceaux, ou
plus généralement dérivable, sauf en un nombre au plus dénombrable de points, et de dérivée

O
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localement bornée, est localement lipschitzienne, donc localement absolument continue.

Cela découle du théoréeme de la moyenne du calcul différentiel, en considérant les intervalles
contigus & chaque point, en nombre au plus dénombrable, ou F' n’est pas dérivable. Pour le cas
général voir Dieudonné !, 8.5.2 . O

REMARQUE 3 Attention! Il existe des fonctions continues strictement croissantes déri-
vables \j-presque partout et de dérivée nulle (cf. Hewitt and Stromberg, example 18.8). Ces
fonctions ne sont évidemment pas localement absolument continues. Cela montre en particulier
que I'hypothese "localement lipschitzienne” ne peut pas étre supprimée dans le théoreme.

REMARQUE 4 Les hypotheses du théoréme peuvent étre simplifiées, car une fonction lo-
calement lipschitzienne est absolument continue sur chaque intervalle compact de J au sens
de Lebesgue, en particulier A j-presque partout dérivable (cf. Hewitt and Stromberg, exercise
18.34).

EXERCICE 1 Soit f € AC(]0,1]) une fonction absolument continue telle que f (0) = f (1)
et f € L%([0,1]) . Montrer que pour tout k¥ € Z , on a

(ex| 0f) = 2mik - (ex| f)

en admettant la formule d’intégration par partie

[ 7-a0=lredl,= [ 010 powtow g e dcqo.

Utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans C" , prouver que la série ), , (ex| f) est
absolument sommable, puis que la série de Fourier ), ., (ex| f)-ex est uniformément sommable
de somme f .

Réciproquement, si la série de Fourier d'une fonction g € LZ ([0, 1]) est uniformément
sommable, alors g est Ap1j-p.p. égale & une fonction f € C ([0, 1]) telle que f(0) = f (1) . A-t-
on f € AC([0,1]) , méme en supposant que la série des coefficients de Fourier est absolument
sommable ?

EXERCICE 2 Soit f € AC ([0, 1]) une fonction absolument continue telle que f (0) = f (1) ,
of € L*([0,1]) et fol f (x) dz =0 . Montrer que I'on a

1
17112 < 5+ 1951,

et que l'on a égalité si, et seulement si, f = a - cos2w o +b - sin 27wo pour certains a,b € C .

L Dieudonné, Eléments d’Analyse, Tome I, Fondement de ’Analyse moderne, Gauthier-Villars, Paris, 1968.
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