Chapitre 3

CONSTRUCTION DES NOMBRES

ENTIERS NATURELS

Version du 21 avril 2002
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3.1 Principe de récurrence

3.1 Principe de récurrence

Existence d’un ensemble infini
dx DexnVy(yex=yU{y} €

Si l'on convient de dire que y U {y} est I’ ensemble successeur de y , cet axiome signifie
qu’il existe un ensemble ayant la propriété suivante :

N () il contient I’ensemble vide ()

et
le successeur de tout ensemble qui lui appartient.

C’est ce qui nous permet de dire que cet ensemble est ”infini” . Une définition formelle de cette
notion sera donnée plus tard (cf. définition 3.4). Cet ensemble n’est évidemment pas unique !

THEOREME [l existe un ensemble, noté N , qui est le plus petit ayant la propriété N | i.e.
on a N (N) et si x est un ensemble tel que N (x) , alors x DN .

Soit u un ensemble tel que N (u) . Posons A :={z € P(u) | N(z)} .Onau e A, donc
A # ) et on définit
N:= ﬂ T .

€A
On a N (N) . En effet, pour tout x € A, on a () € z , donc
0e ﬂx:N.
€A

D’autre part, si y € N, quel que soit z € A ,onay € =, donc yU{y} € = , et par suite
yU{y} € N . Finalement soit = tel que N (z) . Comme ci-dessus, on montre que N (z Nwu) est
vraie, donc x Nu € A; on en déduit que

zDOxNu>ON.

DEFINITION 1 On dit que N est I’ ensemble des nombres entiers naturels . On pose
0:=10

1:=0uU{0} = {0} = {0} ,
2:=1U{1} = {0} U {1} ={0,1} = {0, {0}} ,
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Principe de récurrence 3.1

3:=20U{2} ={0,1} U {2} = {0,1,2} = {0, {0}, {0,{0}}} ,
4:=3U{3} ={0,1,2} U {3} ={0,1,2,3} = {0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}} ,

etc...

Sin € N, on définit
n+1:=nU{n} .

Principe de récurrence  Soit P (x) une propriété. On suppose que P (0) est vraie et que,
quel que soit n , le pas de récurrence

neN e P(n) entraine P(n+1)
soit satisfait. Alors pour tout n € N la propriété P (n) est vraie.
Soit A:={neN|P(n)}.Onal=0€ Aetsine A,ie sin€ Net P(n)est vraie, par
hypothése on en déduit P (n+ 1) ,ie. n+1 € A . Ceci montre que A satisfait a la propriété

de récurrence. D’apreés le théoréme on obtient A D N | mais comme par construction A C N |
on a finalement A = N . Mais ceci signifie bien que P (n) est vraie pour tout n e N. — [0

DEFINITION 2 On dit que la relation n € N et P (n) est I hypothése de récurrence .

EXEMPLE Pour tout n € N, on a

_ k:n(n+1)'

2
k=0

Le cas n = 0 est trivial. Pour démontrer la propriété de récurrence, supposons que la formule
soit vraie pour n (hypothese de récurrence) et démontrons la formule pour n + 1 :

nz:k: ( Y k>+(n+1)zw+n+1=(n+1>(n+2).

2 2

EXERCICE 1 Montrer par récurrence que l'on a

ik?, B nQ(TH—l)2
p 4

pour tout n € N .

EXERCICE 2 Montrer par récurrence que l'on a

ST
kzlk:(k+1)_ n+1

pour tout n € N .
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3.2 Propriétés élémentaires de N

3.2 Propriétés élémentaires de N

Par définition de n + 1 on a évidemment
ncCn+1 et nen+1.

Ceci montre en particulier que n + 1 # () = 0 quel que soit n € N .

PROPOSITION

(i) PourtoutneNetrxen,omareNetxCn.
(ii)) Pour tout n € N et tout x € N tel quex Cnetx#n,onax€n .
(111) Pour toutn € N, on an ¢ n . En particuliern #n+1 .

Les démonstrations se font par récurrence.

Démonstration de (i) On considére la propriété suivante, exprimant de maniere for-
melle ce que nous voulons démontrer :

P(n):Vo (ren = xz€NetzCn).
On a P (0) , car z € 0 = () est fausse, ce qui montre que
Ve (re0 = zeNetzCO0)

est vrale.
Admettons maintenant que n € N et P (n) soit vraie (hypothése de récurrence) et montrons
que P (n+ 1) est vraie. On a évidemment n + 1 € N . Si maintenant

ren+l=nU{n} ,

alors x € n ou x = n . Dans le premier cas, I’hypothése de récurrence montre que x € N et que
x CnCn+1.Danslesecond,onax=né&Netz=nCn+1.Dans les deux cas nous
avons prouver P (n+1) .

Démonstration de (ii) On consideére la propriété suivante :
P(n):Vz (reN,zCnetz#n=x€n) .

Ona P(0),carx C0=0et x#0=0 est fausse. Si maintenant = € N et P (n) est vraie,
considérons x € N tel que xt Cn+ 1 et z #n+ 1. Remarquons que n ¢ z; en effet sin € =,
par (i) on obtient n C x , donc

n+l=nU{n}CcaU{n}CaeCn+1,

ce qui contredit n #n+1.Dex Cn+1=nU{n} et n ¢ x on déduit alors que z C n .
Siz=mn,onaévidemment x € n+1.Siz # n, alors 'hypothése de récurrence montre
querenCn+1.

Démonstration de (iii) On consideére la propriété suivante :

P(n):né¢n.
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Propriétés élémentaires de N 3.2

Ona P (0), puisque 0 = () ¢ ) = 0 . Supposons maintenant que n € N et n ¢ n et montrons
que n+1 ¢ n+1. Dans le cas contraire on aurait n+ 1 € nU{n} , donc

n+lenounU{n}=n.

Dans le premier cas, (i) montre que n U {n} C n , donc en particulier que n € n . Dans le
second cas on a aussi n € n , ce qui est absurde. O
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3.3 Relations d’ordre

3.3 Relations d’ordre

Si R (z,y) est une relation et X un ensemble, on dit que
Ry :=={(z,y) € X x X [ R(z,y)}
est le graphe de cette relation dans X . On a (z,y) € X x X et R(z,y) si, et seulement si,
(xhy) S RX .
Réciproquement, si R est une partie de X x X alors
(z,y) € R

est une relation, dont le graphe dans X est R . On dit que c’est une relation sur X ; on écrit
souvent ¢ R y .

DEFINITION 1 On dit que R est une relation d’ordre sur X si, pour tout x,y,z € X , on
a

a)  Transitivité tRyetyRz = xzRz.

(
(b)  Antisymétrie rRyetyRe — x—y.
(

c) Réflexivité R,

Une relation d’ordre est souvent notée < et si x < y , on dit que x est plus petit que y .
On écrit aussi y > x et on dit que y est plus grand que x . On définit x < y par z < y et
x # vy , et on dit que = est strictement plus petit que y . On écrit aussi y > x et on dit que y

est strictement plus grand que x .
Une relation d’ordre sur X est dite totale si, pour tout z,y € X , on a

r<y ou yY<xT.

EXEMPLE 1 Les relations d’ordre < sur [0, 1] et R sont totales et données par les graphes
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Relations d’ordre 3.3

EXEMPLE 2 Si X est un ensemble, alors la relation d’inclusion C est une relation d’ordre
sur B (X) . Son graphe est

{(A,B) € B(X) x B(X) [AC B} .

Cette relation d’ordre n’est pas totale, si X posséde au moins deux éléments.

DEFINITION 2 Pour tout n,m € N | on écrit n < m a la place den C m .

THEOREME La relation < sur N est une relation d’ordre totale et, pour tout n € N, on a
n={meN|m<n} .

Nous démontrons la premieére partie par récurrence en considérant la propriété suivante :
P(n):YmeN (nCmoumCn) .
On a P (0) , puisque 0 = ) C m . Si maintenant n € N et P (n) est vraie, on a
(nCmetn#m)oumcCn.
Dans le premier cas, la proposition 3.2.(ii) montre que n € m , donc
n+l=nU{n}Cmu{n} Cm.
Dans le second cas, on am Cn Cn+ 1, ce quil fallait démontrer.
Quant & la seconde partie, tout d’abord si m € n , alors m C n par la proposition 3.2.i,

donc m < n . Mais comme n ¢ n par la proposition 3.2.iii, on a m # n , donc m < n .
Réciproquement si m < n , alors m C n et m # n , donc m € n par la proposition 3.2.ii. O

REMARQUE 1 Pour tout me Ntelquem <n,onam+1<n.

Onam Cnetm=#n,doncm € n par la proposition 3.2.ii et par suite

m+1l=mU{m} CcnU{m}Cn.
U

REMARQUE 2 On peut interpréter tout n € N tel que n # 0 comme étant 1’ensemble
intuitif {0,1,...,n — 1} . Mais cela n’est pas nécessaire comme le montre la Mathématique
non-standard, qui fait la distinctinction entre I’ infini potentiel , i.e la construction successive
des ensemble 0 = () , 1 ={0} ,2=1{0,1} ,3 ={0,1,2} , etc..., et I infini actuel représenté
par N . Cela revient a admettre ’existence d’entiers naturels n € N | dits non-standard ou
illimités, qui ne peuvent étre écrits explicitement sur du papier, i.e. dans le systéme formel.
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3.4 Ensembles finis et infinis

THEOREME Soitn € N. Siune application f : n — n est injective, alors [ est surjective.

Si n = 0 alors, pour toute application f: 0 — (), on a Gr f = () , puisque
GrfchOx0=0.
Elle est surjective, car pour tout y , y € () est fausse, donc entraine 'existence d'un z € () tel
que f(z) =y .

Supposons que ’assertion soit vraie pour n € N et soit f : n+1 — n 4 1 une application
injective. Rappelons que n+1 = {x € N | z < n} et que n est a la fois une partie {x € N | x < n}
et un élément de n + 1 .

Si 'image par f de la partie n C n+1 est contenue dans n , on peut considérer I’application

g:m—mn:x+— f(x) .

Elle est évidemment injective, puisque f est injective, donc surjective par I’hypothése de
récurrence. Ceci montre que I'image par f de la partie n est n . L’injectivité de f montre alors
que I'image par f de I’élément n est n et par suite que f est surjective.

Considérons maintenant lautre cas, i.e. il existe m < n tel que f (m) = n . Par l'injectivité
de fona f(n) <n . Considérons alors 'application

) f(n) r=m
fin+l—n+l:xr—< f(z) si x#mn

Elle est injective, puisqu’on a seulement permuté les images de m et n . Comme f (n) =n,on
a donc f (z) # n pour tout x < n . Nous sommes donc ramené au cas précédent, qui montre
que f est surjective. On en déduit immédiatement que f est surjective. 0J

COROLLAIRE

(i)  Soient n,m € N . S’il existe une bijection de n surm , alors n =m .

(i) Soit A un ensemble. S’il existe n,m € N et des bijections
fin—A e g:m— A,

alorsn=m .

Démonstration de (i) D’aprés le théoreme 3.3 nous pouvons supposer, au besoin en
échangeant n et m , que m C n . Soit alors f : n — m une bijection et considérons ’application
injective

g:m-—n:xr—x.

Par la proposition 2.7.i, I'application g o f : n — n est injective, donc surjective par le
théoréme. On en déduit par la proposition 2.7.ii que g est surjective, donc que

m=g(m)=n.
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Ensembles finis et infinis 3.4

Démonstration de (ii) En effet, on a le diagramme
-1
g
A — m
Y
—1
golf
n
et _gl o f :m — m est une bijection par la proposition 2.7.i. O

Ceci nous permet de poser la

DEFINITION Un ensemble A est dit fini s’il existe n € N et une bijection de n sur A . On
dit que n est le nombre d’éléments de A ou sa cardinalité , noté # (A) .

Sin — A : k —— a; est une bijection, on dit que (ax),_, ,_; est une énumération (finie)
de A .

Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini . On dit que A est dénombrable si A est fini ou
s’il existe une bijection de N sur A . Si cette bijection est notée

N—A:k+——ay,

on dit que (ay),cy est une énumération (infinie dénombrable) de A .

REMARQUE Si A est un ensemble a n éléments et s’il existe une bijection de A sur un
ensemble B , alors B a n éléments.

EXERCICE 1 Soient m,n € N et X,,, X,, des ensembles & m respectivement n éléments.
Trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur m,n pour qu’il existe une application

f : Xm - Xn
telle que

(a)  f soit injective.
(b)  f soit surjective.
(c)  f soit bijective.

EXERCICE 2 Existe-t-il une application bijective f : N — Z7
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3.5 Généralisation du principe de récurrence

Récurrence a partir de m  Soient P (x) une propriété et m € N . Si P(m) est vraie et
st, quel que soit n , on a

neN,n>met P(n) entraine P(n+1),
alors la propriété P (n) est vraie pour tout n € N tel que n > m .
1l suffit d’appliquer le principe de récurrence 3.1 & la propriété
R(z):xeN et x>m entraine P (x) .

On a R (0) . En effet si m =0, on a bien P (0) , tandis que si m # 0 , alors 0 > m est fausse.

Supposons maintenant que R (n) soit vraie et montrons que R (n + 1) P’est aussi. Soit donc
n+1 > m et il nous suffit de prouver P (n+1) . Sin+1=m, c’est bien le cas puisque P (m)
est vraie. Sin+1 > m ,on an > m et en appliquant R (n) on obtient P (n) . Mais par la
propriété de récurrence on en déduit P (n+ 1) . O

PROPOSITION  L’application x — x4+ 1: N — {n € N | n # 0} est bijective. En parti-
culier, pour tout n € N tel que n # 0 , il existe un unique x € N tel quen =z +1 .

Démontrons la surjectivité de f : o —— x + 1 sur {n € N | n # 0} par récurrence sur n a
partir de 1 . On a évidemment 1 =0+ 1 = f(0) et le pas de récurrence est trivialement vérifié
puisque

n+1l=f(n)!

Pour l'injectivité, étant donné u,v € N tels que u # v , nous pouvons par le théoréme 3.3

supposer que u < v . Gréce a la remarque 3.3.1 on a alors

fluy=u+1l<v<v+1=f(v),
donc f (u) # f (v) . O

DEFINITION On pose N* := {n € N|n # 0} et pour tout n € N* | 'unique nombre
naturel = tel que n = x + 1 est désigné par n — 1 .

Plus généralement on a la

Récurrence générale a partir de m  Soient P (x) une propriété et m € N . Si pour tout
n € N tel que n > m , le pas de récurrence

Vilm<l<n=P(l)] = P(n)
est satisfait, alors la propriété P (n) est vraie pour tout n € N tel que n = m .

Remarquons que le pas de récurrence, pour n = m , est un théoréme si, et seulement si,
P (m) est vraie, puisque le membre de gauche de I'implication est trivialement satisfait !

EXERCICE L’ensemble A:={n €N | 2" <nl} est infini.
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3.6 Addition dans N

DEFINITION 1 Soit X un ensemble. Pour n € N, on dit qu’une famille

(xj)jEn = (Ij)j:O,...,n—l
d’éléments de X | i.e. une application de n = {j € N | j < n} dans X , est une suite (finie) &
n éléments) dans X .

On dit qu’une famille (x),y d’¢léments de X , i.e. une application de N dans X , est une
suite (infinie) dans X .

L’ensemble des suites finies & n éléments est évidemment désigné par X" , celui des suites
infinies par XV .

EXERCICE 1 Montrer que, pour tout ensemble X , on a X° = X% = {0} et que X™ peut
étre défini par récurrence en posant

XM= X" x X .

Comment faut-il préciser cette assertion ?

Il faut en particulier identifier {0} x X avec X!

Suites récurrentes St @ : X — X est une application et xo € X , alors il existe une
unique suite (v),cy dans X telle que

Ty = D (z)  pour tout k € N .

On dit que (z), .y a été définie par récurrence en partant de z .

ke

La démonstration n’est pas immédiate et nous 'omettrons.

DEFINITION 2 Pour tout a € N, on définit par récurrence
a+0:=a et a+(k+1):=(a+k)+1,

en utilisant I'application ® : N — N:zr+——x+1 .

EXEMPLE Ona
242=24+(1+1)=02+1)+1=3+1=4.

THEOREME L’addition dans N
NxN-—N:(a,b)—a+b

est associative, commutative, 0 est son élément neutre et tout élément est simplifiable, i.e. pour
tout a,b,c e N | on a

(1) associativité (a+b+c=a+(b+c)
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3.6 Addition dans N

(i)  commutativité a+b=bta
(111) neutralité at0=0+a=a
(iv) simplification atc=bte — a=b.

Les démonstrations se font par récurrence. On prouve d’abord la neutralité de 0 . Traitons
le cas de ’associativité en raisonnant par récurrence sur ¢ . Sic=0, on a

(a+b)+0=a+b=a+(b+0) .
Si la formule est vraie pour ¢ , alors

(a+b)+(c+1)=[(a+b)+c]+1=[a+(b+c)+1=

—a+[b+c)+1=a+ b+ (c+1)] .

La commutativité s’obtient de maniére analogue. Quant a la simplification, il suffit d’utiliser
le fait que ® : x —— x + 1 est injective par la proposition 3.5. 0

PROPOSITION L’addition dans N est compatible avec [’ordre, i.e. pour tout a,b,c € N ,

on a
compatibilité a<b at+c<btc.
C’est immédiat par récurrence sur c . [l

REMARQUE La définition d’une suite récurrente peut se généraliser de la maniére sui-
vante :

Soient, pour tout n € N , une application ®,, : X™ — X . Alors il existe une unique suite
(7k) gy dans X telle que

Ty = @, (v0,...,2,_1) pour tout n € N .

On remarquera que X° = {0} (exemple 2.6.6) ; il est donc raisonnable de poser (zg,...,r_1) =
0 . L’application ®; : X° — X est donc univoquement déterminée par g := @ (0) .

En fait on utilise souvent le résultat suivant formulé de maniére plus intuitive. Considérons,
pour tout n € N |, une propriété P, qui dépend de n + 1 variables et un ensemble z( tel que
Py () . Il existe alors une suite (), .y d’ensembles telle que P, (zo, .., z,) soit vraie pour tout
n € N si, pour tout n € N* | en admettant que

Py (xo, ..., xx) soit vraie pour tout k € N* tel que k < n ,
on peut construire explicitement un ensemble x,, tel que

P, (zg,...,x,) soit vraie.

EXERCICE 2 Démontrer la commutativité de I'addition des nombres naturels. Pour cela
démontrer tout d’abord par récurrence que, pour tout a € N , on a

a+0=04+a e a+1l=1+a.
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EXERCICE 3 Si M est une partie de N satisfaisant a la propriété suivante
3eM e meM=—=2m+tle M,

alors M est 'ensemble des nombres entiers naturels impairs > 3 .

EXERCICE 4 Les nombres de Fibonacci sont définis récursivement par
ap:=1 , ar:=1 et ap+1:=a,+a,—1 pourtoutn >1.

Déterminer ’ensemble des n € N tels que
< 3\
a, < | = .
2

Pour la définition des puissances et le calcul dans Q voir 3.12 et 4.6.
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3.7 Le comptage

La proposition 3.5 peut étre généralisée.

LEMME Pour tout a € N, l"application
z—zr+a:N—{yeN|y>a}

est bijective.

Pour tout z € N, la proposition 3.6 montre que z+a > a , et cette application est injective
par la régle de simplification (théoréme 3.6). La surjectivité se démontre par récurrence sur y
a partir de a . Le cas y = a est trivial, et si y est de la forme z + a , alors

y+l=@+a)+l=2+(a+1l)=z+1+a)=(r+1)+a.

COROLLAIRE Pour tout a,b € N, I’équation
r+a=b

posséde au moins une solution x € N si, et seulement si, a < b . Dans ce cas cette solution est
UNIQUE.

DEFINITION Cette unique solution est notée b — a .

THEOREME §i A et B sont des ensembles finis disjoints, alors
#(AUB) =4 (A)+#(B) .

Soient n =# (A) ,m=#(B) et f:n— A, g: m — B des bijections. Par le lemme et
la proposition 3.6, I'application

h:m-—{rzeN|n<z<n+m}:z—z+n
est bijective et on a
n+m={reN|0<z<njU{zeN|n<z<n+m} .

Il est alors clair que ’application

f(z) 0<xr<m
n+m-—AUB:z+— si
g (h™ (z)) m<r<n+m

est bijective, ce qui finit de prouver le théoréme. [l

EXERCICE Soient A, B et C' des ensembles. Montrer
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Le comptage
(a) #(AUB)+#(ANB) = #(A) +#(B) .
(b) #(AUuBUCQC) =

=#(A)+#(B)+#(C)—#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)+#(ANBNC) .

Utiliser exercice 2.5.
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3.8 Multiplication dans N

DEFINITION Pour tout a € N, on définit par récurrence
a-0:=0 et a-(k+1):=a-k+a.

THEOREME La multiplication dans N
NxN-—N:(a,b)—a-b

est associative, commutative, 1 est son élément neutre et tout élément de N~\{0} est simplifiable,
1.e. pour tout a,b,c € N |, on a

(i)  associativité (@-b)-c=a-(b-c)
(i)  commutativité bh=b.
(i1i) neutralité

(iv)  simplification c£0eta-c=b-c = a=b.

PROPOSITION  La multiplication dans N est distributive par rapport a l'addition et com-
patible avec ['ordre, i.e. pour tout a,b,c € N , on a

(i)  distributivité a-(b+c)=a-b+a-c
(i)  compatibilité a<b =— a-c<b-c.

En outre, étant donnén € N | on a la

(111) division avec reste :  pour tout x € N | il existe q,r € N uniques tels que

r=q-n+r e r<n.

Les démonstrations sont laissées au lecteur. O

COROLLAIRE §Si A et B sont des ensembles finis, alors
#(Ax B)=#(A)-#(B) .
On le démontre par récurrence sur le nombre d’éléments n de A . Sin=0,ona A=10,

donc A x B = () et par suite # (A x B) =0 . Supposons donc que la formule soit vraie pour n
et soit A un ensemble a n + 1 éléments. En choisissant a € A ; on a

Ax B=[(A~{a}) x BjU{a} x B .
Comme les deux ensembles de cette réunion sont disjoints on obtient

#(Ax B) =# (A~A{a}) x B) + # ({a} x B) =n-# (B) + # (B) =
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Multiplication dans N 3.8

O

EXERCICE Montrer que tout nombre naturel n € N est ou bien pair, i.e. il existe £ € N
tel que n = 2k , ou bien impair, i.e. il existe k£ € N tel que n =2k — 1 .
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3.9 Somme et produit d’une suite

Soit X un ensemble muni de deux opérations, appelées addition et multiplication et notées
+ respectivement - , i.e. on se donne

+: X xX —>X:(r,yyr—zxz+y et - XxX—>X:(z,y)r—ux-y.

DEFINITION  Soient m,n € N tels que m < n et (z1);_,, , une suite finie de X . On

définit par récurrence la somme et le produit de (xy);_,, ., par:
141
ka—xm et Zxk (Zxk>+xl+151m [ <n,
k=m
ainsi que
m I+1 l
ka =z, et ka = (H:L‘k> T sim<l<n.
k=m k=m k=m

On vérifie facilement les formules suivantes obtenues en changeant I'indice de sommation :
l=k—m+p ou k=Il—p+m

p+n—m

E Ty = § Ll—p+m -

De méme
p+n—m

1To="TT 7o

Si les opérations sont associatives, pour tout p € N tel que m <p <n,on a

(%) (%)

- (1) (i)

Si les opérations sont associatives et commutatives, pour toutes suites finies (zy),_,, , et
(yk)k:m7___7n de X ,ona

et

e () +(0)

et

[ (1) (11
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Somme et produit d’une suite 3.9

Si en plus la multiplication est distributive par rapport a ’addition, alors

() (Z0) £ (E ) -2 (xm)

k=m I=p

EXEMPLE Calculons

k+1)=) 2k+> 1=2-) k+(n+1)=
k=0 k=0 k=0 k=0
:2-M+n+1:(n+1)2 :

2

REMARQUE Si ’'addition, respectivement la multiplication, possede un élément neutre
noté 0 , respectivement 1 , il est souvent commode de définir la somme, respectivement le
produit, sur une famille d’indices vide par 0 , respectivement 1 .

Par exemple

m—1 n
E T = 0 et H T =
k=m k=n-+1

EXERCICE 1 Montrer par récurrence que, pour tout k£ € N* , on a
2%

Z(_l)Hl.l_iL
I — k41

=1

EXERCICE 2 Soit a € N tel que a > 2 . Montrer que, pour tout n € N | il existe un ¢, € N
tel que

a®*—1=c¢, - (a—1) ,
et que ces ¢, satisfont & la relation de récurrence

co:=0 et cpy1:=a-c,+1pourtout n e N.
EXERCICE 3 Déterminer I’ensemble des n € N tels que
2 n
n- < 2" .

Pour la définition des puissances entiéres voir 3.12.
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3.10 Permutations

3.10 Permutations

Soit A un ensemble fini & n éléments, par exemple un ensemble de n livres, et (ay) k=0,...—1
(bk)p—o  n_q deux énumeérations de A , i.e. deux bibliotheques différentes faites avec ces livres.
Désignbﬁs par f,g : n — A les deux applications bijectives correspondantes, i.e. telles que
pour tout £ =0,...,n— 1, on ait

(lk:f(k> et bkzg(k?)

Considérons le diagramme

o

n — n

N\ /! 1

f g
A

i.e.a::_glof.Ona

ax=f(k)=gogof(k)=g(ok)="begw

et o est une bijection de n sur n , permettant de retrouver le k-iéme livre de la premiére
bibliothéque dans la seconde.

DEFINITION 1 Une bijection de n sur n s’appelle une permutation de n . On pose

n! ::H(k‘+1) :

ken

On dit factorielle n (ou n factorielle).

On a
00=1 et (n+1)!=(Mn+1)-nl.

DEFINITION 2 Si A, B sont des ensembles, on désigne par Bij (A, B) 'ensemble des bi-
jections de A sur B .

LEMME Soient A, B des ensembles an élémentset f :n — A, g:n — B des bijections.
Alors toute injection o : A — B est surjective et [’application

@:Bij(A,B)—>Bij(n,n):a»—>_gloaof

est bijective.

En effet on a le diagramme
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Permutations 3.10

o
A — B
V| T g
n — n

-1
dooof

.. . -1 .. . .. .
La proposition 2.7.i montre alors que g oo o f est injective, donc bijective par le théoréme 3.4.
La seconde partie est immédiate puisque, pour tout 7 € Bij (n,n) , on a
-1

?(r)=goro .

O

THEOREME Pour tout ensembles A, B an éléments, il y a n! applications bijectives de A
sur B, i.e.

#(Bij (A, B)) = n! .

D’apreés le lemme, on peut supposer que A = B = n . Le résultat est clair pour n = 0 car
la seule application de () dans () est celle dont le graphe est () et elle est évidemment bijective.
Il Pest aussi pour n = 1; la seule application de 1 dans 1 est 0 — 0 . Supposons donc que le
résultat soit vrai pour n et soit o : n + 1 — n + 1 une bijection. Considérons I'application

| | o (z) . o(z) <o(n)
o ' cx)=1  o(z)> o)

On montre immédiatement que ’application
Bij(n+1,n+1) — n+1x Bij(n,n):0+— (c(n),7,)
est bijective, donc
#(Bij(n+1,n+1)=(n+1)-#(Bij(n,n))=n+1)-nl=(n+1)!

par le corollaire 3.8. U

EXERCICE Déterminer I’ensemble des n € N tels que
(a)
(b)

n!l <2 .

<)
nl <= .
2
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3.11 Coeflicients binomiaux

3.11 Coefficients binomiaux

DEFINITION Pour tout n, k € N, on définit par récurrence sur n le coefficient binomial

(Z) en posant
0 0
(0) =1 et <k) := 0 pour tout £ > 1,

n+1 n+1 n n
= = = 1.
( 0 ) 1 et ( I ) (k— 1) + <k> pour tout k£ > 1

Cette définition peut étre visualisée a 1’aide du triangle de Pascal :

et

k|0 1 2 3 4 5 6
0 |1 0 0 0 0 00
1 |11 0 0 0 00
2 /12 1 0 0 00
3 /133 1 0 00
4 |1 4 6 4 1 00
5 |1 5 10 10 5 1 0
6 [1 6 15 20 15 6 1

LEMME Pour toutn € N, on a

Y= (") =1 e (") =0 pour tout k € N tel que k > n .
0 n k

Le cas n = 0 est clair. Si ’assertion est vraie pour n , alors
<n + 1> _,
0
n+1 n n
- + —0+1=1
n—+1 n+1 n

et, pour tout £ > n + 1, il vient

()= () () =

puisque k — 1 >n . 0

et

PROPOSITION  Pour tout n,k € N | le nombre de parties a k éléments d’un ensemble a
n éléments est (2) .
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Coeflicients binomiaux 3.11

Le cas n = 0 est clair, puisque la seule partie de () est () . Supposons alors que la proposition
soit vraie pour n et soit A un ensemble a n + 1 éléments. La seule partie & 0 éléments étant () |
nous pouvons admettre que £ > 1. Choisissons a € A . Si X est une partie de A & k éléments,
on a

X Cc A~ {a}
ou bien
X =Y U{a}, ouY estune partic de A\ {a}a k — léléments.

Par I’hypothése de récurrence il y a (Z) parties possibles dans le premier cas et (k:) parties
possibles dans le second. On a donc

(Z>+ (kﬁl) - <n—1£1>

parties a k éléments dans A , ce qu’il fallait démontrer. O

EXERCICE Montrer par récurrence que, pour tout n,m € N tels que n > m , on a

> (1) = ()

l=m
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3.12 Formule du binéme et somme géométrique

3.12 Formule du binéme et somme géométrique

Soit X un ensemble muni d’une addition et d’une multiplication. Nous supposerons que
ces opérations sont associatives, commutatives et possédent chacune un élément neutre, noté
respectivement 0 et 1 , et que la multiplication est distributive par rapport a I’addition.

DEFINITION Pour tout x € X et n € N | on définit n - x et 2™ par récurrence sur n en

posant
0-2:=0 et 2°:=1

ainsi que .
n+1)-z:=n-z+x et 2" :=2z"-x.
Pour tout n,m € N et z,y € X , on vérifie facilement les formules :
r-(n-y)=n-(x-y) ,n-(z+y)=n-x+n-y, (n+m)-z=n-z+m-x,

ainsi que

Formule du binébme  Pour tout z,y € X et n € N, on a

(x+y)"=zn:(z> byt h

k=0

Les casn = 0, 1, 2 sont bien connus. Supposons donc la formule vraie pour n et démontrons-
lapourn+1.0na

)™ = k) ) = k) 3 () -

k=0
" /n " /n
k=0 k=0
_ ~ (n k41 n—k —~ (n ko on—k+tl _
(i)t (3) et -
k=0 k=0
n—1 n
n k41 n—k n ntl 0 n 0 . mntl n k. n—k+l
= x + x + T + - =
S (1)t () (5) w30 (1) 4t

n 0 . mtl - n n k. n—k+1 n ntl 0
G ) ) e ()
<0) — E—1 k n

58 NOMBRES ENTIERS NATURELS Claude Portenier



Formule du binéme et somme géométrique 3.12

_(n+1 0 . mtl — (n+1 ko n—k+l n+1 ntl 0 _
—(O)Iy +Zk; -y —i—n+1x Yy =

k=1
(n + 1) kL gntioh

en ayant utilisé le lemme 3.11. U

|M+

COROLLAIRE Ona

i(Z) =27 et Y (-1 (Z) ~0.

k=0 k=0

En particulier [’ensemble des parties d’un ensemble a n éléments a 2" éléments.

Il suffit de prendre X = N et z =y =1, respectivement x = —1 et y = 1 , et d’utiliser la
formule du binoéme. O

Somme géométrique  Pour tout x € X et tout m,n € N, on a

n
(1—x)'2xk:xm—x”+1
k=m

En effet, on a

n n n
(1 . 1}) J}k — CL’k o xk—l—l _
k=m k=m k=m
n n
=a"+ Zxk— Zxk—x”“:xm—x"““l
k=m+1 k=m+1

REMARQUE Si X est un corps (cf. 4.5) et z # 1, alors

2 n+1

Zx C1-z

EXERCICE 1 Soit n € N* . Montrer que la cardinalité de ’ensemble des parties ayant au
moins 1 + 1 éléments dans un ensemble a 2n éléments est égale a

().

22 — QZH <2l"> .

=0

en utilisant la formule du binéme
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3.12 Formule du binéme et somme géométrique

EXERCICE 2 Soient n € N* et x € X . Montrer que

n—1 2"—1

()= 0.

k=0
puis que
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