Chapitre 10

ESPACES NORMES

ET

TOPOLOGIE

Dans tout ce chapitre on désigne par (X, d) un espace métrique.

Version du 24 janvier 2005
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10.1 Espaces normés

10.1 Espaces normés

La plupart des espaces métriques que nous allons rencontrer seront des parties d’espaces
vectoriels.

DEFINITION 1 Soient F' un espace vectoriel sur K , avec K=R ou K =C , et
[l F— Ry fe—[|f]]

une fonction positive. On dit que ||-|| est une norme sur F et que (F,|-||) , ou plus simplement
F' | si aucune confusion n’est & craindre, est un espace normé si, pour tout f,g € F et a € K,
on a

(a) Homogénéité
[l fIF = laf - [Lf1]
(b) Inégalité triangulaire
I1f gl < I+ 1lgll
(c) Séparation

Ifl=0 <= [f=0.

PROPOSITION  Si (F,||]|) est un espace normé, alors
(fr9) — IIf =gl : Fx F—Ry

est une métrique sur F' et on a

1A= llgll| < 1 =gl -
En particulier
I F— Ry fr— ]

est une fonction continue sur F' .

C’est immédiat ; en fait c’est la méme démonstration que celle de ’exemple 5.1.1, montrant
que C est un espace métrique. L’inégalité découle de I'inégalité triangulaire comme en 4.14. La
démonstration de la continuité de ||| est analogue a celle de la continuité de | - | (théorémes
5.5.ii, p. 106, et 7.2, p. 175). O

REMARQUE 1 Nous considérerons toujours un espace normé comme un espace métrique
en le munissant de la métrique (f, g) — || f — g|| . Une suite (fi),cy de F' est donc convergente
dans F' ¢l existe f € F' tel que limy || fx, — f|| =0 .
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Espaces normés 10.1

REMARQUE 2 Pourtout fe FetreR, ,ona
B(fr 1) =f+r-BO,L]) -
Sir=0,onaB(f0,])={f}et B(0,0,]|-|) ={0}, d’ou le résultat. Si r > 0, alors
B(fr ) ={geFlllg—fll<r}=
={f+r-hlheFet |h|<1}=f+r-B(O1L][),

puisque

g:f—l—r-g_f.
T

DEFINITION 2 On dit qu'un espace normé complet (cf. définition 6.3.2) est un espace de
Banach .

EXEMPLE R et C sont des espaces de Banach.

Cela découle du corollaire 5.12. ]
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10.2 Norme p-iéme sur K"

Soit n € N* . Rappelons qu’une suite finie z = (zj)j:1 _, de K" peut étre considérée
comme une fonction {1,...,n} — K : j —— z; . En particulier pour z,w € K" , le produit

des fonctions correspondantes est

z-w = (z wj)jzl,...,n :

Il ne faut pas le confondre avec le produit scalaire (cf. la remarque ci-dessous).
Pour tout p € [1,00] , on pose

o
ko]
I
o
||‘M ]
L
K
=
\/
L3

Si p =2, on écrit simplement

D=

2] = Jely = (iw)

j=1
Pour p = 0o , on pose
2] := maxj—1, a2 -
Pour tout p € [1,00] , z € K" et @ € K, on a évidemment
2][,=0 <= 2z=0
et
|a'Z|p: |OZ| : |Z|p *
THEOREME Soient p,q € [1,00] tels que 213 + é =1,ieq= p%l )
(i) Inégalité de Holder Pour tout z,w € K" | on a

2wy < 2, - |wi

p q -

(i) Inégalité de Minkowski Pour tout z,w € K" , on a

|Z+w|p < |Z|p+ |w|p ‘

Démonstration de (i) Sip € |l,00[, donc g € |1,00[ , respectivement p = oo , donc

g = 1, cela signifie que
n q
' Z |wj|q )
j=1

n
j=1
n n
<Y 1z wy] < maxjy |z (Z |wj|)
j=1

hSAl

n n
<Y 17wl < <Z|Z]’|p)

J=1

respectivement

n
E Zj . wj
Jj=1

316 ESPACES NORMES ET TOPOLOGIE Claude Portenier



Norme p-iéme sur K"

10.2

Ces inégalités sont triviales si p = 0o ou z = 0 ou w = 0 . Nous pouvons donc supposer que

p€]l,00[ et |z],,|w|, # 0. En utilisant 'application 8.11, on obtient

1 1
2wyl 17\ [ w T e lz;” 1 |w,|?
. - P ' q ST o a -
2], - Jwl, 2], wlj p oz, g |wl]

En sommant il vient

'Z|Zj'wj|<_ P Z‘Zﬂp q'Z‘wﬂq:——l-—:l.
|2, lwl, = p yz| ulf & .
Démonstration de (ii) Le cas p = 1,00 sont immédiats. Soient donc p € |1,00[ et
q:= p%l . Définissons v € K" par v; := |z, + wj|P—1 .1l vient d’une part

n
1)
Z|Uj|q Z|Zj+wj|p Z]zj+wj]p:|z+w|§
j=1

et d’autre part

n
1
|Z+w|p Z|Zj+wj| |2 +w; "™ Z|Zj+wj|'|vj|<
=1

7j=1

n n
<Yzl + D lwi vl =1z vl + [w o]y
j=1 j=1

Utilisant I'inégalité de Holder, on en déduit

|2+ wl, <[z vl +w-oly <z, - [ol, + |wl, - o], =

P
= (Il + wl, ) - ol = (121, + lol, ) < 2+ wld
donc

_P
q

2+ wl, =z +wly © <z, + |wl,

REMARQUE On définit un produit scalaire dans K" par

n
w) :Zz_j-wj :
j=1

On a donc
n

(212) =I5 =2

j=1
Sip=q=2,'inégalité de Holder s’écrit
zlw) < [z wly <2 |w] -

C’est I’ inégalité de Cauchy-Schwarz .

A la place de (x| y) on écrit souvent

rey,
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10.2 Norme p-iéme sur K"

si z,y € R" . Attention, il ne faut pas confondre r ey et x - y!

EXEMPLE Pour tout a,b,c,d € C , on a
la-b+b-ctc-al < la)® + b + ||

et
la-btced+d-al < \/2]al* + o - \/|b +21d]* .
Il suffit de considérer les triples
z:=(a,b,c) , w:=(bc,a)
et
z:=(a,c,a) , w:=(b,d,d) ,
et appliquer I'inégalité de Holder. O

COROLLAIRE  Pour tout p € [1,00] , la fonction ||, est une norme sur K" .

Nous montrerons que (K”, Hp> est un espace de Banach (corollaire 10.4 et proposition
11.6).
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10.3 Convergence ponctuelle

DEFINITION  Soient X un ensemble, (fi), oy C K¥ une suite de fonctions f; : X — K
et f: X — K une fonction. On dit que (fi),cn converge ponctuellement vers f sil'on a

f(x) =limy f(z) pourtout z € X .
On écrit

f =Ilimg fr ponctuellement sur X .

EXEMPLE 1 Considérons la suite de fonctions (id]’“)]ceN sur [0,1] . On a
0 z e 0,1]
limy, 2% = si
1 r=1

Ainsi
1y = limgid®  ponctuellement sur [0, 1] .
Remarquons que les fonctions id* sont continues, mais que 1{1y ne l'est pas.
sur [0,1] .

EXEMPLE 2 Considérons la suite de fonctions (k‘2 -id -e’k'id) JeN

o

On a
limg &% -id-e ™4 = 0 ponctuellement sur [0,1] .

D’autre part

1
/0 K idee ™ = [— (k-id +1) - e*’“d}; =1—(k+1)-e",
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10.3 Convergence ponctuelle

donc

1 1
limy, / k*-id-e 4 £ = / limy, k2 - id -e %19
0 0

REMARQUE Ces deux exemples montrent que la convergence ponctuelle d’une suite ne
préserve pas la continuité et ne commute pas avec l'intégrale de Riemann. Ceci nous conduit
a étudier une notion de convergence beaucoup plus forte. Nous allons introduire une norme
mesurant la grandeur d’une fonction. La distance entre deux fonctions f et g est alors la norme
de leur différence f — ¢g . Remarquons que 'on peut définir beaucoup de normes différentes,
chacunes étant adaptée a 1’étude de certaines propriétés des fonctions. Nous allons commencer
par étudier celle qui est la plus appropriée pour les questions de continuité.
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10.4 Norme uniforme

DEFINITION 1 Soit X un ensemble. Pour toute fonction f : X — K, on pose

1 lloe = 1fllocx = SuPsex | ()] € Ry .
On désigne par ¢ (X) I'ensemble des fonctions f : X — K telles que || f|| < oo .

LEMME Pour tout f,g: X — KetacK , ona

(i) I < Il -

(1) | fll, <oo <= [ estbornée .
(i1i) lov- flloe = lel - [[flloo -

(iv) 1f + 9l < Il + ll9llse -
(v) Iflle=0 <= f=0.
(vi) 1 - 9lle < Iflloe - N9l -
(vi) fI<lgl = flle <l -

Les démonstrations sont immeédiates. Par exemple, pour la deuxiéme, on peut écrire
o flloo = supsex [(a - f) (#)] = sup,ex e - |f (z)| = |af - sup,ex [f (z)| = |af - [ fll -
Quant & la troisiéme, pour tout z € X , il vient

[(f+9) @] <|f @)+ g @) < fll + 19l
d’ou le résultat en prenant le supremum. O

PROPOSITION (> (X) est un sous-espace vectoriel de KX et
o : € (X) — Ry = fr— || fll

est une norme, dite norme uniforme . Si (fi), .y est une suite convergente dans (> (X) ,
alors cette suite converge ponctuellement.

La premiére partie découle immédiatement du lemme. Quant a la seconde, posons f :=
limy, f, € £*° (X)) . Pour tout x € X , on a

i (@) = f (@) <[ fi = fllo 5

comme limy, || fx — f]|., =0, on en déduit que f (z) = limy, f; (z) . O

DEFINITION 2 Une suite (fi),cy de £ (X) convergente vers f € £>° (X) est dite unifor-
mément convergente . On écrit

f =Ilimy fr uniformément sur X .
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10.4 Norme uniforme

REMARQUE Répétons les propriétés qui lui sont équivalentes :

limy, || fx = fll, =0,
VeeRL AN.eNVEeN (k> N. = |fi—fll. <e) ,
Ve e R, AN. e NVEeNVz e X (k> N, = |[fu(z)—f(x)| <e) .

Cette derniére propriété s’interpréte géométriquement de la maniére suivante : si ’on consi-
dére le tube de rayon ¢ dont ’ame est le graphe de f , i.e. 'ensemble

Tre={(z,y) e X xK| [y - f(z)| <e},
alors
Gr fi, C Ty .
Par contre
f =Ilim; fr ponctuellement sur X
si, et seulement si,
Vie XVeeR, 3N,. e NVEeN (k> N,., = |fi(z)—f(2)]<e) .

Ceci explique bien le terme de convergence uniforme : le choix de N dépend de ¢ , mais est
uniforme en x au contraire de la convergence ponctuelle.

EXEMPLE 1 Une suite ponctuellement convergente ne converge pas nécessairement unifor-
mément comme le montre les exemples 13.3. On a

. xk z€[0,1]
(id"* —1q1y) (z) = si ,
0 r=1
donc
Hidk —1{1}“00’[071] =1 pour tout k € N .

D’autre part

2 .1 —kid _E
R A

En effet, on a

(kQ . ld .e—k-id)/ (x) — k2 . e—k'CE _ k3 S e_kx — 0

si, et seulement si, xr = % , ce qui montre que k2 -id -e

comme dans [0, 1] , puisque

~Fid atteint son maximum en ¢ , dans R

lim, o k% -id-e#* =0.

O

EXEMPLE 2 Etudions & nouveau ’exemple 13.3.1, mais en changeant ’ensemble de base.
Considérons tout d’abord [0, 1] . On a

lim, id* = 0 ponctuellement sur [0, 1] ,
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malis

[id"|| 1.

Jo1 —

Soit r € [0, 1] donné et considérons 'intervalle [0,7] . On a

il oy ="

donc

0.

limy, [id®| _ o, =
Ceci montre que

limy id® = 0 uniformément sur [0,7] .

THEOREME (> (X) est un espace de Banach.

Il suffit de prouver que £>° (X) est complet. Si ( fi), oy est une suite de Cauchy dans /> (X) ,
nous devons montrer qu’il existe une fonction f € ¢ (X) telle que

limg [[fi = fll =0 -
Pour tout ¢ > 0, il existe NV (¢) € N tel que 'on ait
[fe (@) = fi@)| < | fe = fillw <€, (%)

pour tout z € X et tout k,1 € Ntels que k,/ > N (¢) . Ceci montre en particulier que (f; ())4en
est une suite de Cauchy dans K . Elle est donc convergente, puisque R et C sont des espaces
de Banach (exemple 10.1). On pose

[ () = limy fy () ,
ce qui définit une fonction f: X — K.
Prenons maintenant € = 1 . Pour tout £ > N (1) , on a

[fi (@) < [ (@) = fvey @) + [fvey @) <1+ | vl -
On en déduit, en passant a la limite sur & , que
|f (z)| = limy | fi ()] < 1+ ||fN(1)Hoo pour tout z € X ,

ce qui montre que f € (* (X) .
En passant maintenant & la limite sur [ dans I'inégalité (x) , on obtient

e (@) = f (@)| = limzne [ i () — fi (@) < e
pour tout z € X et tout k € N tels que k£ > N (¢) , donc
| fr — fllo <e pourtout k € Ntel que k > N (e) ,

ce qui finit de prouver le théoréeme. U

COROLLAIRE (K", |-|) est un espace de Banach.

C’est immédiat, puisque

(K™, || ) =£°({1,...,n}) .
[
Nous verrrons plus tard (proposition 11.6) que (K", B p> est un espace de Banach pour

tout p € [1, 00] .
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10.5 Espaces de fonctions continues

DEFINITION 1 Soit X un espace métrique. Nous désignerons par C (X) et C’(X) l'en-
semble des fonctions continues, respectivement continues et bornées sur X a valeurs dans K .

Il est clair, par le corollaire 7.3, que C® (X) est un sous-espace vectoriel de £> (X) .

THEOREME  Si (fi),cn est une suite de fonctions continues bornées sur X et f = limy, fj,
uniformément sur X , alors f est continue.
En particulier (C* (X),|-||,,) est un espace de Banach.

Soit x € X . Pour tout y € X , on a
1F ) = f @) < [f () = fe O+ [ (W) = fe @)+ [fe () = f (2)] <

S 2-fi = flloo + 1 () = fi ()] -

Etant donné € > 0 , choisissons N € N tel que
€

ce qui est possible puisque limy, || f — f||,, = 0. Comme fy est continue, il existe § > 0 tel que,
pour tout y € X tel que dx (y,x) < d , on ait

v (y) — fn ()]

N
Wl m

11 vient alors

1f(y) = f(x)l <e.

Ceci finit de prouver que f est continue en x .

Si (fi)pen €st une suite de Cauchy dans C”(X) , alors c’est une suite de Cauchy dans
(> (X) , donc converge uniformément vers une fonction f . Mais cette fonction est continue
par ce qui précéde, ce qui montre que C® (X) est complet. 0

REMARQUE 1 La continuité de limy, fr en x € X signifie que

lim, ., limy, fi (y) = limy, fi () = limg lim,, ., fx (v) ,

donc que 'on peut permuter les deux limites!

REMARQUE 2 Si f € C(X) et (27),oy est une suite convergente de X , alors f est bornée
sur (), -

C’est évident, puisque (f (x;)),.y €st convergente. O

le
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REMARQUE 3 Soient (fi),cy une suite de C (X) ponctuellement convergente sur X vers
une fonction f , et (7)o une suite de X convergente vers x € X . Pour tout m € N , en
posant Y := {z} U{z; |l € N} ,on a

limg [|fi = flloy =0 = Timg[lfe = flloo@,,,, =0

En effet, on a

1= Fllaoy = max {1fic(2) = £ ()], maxico,.m o |fic (1) = £ @)1= Pl }
d’ou le résultat, puisque
hmk |fk ([E) — f (.Z’)| = hmk maXl:07,,,7m_1 |fk (.I’l) — f (33‘1)| =0

par la convergence ponctuelle. O
Ces deux derniéres remarques nous permettent de formuler et de prouver le résultat suivant :

COROLLAIRE  Soit (fi),ey une suite de C(X) . Si la suite (fy),cy est uniformément
convergente sur toule suite convergente de X , alors (fi),cy converge ponctuellement sur X
vers une fonction f et f est continue.

Une suite constante étant convergente, la suite (f;),cy converge ponctuellement vers une
fonction f sur X . Pour montrer que f est continue, il nous suffit de montrer que, pour toute
suite (x;),cy convergente vers x dans X , on a f (x) = limy f (2;) . Mais cela revient a montrer
que la restriction de f &Y := {z} U {x; |l € N} , considérée comme une partie de X , donc
comme un espace métrique, est continue. Puisque (fy), .y converge uniformément vers f sur
Y , le théoréme précédent prouve cette assertion. O
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10.6 Intégration, dérivation et convergence uniforme

THEOREME  Soit (fi),cy une suite uniformément convergente de fonctions continues sur

un intervalle [a,b] de R . Alors
b b

Soit f :=lim; f . On a alors

/abfk—/abf]= /f(fk—f)\</ab|fk—f|<ka—fuoo-(b—a),

d’ou le résultat. O

EXEMPLE 1 On considére la suite de fonctions (% . e’%> définies sur R, . On a
k>1

. _id . ,
limy —-e”* =0 uniformément dans R, ,
id , . . . .
car % - e~ & est décroissante, donc atteint son maximum en 0 , i.e.
1 1

I e E =1

R S "1 s _id]?
—-e k =lim, —-e k =lim, [—e k} =1,
o k 0o k 0

ce qui montre que le théoréme est faux si 'intervalle n’est pas borné.

Mais

COROLLAIRE  Soient J un intervalle de R, (fi),cn une suite de fonctions continiment
dérivables dans J et § € J . Si (fi (§)),en est convergente et si (f},),cn converge uniformément
sur tout intervalle [a,b] C J , alors (fi),cy converge uniformément sur tout intervalle [a,b] C J ,
en particulier ponctuellement sur J , vers une fonctions continiment dérivable dans J et on a

(limy, fx) = limy ff .

Comme tout point de .J est contenu dans un intervalle de la forme [a,b] C J , la suite (f}), oy
converge ponctuellement sur J vers une fonction ¢ . En outre, toute suite (xl)leN convergente
dans J est contenue dans un intervalle de la forme [a,b] C J; en effet, il existe une boule dans

J de rayon > 0 et de centre lim; z; de la forme [EL, l;] CJ,etonaux € [d, l;} pour tout [ € N

sauf un nombre fini, d’ou le résultat. Le corollaire 10.5 montre alors que g est continue. D’autre
part, pour tout x € J , on a

fk<a:>:fk(§>+/;f,;-
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On en déduit que (fi),cy converge ponctuellement vers la fonction f définie par
f @) =t i ) = i £ (€) + tie [ = 1)+ [ tmesi= 7O+ [ g
3 3 3

Ceci montre aussi que f est continiment dérivable. Il nous reste a prouver que (fi),cy converge
uniformément vers f sur tout intervalle [a,b] C J . Pour tout = € [a,b] , on a

i @) — F ()] = fu ) — ()+h() f(a)+ (@)~ f (@) <
<Ifela |+/|n 7l <
<uuw—fwn+w;aﬂmmﬂww—@,

< |k (@) a)| + ﬁ

donc

1k = Fllooap) < [fx (@) = F (@) + 1k = Flloo oy - (0—a)

ce qui finit de prouver le corollaire. O

EXEMPLE 2 La convergence uniforme de (fy),oy n’entraine pas celle de (f;), oy » comme
le montre I'exemple suivant :

La suite <Sm(%d))k converge uniformément vers 0 sur R , puisque
eN

sin (kld)H 1

k o R k'’

mais (cos (k -id)),y ne converge méme pas ponctuellement.

Nous allons maintenant introduire d’autres normes sur C ([a, b]) .

DEFINITION Pour tout p € [1,00][ et tout f € C ([a,b]) , on pose

uﬂu:(LﬂN);

Comme en 10.2, en remplagant »  par f , on prouve la

PROPOSITION  Soient p,q € [1, 0] tels que % + é =1,ieq= p%l )
(i) Inégalité de Holder Pour tout f,g € C([a,b]) , on a

=

b b b ; b :

[ o< [ira=ns-ab <is,-tal,= ([ 1) ([ o)

(1)) Inégalité de Minkowsky Pour tout f,g € C ([a,b]) , on a
1f+gll, < A1, + llgll,

(ii) |||l est une norme sur C ([a,b]) .

Le seul point & traiter explicitement est la propriété de séparation dans (iii). Si f # 0 , il
existe x € [a, b] tel que |f (z)| > 0 et, par continuité, un § > 0 tel que

yelatl y-r<s = 1f0)>5-1f @
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Il vient alors

b min(z+4,b) 1 p p
= [1rwraz [ (Gr@l) =2 (5o1r01) >0

max(z—4,a)

REMARQUE On définit un produit scalaire dans C ([a, b]) par
(Fl9)= [F-5.

On a donc

b
(F15) =/ 2= A2

L’inégalité de Cauchy-Schwarz prend donc la forme
b booNE b\
[ < ([ue) (o)

EXERCICE 1 Pour c € Ret k € N, on considére la fonction

(Ll < 17l Nlglly e

fr:0,1] —mR:2z+—
Déterminer ’ensemble des ¢ € R tels que 1'on ait

(a)  (fr)pen converge ponctuellement sur [0, 1] .
(b)  (fr)ren converge uniformément sur [0,1] .
(c)  (fr)ren converge ponctuellement sur [0, 1] et

limy, /1 fr () de = /llimk fr () dx .
0 0

EXERCICE 2 Pour c € R et k € N, on considére la fonction
fo: Ry — R:z+—n-x-e* .

Déterminer I’ensemble des ¢ € R tels que 'on ait

(a)  (fr)ren converge ponctuellement sur R .

(b)  (fr)ren converge uniformément sur R .

(c)  (fr)ren converge ponctuellement sur R, et

limy, /000 fr (z)dx = /OOO limy, f (x) dz .

(d)  (f})ren converge uniformément sur tout intervalle [0, a] pour a € R, .

()  (fi)pen converge uniformément sur R, .

(f)  limg fi = (limy fi) ponctuellement sur R, .

Discuter ces résultats en relation avec le corollaire 10.6.
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EXERCICE 3 Soit (f3,),cy une suite de R convergente vers 1 . Montrer que la suite (fx),cy
définie par

o) e O D) — D (5 )
Br—1
converge uniformément sur R, .
Quel est le lien entre limy, f et ’exercice 8.7.27

EXERCICE 4 Soit R ([0, 1]) I'espace vectoriel de toutes les fonctions intégrables au sensde
Riemann sur [0, 1] . On consideére la fonction

1
WWRWW—Wpﬂﬁ/UWﬁ.
0
Montrer :

(a) |I|l; est une norme sur le sous-espace vectoriel C ([0, 1]) de R ([0,1]) , mais pas sur
R([0,1]) .

(b)  Une suite (fz),y uniformément convergente de C ([0, 1]) converge aussi par rapport a la
norme ||-||; et les fonctions limites sont égales.

(¢) L’application
L ([0,1]), 1) — (€ ([0, 1)) [[loo) : fr— F

n’est pas continue. On remarquera ’application réciproque est continue d’aprés (b)!

(d) (C([0,1]),]I-|;) n’est pas un espace de Banach. On montrera que la suite (fy),., définie
par
0 te[0,1]
fr:10,1]] — R:t+— k-(t—%) falls te[%,%—i—%[
1 te[3+41]
est une suite de Cauchy dans (C ([0, 1]), ||-||;) qui ne converge pas.

EXERCICE 5 On considére sur CV ([a, b]) la fonction

Iy s €V ([a,8]) — Ry f — [ fllo + 11 1l -
Montrer :

(@) |l[1) est une norme sur CW ([a,b]) .
(b) (C(l) ([a,b]), H'H(1)> est un espace de Banach.
(c) L’application
9: (€% (fa.8), M) — (€ ab). I-) e £ 7

est continue.

(d) Les assertions (b) et (c) ne sont plus valables si I'on considére la norme uniforme ||-||
sur CY ([a, b)) & la place de -y -
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10.7 Critére de Weierstraf3

DEFINITION 1 Nous dirons qu’une série de fonctions ) ;°, f; sur un ensemble X converge
ponctuellement , respectivement uniformément sur X , s’il en est de méme de la suite des
sommes partielles.

REMARQUE Plus généralement, on peut définir la notion de série dans tout espace normé
F' | la suite des sommes partielles étant définie. Toute assertion formulée en terme de convergence
d’une suite possede donc une version pour les séries.

Si F' est un espace de Banach, les critéres de Cauchy pour les suites 5.12 et les séries 6.4
sont valables en remplagant C par F' et la valeur absolue || par la norme ||-|| .

DEFINITION 2 Nous dirons qu’une série ) -, f; dans un espace normé F est normalement
convergente si la série des normes »_,° || fi|| est convergente.

THEOREME Une série Y -, fi dans un espace de Banach F' qui est normalement conver-
gente est convergente, et on a

<Al

=0

1
=0

Il nous suffit de montrer que Y 2, f; satisfait au critére de Cauchy pour les séries. Etant
donné p,g € N ,on a

SR CIA
l=p l=p

d’out 'on tire la premiére partie en appliquant le critére de Cauchy a la série convergente
Yoo Ilfill - L'inégalité en découle aussi en posant p = 0 , car

> 5 DA <limg Y A=) lIAl
=0 =0 =0 =0

par la continuité de |[|-]| . O

Nous allons essentiellement appliquer ce critére aux séries de fonctions bornées sur un
ensemble X |, respectivement continues et bornées sur un espace métrique X , puisque £* (X)
et resp. C® (X) sont des espaces de Banach (théorémes 10.4 et 10.5).

= lim,

EXEMPLE Les séries de fonctions
0 piliid

2. cos (I -id) = sin ( - id)
2 ’ Z 2 et Z [2
=1

=1 =1
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sont uniformément convergentes sur R et définissent des fonctions continues.

En effet, on a convergence normale, puisque
cos (I -id)
2

6il-ld

12

sin ([ - id)
2

oo,R

oo, R HOO,R

et Y7, ;5 est convergente. O

EXERCICE

(a) Montrer pour o € RY et k € N que

0 k
/ ek du = (1) -kl

ak+1

—00

(b)  Prouver 'identité
1 oo
1 1

en écrivant l'intégrant a ’aide de la série de I'exponentielle.
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10.8 Séries entiéres

Pour tout r € R, , on pose
B(r):={z€C]| |z| <r}
et
D(r):={z€C| |z| <r} .

THEOREME  Soit Y > ¢ - id" une série entiere dont le rayon de convergence est R . Pour
tout r € Ry tel quer < R , les séries de fonctions

ch TS LY Zl~cl-idl_1

1=0 1=0
converge uniformément sur B (r) et elles définissent des fonctions continues sur D (R) .

Comme

HC[ ' ileoo,IB%(r) S |CZ‘ ' rl

et puisque la série Y ,° ¢ - r! est absolument convergente (proposition 6.10.(i)), la premiére
série est normalement convergente, donc uniformément convergente sur B (1) par le critére de
Weierstrass 10.7. Remarquons que nous travaillons dans 'espace de Banach (C* (B (r)), [|-||..) -
Nous verrons (corollaire 10.19) que C° (B (1)) = C (B (r)) , puisque B (7) est une partie compacte
(théoréme de Heine-Borel 10.18).

Pour traiter la seconde série, on choisit p € R, tel que r < p < R . On obtient alors

I l
et gy < 2lal s =2 (D) -l

Puisque % <1l,ona
l l
liml—- <C) :0;
ro\p

!
il existe donc un M € R, tel que % . (%) < M pour tout [ € N . Ainsi

||l "G idlil”oo,]B(r) <M ol o,

d’ott notre assertion concernant la seconde série.

Ces séries convergent ponctuellement sur D (R) , donc définissent des fonctions sur D (R)
et elles sont continues par le corollaire 10.5, car toute suite convergente dans D (R) est contenu
dans B (r) pour un certain r < R . O

REMARQUE Les deux séries entiéres

o0

ch~idl et il~c,~idl—1
=1

=0
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ont méme rayon de convergence.

COROLLAIRE La fonction

f:]—R,R[—>(C:x»—>ch-xl

1=0

est indéfiniment dérivable et on a

=

(k) _ s -idE
/ l; (—ry
En particulier
1
a = l—,'f(l)(0>

et la série de Taylor de f au voisinage de 0 est > " c; - id' .

C’est immédiat, par récurrence, en utilisant le corollaire 10.6. U

EXEMPLE 1 Le corrollaire précédent nous permet de traiter d'une autre maniere la série
de Taylor de In (1 + -) au voisinage de 0 (cf. exemples 8.13.3 et 9.12).

1)171

La série enticre y (_T -id" a un rayon de convergence égal & 1 et définit une fonction

indéfiniement dérivable dans |—1, 1] satisfaisant au probléme avec condition initiale

= — et f(0)=0.

On a donc

=
Z T =In(l+=x) pourtoutxe|-11[.
I=1

-1
En effet, en posant f:= )", (711) -id" , le corollaire montre que

o0

/_oo l—l..l, o e 1
f—;(—l) ™ =) (—id) =

=0

donc
f=In(1+4+)+c

pour un certain ¢ € R . Mais ¢ = f (0) =0, d’ou le résultat. O

Pour obtenir le résulat complet sur 'intervalle |—1, 1] il faut étre un peu plus fin et utiliser
le théoréme de la limite d’Abel 10.10.

EXEMPLE 2 Pour tout x € |-1,1[, on a
o0 o0 o0 / 1 / T
-2t =z -2t =g =, -
Stwee Yratea (S) 2o () -
I=1 I=1 =1

Nous avons déja obtenu de tels résultats a ’aide de la méthode de Cauchy pour multiplier
les séries (cf. exercice 6.15).
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EXERCICE 1 Série binomiale Pour tout o € R , soit

(Z) ::ﬁa—ll%—l:a-(a—l)-l-{:i(a—k—l—l)

=1
On dit que c’est le coefficient binomial généralisé .

(a) Montrer que la rayon de convergence de la série entiére

> () id

est 1.
(b)  On considére la fonction f : ]—1,1[ — R définie par

o35

1=0
Montrer que f est solution du probléme avec condition initiale

(1+id)-f'=a-f et f(0)=1. (+)

(¢) Montrer que le probléme avec condition initiale (%) posséde une unique solution. En
déduire que 'on a

(1+x)"= Z (?) o' pour tout x € ]—1,1[ .

=0

EXERCICE 2 Montrer que pour tout « € ]0,1[ et € [0,1], on a
2

1—ar— <(1-x).

1—=x

EXERCICE 3 Déterminer la série de Taylor de arcsin au voisinage de 0 et montrer qu’elle
représente cette fonction sur [—1, 1] en utilisant le premier exercice.
On montrera par récurrence que

1
1 1

( 2)<—1 pour tout k € N .
k (k+1)2

Que peut-on dire de la série de Taylor de arccos au voisinage de 07
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10.9 Critére de Dirichlet

THEOREME Soient X un ensemble et (fi),cn » (9k) ey des suites de fonctions bornées sur
X . On suppose que

(i)

k
supy, Z gll <oo.
1=0 oo
(i1) limg fr, =0 wuniformément sur X .

(iii) o
Z |fi — fix1]  converge uniformément sur X .
1=0

Alors Y 2 fi - i converge uniformément sur X .

En posant sj, := Zf:o g1 , U'hypothese (i) signifie que
k

Zgl

=0

M = sup,, ||sk||, = supy, < 00 .

o0

En outre ¢, = s — ;-1 , donc

q q q q—1
S hra=> fir(si—s)=Y firsi— Y frars=
l=p l=p l=p l

:p—l

:Z(fl_f“‘l)'Sl+fq+1'3q_fp'3p—1 .
l=p

On en déduit que
q

Zfl'gl

l=p

< |fl_fl+1|"51’+|fq+1|"Sq‘_|fp"‘3pfl‘ <

q

l=p

< M- (Z [fr = freal + [foal + |fp|) :
l=p

11 vient alors

<M- Fl ol + 1l |

Zfl‘gl Z|fl_fl+1|
l=p l=p

ce qui montre que la série Y 2, f; - g; satisfait au critére de Cauchy. Le résultat en découle,
puisque £ (X) est complet (théoréme 10.4). O

oo [e.o]
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REMARQUE 1 Si (f),cy est une suite décroissante qui converge uniformément vers 0 sur
X , alors la condition (iii) est satisfaite.

En effet, on a
k

k
Z|fl_fl+1| Z — fir1) = fo— frt1
1=0

donc

o0

k
S 1= fral = fo
1=0

O

EXEMPLE Soit (cj),ey une suite décroissante de Ry convergente vers 0 . Alors la série
entiere y oo ¢ - id' converge uniformément sur
Z.:={z€C ||z/<let |z—1| =€} pourtoute >0,

et définit une fonction continue sur B (1) ~ {1} .
En particulier, les séries

2. e2rilid = cos ( 27‘(’ [-id) sin ( 27T [-id)
D D s Z
=1 =1 =

convergent uniformément sur [§, 1 — J] pour tout § > 0 , et deﬁmssent des fonctions continues
sur |0, 1] .

La premiére partie découle de I’estimation
k B H 1— idk-i—l

2 T

=0

<

2
— pour tout k£ € N,
€

00,Z¢

00,72
et du corollaire 10.5.

Quant a la seconde, il suffit de constater que, pour z € [0,1] , on a €*™?* € Z. si, et
seulement si,

2mi-x

5<|e —1|:2~sin7rx.

Mais ceci est équivalent & x € [§,1 — d] en définissant
£

;= — -arcsin — .
T 2

APPLICATION On a

—cos(2m-l-id) L[, 1 S|
Zl—2—ﬂ' [(ld 5) E sur [0,1] .

I=1
En particulier
I L
2 6 ~ 2120

=1
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Le corollaire 10.6 et 'application 9.16 montrent que sur |0, 1[ on a

> cos (2r-1-id)) 2 sin(2m-1id) (.. 1

=1 =1

donc que

(2 1\°
ZCOS -l ld)_w2<id—§) e

pour un certain ¢ € R . Comme ces fonctions sont continues, on a l'égalité sur [0,1] . II vient
alors d’une part

1
1 1 2 2 1 3
/0 (772(id—§> tel = %(id—§> fe-id

0

TR ECENE Hy

=1

2

=4
=—+4c,
12

et d’autre part

en ayant utilisé le théoreme 10.6, d’otu le résultat.
Les formules s’obtiennent en évaluant cette série aux points 0 et % . U

REMARQUE 2 Comme ci-dessus on obtient

ZWZ—2'Z'@:_2W./ In (2 - sinmt) dt .
0

=1

La fonction définie par le membre de droite s’appelle I’ intégrale de Clausen .

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0 01 02 03 04 05
oo e e e sin 2mkx
O 01 02 03 04 05 e, T T (-0)
x— =27 - [ In(2sinnt) dt o sn2phr ()
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L’intégrale de Clausen atteint son maximum en % et vaut

e Sin 2m l % 2

Z—(g ) 2—27r-/ In (2 - sin7t) dte}l,—{c]l,l.l%[ .
=1 l 0 V3

2T

La suite (sin (? . l))leN est 6-périodique, les 6 premiers termes étant 1, 1, 0, —1, —1, 0.

En effet t € [0, %] et sinmt = % est équivalent a t = % . Sur [0, %] on a

cosmt <1 -cosmt ,

o 2
\\/3
donc

C 4
—27/ In (2 - sin7t) - cosmt dt < —27r/ In (2 -sin7t) dt < -
0 0 V3 Jo

mais en faisant le changement de variable s = 2 - sin#t , il vient

ol

In (2 -sin7t) - cosmt dt;

1 2-sin T 1
6 6
—27r/ ln(2-sin7rt)-cos7rtdt:—/ lnsds:—/ In=1,
0 0 0

d’ou le résultat. O

Utilisant un ordinateur on voit que cette valeur est 1.014941606. ..
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10.10 Critére d’Abel

THEOREME Soient X un ensemble et (fi),cn » (9k) ey des suites de fonctions bornées sur
X . On suppose que

(i) %0
E g1 converge uniformément sur X .
1=0

(i)

Z |fix1 — fil  définit ponctuellement une fonction bornée sur X .

Alors "2, fi - qi converge uniformément sur X .

La démonstration est analogue & celle du critére de Dirichlet 10.9, mais en posant

t = Zgj .
j=l

On a alors
q q
o fira=> fi-th—tin) = Z Jror -ty — Zfz tir =
l=p I=p I=p—1
q
- Z (fror = i) -t + fo - tp = fora -t
l=p
donc

“ g1

q
=Y i = Al ftsal + 1Fol - [tol + fgsa| - [tgial <
l=p
q
< Supgp [tk o - (Z | frer = il + 1 fpl + |fq+1|> <
l=p

Y

o
< 3 supgsy, 1tkllo - Hlfol + > |y — /i
=0

car pour tout £k € N, on a

k—1 oo
il = o+ > (frr = )| < [fol + D [ frer = fil
=0 =0

11 vient alors

* g1

< 3 supys, [[telly - <|f0| + Z | fie1 — fl|> ;

. =0
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et comme limy, sup,.., ||tk |, = limg [|tx]| = 0, la série Y77 fi- g; satisfait au critére de Cauchy.
Le résultat en découle, puisque (> (X) est complet (théoreme 10.4). O

COROLLAIRE (Théoréme de la limite d’Abel) Si >",° ¢ est une série convergente

de C , alors la série Y~ ¢; - id" converge uniformément sur [—1 + ¢,1] pour tout € > 0 , et
définit une fonction continue sur |—1,1] .
En particulier, on a

(0] o0
E ¢ = lim,_,1_ E o -t
=0 1=0

Les hypothése sont évidemment satisfaites, car

A A N -1 01N 1 1 k_ . v €[0.1]
E |:c x | = E (:z: :L') =1-—lim, 2" = si
=1 =1 0 rz=1

et

o0

Z‘xl—xl_l‘ <Z}x5|+}xl—1| g? size|[-14¢0] .
=1 =1
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10.11 Série de Taylor de arctan

PROPOSITION On a

Ad* T uniformément sur [—1,1] .

arctan =

En particulier

Py 20+ 1

Pour tout x € |—1,1[ , les théorémes 10.6 et 10.8 montrent que 1'on a

[e.e]

v dt HAS Lo I
arctanxz/o 1+t2:/0 (Z(—l) -t ) dt:Z(—l). ) t7dt =

=0 1=0

_ i (_1)1 i tzH—l ; — i (_1)l . x2l+1
20+1], = 2+1 '

=0

D’autre part arctan est une fonction continue sur [—1, 1] , et il en est de méme de la fonction
définie par 7 ! g2t , car le critére d’Abel montre que cette série converge uniformément ;
=0 2l+1 ; )

1)

en effet la série de fonctions constantes Y -, m converge évidemment uniformément par le
critére de Leibniz 6.7, p. 142, et on a

>

=1

id2l+1 o id2(l71)+1

Z yld‘Ql 1 1d|21+1

= [id| — limy, [id " = 1)_y 4 - [id]

ponctuellement sur [—1,1] . O

REMARQUE La série ci-dessus ne converge pas assez vite. On utilise la formule suivante
qui découle de ’équation fonctionnelle de arctan :

T4y . s
arctan x + arctany = arctan T—7. v si |arctan z + arctany| < 5
—_— :L’ . y

COROLLAIRE (Formule de Machin) 2 On a
1 1
— =4 -arctan 5T arctan —— =

239

DN = NN W=

=0

2 John Machin, 1680 - 1752.
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L’erreur en ne prenant que k termes peut étre estimée grace a

i (‘Ul A
20+ 1

I=k+1

2k+3 0 2k+3 1

J=[7

21 ||
Sok+3 ZH 2k+3 1— ||

On obtient 8 décimales exactes a ’aide de 5 termes. Pour 100 décimales exactes on a besoin de

87 termes. En 1873 Shanks a obtenu 707 décimales exactes de 7 en utilisant cette formule!

342 ESPACES NORMES ET TOPOLOGIE Claude Portenier



La topologie d'un espace métrique 10.12

10.12 La topologie d’un espace métrique

Rappelons (cf. définition 5.1.2) que pour tout = € X et r € R, , on dit que
B(x,r):={yeX|d(y,z)<r}

est la boule fermée de centre x et de rayon r .

DEFINITION Soient z € X et V une partie de X . Nous dirons que V est un voisinage de
z (dans X ) ¢'il existe € > 0 tel que B (z,e) C V.

Soit A une partie de X . On dit que x € X est un point intérieur de A (dans X ) si A
est un voisinage de x . On désigne par A° I'’ensemble des points intérieurs de A ; on 'appelle I’
intérieur de A (dans X ) .

Une partie U de X est dite ouverte (dans X ) si U est voisinage de chacun de ses points,
i.e. si pour tout z € U , il existe € > 0 tel que B (z,e) C U , ou encore si U est égal a son
intérieur, i.e. U = U° .

L’ensemble T (X, d) des parties ouvertes dans X s’appelle la topologie de ’espace métrique
X . On dit aussi que ce sont les ouverts de X . On a

T(X,d) CP(X) .
Une partie A de X est dite fermée (dans X ) si son complémentaire dans X
LA=X\A

est un ouvert de X .

PROPOSITION La topologie de X satisfait aux propriétés suivantes :

(1) 0 et X sont des ouverts de X .
(it) SiU etV sont des ouverts de X , alors UNV est un ouvert de X .
(iti) Si (Uj),e, est une famille quelconque d’ouverts de X, alors J;c; U; est un ouvert de X .

Montrons par exemple (ii). Etant donné x € U NV | il existe £,0 > 0 tels que
B(z,e)cU et B(z,0)CV,
puisque U et V' sont ouverts. Mais alors min (g,9) > 0 et
B (z,min (¢,9)) CUNV

ce qu’il fallait démontrer. O

Par complémentarité, on obtient le

COROLLAIRE

(i) O et X sont des fermés de X .
(i1) Si A et B sont des fermés de X , alors AU B est un fermé de X .
(i1i) Si (Aj)jej est une famille quelconque de fermés de X , alors ﬂjej A; est un fermé de X .
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EXEMPLE 1 Pour tout a,b € R tels que a < b, l'intervalle ouvert ]a, b| est ouvert dans
R . Sia,b € R, les intervalles fermés [a, b] , |—00, b] et [a, oo[ sont fermés dans R . L’intervalle
R = |—o00, 00[ est a la fois ouvert et fermé.

Pour tout x € Ja, b] , il existe € > 0 tel que
B(xz,e) =[x —e,x+¢| Cla,b] .
D’autre part
Cla,b] = ]—oc0,a[U]b, o0 .
0]

EXEMPLE 2 Pour tout intervalle J de R son intérieur J° est |inf J, sup J[; ceci concorde
avec la notation introduite en 8.4. En particulier, pour tout a,b € R tels que a < b, I'intervalle
[a, b] n’est pas ouvert. Il n’est pas fermé non-plus.

EXEMPLE 3 Pour tout z € X et r € R, , la boule fermée B (x,7) est une fermée dans X .

Il nous suffit de montrer que CB (z,7) , i.e. I'ensemble de y € X tel que d(y,z) > 7 , est
ouvert : on a

(5200 copian

En effet, pour tout z € X tel que

d(y,z) —r
d(Z,y) ~N ( 2) 9
on a
d — d
1(z0) > d(y.2) ~d(y.7) > d(y.r) - (DT WD T,
O
EXEMPLE 4 Pour tout z € X et r € R, | la boule ouverte de centre x et rayon r
D(e,r)i={ye X |d(yz)<r}
est ouverte dans X .
En effet, pour tout y € D (z,7) , on a
—d
B (yarT(y’x)) C D(Q?,T) )
carsi z € X et
—d
d(z.y) < ,2) :
2
alors
—d d
A) <) +dln) < 00D 4 = THUD
O
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REMARQUE Pourtoutx e X ete>0,o0na
B (x, g) C D (z,e) C B(x,¢) .

Dans la définition d’un voisinage de = on peut donc remplacer B (x,¢) par D (z,¢) .

EXEMPLE 5 Pourtoutz € XetreR, ,ona D (z,r)C B(z,1)°.

C’est évident, puisque tout y € D (z,7) est un point intérieur de D (x,r) , donc aussi un
point intérieur de B (x,r) . O

EXEMPLE 6 On n’a pas nécessairement ’égalité D (z,7) = B (z,r)° comme le montre
I’exemple suivant :

Si X est un ensemble, alors

1 T FY
XxX —Ry:(z,y)— si
0 r=1y
est une métrique sur X , dite la métrique discréte . Pour tout xt € X et r € R, , on a
X r>1
B(xz,r) = si ,
{z} r<l
et
X r>1
D (x,r) = si )
{z} r<1
donc

B(xz,r)° = B(x,r) ,
ce qui montre que B (z,r) est a la fois ouverte et fermée. En outre
D(z,1) ={z} #X =B(,1)°,

pour autant que X ait au moins deux éléments.

EXEMPLE 7 Par récurrence, une intersection finie d’ouverts de X est un ouvert de X ,
mais une intersection non-finie d’ouverts n’est pas nécessairement un ouvert comme le montre

I’exemple
1 1
0,1] = ——, 14—
[0, 1] I]} k,+k{

keN*

dans R .

EXEMPLE 8 Pour tout a,b € R, tels que a < b les intervalles de la forme [0, b[ et ]a, b[ sont
ouverts dans R, . Si b € R, , alors [a, b] est fermé dans R, . Il en est de méme de [a, oo .
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EXERCICE 1 Soient Y est une partie de X et dy la métrique sur Y induite par celle de X
(cf. exemple 5.1.2). Montrer
(a) Pourtout y €Y etreR,  ona

B(y,r,dy) = B(y,r,dx)NY .

(b) Une partie V' de Y est ouverte dans Y si, et seulement si, il existe une partie ouverte U
dans X telleque V=UNY .

(¢) Une partie A de YV est fermée dans Y si, et seulement si, il existe une partie fermée B
dans X telle que A=BNY .

(d) Mais attention, les ouverts de Y ne sont pas les ouverts de X contenus dans Y . Donner
un exemple.

(e) SiY est ouvert dans X , alors une partie V' de Y est ouverte dans Y si, et seulement si,
elle est ouverte dans X .

EXERCICE 2 Montrer que la diagonale
Ax :={(z,y) e X x X |y = z}

est une partie fermée de X x X .
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10.13 Espaces métriques équivalents

DEFINITION 1 Soit X un ensemble muni de deux métriques d et d . On dit que les mé-
triques d et d sont équivalentes si les topologies associées sont égales, i.e.

z(x,d):s@(,@ .

PROPOSITION  Pour que l'on ait ¥ (X,d) C ¥ (X, @ , il faut et il suffit que, pour tout
x € X et tout e >0, il existe 6 > 0 tel que

B(x,é,cz) C B(x,e,d) .

La condition est nécessaire, car D (z, ¢, d) étant ouvert dans (X, d) , donc aussi dans <X : cf) ,

il existe 0 > 0 tel que
B (x,é,cf) C D (z,e,d) C B(z,¢e,d) .

Réciproquement, si U est ouvert dans (X, d) , pour tout z € U , il existe € > 0 , puis 0 > 0 tels
que

B(x,(S,cz) C B(x,e,d) C U,

ce qui prouve que U est ouvert dans (X , &) . 0

THEOREME  Pour tout p € [1,00] , on a

1
||oo<||p<np‘|oo SUTKH :

En particulier, les métriques sur K" associées aux normes || , sont équivalentes entre elles.

Pour tout z € K" , on a

1
n P
’Zk’<<2|zj\p> =|z], pourtout k=1,...,n,
i=1

donc

< Iz, -

D’autre part
1 1
n D n P 1
o () < () <o e
j=1 j=1
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Ces inégalités montrent alors que

_1
B (0,075, 1) € B(0.L],) € BO,L}.) .

d’ou I’égalité des différentes topologies par la remarque 10.1.2 . 0

REMARQUE 1 Les métriques d; , ds et dy, définies sur un produit d’espaces métriques (cf.
exemple 5.1.4) sont équivalentes entre elles.

Cela découle du lemme 5.8, p. 116. O

REMARQUE 2 Dans ce qui suit nous allons voir que la plupart des notions rencontrées
jusqu’a présent en liaison avec un espace métrique ne dépendent en fait que de la topologie, i.e.
on peut les formuler en ne faisant intervenir que les ouverts de X . Elles sont donc identiques
si les métriques sont équivalentes.

DEFINITION 2 Un espace topologique est un ensemble X muni d’un ensemble de parties
T, le. T CP(X), satisfaisant aux propriétés de la proposition 10.12.

C’est dans ce cadre général que I'on peut traiter les notions de convergence et de continuité.

REMARQUE 3 Par contre la notion de complétion d’un espace métrique dépend essentiel-
lement de la métrique. Ce n’est donc pas une notion topologique.

EXEMPLE On peut montrer (exercice) que
R xR — R, : (z,y) — |arctan x — arctan y|

est une métrique sur R équivalent & la métrique habituelle, mais telle que R ne soit pas complet.
En effet la suite (k). est une suite de Cauchy pour cette métrique, mais elle ne converge
évidemment pas dans R .

COROLLAIRE (K", |-yp> est complet,

Les inégalités du théoréme montrent que (z1),cy est une suite de Cauchy pour ||, si, et
seulement si, c’est une suite de Cauchy pour |-|_ . Le résultat découle alors du corollaire 10.4.
On peut aussi le prouver directement en utilisant le corollaire 10.14 qui suit. ——————— [
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10.14 Convergence et topologie

Remarquons tout d’abord que la notion de voisinage ne dépend que de la topologie :

LEMME Soient x € X et V C X . Pour que V soit un voisinage de x , il faut et il suffit
qu’tl existe un ouvert U de X tel que

zelUcCV.

C’est immeédiat, puisqu’un voisinage de x contient une boule ouverte D (x,¢) , et puisqu’un
ouvert contenant = contient une boule fermée B (x,¢) . O

PROPOSITION  Soient (x,),cy une suite de X et v € X . Pour que (%), converge vers
x , il faut et il suffit que, pour tout voisinage V de x , on ait xi, € V pour tout k € N sauf un
nombre fini.

C’est immeédiat, puisqu’'un voisinage de = contient une boule fermée B (z,¢) et qu'une telle
boule est un voisinage. O

COROLLAIRE  La convergence d’une suite (xy),cy de K" ne dépend pas de la norme ||,
choistie.
Pour que la suite (x1),cy S0it convergente dans <K”, Hp) , il faut et il suffit que les suites

des composantes (T ), oy » Pour j =1,...,n , soient convergentes dans K . On a alors

limy, z, = (imy xp ),y

La premiere partie découle du théoreme 10.13. Quant a la seconde, il suffit de constater
que, pour x € K" , on a
|2k — 2| = maxj—y _n |2 — 5]

Cela découle aussi par récurrence du théoréeme 5.8, p. 116. O
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10.15 Continuité et topologie

PROPOSITION Soient X,Y des espaces métriques et f : X — Y une application.

(i)  Pour que f soit continue en © € X , il faut et il suffit que, pour tout voisinage V de
f(x) , i existe un voisinage U de x tel que

f)cv.
(i1)) Pour que [ soit continue, il faut et il suffit que pour tout ouvert, resp. tout fermé B de

-1
Y, la partie f (B) soit ouverte, resp. fermée dans X .

Démonstration de (i) Ce n’est qu'une reformulation de la définition 7.1.2, p. 172, et
de celle d’un voisinage.

Démonstration de (ii) Supposons tout d’abord que f est continue et soit B un ouvert
—1
deY .Siz e f(B),ona f(x) € B, donc B est un voisinage de f (x) . Ainsi f (U) C B pour

-1 -1
un certain voisinage U de x , donc U C f (B) , ce qui montre que f (B) est un voisinage de
-1
x . Ceci prouve que f (B) est ouverte.

Réciproquement, soit x € X et V un voisinage de f(x) . Par le lemme 10.14 on peut
-1 -1
supposer que V' est ouvert. Mais z € f (V) et comme f (V') est ouvert, c’est un voisinage de

-1
et f <f (V)> C V . Ceci prouve que f est continue en z .

Finalement, il suffit de constater que
~1

f(CB)=Cf(B) .

EXEMPLE 1 Les parties
B(z,r) =dx (z, -)71 ([0,7]) et D (x,r)=dx (x, -)71 ([0,7])

sont respectivement fermée et ouverte dans X .

En effet [0, 7] est fermé, [0, [ est ouvert dans R, et, pour tout = € X , la fonction
dx(l’,‘)iX—>R+3yf—>dx(l',y) )

est continue (cf. exemple 7.3.6).

EXEMPLE 2 Si AC X et B C Y sont des parties ouvertes, resp. fermées, alors
AxXY XxB e AxB

Y

sont ouvertes, resp. fermées dans X x Y .
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D’aprées 'exemple 7.2.3, p. 174, les applications
pri: X XY —X:(z,y)—x et pry: X XY —Y:(z,y)—y

sont continues et on a

AxY =pry(A) , XxB=pr,(B) et AxB=(AxY)N(X x B) .

EXEMPLE 3 R est fermé dans C .

En effet, on a

R={zeC|TImz=0} = Im({0}) = Im (B (0,0)) .

O

EXERCICE Soient X, Y des espaces métriqueset f: X — C,g:Y — C,h: X XY —
C des fonctions continues.

(a) Montrer que, pour toute partie fermée A de X x Y I’ensemble
est fermé dans X x Y .

(b) Montrer que pour toute partie ouverte O de X x Y les parties pr; (O) et pry (O) sont
ouvertes dans X respectivement dans Y .

(c)  Construire une partie fermée H de R? telle que pry (H) = pr, (H) = R* .
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10.16 Adhérence d’une partie

DEFINITION Pour toute partie A de X et x € X , on dit que x est adhérent & A si, pour
tout voisinage V de z (dans X ), ona VN A # 0. On désigne par A 'ensemble des points
adhérents a A et on dit que c’est I’ adhérence de A . On désigne par Fr(A) l'ensemble des
points de X qui sont a la fois adhérent & A et CA , et on dit que c’est la frontiére de A .

On a
CA=(CA)° et Fr(A):Zﬁ[:_A.

PROPOSITION  Soit A une partie de X .

(i) A° est le plus grand ouvert de X contenu dans A .
(ii) L’adhérence A de A est le plus petit fermé contenant A .
(i4i) Pour qu’une partie A de X soit fermée, il faut et il suffit que A= A .

Démonstration de (i) On a évidemment A° C A . Montrons que A° est ouvert. Si
x € A° , il existe par le lemme 10.14 un voisinage ouvert V' de x contenu dans A . Comme V
est voisinage de chacun de ses points, on a V' C A° | ce qui montre que A° est un voisinage de
x & nouveau par le lemme 10.14.

Finalement, si U est un ouvert contenu dans A , alors tout point de U est un point intérieur
de U , donc aussi de A , ce qui montre que U C A° .

Démonstration de (ii) C’est évident par complémentarité, puisque
CA=(CA)°.
Démonstration de (iii) C’est immédiat. O

THEOREME Soit A une partie de X . Pour que A soit fermée, il faut et il suffit que, pour
toute suite (xy),cn de A convergente dans X , on ait limy x;, € A .

Si A est fermée et si limy, z;, € CA , on a 2, € CA pour tout k£ € N sauf un nombre fini par
la proposition 10.14, puisque CA est ouvert, donc un voisinage de limy, xy, .

Réciproquement nous devons montrer que CA est ouvert, donc par contraposition que si CA
n’est pas un voisinage de = , alors x € A . Mais, pour tout k£ € N* | la boule fermée B (m, %)
n’étant pas contenue dans CA | il existe ), € B (m, %) N A . La suite (), est contenue dans
Aetd(xk,x)<%,doncleimkxkeA. O

REMARQUE Cette proposition généralise la proposition et le corollaire 5.9, p. 118. En
effet, R est fermé dans C , et R , ainsi que [a, b] pour tout a,b € R tels que a < b, sont fermés
dans R .
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COROLLAIRE Toute partie fermée d’un espace métriqgue complet est un espace métrique
complet pour la métrique induite.

C’est immeédiat. O

EXERCICE 1 Montrer que pour toutes parties A, B de X , on a
AUB=AUB et (ANB)°=A°NB°".

EXERCICE 2 Construire deux ensembles A et B dans R tels que les parties
ANB,ANB, AnNB,ANB, ANB, A°NB, ANB° et A°NB°

soient toutes différentes.

EXERCICE 3 Soient A, B des parties de X . Montrer

(a) La fonction
d(yA): X — R, :x+—d(x,A) :=infycad(z,y)
est uniformément continue.

(b) Lemme d’Urysohn Si A et B sont des parties fermées disjointes, il existe une fonction
continue

f: X —10,1]
telle que
f=0 surd et f=1 surB.

(¢) Soient Y un espace métrique et C(X,Y) := {f: X — Y | f continue} . Si f,g €
C(X,Y)et f=gsur A, alors

f=g surA.

(d) Les quatre parties suivantes

A
{reX|d(z,A) =0},

{z € X |3 (k)ey C A tel que z = limy, zy }
et
{re X | f(x) <supf(A) pour tout f € C(X,R)}

sont égales.
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10.17 Compacité

Le but de ce paragraphe est de déterminer les parties fermées d’un espace métrique qui
satisfont au théoréme de Bolzano-Weierstrass 5.11, i.e. telles que toute suite d’une telle partie
posséde une sous-suite convergente. Dans le cas de C , ou R , ce sont les parties fermées bornées
qui ont cette propriété.

DEFINITION 1 Soit K une partie de X . On dit qu'une famille (U;),_; de parties de X est
un recouvrement de K sil’'on a

KclJu;.
jet
On dit que c’est un recouvrement ouvert si en plus chaque U; est ouvert.

On dit que K est compacte si tout recouvrement ouvert (Uj;)..; de K contient un sous-
recouvrement fini de K , i.e. s’il existe une partie finie I C J telle que

KclJu;.

jEI
REMARQUE 1 La notion de compacité ne dépend que de la topologie de X .

EXEMPLE 1 Soit (j),.y une suite de X convergente vers = . Alors
{z} U{zy | k € N}

est une partie compacte.

Soit (Uj)j ¢, un recouvrement ouvert de cette partie. Il existe un jo € J tel que x € Uj, , et
comme Uj; est ouvert, donc un voisinage de = , on a x;, € U, pour tout k € N sauf un nombre
fini par la proposition 10.14. Mais I’ensemble fini des =, ¢ Uj;, est évidemment recouvert par
un ensemble fini de U; , d’oti notre assertion. [l

EXEMPLE 2 Soient K une partie compacte de X et L une partie fermée de X contenue
dans K . Alors L est compacte.

Soit (Uj)j ¢, un recouvrement ouvert de L . Puisque L est fermée dans X , I'ensemble CL
est ouvert. Comme (Uj)j ey U {EL} est un recouvrement ouvert de K , il contient un sous-
recouvrement (Uj)j Y {EL} fini de K , puisque cette partie est compacte. Il est alors clair que
(Uj) ¢ est sous-recouvrement fini de L . O

EXEMPLE 3 Si (Uy),cy est une suite strictement croissante des parties ouvertes de X ,
alors U := | J,,cy Uk n'est pas compacte. Par exemple tout intervalle ouvert |a, b[ de R n’est pas
compact.
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En effet (Uy),cy est un recouvrement ouvert de U , mais pour toute partie finie / de N ,
on a

U Uk - Umax[ 7é U1+max] C U )

kel
donc (Uy),e; n'est pas un sous-recouvrement. Pour 'exemple il suffit de constater que

Ja,b[= | }aJr%,b—%{ .

kEN
U

EXERCICE 1 Soient X,Y des espaces métriques et K C X , L C Y . Montrer que K x L
est une partie compacte dans X x Y si K et L sont des parties compactes. La réciproque est
vraie si K et L sont des parties non-vide.

DEFINITION 2 Si A est une partie de X , on dit que
diam (A) := sup, 44 d (z,y) € Ry

est le diametre de A .

Si A est contenue dans une boule fermée de rayon r , alors diam (A) < 2r . Si A est de
diametre d € R, , alors A est contenue dans une boule de rayon d .

Cette derniére assertion ne peut pas étre améliorée comme le montre I’exemple d’un espace
métrique discret X (cf. exemple 10.12.6) ; on a diam (X) = 1 et B (z, 1) est la plus petite boule
qui contienne X , quel que soit z € X .

DEFINITION 3 On dit qu’une partie K de X est précompacte si, pour tout € > 0 , il existe
un recouvrement fini (Ay),_, ,, de K tel que diam (A;) < € pour tout £ =0,...,m .

Il est équivalent de dire que, pour tout € > 0 , il existe une suite finie de points () k=0,
dans X telle que (B (z,€));_.. , S0it un recouvrement de K , i.e.

.,m

K C CJB(JZ‘k,E) .

k=0

REMARQUE 2 Une partie compacte est précompacte.

En effet la famille (D (z,¢)), ., est trivialement un recouvrement ouvert de K . Il existe

donc une suite finie de points (zy),_ _,, dans K telle que (D (zx,€)),_, _,, soit encore un

recouvrement de K . Il est alors clair que (B (2, €)),_o ,, €St un recouvrement de K . O

REMARQUE 3 Une partie précompacte est de diameétre fini.

Il existe une suite finie (xx),_, ,, C X telle que (B (xx,1)),_, ,, s0it un recouvrement
de K . Pour tout z,y € K , il existe k,l € {0,...,m} tels que

r € B(rg,1) et ye B(x,1) .
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On en déduit que
d(.’lf,y) < d(xwrk) + d(%’k, [L'l) + d (ajla y) g 2+ maxp ¢=0,....m d(xpqu) < o0,

ce qu’il fallait démontrer. O

THEOREME Soit K une partie de X . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) K est compacte.

(ii) Propriété de Bolzano-Weierstraf$ Toute suite (1),oy de K posséde une sous-suite
convergente dans K .

(i1i) K est un espace métrique complet (pour la métrique induite) et précompact.

(i)=(ii)  Si (@k)4ey est une suite de K , il nous suffit de montrer qu’il existe x € K tel que,
pour tout voisinage ouvert V' de K , on ait z; € V pour une infinité de k¥ € N . En effet, on
peut alors construire par récurrence une sous-suite convergente vers x , car pour tout [ € N* |
il existe une infinité de x, dans B (x, %) .

Nous allons prouver cette assertion par I’absurde. Admettons donc que, pour tout © € K |
il existe un voisinage ouvert V, de x tel que z; € V, seulement pour un nombre fini de k£ . Mais
comme K C |J,cx Vo, car & € V, , il existe une partie finie I C K telle que K C |, Va ,
puisque K est compacte. On a donc z, € K seulement pour un nombre fini de k£ , ce qui est

absurde.

(ii)=-(iii) = Montrons tout d’abord que K est complet. Soit donc (), une suite de Cauchy
dans K . Par (ii) il existe une sous-suite (xa(l))leN convergente vers x € K . Il nous suffit de
prouver que (), oy converge vers = . Pour tout € > 0, il existe N € N tel que

d(zy,x;) < e pour tout k,l > N ,
donc d (xk,xa(l)) < € pour tout k,l > N , puisque o (l) =1 > N . On a alors
d(zy,x) = lim; d (xk, xa(l)) < e pourtout k > N

puisque d (z, -) est continue (cf. exemple 7.3.6).
Si K n’est pas précompacte, il existe € > 0 tel que K ne puisse pas étre recouvert par un
nombre fini d’ensemble de diametre < e . Par récurrence il existe une suite (zy), oy telle que

d (zy, ) > % pour tout [ >k .

En effet, pour tout [ € N, si (z3),_o, est déja construite, (B (xk, %)) n’est pas un

= k=0,...,1
recouvrement de K ; il existe donc

!
€
T4 € KN UB<I’“’§> )
k=0

donc tel que d (2441, 7x) > § pour tout k < [+1 . Par (ii) il existe alors une sous-suite (a:a(l))leN
convergente. C’est donc une suite de Cauchy (proposition 5.12), ce qui est absurde, puisque
d (.ra(l_i'_l), xa(l)) > 5 pour tout [ € N .
(iii)=()  Soit (Uj)jEJ
fini. Nous allons construire une suite décroissante (A;),. de parties de K telle que chaque A,
ne posseéde pas de sous-recouvrement fini de (U j)j ey €t

un recouvrement ouvert de K ne contenant aucun sous-recouvrement

diam (4;) < 27" pour tout I € N* .
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On pose Ay := K . Supposons maintenant que, pour [ € N | la partie A; ait été construite.
Puisque K est précompacte, donc aussi 4; C K , il existe un recouvrement fini (A;x),_, m, de

A; tel que diam (A4;;) < 277! . Comme A; ne posséde pas par hypothése de sous-recouvrement
fini dans (Uj>j€J , il existe un indice a (1) tel qu'il en soit de méme de A1 == A o) N A; . On
a évidemment

diam (Al—i-l) < diam (Al,a(l)) g 2_1_1 .

Pour tout I € N* |, il existe a; € A; , puisque () posséde un sous-recouvrement fini de (U j)j cs!
Comme A; .1 C A, ,onaa;,a, € Ay, donc

d (a1, a) <270

Pour tout I > k> 1, on a alors
-1

- -1 o
d(a,ar) < Zd(aj+1,aj) < ZQ—j <27k, 22—3‘ — g—k+l
' j=k =0

i=k
Ceci montre que (a;),.y- est une suite de Cauchy dans K . Puisque K est complet, soit
a:=limjaq € K .

Mais a € U;, pour un certain jo, € J et il existe ¢ > 0 tel que B (a,e) C U, . Soit alors
loo € N tel que

d(a,,a) < et 27l

3
5

DN ™

Pour tout b€ A;_ , on a

d(b,a,) < diam (4;) <27 <

Y

DO ™

donc
d(b,a) <d(b,a,)+d(a,,a) <e,

ie. A, C B(a,e) C U, ,cequiest absurde, puisque A;  ne posséde pas de sous-recouvrement
fini de (U;) O

jeJ *
COROLLAIRE Une partie compacte K est fermée.

Si une suite de K est convergente dans X , alors c’est une suite de Cauchy (proposition
5.12). Elle est donc convergente dans K , puisque K est compléte par (iii). ——— O

EXERCICE 2 Théoréme de Dini Soient K une partie compacte dans un espace mé-
trique X et (fi),cy une suite croissante de fonctions continues sur X . Si cette suite converge
ponctuellement vers 0 sur K , alors elle converge uniformément sur K vers 0 .

EXERCICE 3 On dit qu'une famille de parties (A]-)j ¢, bossede la propriété d’intersection
finie si, pour toute partie finie I C J , on a

(A #0.

jeI
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1

(a) Montrer que la suite (] 0, ED ren+ Posséde la propriété d’intersection finie, mais que

ﬂ%%ym.

keN*

(b) Soient K une partie compacte d'un espace métrique X et (Aj)j ., une famille de parties
fermées dans K ayant la propriété d’intersection finie. Montrer que

(A4 #0.

jeI

EXERCICE 4 Soient Y une partie d'un espace métrique X , munie de la métrique induite,
et K une partie de Y . Montrer que K est une partie compacte de Y si, et seulement si, elle
est compacte dans X .
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10.18 Théoréme de Heine-Borel

DEFINITION Une partie A d'un espace normé F est dite bornée si I'on a

supseq || fl < oo,
i.e. s'il existe M € R, tel que l'on ait || f|| < M pour tout f € A .

Tenant compte de la caractérisation d’une partie compacte par la propriété de Bolzano-
Weierstrafl (théoréeme 10.17) le théoréme qui suit généralise le théoréme de Bolzano-Weierstraf
5.11.

THEOREME Pour qu’une partie K C K" soit compacte, il faut et il suffit que K soit
fermée et bornée (pour l'une des normes ||, ).

La condition est nécessaire par le corollaire 10.17 et la remarque 10.17.3, car si zp € K on a
2], <12 = 20l, + |20, < diamy, (K) + [20], < 00 pour tout z € K .
Réciproquement soit (zj),.y une suite de K . D’aprés le théoréme 10.13 on a
Supy, |2k, < supy, |2k]o, < sup.ek [2]o, < sup.ek [2], < oo pour tout j=0,...,n.

D’aprés le théoréeme de Bolzano-Weierstrass 5.11 la suite (2x,1),.y Posséde une sous-suite

(’Zal(l)vl)leN convergente. La suite (Zal(l)’2)leN posséde elle aussi une sous-suite (zaloag(l),g)leN

convergente et la suite (zalom(l),l) est convergente. Par récurrence on obtient ainsi une

leN
sous-suite o de N telle que les suiteg (za(l)d) jen o bour j = 0,...,n , soient convergentes. Le
corollaire 10.14 montre alors que la sous-suite (za(l))l oy de (2k) gy st convergente. On a en
outre lim; z,() € K puisque K est fermée (théoreme 10.16). Ceci finit de prouver la condition
de Bolzano-Weierstrass du théoréeme 10.17, donc que K est compacte . 0

EXEMPLE Les boules fermées B (z, T, |-]p> de K" pour z € K" et r € R, sont compactes.

Il en est de méme des intervalles fermés [a, b] pour a,b € R tels que a < b .

COROLLAIRE Soit K une partie compacte non-vide de R . Alors
supK , inf K € K et K C[inf K,supK]| .

Puisque K est bornée, on a
—oo>inf K <supK < o0.
D’autre part il existe une suite (zy), .y croissante (resp. décroissante) de K telle que
sup K = sup;, v = limg x, , resp. inf K = infy 2 = limy 2y, .

Puisque K est fermée, on a lim, x, € K , d’ou le résultat. [l
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REMARQUE Ce théoréme est faux pour tout espace de Banach de dimension infinie. On
peut montrer que si la boule unité d’'un espace de Banach est compacte, alors cet espace est de
dimension finie (théoréme de Riesz, cf. Analyse fonctionnelle). Dans certains cas particuliers il
est facile de montrer que la boule unité n’est pas compacte (cf. exercice 2 ci-dessous).

EXERCICE 1 Montrer que la partie
{reR"| |z|=1et x, >0} CR"

est compacte.

EXERCICE 2 Voici un exemple simple montrant que le théoréme de Heine-Borel n’est pas
valable en dimension infinie.

(a)  Montrer quil existe une suite (fy),oy dans C ([0, 1]) telle que
I frllo =1 pour tout k € N
et
| fx — fillo =1 pour tout k,l € N tels que k # [ .
(b) Montrer que la boule unité

{Fec((0,1]) [[fllo <1}
1

n’est pas compacte dans I'espace normé C ([0, 1]) , bien qu’elle soit fermée et bornée.
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10.19 Image d’une partie compacte

THEOREME Soient X,Y des espaces métriques et f : X — Y une application continue.
Si K est une partie compacte de X , alors f (K) est une partie compacte de Y .

-1
Si (Uj),c; est un recouvrement ouvert de f(K) , alors ( f (Uj)) est un recouvre-
jeJ

ment ouvert de K d’aprés la proposition 10.15.(ii). Il contient donc un sous-recouvrement
-1 -1
fini ( f (Uj)) . Comme f ( f (Uj)) C Uj , il est clair que (Uj),.; est un sous-recouvrement
jer
fini de f (K) . O

Nous pouvons maintenant généraliser le théoréme de Weierstraf 7.10.

COROLLAIRE Soient f : X — R une fonction continue et K une partie compacte non-
vide de X . Alors f est bornée sur K et atteint son mazximum, ainsi que son minimum dans
K | i.e. il existe v,y € K tels que

flx) =sup f(K) et f(y)=inff(K) .

Si K est vide le résultat est trivial. Si K # () , la partie f (K) est compacte dans R par la
proposition, d’ot le résultat par le corollaire 10.18. 0

EXEMPLE Soit K une partie compacte non-vide de X . Alors il existe x,y € K tels que
diam (K) = d(z,y) .

Rappelons tout d’abord que la fonction
d: X x X —R,:(x,y) — d(z,y)

est continue (cf. exemple 7.3.6).
Comme K x K est compacte par 'exercice 10.17.1, la fonction d y atteint son maximum,
i.e. il existe x,y € K tels que

diamn (K) = sup, e d (u,v) = d (2, ) -
OJ

EXERCICE 1 On dit qu'une fonction f : X — K tend vers 0 & I'infini , si pour tout € > 0 ,
il existe une partie compacte K de X telle que 'on ait

|fl<e sur X N K.

On désigne par C° (X) I'ensemble de ces fonctions. Montrer que C° (X) est une partie fermée
de C* (X)) .
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EXERCICE 2 Soient F : R" — K une fonction continue telle que {F =0} # 0 et p €
[1,00] . Montrer que pour tout x € R" | il existe un y € {F' = 0} tel que

|z = yl, = dp (z,{F = 0}) .

On utilisera l'exercice 10.16.3.a, ainsi qu'une boule fermée suffisamment grande.
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10.20 Homéomorphismes

DEFINITION Soient X,Y des espaces metrlques On dit qu’'une application bijective f :

X — Y est un homéomorphisme si f et f sont continues.

D’apres la proposition 10.15.ii cela signifie que les parties ouvertes, resp. fermées, de X et
Y sont en correspondance biunivoque grace a f et f .

THEOREME Soient X,Y des espaces métriques, f : X — Y une application continue et
K une partie compacte de X telle que fix soit injective. Alors

(fix) " : f(K) — X

est continue. En particulier f : K — f (K) est un homéomorphisme.

Posons g := (f‘K)fl : f(K) — X . D’apres la proposition 10.15.(ii), il nous suffit de
montrer que, pour toute partie fermée A de X , la partie g~! (A) est fermée dans f (K) .

f

La partie
L:=ANnK
est fermée dans X , puisque K est fermée dans X par le corollaire 10.17. Comme L est contenue
dans K , c’est une partie compacte de X par I'exemple 10.17.2. Le théoréme 10.19 montre alors

que f (L) est une partie compacte de Y | et par suite fermée dans Y par le corollaire 10.17. 1l
suffit alors de remarquer que

g (A)=f(L)=f(L)Nf(K)

est une partie fermée de f (K') par 'exercice 10.12.1.c. O

Plus simplement

SCOLIE Si X est compact et f : X — Y est une application bijective continue, alors
-1
Uimage Y = f (X) est compacte et f : Y — X est continue.
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Nous pouvons maintenant généraliser le théoréme de la fonction réciproque 7.11.

COROLLAIRE Soient f : X — Y wune application continue bijective et (Kj)jej une
famille de parties compactes de X . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) [ est un homéomorphisme et on a X = J;c; K;° .
(i) Ona X =,c; K;° et chaque partie f (K;°) est ouverte dans'Y .
(iti) OnaY =,c; f(K;)° .

-1 -1\ !
(i) = (ii) Eneffet f est continue, f (K;°) = (f) (K,;°) et K;° est ouvert dans X .
(ii) = (iii)  On a évidemment

Y=7X)=Jsr)cJrxycy.
jed jeJ
(iii) = (i) Remarquons tout d’abord que, pour tout j € J , 'application f est un homéo-
morphisme de K sur f (k) , donc que
-1

firy o f(KG) — K

—1
est continue. Pour prouver la continuité de f soit y € Y . Pour toute suite convergente (Y ),y
de Y avec y = limy, yy, , il existe j € J tel que l'on ait y € f (K;)° . Ceci montre que f (K;) est
un voisinage de y et la proposition 10.14 montre qu’il existe N € N tels que l'on ait y;, € f (K)
pour tout £ > N . On a alors

limy () = limes e fiscic) () = Sy @) = 1 (@) -

EXERCICE Soit ® : R? — R?: (z,y) — (" + y,¢¥ +y) .

(a) Montrer que ¢ est continue et injective.

(b) Déterminer I'image par ® des parties de R? définies par les équations
(i) r=a pouraclR.

(i) y=bpourbeR.
(iii) Déterminer I'image Y := ® (R?) de ® .
(iv) Montrer que ® est un homéomorphisme de R? sur Y .
On montrera tout d’abord que la fonction
f=exp+id:R— R:z+r—e"+2x

est un homéomorphisme.
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10.21 Applications uniformément continues

Voici une généralisation du théoréeme de Heine 9.4.

PROPOSITION Soient X,Y des espaces métriques et f : X — Y une application conti-
nue. Si K est une partie compacte de X , alors fix est uniformément continue.

Etant donné € > 0 , pour tout = € K , il existe ¢, > 0 tel que
€
yeX dya)<d = d(f). @) <]

Comme (D (z,3 - 0,)) est un recouvrement ouvert de K , il existe une suite finie (zj),_,

de K telle que

zeK

" 1
K cC UB(M,E-&%) .
k=0
Posons ¢ := 3 -ming_g, 0, . Pour tout 2,y € K tels que d (z,y) < 0 , il existe k € {0,...,m}
tel que = € B(xk,%-(ka) et on a d(z,y) <5<%-5mk . Ainsi
et

N | =

d(xaxk) <

donc

d(f (), f (), d(f (x), f(2x)) <

DN ™

On en déduit que
d(f (@), f(y) <d(f(@), f(zp) +d(f(z), [ (y) <e,

ce qu'il fallait démontrer. O

DEFINITION  On dit quune partie A de X est dense (dans X )si A= X .

D’apres 'exercice 10.16.2.(c), cela signifie que pour tout x € X , il existe une suite (z), oy
de A telle que x = limy, zy, .

EXEMPLE 1 @ est dense dans R . Plus généralement, Q" est dense dans R" et Q™ + ¢ - Q"
est dense dans C" .
L’ensemble R \. Q des nombres irrationnels est aussi dense dans R . En particulier

Fr(Q) =R.

EXEMPLE 2 Pour tout p € [1,00] , 2 € K" et 7 > 0, la boule ouverte D <z,r, |-|p) est

dense dans la boule fermée B (z,r, |-|p> . En particulier, pour tout a,b € R tels que a < b ,

'intervalle ouvert |a, b] est dense dans I'intervalle fermé [a, b] .
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On a
Fr (D (z,r, Hp)) =Fr (B (z,r, ||p)> = {w e K" | |w|, = T} dans K"

et
Fr(Ja,b]) = Fr ([a,b]) = {a,b} dansR.

LEMME Soient X,Y des espaces métriques et f : X — Y une application uniformément
continue. Si (xr),cy €st une suite de Cauchy dans X , alors (f (x1))zen €5t une suite de Cauchy
dans 'Y .

C’est immeédiat. O

THEOREME Soient X,Y des espaces métriques, Z une partie dense de X et f : Z — Y
une application uniformément continue. S1Y" est complet, alors il existe une unique application
continue f : X — Y qui prolonge f et cette application est uniformément continue.

Sig: X — Y est une application continue qui prolonge f , pour tout x € X et toute suite
(7k)gey de Z convergente vers x , on a
g (z) = limy, g (7)) = limy, f (2) .
Ceci prouve I'unicité. On peut aussi le prouver en remarquant que si g; et g, sont deux appli-
cations continues qui prolongent f , alors I’ensemble

E:={zeX|qn@)=g0@)}=I(ng90" (A
est un ensemble fermé contenant Z , puisque Ay est une partie fermée de Y x Y (cf. exercice
10.12.2). On a donc

X=ZCEcCX,

1.e. g1 = g2 .

Pour I'existence, remarquons qu'’il existe une suite (x),.y de Z convergente vers v € X ,
puisque Z est dense dans X . Une telle suite est une suite de Cauchy par la proposition 6.3. Le
lemme montre donc que (f (7)), oy est une suite de Cauchy dans Y . Puisque Y est complet,
on peut définir

[ () = limy, f (z3) ,
car ceci ne dépend pas du choix de la suite (23),.y - En effet, si (yx),.y est une autre suite
de Z telle que limg yx = x , on a limg d (yx, v) = 0 et la continuité uniforme de f montre que
limg d (f (yx), f(xx)) =0.Six € Z, on a évidemment

f@)=f(z) .
Il suffit alors de passer a la limite dans les inégalités définissant la continuité uniforme pour
finir de prouver le théoréme. O
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