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12.1 Die gewohnlichen Differentialgleichungen

12.1 Die gewOhnlichen Differentialgleichungen

Studiert man die Variation einer bestimmten Grofie z in Abhéingigkeit einer Variable ¢ , so
kann man oft diese Situation modellieren, indem man die Variation z’ von z mit Hilfe von ¢
und z ausdriicken kann, d.h.

2 =F(tz2) .

Praziser :

DEFINITION 1 Seien D eine Teilmenge von R x K und F : D — K . Man sagt, dafl
eine Funktion f : J — K | die auf einem Intervall J von R definiert ist, eine Lisung der
gewdhlichen Differentialgleichung erster Ordnung

['=F(f)
ist, falls f differenzierbar ist sowie
(t,f(t))eD und f'(t)=F(t, f(t) furaleteJ

erfiillt. Falls notwendig sagt man, daf§ die Differentialgleichung f’ = F' (-, f) auf D definiert ist.
L.a. hat man noch eine sogenannte Anfangsbedingung (7,€) € D . Man sagt dann, daf§ f
eine Losung des Anfangswertproblems

ff=F(f) wd f(r)=¢
ist, falls f Losung der Differentialgleichung mit 7 € J und f (1) = & ist.

BEISPIEL Wir haben schon einige Differentialgleichungen betrachtet.

Z.B. ist die Suche nach einer Stammfunktion einer Funktion g : J — C (vgl. 8.7 und 9.8)
zur Losung der Differentialgleichung

=y
dquivalent. In diesem Fall ist die Funktion F' durch
F:JxC—C:(tz)— g(t)

gegeben.
Explizit gelost haben wir auch die Differentialgleichung

f/ =C- f ’
wobei ¢ : J — C eine stetige Funktion ist (vgl. Beispiel 8.7.1 und Satz 9.8). Hier ist
F:JxC—C:(tz)—c(t) 2.
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Die gewohnlichen Differentialgleichungen 12.1

Schliefllich haben wir in 9.15 die besondere Klasse der Differentialgleichungen mit getrenn-
ten Variablen betrachtet :

f/:U'p<f) )
wobei 0 : J — R und p: I—R stetige Funktionen sind. Es ist
F:JxI—TR:(tz)—o(t) plz) .

Es ist niitzlich auch Systeme von Differentialgleichungen zu betrachten. Diese tauchen in

Modellen auf, in denen n Gréflen z; , die von einer Variable ¢ abhéngen, sich gegenseitig beein-
flulen.
Praziser :

DEFINITION 2 Seien D eine Teilmenge in R x K" und
F:D—K":(tz,...,20) — (Fj(t,21,...,2))

Man sagt, dafl eine Funktion

Jj=1,..,n °

f:d—K":t— (f; (1))

die auf einem Intervall J von R definiert ist, eine Ldsung der gewdhnlichen vektorwertigen
Differentialgleichung erster Ordnung oder des System von gewdhnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung

Jj=1,..n ?

f,:F(af) oder f;:P}(taf17afn)
ist, falls f differenzierbar ist und
(t,f(®)eD uwnd f'(t)=F(t f(t) furalleteJ

erfiillt. Wenn nétig, sagt man, daf§ die Differentialgleichung f' = F (-, f) auf D definiert ist.
Ist eine Anfangsbedingung (7,&) € D gegeben, so definiert man wie vorher das Anfangs-
wertproblem

ff=F(f) wmd f(r)=¢.

SATZ Ist F: D — K" stetig und ist f : J — K" eine Losung der Differentialgleichung
f'=F(f), dannist f stetig differenzierbar.
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12.2 Die lipschitzstetigen Abbildungen

12.2 Die lipschitzstetigen Abbildungen

DEFINITION 1 Seien X, Y metrische Rdume und ¢ € R, .
Eine Abbildung ® : X — Y heiflt ¢-lipschitzstetig , falls fiir alle u,v € X gilt

dy (¢ (u),® (v)) < q-dx (u,v) .

Man sagt, dafl ® lokal lipschitzstetig ist, falls fiir alle z € X eine Umgebung V' von x und ein
q € R, existieren, so daf} die Einschréinkung von ® auf V' ¢-lipschitzstetig ist.

BEMERKUNG 1 Eine lipschitzstetige Abbildung ist gleichméflig stetig. Eine lokale lip-
schitzstetige Abbildung ist stetig. Dies ist ein Begriff zwischen Stetigkeit und Differenzierbar-
keit.

SATZ Seien X eine offene Teilmenge in R™ , @ : X — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung und X eine Teilmenge von X . Dann gilt
(i) Ist X konver und
|ID® (x)|| < q firalezeX,
so ist die Finschrinkung von ® auf X q-lipschitzstetig.
(i1)  Die Einschrinkung von ® auf X ist lokal lipschitzstetig.

BEISPIEL Die Funktion x +— |z| : R® — R ist 1-lipschitzstetig, aber in 0 nicht differen-
zierbar.

DEFINITION 2 Seien X,Y, Z metrische Rdume, D eine Teilmenge von X x Z ,
O:D—Y:(r,2)— &(x,2)

eine Abbildung und ¢ € R, . Man sagt, dal ® in der ersten Variablen (oder bzgl. = ) g-
lipschitzstetig ist, falls fiir alle z € Z die Abbildungen

O(,2):{reX]| (x,2) €D} —Y
g-lipschitzstetig sind, d.h. fiir alle u,v € X und 2z € Z mit (u, 2), (v,2) € D gilt
dy (D (u,2),®(v,2)) < q-dx (u,v) .

Man sagt, dall ® lokal lipschitzstetig bzgl. x ist, falls fiir alle (x, z) € D eine Umgebung V' von
(z,z) in D und ein g € R existieren, so daf§ die Einschrinkung von ® auf V' ¢-lipschitzstetig
bzgl. z ist.

Man definiert analog die Abbildungen, die (lokal) lipschitzstetig in der zweiten Variable
(oder bzgl. z ) sind.
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Die lipschitzstetigen Abbildungen 12.2

KOROLLAR Seien D eine offene Teilmenge von R™ x Z und ® : D — R™ eine in der
ersten Variablen differenzierbare Abbildung, so dajs

(x,2) — D ® (z,2) : D — Mg (m X n)

stetig ist. Dann ist ® lokal lipschitzstetig in der ersten Variablen.

BEISPIEL 1 Es reicht nicht aus, daf fiir alle z € Z die Abbildung ® (-, z) auf der offenen
Menge

{z eR"| (z,2) € D}

stetig differenzierbar ist. Zwar ist x —— D, ® (z, z) stetig, aber man braucht die globale Stetig-
keit in (z, 2) , so daB in einer Umgebung V' von (z, z) gilt

SUP(y,wyev |1 Da® (u, w)]| < oo
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12.3 Eindeutigkeitssatz

12.3 Eindeutigkeitssatz

Wir betrachten erneut eine Differentialgleichung f' = F' (-, f) , die auf einer Teilmenge
D C R x K" durch

F:D:— K"
definiert ist. Ist D offen, F' differenzierbar bzgl. der zweiten Variablen, wobei man C durch R?
im Fall K = C ersetzt, und ist
(t,z) — D, F (t,x) : D — Mg (n x n)

stetig, dann ist F lokal lipschitzstetig in der zweiten Variablen.

HAUPTSATZ Sei F: D — K" eine stetige Abbildung, die in der zweiten Variablen lokal
lipschitzstetig ist. Sind J ein Intervall in R | g, h : J — K™ Losungen von ' = F (-, ) und
ist g (1) = h (1) fiir ein bestimmtes T € J , dann gilt g = h .

Mit anderen Worten besitzt das Anfangswertproblem

f'=F(f) und f(r)=¢

hochstens eine Losung.

BEISPIEL 1 Fiir die Eindeutigkeit kann man allgemeinere Differentialgleichungen mit ge-
trennten Variablen f' = o - p(f) als in Hauptsatz 9.15 betrachten.

Seien o : J — K eine stetige Funktion, D eine Teilmenge von K™ und p : D — K" eine
lokal lipschitzstetige Funktion, z.B. falls D offen ist und p stetig differenzierbar ist (vgl. Satz
12.2.ii).

Fiir jedes Intervall J C J besitzt dann das Anfangswertproblem zu (7,§) € J X D hochstens
eine Losung auf J .

Die Existenz ist vorliufig (vgl. Hauptsatz 9.15) nur im reellen Fall und n = 1 gesichert.

BEISPIEL 2 Der Eindeutigkeitssatz ist auf die Differentialgleichung
=V,
wobei /- die Umkehrfunktion von id® : R — R ist, nicht anwendbar, da diese Funktion in der

N&he von 0 nicht lipschitzstetig ist. Die Eindeutigkeit ist in der Tat nicht vorhanden, wie wir
es schon in Beispiel 9.15.2 gesehen haben.

Aufgabe Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichungen
fr=id-f* und f'=|f|,
die auf R x C definiert sind.
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12.4 Einige Beispiele von Differentialgleichungen

Demographische Modelle

Sei p(t) € I , wobei I ein Intervall in R ist, das “Maf” einer “Population” zur Zeit ¢ . Man
nehme an, dafl die “Vermehrungsrate” (Fortpflanzung — Tod) nur von der Gréfle der Population

abhéngt, d.h daf} sie durch eine Funktion p : I — R beschrieben wird. Man bekommt so die
Differentialgleichung mit getrennten Variablen

pP=pp)p.
In manchen Situationen beobachtet man, daf} sich die Population um eine Grofle M € R
stabilisiert. Dies bedeutet, daf§ p (M) = 0, p > 0 auf |0, M| und p < 0 auf |M, oco[ gilt. Das

einfachste Modell ist, wenn man annimmt, daf
p(x)—a- (M- 2)
fiir a, M > 0 . Man nennt

die logistische Differentialgleichung .

Aufgabe 1 Diskutieren Sie die logistische Differentialgleichung (Eindeutigkeit und Existenz).

Homogene Differentialgleichungen

Seien I ein Intervall in R und A : I — K eine stetige Funktion. Die Differentialgleichung

iy (1
(i)

nennt man homogen . Sie ist durch die Funktion
z

F:(t,z)»—>h<¥>:{(t,z)e]R*xK| zet-f}—MK

definiert.

SATZ Ist J ein Intervall in R mit 0 ¢ J und f: J — K, so definiert man

g:J—>K:»—>@,

Genau dann ist [ Losung von f' = h (%) , wenn g Lésung von
1
/
- — e h —
g =g g —d

1st.

Diese Methode heifit Losung durch Substitution . Die neue Differentialgleichung ist einfa-
cher, da sie mit getrennten Variablen ist.

Bernoulli-Differentialgleichungen
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12.4 Einige Beispiele von Differentialgleichungen

Seien J ein Intervall in R ,a,b: J—R stetige Funktionen und o € R . Man nennt
fl=a-ftbege

die Bernoulli-Differentialgleichung .
Sie ist durch

F:jx]R’jr — R:(t,x) —a(t) - x+b(t) - z”
definiert. Es gilt die Eindeutigkeit, und man kann sie durch die Substitution
g=f

losen.

Aufgabe 2 Losen Sie das Anfangswertproblem

r_ o L
F=-24

5 1
2-id*-f2 und f(2):zl.

Riccati-Differentialgleichungen

Seien J ein Intervall in R und D,q,T J—R stetige Funktionen. Man nennt
fr=p-fPraq f+r
die Riccati-Differentialgleichung-Differentialgleichung .
Sie ist auf J x R definiert, und es gilt die Eindeutigkeit. Fiir r = 0 ist sie eine Bernoulli-

Differentialgleichung. Ist » # 0 und kennt man eine spezielle Losung fy , so kann man alle
anderen Losungen durch die Substitution

1
f=fo

bestimmen. Man hat sich auf die Differentialgleichung

d=—2-p-fo+q) - -g—0p

g:

zuriickgefiihrt.

Aufgabe 3 Bestimmen Sie alle Losungen von
ff=Ff+2-id-f+2.

Beachten Sie, daf3 —% eine Losung ist und benutzen Sie die Funktion

E:R—>R:xl—>/ et dt .
0

320 GEW. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN Claude Portenier



Der Fixpunktsatz 12.5

12.5 Der Fixpunktsatz

DEFINITION Seien X eine Menge und ® : X — X eine Abbildung. Ein Element £ € X
heifit Fizpunkt von ® , wenn ® (§) = ¢ gilt.

Viele Gleichungen kann man in die Form einer Fixpunktgleichung bringen. Die Existenz
eines Fixpunktes kann man mit einer sehr allgemeinen Methode im Rahmen der metrischen
Riume oft nachweisen :

SATZ (Fixpunktprinzip) Fir einen gegebenen Punkt xq € X , betrachtet man die durch
Tpe1 =P (z) firallek e N

induktiv definierte Folge (x),cy - Ist X ein metrischer Raum, ® : X — X stetig und konver-
giert diese Folge gegen & € X , dann ist & ein Fixpunkt von ® .

Dieses Verfahren nennt man Methode der sukzessiven Approximationen . Das Problem ist
die Konvergenz der Folge (1), -
Fiir alle k¥ € N definiert man die Abbildungen ®* : X — X durch

0 E+1 ko ok
d:=idy und & =Pod=d0d.

Es gilt dann
k
x = @ (z9) .

Falls die zu losende Gleichung von einem Parameter abhéngt und genau eine Losung fiir
jeden Wert dieses Parameters besitzt, kann man sich fragen, ob diese Losung stetig von diesem

Parameter abhéngt.
Sei ®: X x Y — X eine Abbildung. Fiir alle k£ € N definiert man die Abbildungen

k
. X xY — X

durch
0 k+1 k k
®(2,y) ;=2 und @ (z,y):= (‘P(m,y),y) =P (®(z,y),y) -

Man kann auch schreiben

0 k+1 k k
®:=pr;, und P =o (CID,pr2> =®o (P, pry) .

k 0
Mit ® sind auch alle ® stetig. Die Abbildung @ ist 1-lipschitzstetig bzgl. = .

HAUPTSATZ (von Banach-Caccioppoli) Seien X ein vollstandiger nicht-leerer metri-
scher Raum und ® : X XY — X eine stetige Abbildung, so daf fiir alle k € N die Abbildung

k
b qp-lipschitzstetig bzgl. x ist, und es gilt

(e.9]
qu < o0 .
=0
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Dann besitzt fiir jedes y € Y die Abbildung ® (-,y) genau einen Fizpunkt & (y) € X , und
k
fiir jedes xog € X konvergiert die Folge der sukzessiven Approximationen | ® (xq,y) gegen

keN
¢ (y) . Zusdtzlich gilt

dx (‘If) (20, ) af(y)> < (Z q£) ~dx (20, P (w0,9))
=k

und die Abbildung der Fixpunkte
1Y — X:yr—E(y)
18t stetig.

BEISPIEL 1 Ist ® g¢-lipschitzstetig (bzgl. © ) mit ¢ < 1, dann sind die Voraussetzungen
des Satzes von Banach-Caccioppoli erfiillt; man spricht dann vom Banachschen Fizpunktsatz
und sagt, dafl ® eine (strikte) Kontraktion ist.

BEISPIEL 2 Das Newtonverfahren ist ein Spezialfall der Methode der sukzessiven Approxi-
mation. Ist némlich J ein Intervall in R und f : J — R eine stetig differenzierbare Funktion
mit [’ # 0 iiberall, so ist f () = 0 zu

f(z)
xr — ==
/' (@)
dquivalent. Definiert man
. J—R:zr—1x— f/(a:)
f'(x)

k
und ist z¢ € J , so ist die Folge der sukzessiven Approximation (<I> (:L‘O)> die des Newton-
keN

verfahrens, falls ® (J) C J gilt. Man beachte aber, dafl Hauptsatz 8.14 und 8.15 nicht aus dem
Hauptsatz von Banach-Caccioppoli folgt.

Die Gleichung f () = 0 kann man auch l6sen, indem man sie in der #quivalenten Form
r—f(zr)==x
schreibt. Man betrachtet also die Abbildung
o:J—R:izr—ux—f(2) .
Ist @ (J) C J und gilt
q=sup,e; |1 - f () <1,
so ist @ g-lipschitzstetig, und f besitzt genau eine Nullstelle in J .
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12.6 Globale Existenzsiatze

LEMMA  Seien D eine Teilmenge von R x K" |, F': D — K" eine stetige Abbildung, J ein
Intervall inR | f:J — K" mit Gr f C D und (t,§) € D .
Genau dann ist f differenzierbar und Lésung des Anfangswertproblems

fr=F(f) uwnd f(r)=¢,

wenn f stetig und Losung der Integralgleichung

f(t)zf—l—/tF(s,f(s)) ds fir allet e J

18t.

HAUPTSATZ (von Picard-Lindel6f) Sind D eine Teilmenge von R x K" |
F:D—K"
eine stetige Abbildung, [a,b] ein Intervall in R und T € |a,b] , so definiert man
X :={geC([a,b],K")| Grg C D} ,
und fiir alle t € [a, b)
Yi:={z€K"| (t,z) € D} .
Man nehme an, daf folgende Eigenschaften erfiillt sind :
(i) Esgqgilt X #0.
(it) Fir allet € [a,b] ist Y, in K" abgeschlossen.
(i1i) Fiir alle £ € Y, und alle g € X gilt
Gro(g,¢)C D,

wobes
®(g,8) (1) :zﬁ—l—/ F(s,g(s)) ds fiir allet € [a,b] .

Fulls F q-lipschitzstetig bzgl. z fiir ein ¢ € R, 1st, so existiert fiir jedes £ € Y , genau eine
Lésung fe : [a,b] — K" des Anfangswertproblems

['=F(Cf) und f(r)=¢,
die stetig bzgl. ||| (o von & abhdngt.
Man beachte, dafl man die Resultate in §10 iiber gleichméflige Konvergenz auf Funktio-
nen mit Werten in K" , oder sogar in einem Banachraum, verallgemeinern kann. Insbesondere

ist die Menge C ([a,b] , K") der stetigen Funktionen auf [a, b] mit Werten in K™ mit der Supre-
mumsnorm

||f||oo,[a,b] "= SUP¢elq,b] FAGI

ein Banachraum.
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12.6 Globale Existenzséitze

KOROLLAR (Stetige Abhingigkeit bzgl. der Anfangsbedingung) Seien J ein In-
tervall in R und F : J x K* — K" eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft : Fiir jedes
Intervall [a,b] C J existiert ein ¢ € Ry , so daf$ die Funktion F' q-lipschitzstetig bzgl. z auf
la,b] x K" ist.

Fiir alle 7 € J und § € K" existiert dann genau eine Losung fe : J — K" des Anfangs-
wertproblems

ff=F(Cf) und f(r)=¢.
Diese Losung, praziser ihre Einschrinkung auf jedem Intervall [a,b] C J , hingt stetig von &
ab.

Allgemeiner gilt das

KOROLLAR (Stetige Abhingigkeit bzgl. einer Stérung von F) Sei Y eine Teilmen-
ge von C® (D, K"™) . Man nehme an, daff F € Y und ersetzt die Bedingung (iii) durch

(iv)Fiir alle £ € Y, und G €Y gilt
Gr@(g7£7G> C D J

wobes
D (g,£,G)(t):=¢ +/ G (s,g(s)) ds fir allet € [a,b] .

Euxistiert ein ¢ € Ry, so dafs jedes G € Y q-lipschitzstetig bzgl. z ist, dann existiert fiir jedes
€Y und G €Y genau eine Losung fec - [a,b] — K" des Anfangswertproblems

f/:G<7f) und f(T>:€;
die stetig von & und G abhdngt.

BEMERKUNG  Will man die Einschréinkung ¥ C C? (D, K™) fallen lassen und den iiblichen

FallY C C (D, K"™) behandeln, so mufl man eine Topologie einfiihren, die von einer Metrik und
nicht von einer Norm erzeugt ist. Man kann auch eine Folge von Normen betrachten. Dies fiihrt
zur Theorie der lokal konvexen Vektorrdume.
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12.7 Vektorwertige lineare Differentialgleichungen erster
Ordnung : homogener Fall

Seien J ein Intervall in R und A : J — Mg (n x n) , b : J — K" stetige Abbildungen.
Die Differentialgleichung

flf=Af+b
definiert durch
F:JxK'—K":(t,2) — A(t) 2+ b(t)

heift linear , sowie homogen falls b = 0 und inhomogen sonst.
Fiir alle Intervalle [a,b] C J gilt

fiir alle t € [a,b] und u,v € K" , wobei

q = suPepe [A @] -

HAUPTSATZ Fiir alle 7 € J und £ € K" besitzt das Anfangswertproblem
f'=Af+b und f(1)=¢

genau eine Losung, die auf J definiert ist.

KOROLLAR (Homogener Fall) Fir alle £ € K" sei fe : J — K" die eindeutig be-
stimmte Losung des Anfangswertproblems

F=Af und f(r)=¢.
Die Abbildung
K" — W (JK") : & — fe

1st linear, injektiv und thr Bild ist die Menge der Lisungen der homogenen Differentialgleichung

Fr=Af .

Insbesondere ist diese Menge ein Untervektorraum von CV (J,K") der Dimension n .

,,,,,

D= (p1,...y0,) 1 J — Mg (nxn):t— (p(t),..,0, () ,
so gilt
= (), ,) und A® = (Ap, ..., Ap,) ;

dies zeigt :

SATZ Die ¢; sind genau dann Losung von ' = Af , wenn gilt
' = AdD .
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12.7 Vektorwertige lineare Differentialgleichungen erster Ordnung : homogener Fall

SeiT € J . Genau dann ist ((,0]-)].:1
wenn ® = A® und die Vektoren (goj (T))

. eine Basis des Vektorraumes der Losungen von f'=Af,

i=lom linear unabhdngig sind, d.h.

DEFINITION Ist (goj)j:1 _, eine Basis des Vektorraumes der Losungen von f = Af,
so sagt man, es sei ein Fundamentalsystem von Losungen. Die Funktion det ® heif3t Wronski-
Determinante .

,, die kanonische Basis von K" bezeichnet, ist ( fe].) ein Funda-

Z.B. wenn (ej)j:]_ ,,,,, j=l,...,n

mentalsystem von Losungen, da
o (r)=1d .

BEMERKUNG Kennt man ein Fundamentalsystem von Losungen, so kann man jede Lo-
sung des Anfangswertproblems explizit schreiben :

Fir € € K™ | gilt
fe=®o® ()¢,
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12.8 Vektorwertige lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Wir untersuchen jetzt der Fall, wo A eine konstante Matrix-wertige Funktion auf R ist. Wir
erinnern daran, daf§ das Spektrum Sp A von A die Menge der Eigenwerte von A ist, d.h. die
Menge der A € K | fiir die A — X - Id nicht invertierbar ist oder mit

Ker (A —X-1d) # {0} ,
oder fiir die \ eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, d.h.
det(A—A-1d)=0.
Fiir alle 1 € K existiert eine kleinste natiirliche Zahl ¢ (1) € N | so da8
Ker (A — g - 1d)1™ = Ker (A — - 1d)7®)

Es gilt

AeSpA & q(A\)>0.
Man sagt, dafl ¢ (\) die Ordnung , dal Ker (A — X - Id) der Eigenraum und dafl

v € Ker(A—X-1d) \ {0}

ein Figenvektor von \ ist. Die ganze Zahl dim Ker (A — X - Id) heifit geometrische Multiplizitit
e 1\)/\[z;m nennt Ker (A — A - I1d)*™ den Hauptraum und

v e Ker (A—X-1d)™ < {0}

einen Hauptvektor zu X . Die ganze Zahl dim Ker (A — \ - Id)qo‘) heilt algebraische Multiplizitdt
von A .

HAUPTSATZ Kann man das charakteristische Polynom in lineare Terme tiber K zerlegen,
d.h.

det (A — p-1d) = H (A — “)m(/\) ’
AeSp A
2.B. falls K = C , dann gilt
K" = @ Ker (A — \- Id)qo‘) und m (\) = dimKer (A — \- Id)Q(’\) .
AESp A

Insbesondere existiert eine Basis von K" , die aus Hauptvektoren (vay), , besteht, wobei
AeESpAundk=1,...,my .

Praktisch bestimmt man die Hauptrdume durch Angabe einer Basis in diesen Rdumen.
Man priift meistens sehr leicht, dafl diese Hauptvektoren eine Basis von K" bilden.

SATZ Ist v ein Hauptvektor von A zum Figenwert X\ , dann ist
a(\)-1 '
0, R — K" :t—s . Z —-(A=X-1d) v

J=0
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eine Losung des Anfangswertproblems

f'=Af und f(0)=wv.

SCHOLIE (Komplexer Fall) Allgemeiner konnen wir den Fall betrachten in dem man das
charakterische Polynom in lineare Faktoren tiber K zerlegen kann.

Der Hauptsatz zeigt, dafl es eine Basis von Hauptvektoren (vjj),, mit A € Sp A und
k =0,...,m, existiert. Die zugehorigen Funktionen ¢, , : R — K" bilden also ein Funda-
mentalsystem von Losungen der Differentialgleichung [/ = Af , da

det @ (0) = det (vrx),, # 0 -
Um das Anfangswertproblem
ff=Af and f(r)=¢

zu 16sen, zerlegt man ¢ in der Basis (v ), , in der Form
£ = E CAk " UnK -
Ak

Dann ist
F=) ean-oapl-—7)
Ak

eine Losung dieses Problems.

SCHOLIE (Reeller Fall) Die Matriz A ist also reell und wir nehmen an, dafi man das
charakterische Polynom nicht in lineare Faktoren tiber R zerlegen kann.

Wir betrachten A als komplexe Matrix. Nach obiger Methode exitiert ein Fundamentalsy-
stem von komplexen Losungen. Kann man daraus ein Fundamentalsystem von reellen Losungen
konstruieren ?

Fiir jeden komplexen Eigenwert A von A , ist auch A einen Eigenwert und es gilt m ()\) =
m (X) . Zusitzlich gilt fiir v € C"

(A-X1)v=0 & (A-X-1d)'v=0,

wobei v den Vektor mit den komplex-konjugierten Komponenten von v bezeichnet. Dies zeigt,
daB ¢ (\) = ¢ (A) und
Kercn (A — X - Id)q()‘) — Kergn (A= X~ Id)q(/\) VT

eine Bijektion ist.
Ist \ reeller Eigenwert, so ist Kercn (A — A - Id)q()‘) unter v —— v stabil und schreibt man

v=Rev+i-Imo,
mit

1
Rev:=--(v+7) und Imvzzi-(v—ﬁ),

1

N | —

so folgt
Kercn (A — X -1d)*™ = Kergn (A — X - 1d)"™ + i - Kergn (A4 — X - 1d)*™
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Wihlt man eine Basis (vax), in Kergn (A — X- 1d)/¥ | die aus reellen Hauptvektoren besteht,
so sind die zugehorigen Losungen reell.
Ist A ein komplexer Eigenwert mit Im A > 0 und ist (v) ), eine Basis von

Kercn (A — A-1d)*™™ |

dann ist (U5 ), eine Basis von Kercn (A —\- Id)q(/\) . Somit ist
(Re UAak)k U (Iva7k)k
eine Basis aus reellen Vektoren von
Kergs (A — A+ 1d)*™ & Kereo (A — X - 1d)"0)
die aber keine Hauptvektoren mehr sind. Ist ¢y, die zu v, gehorigen Losung, so gilt
‘PX,k = @v,k .
Durch Linearitét stimmen die zu Re vy ; und Im v, gehorigen Funktionen mit
Rey,, und Imeyp,,

iiberein und sind reelle Losungen.

Ingesamt haben wir eine reelle Basis von K" konstruiert; die zugehorigen Funktionen bilden
also ein Fundamentalsystem von reellen Losungen.

Das Anfangswertproblem lost man wie im komplexen Fall.

BEMERKUNG Bei der Konstruktion der Basis aus Hauptvektoren in Ker (A — X - Id)q(A)
wihlt man diese sukzessiv in der wachsenden Folge

77777

. )
o, (t) :e“-zﬁ-(A—)\-Id)jv
j=0
BEISPIEL 1 Sei
3 0 1
A=10 -1 0
0 0 3

Es ist
det (A—p-1d) = (=1 —p)- 3—p)*
also Sp A = {—1,3} . Man erhilt

0
Ker(A+Id)=K-| 1 |,
0
da
4 0 1 21 4'21
000 2 | = 0 —0
0 0 4 z3 4'23

Claude Portenier GEW. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 329



12.8 Vektorwertige lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

zu z1 = 23 = 0 dquivalent ist. Analog ist

1
Ker(A-3-1d)=K-| 0 |,
0
da
0 0 1 21 0
0 —4 0 2o | =1 16-20 | =0
0 0 0 23 0
zu 2y = 23 = 0 dquivalent ist. Schliefflich gilt
1 0
Ker(A—3-1d?*=K-| 0 | +K-[ 0 |,
0 1
da
0 0 O 2 0
0 0 0 23 0

7u 7 = 0 dquivalent ist. Dies zeigt, dafl die kanonische Basis von K? aus Hauptvektoren besteht.
Die drei Funktionen auf R definiert durch

0 1
Y11 (t) == e’ 1 P31 (t) = e’ 0
0 0
und
0 0 0 1 0 0 1
P34 (1) =€ - 0O |+t-1 0 —40 0 =et. 0O |+¢t-1 0
1 0 0 0 1 1 0

bilden ein Fundamentalsystem von Losungen.

BEISPIEL 2 Die Matrix zum System von linearen Differentialgleichungen
fi=fo wd fo=-fi

ist
0 1
A_(_l 0).
Es gilt
det (A —p-1d) = p>+1,
also

SpA = {%i} .
Daraus folgt

Ker(A—i-Id):c-(i) ,
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(—1 1)(21) (—i-zl+22)
-1 1 29 —21 — 1+ 29
ZU 2z = 1 - z1 dquivalent ist. Somit ist

Ker(A+z'.1d)—<c.( 1 > .

—1

da

Ein Fundamentalsystem von komplexen Losungen auf R ist also durch

= (1) wa o=t (L)
gegeben. Damit ist
1 it 1 it 1 B cost
et =5 (¢ (1) () = (50
1 it 1 it 1 ([ sint
mnir= b o (1) ()= ().

ein Fundamentalsystem von reellen Losungen.

und
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12.9 Vektorwertige lineare Differentialgleichungen erster
Ordnung : inhomogener Fall

Seien J ein Intervallin R ; A : J — Mg (n x n) und b : J — K" stetige Abbildungen.
Wir bezeichnen mit Y, die Teilmenge von CV) (J,K") der Losungen der inhomogenen Differen-
tialgleichung [/ = Af + b .

Yo ist der Untervektorraum der Losungen der homogenen Differentialgleichung f' = Af .

SATZ Sei fo € % eine spezielle Losung von f' = Af +b . Genau dann ist f eine Lésung
dieser Gleichung, wenn f — fy eine Losung von f' = Af . Mit anderen Worten gilt

Xp = fo+ 2o,
und Yy, ist ein affiner Unterraum von CV (J K™) .
Somit ist die Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung auf die Losung der
homogenen und die Bestimmung einer speziellen Losung der inhomogenen zuriickgefiihrt. Letz-

tere wird mit Hilfe eines Ansatzes, die sogenannte Methode der Variation der Konstanten

bestimmt.
Man beachte, daBl jede Losung von ' = Af der Gestalt

fzzvj-gpj:@v fiir ein v € K"
=1

ist, wobei ® = ((pj) ein Fundamentalsystem von Losungen ist. Man definiert

-1

d:J—Mg(nxn):t— &()"
und macht den Ansatz

[ =%g

—1
mit g: J — K" , d.h. ¢ = ® f . Daraus ergibt sich eine spezielle Losung fy in der Form

fo (8) ::<I>(t>/ B (s) " b(s) ds

BEISPIEL Man betrachte das System von inhomogenen linearen Differentialgleichungen
fi=fo+cos und f;=—f1+sin,

0 1 cos
A_<—1O) und b_<sin)'
Nach dem Beispiel 12.8.2 gilt

: -1
(I):( cos sm) ,also & =oT .

d.h.

—sin  cos
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t . .
cos —sin cos \ [ sint-cost \
o \ sin  cos sin | sin? ¢ ’

f(t)— cost sint sint-cost \ [ sint
0\ =\ —sint cost sin®t o 0 '

eine spezielle Losung. Die allgemeine Losung ist dann

_ cost sint Uy sint
f(t)_(—sint cost)<02)+< 0 >

Daraus folgt

somit ist

mit
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12.10 Vektorwertige Differentialgleichungen m-ter
Ordnung

DEFINITION Seien D eine Teilmenge von R x (K™)™ und
G=(Gj)._y ,:D—K":(t 20,21, 2m-1) — G (t, 20,21, ., Zm-1) -

Eine auf dem Intervall J von R definierte Funktion g = (g;),_, , :J — K" heift Ldsung

der gewdhnlichen vektorwertigen Differentialgleichung m-ter Ordnung oder des Systems von

gewohnlichen Differentialgleichungen m-ter Ordnung

g™ =G (9,9",..9"V) oder ¢ =G (9,9",....9" V),

.....

falls ¢ m-mal differenzierbar ist und

(t.g(t). gV (t),.g™ V@) €D und ¢™ () =G (t,gt),gV ). V(1)
fiir alle t € J erfiillt.

Diese Differentialgleichung m-ter Ordnung mit Werten in K" kann man auf eine Differen-
tialgleichung erster Ordnung aber mit Werten in (K™)™ zuriickfithren. Man schreibt

2:= (20,215 2m-1)" € (K")" =K"™
mit z, € K" fiir K =0,...,m — 1 und definiert
Fi=(Fi)y—g.. 1 : D — (K")"
durch
Fp(t,z) =2z firk=0,...,m—2
und
Fona(t,z):=G(t,z2) .
SATZ
(i) Istg:J— K" Lisung von
g(m) e (.7979(1)7 ujg(mfl)> ) (%)
dann ist f = (9,9, ... ,g(mfl))T . JJ — (K™)™ Losung von
ff=FCf) - (%)

(it)  Umgekehrt ist f : J — (K™)™ Losung von (xx) , dann ist g := fo Losung von (x) .

BEISPIEL Bezeichnet = die Position eines Punktes der Masse m in R? | in einem von der
Zeit, der Position und der Geschwindigkeit abhiingigen Kréftefeldes

G:D—R*: (t,z,v) — G (t,x,v)
mit D C R x (R3)? | so ist die Newtonsche Differentialgleichung

m-&=G(tx, ) .

334 GEW. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN Claude Portenier



Vektorwertige Differentialgleichungen m-ter Ordnung 12.10

Die zugehorige Differentialgleichung erster Ordung ist gegeben durch

(?f )I: ( %-G(]-Cffo,ﬁ)) '

-G (,z,0) .

Der Physiker schreibt
1
T=v und U= —
m

BEMERKUNG Die Formel
|F (t,u) — F(t,0)> = Jus — 01> + ... 4 1 — v |* + |G (t,u) — G (t,0)
zeigt, dal F' genau dann lipschitzstetig bzgl. z ist, wenn dies auch fiir G zutrifft.
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12.11 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung schreibt man i.a. in der Form
g ta, - g" V. ta-g=0, (%)
wobei
ag,...,0,_1,0: J — K

stetige Funktionen auf dem Intervall J in R sind. Definiert man

fo=g . h=4¢ ..., faa=g"",
so fithrt sie zu dem System
0 1 0o - 0 0 0
0 0 1 0 e 0 0
L ] ()

: : : 0 0
o 0 0 - 0 1 0

—Qp —ap —Gz -+ —Gp-2 —Ap-1 b

Die Abbildung
gr— (g(k));:o g ZZ — EZ*

.....

ist eine Bijektion von der Menge der Losungen ¥ von (k) auf diejenigen X;* von (k%) . Diese
Abbildung ist linear, also ist die Menge ¥ der Losungen der homogenen Differentialgleichung
(%) ein n-dimensionaler Vektorraum, und ein System (gaj) ,, von Losungen ist genau dann

eine Basis von Xj , wenn gilt e
© R <P,n
aet| 0T e 20
9057{—1) o g[37(171'—1)

fiir ein 7 € J . In diesem Fall sagt man, daf3 (‘Pj)j:l 7777 ., €in Fundamentalsystem von Losungen
von

9 +an1-g" Y+ 4ag-g=0
ist.

Ist go eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung () , dann ist

X, =90+ X -
Man sieht auch, dafl ein gut gestelltes Anfangswertproblem durch
g™ ta,_1-g" Y+ +ag-g=0b
und
gM(r)=¢, firk=0,...,n—1
fiir ein 7 € J und £ € K" gegeben ist.
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Sind die Koeflizienten a; konstant, so bezeichnen wir mit A C C die Menge der Nullstellen
und mit m : A — N* die Multiplizitatsfunktion des charakteristischen Polynom

PZM'—>Mn+an—1'Nn_1+u-+a0:H(M_/\)m(/\) )
AEA

SATZ Die Funktionen
/éb)\,k . t > tk . €>\t
firhe Aund k=0,...,m(\) —1 bilden ein Fundamentalsystem von Ldésungen von

9™+ a, g™ V. +ag-9=0.

BEMERKUNG 1 Sind die Koeffizienten reell, so geht man wie in 12.8 vor. Ist A € A reell,
so ist 1 ,, auch reell. Ist A € A mit Im A > 0, so betrachtet man die Funktionen

t— Rethy, (t) =t"- e . cos(ImA - t)
und
t—Imapy, (1) =t" - e**M sin(Im A - t) .

BEMERKUNG 2 Die inhomogene Differentialgleichung l6st man, indem man eine spezielle
Losung durch Variation der Konstanten aus dem zugehérige System () bestimmt. Es ist nicht
moglich diese Methode ohne Matrizen zu formulieren. Es ist besser einen geeigneten Ansatz in
der Differentialgleichung (*) zu machen !
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12.12 Das Reduktionsverfahren von d’Alembert

Wenn man eine spezielle Losung einer linearen Differentialgleichung f* = Af der Dimensi-
on n kennt, so kann man deren vollstindige Losung auf eine lineare Differentialgleichung der
Dimension n — 1 zuriickfiihren.

Seien f' = Af eine auf J definierte lineare Differentialgleichung und ¢ : J — K" eine
spezielle Losung. Man zerlegt K" = K x K"~! und schreibt

_ (@1 b _ [ ¥
() e (2)
mit a1, : J — K, a,0",¢: J — K" und B : J — Mg ((n — 1) x (n — 1)) . Fiir alle

t € J betrachten wir a () als Spaltenvektor und b (¢) als Zeilenvektor !
Man betrachtet ein maximales Intervall I C J , so dafl ¢; # 0 auf [ . Mit Hilfe des Ansatzes

f=a ¢+(g)

fira: ] — Kund g : I — K" ! | ist f genau dann Losung von ' = Af , wenn o und ¢

Losung von
0 0
a o+ =A )
7 ( q ) ( g )

sind, d.h. Lésung von

b b ~
o =22 und g':Bg——g-w:Bg,
Y1 $1
wobei bg das Matrizenprodukt vom Zeilenvektor b mit dem Spaltenvektor ¢ ist und
- 1 1
B:=B——-(bj-v)._ n_:(a',k——-al,-wp) .
o1 I=hen ! ! Y1 sorE k=2, n—1

338 GEW. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN Claude Portenier



Lineare Differentialgleichungen 2-ter Ordnung 12.13

12.13 Lineare Differentialgleichungen 2-ter Ordnung
Die vier folgenden Beispiele sind fiir Anwendungen in der Physik sehr wichtig.

Legendre-Differentialgleichung
(1—id®) - f"=2-id-f'+n-(n+1)- f=0 auf |—1,1]
mit n € N .

Das Legendre-Polynom vom Grad n definiert durch

0 [ 1))

P, =
21 . pl

ist eine Losung.

Hermite-Differentialgleichung
ff=2-id-f'+2-n-f=0 aufR
mit n € N .

Das Hermite-Polynom vom Grad n definiert durch
H,:=(-1)" . o [e‘idz}
ist eine Losung.

Laguerre-Differentialgleichung
id-f"+(1—id)- f'+n-f=0 auf R}
mit n € N .

Das Laguerre-Polynom vom Grad n definiert durch
Ly =€ 9" [id"-e™ ]
ist eine Losung.
Bessel-Differentialgleichung
id® f" +id-f + (id>—v) - f =0 auf R}
mit v € R, .

Als Losung hat man z.B. die Bessel-Funktion J, definiert durch

L4 4
(2 t) )/ cos (t - cos ) - sin® 0 df =
0

JV::\/E-F(V—F%

BT G N
_\/E'F(V—F%)./o (1-5%) cos(t-s)ds .

Um eine zweite linear unabhiéingige Losung einer Differentialgleichung zweiter Ordnung zu
bestimmen, fiihrt die Reduktionsmethode von d’Alembert auf den Ansatz

f=v-9.
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SATZ Seien J ein Intervall in R , a,b: J — K stetige Funktionen, ¢ eine spezielle Losung
der auf J definierten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

ff+a-f'+b-f=0, (*)

I ein mazimales Intervall in J , auf dem ¢ # 0 ist, und T € I .

Dann st
t 1 s
frit— p(t -/—-exp(—/a)ds:]—>K
W) e T

eine von ¢ linear unabhdingige Losung auf I .

Aufgabe Man benutze die Notationen des Satzes. Sei ( eine Nullstelle von ¢ , also ein
Endpunkt von I . Zeigen Sie mit Hilfe des Eindeutigkeitssatzes :

(a) ¢ ist streng monoton, wechselt also ihr Vorzeichen in der Néhe von ( .
(b)  fr 148t sich in ( stetig fortsetzen.

(¢)  fr verschwindet in ¢ nicht.
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12.14 Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Man schreibt sie in der Form
f”—i—Qk‘f/—i—w%'f:a;

wobei k,wg € R, und a : J — C eine stetige Funktion ist. Dies ist die Differentialgleichung
eines gedimpften und angeregten Oszillators . Man nennt k den Ddampfungskoeffizient und
wo die Kreisfrequenz des Systems . Wir werden sehen, daf} sie die Oszillationsfrequenz ohne
Démpfung ist.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynom P (u) := p? + 2k - 1 + w3 sind

—k+\/k? — Wi .

Homogene Differentialgleichung  Man kann ein Fundamentalsystem (¢, ¢,) von Losun-
gen auf R angeben. Man muf} vier Félle unterscheiden :
(a) k=0und wy # 0 : Oszillation mit Kreisfrequenz wy .
©p () :=coswot und ¢, (t) := sinwot
(b) 0 <k <wp: Gedimpfte Oszillation .

o, (t) :=e . coswt und ¢, (t) := e ¥ . sinwt
mit Kreifrequenz w := \/m < wp .
(¢) k=uwo: Grenzaperiodische Oszillation .
o, () =e™ und @, (t) =t -e ",
(d) k> wo : Aperiodische Oszillation .
(k+d)-t —(k—d)-t

pr(t) =€ und o, () = e

mit d := \/k? —w? . Esist k+d > 0.
Inhomoge Differentialgleichung  Wir betrachten das spezielle Anfangswertproblem :
f"+2k-f 4wl f=a-coswit und f(0)=f(0)=0

mit 0 < k <wound a #0 .

Man sucht zuerst eine spezielle Losung der Form

Flt)=c-e
der Differentialgleichung
f"+2k-f'4wi f=a-e“". (%)
Zuerst setzt man voraus, dafl

P (iwy) = —w] + 2kw; -i +wj £ 0,
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d.h. k # 0 oder w; # wy . Eine spezielle Losung von (xx) ist durch
a

pi=1iw; und c¢:= :
w3 — w? + 2kwq -1

gegeben. Eine Losung von (%) ist dann

a - et a- (w3 —w?—2kw, 1) - et
0~ Wi 10 (wg — wi)” + (2kwy)
= a ((wg — w%) - coswit + 2kwq - sin wlt) .

(68— D) + (k)
Die Losung unseres Anfangswertproblems (x) ist also

f:fo—fo(o)’%_k.f0(0)+f0(0)‘902-

w

da
pr(0)=1 , ¢ (0)=—-k und ¢ (0)=0 , ¢ (0)=w.
Die zwei folgenden Spezialfille sind interessant :

(a) k=0 und w; # wy . Die Losung ist dann

a
)= . t— t) =
ft) P p— (coswit — cos wot)

2a . wo + W1 . Wo — w1
=—5——> 'sin -t ] -sin -t .

Ist w1 >~ wp so hat man einen Schwebungseffekt :

2 _
f(ﬂ:%-sin(w()le -t) -sin (wp - 1) .

Wp — Wi

Die Amplitude

24 . sin (% . t) ist moduliert mit grofler Periode.
wo—wl

(b) w1 =wp und k£ > 0. Man hat fast Resonanz . Die Losung ist

fr (t) = % : (wio - sinwot — é ekt sinwt) :
Fiir £ klein ist w = \/w§ — k2 ~ wp und die Amplitude 5 groB. Fiir kleine Zeiten ¢ heben sich
die zwei Terme fast auf, und fj (¢) ist klein. Dies ist nicht mehr der Fall fiir ¢ grof3, da der zweite
Term sehr klein wird; fy (¢) ist dann grof.

Ein Beispiel eines solchen Phiénomen ist das Zusammenbrechen der hiéingenden Briicke von
Tacoma am 7.11.1940, die am 1.7.1940 eingeweiht wurde !

Es bleibt der Fall P (iw;) =0, d.h. kK = 0 und w; = wy . Man spricht von Resonanzfall .
Die Losung ist

a .
f(t) = o t - sinwgt .

In diesem Fall divergiert die Amplitude mit ¢ .

Man beachte, daf fiir alle ¢t € R gilt

f (t) = hmk_@ fk (t) .
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12.15 Lokaler Existenzsatz

HAUPTSATZ Sei F': D — K" eine stetige und bzgl. z lokale lipschitzstetige Abbildung,
wobei D eine offene Teilmenge von R x K" ist.
Das Anfangswertproblem

f'=F(f) und f(r)=¢
besitzt lokal eine eindeutig bestimmte Losung, d.h. fir alle (1,£) € D existiert ein Intervall [a, D]
mit T € |a,b[ und eine Funktion f : [a,b] — K" , die Losung des Problems ist.

KOROLLAR  Fir alle (1,§) € D existiert eine mazximale Losung f : J — K" des An-
fangswertproblems

ff=F(& und f(r)=¢,
d.h. fiir jede andere Lésung g : I — K" dieses Problems gilt I C J und g = fi; .
Diese Liosung geht in D von Rand zu Rand, d.h. f (t) konvergiert nicht in D wenn t gegen
inf J oder sup J strebt. Insbesondere ist J offen.

BEMERKUNG Man kann zeigen, dal die Graphen der maximalen Losungen der Differen-
tialgleichung eine Partition von D bilden.

Claude Portenier GEW. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 343





