Kapitel 8

DIFFERENZIERBARKEIT

In diesem Paragraph ist J ein Intervall in R .

Fassung vom 17. Juli 2002
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8.1 Der Begriff der Ableitung

8.1 Der Begriff der Ableitung

DEFINITION Seien f : J — C eine Funktion und = € J . Man sagt, daf} f in x differen-

zierbar ist, wenn

fy) = f (=)

y—x
in C existiert. In diesem Fall heifit diese Zahl die Ableitung von f in x und wird mit [’ (z)
bezeichnet.

Die Funktion f heifit (in J ) differenzierbar , falls f in jedem Punkt von J differenzierbar
ist. Die Funktion

limx?gy_)x

ffiJ—C:azr— f(x)

heifit die Ableitung von f .
Man sagt, dafl f stetig differenzierbar ist, wenn f differenzierbar und f’ stetig ist. Man
bezeichnet mit C™V) (.J) die Menge aller dieser Funktionen, und setzt

0:CV(J)—C(J): f— f".

BEMERKUNG 1 Man bezeichnet noch (zu oft) f’ (z) durch - f (x) oder (f (z))" . Die erste
Notation ist zu kompliziert; die zweite kann zu Verwechslung fiihren, falls im Ausdruck von f
Parametern vorkommen und die Funktion, die man betrachtet, nicht prézisiert wurde, z.B.
(a®)" . Um die Variable bzgl. der man ableitet zu kennzeichnen, kann man schreiben

9, (a°) .

BEMERKUNG 2 Die Differenzierbarkeit von f in x bedeutet, dafidie Funktion
A AC)

y—
der Differentialquotienten in x sich stetig in x fortsetzen 14f3t.

N A{z} —C

HAUPTSATZ Genau dann ist eine Funktion f : J — C in x € J differenzierbar, wenn
ein a € C emistiert, so daf$ die Funktion ¢ : J — C , die durch

fw=f@) +a-(y—=x)+e(y) firaleyeJ
definiert ist, die Bedingung

lim, s,y 2
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Der Begriff der Ableitung 8.1

erfullt. In diesem Fall ist a die Ableitung von f in x .

KOROLLAR st f in x differenzierbar, so ist f in x stetig. Insbesondere gilt
cV(ncel) .

BEMERKUNG 3 Ist f in z differenzierbar, so ist der Graph der affinen Funktion
y— @)+ f (@) (y—2)

die Tangente am Graphen von f in (x, f (z)) . Sie liefert die beste affine Approximation von f
in der Ndhe von zx :

Fiir alle € > 0 existiert 6 > 0 , so daf3
lo(y)| <e-ly—x| firalleye Jmit |y—z| <.
Ersetzt man f’(x) durch a # f’ (x) und wihlt man 6y > 0, so da8

, —_—
Y \#-y—x tralley € J mit |y — x| < 0¢,
© <|f(2) | fiir all J mi <9
so ist fiir diese y der Fehler grofler als
f'(x)—a
7@ zal gy

Manchmal schreibt man

F) = f@)+f (@) (y—=),

aber dies gibt keine Auskunft, wie grof3 der Fehler ist.

BEISPIEL 1 Die konstanten Funktionen sind in jedem Intervall differenzierbar, und deren
Ableitung ist 0 .

BEISPIEL 2 Fiir alle a € C ist die Funktion x — a - x in jedem Intervall differenzierbar,
und ihre Ableitung ist a .

BEISPIEL 3 Fiir alle a € C ist die Funktion  — exp (a - ) in jedem Intervall differenzier-
bar, und ihre Ableitung in z ist a - exp (a - x) .

BEISPIEL 4 Die Funktion |- | : R — R : 2 —— |z] ist in O nicht differenzierbar, aber in
jedem Punkt von R* mit
. 1 x>0
|- R* — R : z +— signumz := — = falls
=] -1 x <0
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8.2 Rechnen mit differenzierbaren Funktionen

8.2 Rechnen mit differenzierbaren Funktionen

HAUPTSATZ Seien f,g: J — C Funktionen, v € J und a € C .
(i) Sind f,g differenzierbar in x , dann sind die Funktionen a - f , f+ g und f in x diffe-

renzierbar und es gilt
(@ f) @) =a-f(x) . (f+9)(@)=[f(2)+4(z) und [(z)=f(2).
(i1) Produktregel Sind f,qg differenzierbar in x , so ist f-g in x differenzierbar und es gilt
(f-9) () =f(x)-g(2) + f(x)- g (2) .

(i1i)) Quotientenregel Sind f,g differenzierbar in x und ist g # 0 dberall in J , so ist 5 in
x differenzierbar und es gilt
() 0= L0 1) f)
9 g(x)”

(iv) Seien I ein Intervall in R mit I C J und x € I . Ist f in x differenzierbar, so ist fi; in
x differenzierbar mit

(fi) (@) = f'(x) .
(v) Seix € J . Genau dann ist f in x differenzierbar, wenn Re f und Im f in x differenzierbar
sind. In diesem Fall gilt

f'(@) = Ref) (@) +i-(Imf) (z) .

BEISPIEL 1 Fiir alle n € Z ist die Funktion
id":xr— 2" :R— R fallsn>0,bzw. R* — R fallsn <0,
differenzierbar mit Ableitung

. in—1 _
n-id" iz —mn-"t.

BEISPIEL 2 Die Funktionen cos , sin , tan und cot sind differenzierbar mit

/ . - 1 / 1 / -1
cos = —sin , sin'=cos , tan'=— und cot =—— .
cos sin

DEFINITION Man sagt, dal f : J — C in x € J links bzw. rechts differenzierbar ist,
wenn die Einschréinkung von f auf JN]—oo, z] bzw. auf J N[z, 0o in x differenzierbar ist. Man
schreibt in diesem Fall

f(@) = (funmooa) (@) und £ (2) = (fsrpeol) ()

und nennt diese Zahlen linksseitige bzw. rechtsseitige Ableitung von f in x .
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Rechnen mit differenzierbaren Funktionen 8.2

SATZ Genau dann ist f in x differenzierbar, wenn f in x links und rechts differenzierbar
ist, und f] (z) = fl (z) gilt.

BEISPIEL 3 Fiir die Funktion || : R — R : x —— || gilt
) (0) = —1 und |(0) = 1.

Dies zeigt nochmals, daf§ sie in 0 nicht differenzierbar ist.

BEISPIEL 4 Die Funktion

[P R—R:z+— falls

ist in O differenzierbar. Es gilt
/ . / .
(I1%),(0) = =3-id>(0) =0 und (|-*),(0)=3-id*(0) =0.

Aufgabe Untersuchen Sie die Funktion

x® — 223 + 2 r<l1
fTR—R:z+—— f(x):= falls
T r>1

auf (evtl. einseitige) Differenzierbarkeit und stetige Differenzierbarkeit.
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8.3 Kettenregel und Ableitung der Umkehrfunktion

8.3 Kettenregel und Ableitung der Umkehrfunktion

HAUPTSATZ

(i) Kettenregel Seien f:J — C , I ein Intervall in R , g: I — R eine Funktion mit

g(I)c Jundu €I . Sindginu und f in g(u) differenzierbar, so ist fog:1 - J J.c
in u differenzierbar, und es gilt

(fog) (u)=f(g9(w) g (u) .
(ii) Ableitung der Umkehrfunktion Seien f : J — R eine stetige, streng wachsende

-1
bzw. fallende Funktion und f : f (J) — R die Umkehrfunktion. Ist f in x € J differenzierbar,

—1
dann ist f in f(z) genau dann differenzierbar, wenn f'(x) # 0 . In diesem Fall ist dann

(7) v =+

oder

wobei y = f(x) .

BEMERKUNG Das Schreiben von
flgW) = flg(w)  flgW)—flg(u) g(v)—g(u)

v—u 9() —gw) V=
fithrt nicht zu einem richtigen Beweis der Kettenregel, aufler wenn ¢ injektiv ist.

BEISPIEL 1 Ist f:J — C differenzierbar, und ist fiir a,b € R die Funktion
ur—a-u+b:l —J
wohl definiert, dann ist
ur— f(a-u+b): 1 —C
differenzierbar mit Ableitung

ur—a-f'(a-u+bd) .

BEISPIEL 2 Fiir alle x > 0 gilt In (x) = % , d.h.

In' =

1
id
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Kettenregel und Ableitung der Umkehrfunktion

BEISPIEL 3 Fiir alle s € R ist die Funktion
id>:zx+— 2" R, — R
differenzierbar mit Ableitung

s-id* ' i — 5.2 L

8.3

BEISPIEL 4 Ist s > 0, so ist die stetige Fortsetzung von id® durch 0 in 0 genau dann
differenzierbar, wenn s > 1 . Die Formel von Beispiel 2 ist noch giiltig mit den Konventionen

0°=0fallss>0 und 0°=1.
Die Funktion
id*: Ry — R

ist also stetig differenzierbar wenn s > 1 .

BEISPIEL 5 Die Funktion
Vi+-ior—V14+z:]-1l,00] —R

ist differenzierbar mit Ableitung
1 1

— T .
2-v1+4- 2-V1+4+x

ANWENDUNG  Es gilt
' 1
limk( k+\/E—¢E) = <\/1+-) 0 =3

BEISPIEL 6 Die Funktion In|- | : R* — R ist differenzierbar mit Ableitung = .

ANWENDUNG Fiir alle x € R gilt

y
1

lim, o (1 + f) = exp ([ln
Y x

]'<o>) e

BEISPIEL 7 Die Funktion arcsin : |—1,1] — R ist differenzierbar mit Ableitung
1

V1—id?

arcsin’ =

Analog gilt (Ubung)

/ 1 I 1 / -1
arccos = ————— arctan = —— und arccot =

V1—idz 1+ id? 1+id?*
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8.3 Kettenregel und Ableitung der Umkehrfunktion

Aufgabe 1 Fiir s € R, sei

0 z=0
fs Ry — R:x+— fi () := falls

:L‘S-Sin% x>0

In Abhéngigkeit der Werte von s untersuche man die jeweilige Funktion f; auf Stetigkeit,
Differenzierbarkeit und stetige Differenzierbarkeit.

Aufgabe 2

(a) Sei J ein Intervall in R und f : J — R’ eine differenzierbare Funktion. Beweisen Sie
die Formel f' = f-(Inf)" .

(b) Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion

Ri—>Ri:x»—>x“”

Aufgabe 3 Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
(a) Fiir alle a,b,c € C,

R—>C:x»—>exp(a-x2+b-x+0) .
(b) R — R : 2 — sin(z - sinz) + cos (sinz?) .
(c) R, — R:x+— (z")" .

(d)

R, — R:xz+— z®)
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Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema 8.4

8.4 Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

DEFINITION 1 Seien f : J — R eine Funktion und =z € J . Man sagt, daf3 f in = ein
lokales Mazimum bzw. Minimum besitzt, wenn ein 0 > 0 existiert, so dafl gilt

fly) < f(x) bzw. f(y) > f(x) firalleye Jmit |[y—z[<0.

Zur Vereinfachung sagt man lokales Extremum , wenn man nicht prézisieren will.
Dieses lokale Maximum bzw. Minimum heif8t strikt oder isoliert , wenn gilt

fly)< f(z) bzw. f(y)>f(zx) firalleye Jmit0<|y—z|<J.

BEMERKUNG 1 Jeder Punkt, in dem f ihr Maximum bzw. Minimum annimmt, ist ein
lokales Maximum bzw. Minimum.

DEFINITION 2 Ist J ein beliebiges Intervall in R , so definiert man
J®:=]inf J,sup J|

und nennt es das Innere des Intervalls J .

SATZ Ist f inx € J° differenzierbar und besitzt f in x ein lokales Extremum, so gilt f' (x) =
0.

DEFINITION 3 Ist f in « € J differenzierbar und gilt f’ (z) = 0 , so nennt man x einen
kritischen Punkt von f .

BEMERKUNG 2 Ein lokales Extremum von f im Inneren des Intervalls ist ein kritischer
Punkt. Die Umkehrung ist falsch, wie das Beispiel der Funktion

r— 12 R— R,

betrachtet in 0 , zeigt.

BEMERKUNG 3 Der Satz ist falsch, falls x ein Endpunkt des Intervalls ist, da die Funktion
0,1] —m R:z+—x,

in 1 ihr Maximum und in 0 ihr Minimum annimmt.
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8.5 Satz von Rolle

8.5 Satz von Rolle

HAUPTSATZ Seien [a,b] ein Intervall in R mit a # b und f : [a,b] — R eine stetige
Funktion mit f(a) = f(b) . Ist f in la,b| differenzierbar, dann existiert ein & € |a,b] mit
f'(€)=0.

BEISPIEL 1 Ein reelles Polynom vom Grade n und # 0 besitzt hochstens n Nullstellen in
R.

KOROLLAR (Mittelwertsatz) Seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen, die in |a,b|
differenzierbar sind. Dann gilt

(i)  Es existiert ein £ € |a, b[ mit
[f (b) = f(a)]-g" (&) =g (b) —g(a)]- [ (&) -
Ist ¢ # 0 auf]a,b] , so gilt g (a) # g (b) und
)= f(a) _ [(§)
g

(b)—ga) g€

(i) Insbesondere existiert ein € € |a, b[ mit

fO) = fla)=f"() (b—a) .

10T

08T

06T

04T

02T

00 F——F——F————————
00 02 0.4 06 08 10

rr—3-23—5-22+3-2:[0,1] — [0,1]
£=20 und (&) =35 - 5VT

243 243
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Satz von Rolle 8.5

BEISPIEL 2 Es gilt
Inz<zx—1fallsz>0und x #1.

Analog gilt

sinz <x und arctanxz <z firallexz >0.

SATZ (Mittelwertungleichung) Ist f :[a,b] — C stetig und differenzierbar in |a,b| , so
gilt

[f(0) = f (@)l V2 (b—a) - sup,qay | f ()] -

BEMERKUNG Wir werden mit Hilfe der Integralrechnung (vgl. 9.9) zeigen, daff man die
Konstante /2 weglassen kann.

Aufgabe 1 Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgende Ungleichungen:
(a) Fiira,b € R mit a < b ist

e (b—a)<e’—e*<e-(b—a) .
(b) Fir0<ax <1 gilt

2 2
x—%<ln(1+x)< (x—i)-(l—xQ)_l :

Aufgabe 2 Seien a € J° und f : JJ — R in J \ {a} differenzierbar sowie in a stetig. Man
nehme an,

f(a=) =lim,_, f' () und f'(a+):=lim, .. f'(2)
existieren. Zeigen Sie:

f ist in @ genau dann differenzierbar, wenn f’ (a+) = f' (a—) . In diesem Fall gilt f’ (a) =
f'a=).

Aufgabe 3 Jede differenzierbare Funktion f : R — R , die ein lokales, aber kein absolutes
Minimum besitzt, besitzt zusétzlich ein lokales Maximum.
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8.6 Monotonie

8.6 Monotonie

DEFINITION Seien X eine Menge und f,g : X — R Funktionen. Man schreibt f < ¢ ,
falls f () < g(z) fir allez € X .

Man verifiziert sofort, dafl dies eine Ordnungsrelation auf der Menge R” aller Funktionen
von X nach R definiert. Es sei daran erinnert, dafl man

f<g durch f<gund f#g

definiert, d.h. f (z) < g (z) fiir alle x € X | und es existiert ein v € X mit f (u) < g (u) .
Aber Achtung, ist A eine Teilmenge von X , so schreiben wir

f<ginA falls f(x)<g(z) firallex € A.
SATZ Sei f:J — R eine stetige und in J° differenzierbare Funktion. Dann gilt

(i) f'>0bxw. <0inJ° <= f ist wachsend bzw. fallend .

& f'>0bzw. <0inJ° = [ iststreng wachsend bzw. fallend .

BEMERKUNG Die Umkehrung von (ii) ist falsch, wie das Beispiel der Funktion
rr—2?:R— R

zeigt.

KOROLLAR Ist f: J — C eine stetige und in J° differenzierbare Funktion, so gilt

f'=0inJ° <= f ist konstant .

BEISPIEL 1 Fiir alle x € R gilt
arcsinhz = In <a: +v1+ x2> .

BEISPIEL 2 Die Funktion # — z-In (14 1) : R% — R ist streng wachsend, und ihr Bild
ist 0, 1] .
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Monotonie

0.0 t t t t T i i t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

id-In (1+ &) : RY —10,1]

ln(l_‘_%i)_l-:id:Ri—)Rj-

Aufgabe Seien f:.J — R eine differenzierbare Funktion und ¢ € J° mit f’ (a) > 0.

(a) Zeigen Sie: Es existiert ¢ > 0 mit
a—e<z<a = f(z)<f(a)
und

a<r<at+e = f(a)<fl(x).

8.6

(b) Kann man auch auf die Existenz eines ¢ schlieflen mit fjj,_c 4+ streng monoton wach-

send ? Beweis oder Gegenbeispiel !
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8.7 Stammfunktionen

8.7 Stammfunktionen

DEFINITION Sei f: J — C eine (stetige) Funktion. Eine Stammfunktion von f ist eine
differenzierbare Funktion F': J — C mit

F=f.

BEMERKUNG Eine Stammfunktion wird oft geraten und man verifiziert es durch Diffe-
renzieren. Um zu zeigen, dafl jede stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt, benstigt man
aber die Integrationstheorie

HAUPTSATZ (Eindeutigkeit) Seien f:J — C eine Funktion und Fy : J — C eine

Stammfunktion von f . Genau dann ist F': J — C eine Stammfunktion von f , wenn

F=F+c firemceC.

BEISPIEL 1 Die Differentialgleichung der Exponentialfunktion
fl=c-f.

SATZ Seient € J undc,n € C . Es gibt genau eine differenzierbare Funktion f :J — C |
die Losung des Anfangswertproblems

fl=c-f und f(r)=n
1st. Diese Losung ist

c-(o—7) )

f=mn-e

BEISPIEL 2 Kohlenstoff C'* Datierung
Der Zerfall eines radioaktiven Materials mit Masse (oder Konzentration) m (t) zur Zeit ¢
wird durch

m =-\-m

beschrieben, wobei A die Zerfallskonstante ist. Ist mg die Masse zur Zeit t; , so gilt
m(t) =mg-e M)

Ist 7 die Halbwertzeit , z.B. 5568 a fiir C'* | so ist per definitionem

1 —A-T
§~m0—m0-e )
d.h.
\- 2.
T
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Stammfunktionen 8.7

Daraus folgt
m (t) = mg - e (t=to)

Das Verhiltnis vy vom radioaktiven C'* zum nicht radioaktiven C'? bei lebenden Orga-
nismen bleibt konstant durch das Aufnehmen aus der Luft. Nach dem Absterben gilt nach T’
Jahren

v(T) = - e T ,

d.h.
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8.8 De I’'Hospital Regeln

8.8 De I’Hospital Regeln

SATZ (Die elementare Regel) Seien f,g:J — R differenzierbare Funktionen undc € J
mit g (x) # 0 fir alle x € J ~ {c} .
Gilt f(¢) =g(c) =0 und ¢’ (¢) #0 , so ist

fl@) _ f©
9@ g0

lim,_,.

HAUPTSATZ Seien f,g : J — R differenzierbare Funktionen und ¢ ein Endpunkt von
J , der nicht zu J gehort. Wir nehmen an, daff g,q" # 0 auf J und daf

(i) lim, .. f (z) =lim,.g(z) =0
oder
(i) lim, .. g () = F00
qgilt.
Falls lim,,_, . ]gc ,83 in R ezistiert, so existiert lim,_,.. ﬁ in R und es gilt
!/
ST AC) B 1)

= lim,_,. .
g(v) g (v)
BEISPIEL 1 Man kann die Formeln aus 7.16.3 neu beweisen.

BEISPIEL 2 Es ist

lim, o - (g — arctanx) =1 und lim, ,z_ <g — y) ~tany =1 .

BEMERKUNG 1 Die elementare Regel ist dquivalent zur affinen Approximation der Funk-
tionen f und g , da
fl@) _fo)-(a=c+el) [()+28

g@) g (r—)+v(y) g (c)+ 2L

Tr—c

(siche Hauptsatz 8.1). Dies kann man mit der Taylorformel 8.9 verallgemeinern.

BEMERKUNG 2 Die Regel kann man nicht immer direkt anwenden. Z.B. fiir
V1 —cosx

lim, oy
Xz
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De I’'Hospital Regeln 8.8

darf man nicht /1 — cos ableiten, da der Ausdruck komplizierter wird. Man soll folgendermaflen
vorgehen

lim, ,op ——

sinx COS T
hmx*}()‘i, ].lm;r*)[H,

Aufgabe 1 Berechnen Sie

v1—-cosx 1 — cos r
hmx—»O—l—

g — arcsin x

Nip=r:

limmﬂl,

Aufgabe 2 Berechnen Sie

I 1 1
1M o£z—s . -
07 0 ST X

mit Hilfe der Regel von ’'Hospital und mit Hilfe der Restgliedabschétzung fiir den Sinus. Welche

Methode ist die beste ?
. 1 1
1Mo£z— . 9 T 5 )
0720 \ gin2x a2

Analog fiir
lim, oo [ 2° -sin— —
x

25

SIDI—fE—F——m

und

limg-, .0
# 27

Aufgabe 3 Berechnen Sie
limg k- (kE = 1) et T Vi (BE 1)
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8.9 Taylorformel

8.9 Taylorformel

DEFINITION 1 Eine Funktion f : J — C heifit zweimal differenzierbar (in J ) falls f
differenzierbar ist und ihre Ableitung f’ auch differenzierbar ist. Die Funktion

7= ()
heifit die zweite Ableitung von f .

Analog definiert man fiir £ € N den Begriff k-mal differenzierbar durch Induktion. Wir
setzten

FO=f und OV = (FO) firl e Nmitl <k ;

%) heiBt die k-te Ableitung von f .

Man sagt, daB f k-mal stetig differenzierbar ist, falls f k-mal differenzierbar ist und f®*
stetig ist. Man bezeichnet mit C*) (.J) die Menge aller dieser Funktionen und definiert die
Abbildung

I CW(])—C(J): fr— fP .

Man beachte, daf C (J) := C(®) (.J) die Menge aller stetigen Funktionen auf .J ist.
Die Funktion f heifit unendlich oft differenzierbar , wenn sie k-mal differenzierbar fiir alle
k € N ist.

BEMERKUNG 1 Ist eine Funktion f k-mal differenzierbar, so ist ihre I-te Ableitung f®
stetig fiir alle [ < k und es ist

9 CW(J) — V() fr— fO .

Alle Ableitungen einer unendlich oft differenzierbaren Funktion sind stetig.

DEFINITION 2 Ist f k-mal differenzierbar und x € J , dann heifit

k) (4 l
=3 Wy

[!
das Taylorpolynom vom Grade k von f in x .

Fiir alle 7 =0, ...,k gilt

(T )V () = f9) () ,
da

LA O (g -
@mp? =3 Dy

HAUPTSATZ (Taylorformel mit Lagrange-Rest) Seien f:J — R eine k-mal stetig
differenzierbare Funktion, so dafl f*) in J° differenzierbar ist, und x € J .
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Taylorformel 8.9

Fiir alle y € J mit y # x existiert ein & strikt zwischen x und y mit

ko0 (g l (k+1) .
=Y Iy L

KOROLLAR Scien f : J — C eine k+ 1-mal differenzierbare Funktion und x € J . Dann
gilt

BEMERKUNG 2 Ein Polynom vom Grade k stimmt mit seinem Taylorpolynom vom Grade
k iiberein. Dies kann man bei der Entwicklung von Polynomen benutzen.

BEMERKUNG 3 Schreibt man fiir f: J — C

b (g l
F = ) ¢ R )

so zeigt die Taylorformel, dafl

(k+1)
Rii1 (y) = f(ka)f,) Sy — )"

fiir ein £ strikt zwischen = und y gilt. Ist | f (k+1)| < M in J° | so folgt

M
| Riev1 (y)] < G 1) ly—a|" firalleye J,
also insbesondere
R
hm#y%L@; =0 firalej=0,1,....,k.
(y —z)

Dies ist insbesondere erfiillt, falls J = [a,b] und f (k + 1)-mal stetig differenzierbar in [a, 0]
ist, da f*+Y) nach dem Satz von Weierstrass 7.10 beschréinkt ist.

BEISPIEL Fir alle £ € N gilt

_1)1

k l k
-1 .
coST = lE ((2”)' -2® + Rypi2 (r) und  sinz = lg m 2?4 Rops (2)
=0 =0

mit

k
|Ry, (z)| < % fir allez € R .
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8.9 Taylorformel

Aufgabe 1 Seien k € N* | f: J — C eine (k — 1)-mal differenzierbare Funktion und z € J .
Ist f*#~Y in 2 differenzierbar und schreibt man

k
fO (@)
Fy)=> I (y—2)" + Risa ()
1=0

so gilt

Riy1 (y)
(y — )"
Beschreiben Sie den Unterschied zwischen dieses Resultat und dasjenige aus obige Bemerkung
3.

=0.

hmw;ﬁyﬂx

Hinweis : Benutzen Sie die elementare de I’'Hospital Regel.

Aufgabe 2 Seien J ein Intervall in R und f,g € C™ (J) .
(a) Zeigen Sie: f-g € C™ (J) und es gilt die Leibnizsche Differentiationsformel

n

(f-9™=>" (Z) f g

k=0

(b)  Sei f :=sin-cosh . Berechnen Sie f® fiir n € N mit Hilfe der Leibnizschen Differentia-
tionsformel.

Aufgabe 3

(a) Seien cy,co,n € C, ¢; # 0 . Zeigen Sie mit Hilfe des Ansatzes f = g-e 19 | dass

f= ] 4 <77 — @) Le—crid
1 1
die einzige Losung des Anfangswertproblems
ffrea-f=c , f(0)=n
ist.
(b)  Seien ny,n;, € C . Losen Sie das Anfangswertproblem
ffrf=0 ., fO)=mn . fO)=mn.

Hinweis : Machen Sie dazu den Ansatz f = g - €"'9 und zeigen Sie, dass ¢” +2i-¢' =0
ist.

(c) Geben Sie die Losungen fiir die Paare (1, 7;) = (1,0) und (0,1) an.
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Hinreichende Bedingung fiir strikte lokale Extrema 8.10

8.10 Hinreichende Bedingung fiir strikte lokale Extrema

HAUPTSATZ Sei f:J — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, so dafs
fllay=f"(2)=...=f"V(@)=0 und f¥(z)#0

fiir ein k € N und ein x € J° gilt. Dann sind folgende Aussagen dquivalent :

(i) [ besitzt ein striktes lokales Minimum bzw. Mazimum in x .

(i) [ besitzt ein lokales Minimum bzw. Mazimum in x .

(iii) k ist gerade und es gilt f® (x) >0 baw. f® (z) <0 .

KOROLLAR  Wir nehmen an, daf$ f zweimal stetig differenzierbar ist.

(i)  Besitzt f ein lokales Minimum bzw. Mazimum in x , so gilt

f () =0 sowie f"(x)>=0 bzw. f"(x)<0.
(ii) Gilt

f(x) =0 sowie f"(x)>0 bzw. f"(z) <0,

so besitzt f ein striktes lokales Minimum bzw. Maximum in x .

BEISPIEL 1 Die Umkehrung des Korollars (i) ist falsch wie das Beispiel von id* zeigt. Es
gilt
(id*) (0) = 3id*(0) =0 und (id®)" (0) = 6id (0) =0 .
Dies ist kein Widerspruch zum Satz, da
(1d®)? (0) = 6

und 3 ungerade ist.

BEISPIEL 2 In manchen Féllen kann man nicht mit Hilfe des Satzes iiber ein lokales Mini-
mum bzw. Maximum entscheiden, wie z.B. falls f unendlich oft differenzierbar ist mit f* () =
0 fur alle £ € N . Die Funktion

exp (—x%) x#0
f T R—R:z+— falls
0 z=0
ist unendlich oft differenzierbar und es gilt
pr (3) - exp (—33) z#0
8 (z) = falls ,
0 =0

wobei py ein Polynom ist.
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8.10 Hinreichende Bedingung fiir strikte lokale Extrema
Aufgabe Zeigen Sie, daf die Funktion

fTR—R:z+— 7 falls

unendlich oft differenzierbar ist.
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Konvexitit 8.11

8.11 Konvexitit

DEFINITION Eine Funktion f : J — R heifit konvez , falls fiir alle x,y € J mit x # y

gilt
flars+[l—al-y)<a-f(@)+(1-a) fly) firalleaeo]
oder
f(z)gy_z-f(x)—i-z_x-f(y) fiir alle z zwischen x und y ,
y— y—z
wobei
z=a-z+ (1l —a) -y bazw. a=24"7
y—x

gesetzt ist.
Die Funktion f heifit konkav falls — f konvex ist.

SATZ Ist f:.J — R stetig und in J° differenzierbar, dann ist f genau dann konvex, wenn
f':J° — R wachsend ist.

KOROLLAR Ist f stetig und zweimal in J° differenzierbar, so ist f genau dann konvexz,
wenn [ >0 in J° gilt.

BEISPIEL 1 Die reelle Exponentialfunktion ist konvex.
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8.11 Konvexitit

BEISPIEL 2 Die logarithmische Funktion ist konkav.

ANWENDUNG  Fiir alle p,q € |1,00[ mit ; + 1 =1 und alle z,y € R, gilt
1 1 €T y

TP oys L —+ = .
p q

Diese Ungleichung verallgemeinert diejenige zwischen dem geometrischen und arithmetischen
Mittel :

r+y

NARRTIES 5

BEMERKUNG Ist f” > 0 auf J , so ist {f = ¢} fiir ¢ € R hochstens zweielementig.

Ist f nur konvex (d.h. f” > 0 ), so ist dieses Resultat falsch, wie das Beispiel der Funktion

0 -1<2<0
-1L,1] —R:z2+— falls
3 0<z<l1

die 2-mal stetig differenzierbar ist, zeigt. Die zweite Ableitung ist 6 - max (-,0) .

Aufgabe Seien J ein offenes Intervall in R und f : J — R eine Funktion. Zeigen Sie:

(a) Ist f konvex, so ist f stetig.
Hinweis : Fiir alle € J et a,b € J mit a < x < b schéitzen Sie f (z) fiir y € [a,b] ab
durch

F) <fl@)+My—=z) bzw. f(y)=[f(z)+m(y—xz)
fiir geignete Konstanten m, M € R getrennt fiir y < x und y > x.

(b) Ist f € C? (J),soist f genau dann konvex, wenn der Graph von f oberhalb jeder seiner
Tangenten liegt, dh. wenn fiir alle z,y € J gilt

f) 2 f@)+f (=) @y—2) .
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Diskussion einer Funktion 8.12

8.12 Diskussion einer Funktion

Wir errinern an die Punkte die bei der Diskussion einer Funktion von Bedeutung sein
konnen :
Grenzwert am Rand.

a)
) Stetige Fortsetzbarkeit und Differenzierbarkeit.
)

=3

Nullstellen oder andere charakteristische Werte.

c)

d

e)  Kritischen Punkte : {f’ = 0} , Vorzeichenwechsel von f’ | lokale Extrema.
f)  {f” =0}, Vorzeichenwechsel von f” : Wendepunkte.

g) Konvexitit.

Monotonie.

A~~~ N N /N /N /N

BEISPIEL Diskussion der Funktion

id:=expo(id-In) =R, — R : x> 2°

Y

wobei id - In stetig in 0 durch 0 fortgesetzt wurde.

Sie ist stetig, insbesondere gilt
lim, .o 2°* =1= 0%,
sowie

lim, oo = 00 .
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8.12 Diskussion einer Funktion

Sie ist unendlich oft differenzierbar in |0, co[ und in 0 nicht differenzierbar. Es ist

1
Oz =2% (lnx+1) und 82a:x:a:$-[(lna:+1)2+— > 0 fiir alle z > 0 .
T

Sie ist strikt positiv und

(2® =1} = {0,1} .

Es gilt
1 1
Ox" =0} =4 — - ~0,3678... .
o= ={1} . I=0
Sie besitzt in é ein Minimum mit Wert e~ ¢ ~ 0,6922... , da sie links von % streng fallend und

rechts von % streng wachsend ist. Sie ist konvex.

Aufgabe Diskutieren Sie die Funktionen

(a) 1 1

R* R: B
(b) Ri—>R:xr—>ln2x—1nx2.
(c) Inx

R:—>R:x»—>—.
T
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Taylorreihen 8.13

8.13 Taylorreihen

DEFINITION 1 Seien f : J — C eine unendlich oft differenzierbare Funktion und x € J .
Man sagt, dafl

V(@)
Z T (id —z)'
1=0
die Taylorreihe von f in der Nihe von x ist. Fiir alle k& € N definiert man das (k + 1)-te
Restglied Ryy1:J — R durch
o0 (g
F =310 b R ) furalleye

Die Taylorformel zeigt, daf fiir alle £ € N* | wenn f reell ist, das Restglied ausgewertet in
y € J die Form

(&)

R () =)

fiir ein &, zwischen y und = hat.

SATZ Die Taylorrethe von f in der Nihe von x ist genau dann in y € J konvergent, und es
gilt
— S (x) l
fy)=> 7 -2,

=0

wenn

DEFINITION 2 In diesem Fall sagt man, daf3 die Taylorreihe die Funktion f in y darstellt.

BEISPIEL 1 Die Taylorreihe von exp : R — R in der Nihe von 0 ist

nt
1=0
und stellt diese Funktion dar. Man braucht nur zu benutzen, dafl exp die Losung des Anfangs-

wertproblems
f'=f und f(0)=1
ist, und daﬁ('f;:—!‘l> eine Nullfolge ist.

Analog kann man die Taylorreihe von exp (i - id) : R — C in der Nihe von 0 bestimmen.
Dies fiihrt zu den bekannten Potenzreihen von cos und sin .
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8.13 Taylorreihen

BEISPIEL 2 Die Taylorreihe der Funktion aus Beispiel 11.12 ist die Nullreihe. Sie stellt diese
Funktion nur in 0 dar, da

1
exp (_P) >0 firallex #0

gilt.

BEISPIEL 3 Die Ableitungen der Funktion In (1 +1id) : |]—1, 00 — R sind
(1—1)!

(1 +id)’
Die Taylorreihe von In (1 +id) in der Néhe von 0 ist somit

o (1)1 .
Z( l) -id" .

=1

On(1+id) = (-1)""- firl > 1.

Sie stellt diese Funktion in allen Punkten aus [—%, 1} dar. Insbesondere gilt

o0

(1) 30

=1 =1

Mit Hilfe der Integraldarstellung des Restglieds werden wir spéter sehen, dafl In (1 + id)
durch diese Reihe auf |—1, 1] dargestellt wird.

Aufgabe

(a) Bestimmen Sie die Taylorreihe von

fi]l-lLool —R:izr— 14z
im Nullpunkt.

(b) Geben Sie ein Intervall an, auf welches diese Reihe die Funktion darstellt. Zeigen Sie fiir
jedes k € N* und jedes § € [0, 1[ die Restgliedabschéitzung

(2k — 2)!
1k (k—1)
Hinweis: Benutzen Sie

l_ .
B ()] < o7 5110yt firalley € [0, 00] .

k—1

. 2k —2)!
<2f—1>‘m-

—

<
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Newtonverfahren : konvexer Fall 8.14

8.14 Newtonverfahren : konvexer Fall

HAUPTSATZ Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare und konvexe Funktion mit
f(a) <0 wund f(b)>0.

(i) [ besitzt genau eine Nullstelle £ € |a, b| .
(i)  Fir jedes xo € [a,b] mit f (x¢) = 0 wird durch die Rekursionsformel

f (zx)

T )
eine fallende Folge (1), oy definiert, die gegen & konvergiert.
(111) Ist f'(§) = m >0 et f'(x) <M fir alle z € ]€,b] , dann gilt

|Tkyo — Tppr] < |€ — Tppa| < o |Zesr — 2k
m

BEMERKUNG Es gilt ein analoges Resultat falls f (a) > 0 und f (b) < 0 . In diesem Fall
ist die Folge (1), cy Wachsend. Man kann auch die Konvexitét durch die Konkavitét ersetzen,
aber man mufl dann zy so wihlen, da§ f (zo) < 0 gilt.

BEISPIEL 1 Seip e N*.Ist a € Ry und a # 0,1 , dann erfiillt die Funktion
rr—af —a

die Voraussetzungen des Satzes auf dem Intervall [0, max (1, a)] . Man findet wieder die definie-
rende Folge fiir die p-te Wurzel von a (vgl. 5.6).
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8.14 Newtonverfahren : konvexer Fall

BEISPIEL 2 Berechnung von In 2 mit Hilfe approximativer Werte fiir e” .

Man wendet das Newtonverfahren auf die Funktion
rr—e"—2:00,1] —R.
Es ist
Tpy1 =Tp — 1 +2-e
Man erhélt

zo=1 , z1=2-¢' | 29=2-e1—142.¢:=0,60...,

x3=0,6931475... |, x4 =0,69314718... .

Die Konvergenz dieser Verfahren ist viel schneller als die Benutzung der Reihe

In2 = f: (_1]2’“1 .

=0

Man braucht da 100 Terme, um einen Fehler kleiner als 102 zu haben !

Aufgabe Sei f:J — R eine zweimal differenzierbare Funktion mit einer Nullstelle £ € J
mit f () = f'(£) = 0. Ferner gebe esein M € R mit 0 < f” < M . Zeigen Sie fiir 2o € J~{{} :

(a) Durch die Newtonsche Rekursion

flae)
Tha1 Z:J?k—m fir k e N
wird eine streng monoton gegen { konvergierende Folge (xy),y definiert.
(b) Ist f” stetig in £ , so existiert ein ¢ € |0, 1[ derart, dass |z — &| < ¢ |xp — €] fiir alle
EeN.
Hinweis: Man fiihre es auf den Fall xy > £ zuriick. Fiir die Funktionen

o f p—§
@Zld—? und & := id—¢
ist die stetige Fortsetzbarkeit in ¢ (I’'Hospital) und die Eigenschaft ® < 1 auf [, 2] zu zeigen.
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Newtonverfahren : lokaler Fall 8.15

8.15 Newtonverfahren : lokaler Fall

BEMERKUNG Die Folge des Newtonverfahrens ist nicht immer konvergent, wie das Bei-
spiel der Funktion arctan mit xy := 1,4 zeigt.

Né#hert man sich aber genug der Nullstelle, so wird diese Folge konvergent, z.B. schon wenn
xo :=1,3917 .

Dies wird durch den folgenden Satz bestétigt.

HAUPTSATZ Sei f : [a,b] — R eine 2-mal differenzierbare Funktion mit

f@y<0 , f®) >0 , f#0 in [ab],
so daf ein M € R, existiert mit | f" (z)| < M fir alle x € [a,b] .

(1)  Dann existiert m > 0 mit f' > m und [ besitzt genau eine Nullstelle § € ]a, b]
(it)  Wihlt man a,b € [a,b] mit a <b , so dafs

und

{a-%-(é-a),ﬂ%-(é—a)} c [a,0] ,

dann definiert fiir jedes xo € [d, l;] die Rekursionsformel

f (l“k)

T T )

eine Folge (T),cy 0 |:(~l — % . (i) — d) b+ % (i) ﬂ , die gegen & konvergiert.
Zusdatzlich gilt fir jedes k € N

M
[ — € < 5 o — €
-m

2-m  /k\2"
<5 ()

und
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