Kapitel 17

DAS LEBESGUE-INTEGRAL
AUF EINER
UNTERMANNIGFALTIGKEIT
UND

DER DIVERGENZSATZ

Im weiteren bezeichne X eine Untermannigfaltigkeit mit Rand der Dimension m in R™ .

Fassung vom 23. Februar 2006
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17.1 Das Lebesgue-Integral auf einem affinen Unterraum

17.1 Das Lebesgue-Integral auf einem affinen Unterraum

Seien F ein m-dimensionaler affiner Unterraum des R” , b € E und 9 : R™ — R" eine affine
Abbildung derart, daf (Je; —b),_, . eine orthonormierte Basis in £ — b ist. Man definiert

-----

das Lebesgue-Integral A\ auf F durch

Diese Definition héingt nicht von der Wahl von 9 ab. Allgemeiner, ist v : U — R" eine
andere reguldre Parametrisierung von £ | so gilt

A =7 ([det Dy (u)" Dy (u)]% : )\U> :

BEISPIEL In der Zerlegung R"*! = R x R" gilt
AN =A@\ = //\’;d)\(x) :

wobei A das Lebesgue-Integral auf der Hyperebene {x} x R" ist.
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Das Lebesgue-Integral auf eine Untermannigfaltigkeit 17.2

17.2 Das Lebesgue-Integral auf eine
Untermannigfaltigkeit

DEFINITION 1 Sei v : U — R" eine lokale regulidre Parametrisierung von X . Fiir k,[ =
1,...,m definiert man

giy U — Riwr— (D (u)" Dy (u) ex| er) = (Oxy (u)| Oy (u)) -
Die Abbildung
G = (g0,) : u— Dy (u)" Dy (u) = (g, (u)) : U — Mg (m x m)
heifit metrischer Tensor bzgl. der Parametrisierung v . Man bezeichnet
g" (u) :==det Dy (u)" Dy (u) = det G (u)

als Gramsche Determinante bzgl. der Parametrisierung ~ .

LEMMA  FEs gilt Dy (u)" Dy (u) € GLLg (m) und

97 (W)]2 = Ary@) (P[Ovy (u) ..., 0my (u)]) >0 .

N

Analog zur Bemerkung 16.6 nennt man [g”]% das Volumenelement von X bzgl. der krumm-

lintigen Koordinaten , die durch die Parametrisierung ~ definiert sind.

SATZ Sind~vy:U — R" und 9 : V — R" lokale requldre Parametrisierungen von X mit
vy (U)=9(V) , dann gilt

7 (1 aw) =0 (16" w) -

HAUPTSATZ FEs gibt genau ein Radon-Integral Ax auf X , so daf fiir jede lokale reguldire
Parametrisierung v : U — R™ von X gilt

)0y =7 (9712 Mo -
BEMERKUNG 1 Fiir jede nicht-leere offene Menge O in X gilt Ax (O) >0 .
BEMERKUNG 2 Der Rand 0X ist eine Ax-Nullmenge.

BEMERKUNG 3 In manchen Situationen existiert eine lokale regulidre Parametrisierung
v:U — R"von X | so dal X \ v (U) eine Ax-Nullmenge ist. In diesem Fall gilt

Ax =7 ([g”]% . )\U> )
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17.2 Das Lebesgue-Integral auf eine Untermannigfaltigkeit

BEMERKUNG 4 Ist Y eine Untermannigfaltigkeit des R” mit Dimension < mund Y C X ,
so ist Y eine Ax-Nullmenge.

BEISPIEL Seien J ein Intervall in R und v : J — R" eine parametrisierte Kurve wie in
Beispiel 13.6.4. Die Kurve 7 (J) ist also eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann ist

2
DY'Dy = (7)) =11,
also
[g"]> = 1] -
Daher gilt fiir alle a,b € J mit a < b

b
o (r(laB) = [ =L,
wobei L die Bogenlénge der Kurve « ([a, b]) bezeichnet (vgl. 11.2).
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Das Lebesgue-Integral auf dem Rand 17.3

17.3 Das Lebesgue-Integral auf dem Rand

LEMMA  Seien (v;) eine Basis eines m-dimensionalen Untervektorraums T des R™
T der von (vj)j:2 .
undw LT . Dann qilt

Ar (P v, .. vp]) = [(v1]w)] - Az (Plvg, ... 0]) -

Jj=1,....m
erzeugte (m — 1)-dimensionale Untervektorraum und w € T mit |w| = 1

BEMERKUNG |(v;]|w)] ist die Hohe des Parallelotops
Pluy, ..., 0

iiber der Basis P [vg, ..., U] .

KOROLLAR Seia e R, U offen in H, und v : U — R"™ eine lokale requlire Parametri-
sierung von X . Es gilt

9" (a,) = [(017 (e, ) |ﬁ073)}2 g auf U

BEISPIEL Bestimmung des Lebesgue-Integral auf S"~! (r)

Mit den Notationen aus Beispiel 13.6.2 ist der duflere Normalenvektor an B” (r) in x mit
|z| = r gegeben durch

x
n (I’) = 10
| ]
und
g”g (Qgy .o osp,) =1""1cos" 2, -cos" P, 4 ... cO8 3,
d.h.
Agn-1(p) = rth A2 (A]_ﬁ,ﬂ[ ® ® cos’ 2 )\]gg[>
j=3
oder
dAsn-1(ry (2) =171 v cos" o, o8 P, g 08 pgd (Pgy e p)
Insbesondere ist die Fliche dieser Sphéire gleich
272
et / 2 cos" 2, - cos" g, 1 cos pad(py, .., 0,) = T :2 S
J-mmlx]- 5.5 (5)

Die Transformationsformel in Beispiel 16.6.5 zeigt
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17.3 Das Lebesgue-Integral auf dem Rand

HAUPTSATZ Es gilt

A= / )\gn—l(T) dr .
0

SATZ Sei~:U — R" eine lokale regulire Parametrisierung von X mit U offen in H, und
a € R . Dann gilt
~1 -1 —1

“078 = 'D’}/ (047 ')G(Oé, ')61

sowie
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Teilung der Eins 17.4

17.4 Teilung der Eins

SATZ SeiY ein metrischer Raum. Fine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn
fiir jede lokale reguldre Parametrisierung v von X die Abbildung f o~y stetig ist.

Daher die

DEFINITION Eine Abbildung f : X — RP? heif3t stetig differenzierbar , wenn f o~y fiir
jede lokale regulére Parametrisierung v von X stetig differenzierbar ist.

BEMERKUNG Es geniigt fiir die Stetigkeit wie fiir die Differenzierbarkeit nur eine reguliire
Parametrisierung in einer Umgebung jedes Punktes zu betrachten.

BEISPIEL Sind W eine offene Teilmenge des R” mit X C W und f : W — RP eine stetig
differenzierbare Abbildung, so ist f|x stetig differenzierbar.

Wir werden jetzt eine sogenannte stetig differenzierbare Teilung der Eins auf X konstruie-
ren. Wir werden sie als Einschréinkung einer solchen auf R™ bekommen.
Wir bezeichnen mit D (R") die Menge aller Funktionen auf R” , die unendlich oft differen-

zierbar sind und kompakten Tréger besitzen. Definiert man zum Beispiel p : R — R durch
exp (—1%3) lz] <1
p(z):= wenn ,
0 lz] > 1

soist p € D1 (R) .
Die Funktion o definiert durch

o(x):= Zp(w—z) fir alle x € R
Z€EZ
ist unendlich oft differenzierbar und > 0 auf R .

SATZ Setze p, := 2 . Es gilt

pr € D(R) und Z,ol(-—z):l.

z2EZL
Fiir jedes ¢ > 0 und z € Z" sei p, , : R" — R definiert durch

- 1
T ()
j=1
Es gilt

p.. €D[R") , suppp.. Ce-(z+[-1,1]") und Y p..=1.
ZEL™
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17.4 Teilung der Eins

In der Nihe jedes Punktes enthdlt diese Summe hichstens 2" + 1 Terme, die dort nicht Null
sind.

DEFINITION  Man sagt, da8 (p..)
auf R” ist.

.zn €ine unendlich oft differenzierbare Teilung der Eins

Oft fithrt man die Untersuchung einer Funktion f auf X auf eine lokale Untersuchung
mittels f = ) ;. p..x - [ zuriick. Die Wahl des ¢ wird mit Hilfe des folgenden Lemmas
getroffen.

LEMMA  Sei X ein metrischer Raum, K eine kompakte Teilmenge von X und <Uj)j€ ; eine

offene Uberdeckung von K . Dann ezistiert ein € > 0 (die Lebesquezahl), so dafs fiir jede Menge
AC X mitdiam(A) <eund ANK #0 gilt AC Uj fir ein gewisses j € J .
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Der Gradient 17.5

17.5 Der Gradient

LEMMA Seien f : X — RP eine stetig differenzierbare Abbildung, x € X und t € Tx (x) .
Fiir jedes Intervall J in R mit J° # () und jede stetig differenzierbare parametrisierte Kurve

V:J—X mit0eJ , 90)=z , ¥0)=t und I (J)C X,
héingt der Vektor (f o9) (0) € RP nicht von ¥ , sondern nur von f , x und t ab.

DEFINITION 1 Der Vektor
Of (x) == (fo0)' (0) .
heilt die Ableitung von f in x in Richtung t .

Er beschreibt die Variation von f in Richtung von t , d.h. entlang jedes adéquaten ¢ .

HAUPTSATZ Seien f: X — R eine stetig differenzierbare Funktion und x € X . Es gibt
genau einen Tangentialvektor s € Tx () mit

of (x) = (s|t) firjedeste Tx (z) .

DEFINITION 2 Man nennt den durch
of () = (grady f (z)|t) fiir alle t € Tx (x)

eindeutig bestimmten Tangentialvektor grad f () den Gradient von f in z .
BEMERKUNG 1 grady f (z) zeigt in Richtung des gréfiten Wachstums von f .

BEMERKUNG 2 Ist v eine lokale regulire Parametrisierung von X | so gilt

(grady f) oy = Dy o G grady (f o) .
Insbesondere ist
grady f: X — R"
eine stetige Abbildung.

SATZ (Produktregel) Sind f,g: X — R stetig differenzierbare Funktionen, so gilt fir
allez € X und t € Tx (x)

O (f-9)(x) = f(x) 0g(x)+0f(x) g(x) .

Insbesondere gilt

grady (f-g) = f-grady g +grady - g .
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17.6 Die Divergenz

17.6 Die Divergenz

Das Ziel dieses Paragraphen ist die Definition der Divergenz auf einer Untermannigfaltig-
keit X sowie der Beweis einer Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes der Differential- und
Integralrechnung :

/abF’:F(b)—F(a) ‘

DEFINITION 1 Wir bezeichnen mit K (X) die Menge aller stetig differenzierbaren Funk-
tionen ¢ : X — R mit kompaktem Tréger.

LEMMA Seien

m
a17b1 X H aja ’
Jj=2

ein offener Quader mit Rand der Dimension m und f : Q — R™ eine stetig differenzierbare
Funktion.

(i)  Fir alle p € KO (Q°) gilt

/QO'diVQf dAg = —/(gfadcg90|f) dAq -
(i) st f mit kompaktem Trager in Q , so gilt

[aivas o= [ (roilen) drgo

DEFINITION 2 Eine Abbildung v : X — R” heif}t ein Feld von Tangentialvektoren , falls
v(z) € Tx (v) fiir alle x € X gilt.

BEISPIEL Ist f eine stetig differenzierbare Funktion auf X |, so ist grady f ein stetiges Feld
von Tangentialvektoren.

DEFINITION 3 Eine Untermannigfaltigkeit X heiBt von der Klasse C®? | falls jeder Punkt
in X eine lokale regulire Parametrisierung besitzt, die zweimal stetig differenzierbar ist.

Im folgenden sei X stets eine Untermannigfaltigkeit mit Rand der Klasse C?

HAUPTSATZ Seiv: X — R" ein stetig differenzierbares Feld von Tangentialvektoren.
Dann gibt es genau eine stetige Funktion f : X — R mit

/g0~fd)\xz—/(gradxg0]v) dhx  fiir alle o € KW (X N 0X) .
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Die Divergenz 17.6

DEFINITION 4 Man nennt die durch
/ ¢-divyv dix = — / (grady ¢|v) dAx fiir alle p € KB (X \ 9X)

eindeutig bestimmte stetige Funktion divy v die Divergenz von v .

BEMERKUNG Ist v eine zweimal stetig differenzierbare lokale regulire Parametrisierung
von X , so gilt

N[

(@ivyo) oy =[] 4 divy (g7 EDr (o)) |

SATZ (Produktregel) Sind f : X — R eine stetig differenzierbare Funktion und v :
X — R" ein stetig differenzierbares Feld von Tangentialvektoren, so gilt

divy (f -v) = f-divx v+ (grady f|v) .
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17.7 Der Divergenzsatz

17.7 Der Divergenzsatz

HAUPTSATZ (Divergenzsatz oder Satz von Ostrogradzky) Seiv : X — R" ein
stetig differenzierbares Feld von Tangentialvektoren mit kompaktem Trager. Dann gilt

/diVXU d)\X :/(U|ﬂ) d)\aX .

SATZ (Partielle Integration) Seien f: X — R eine stetig differenzierbare Funktion und
v: X — R" ein stetig differenzierbares Feld von Tangentialvektoren, so dafi f - v kompakten
Triger hat. Dann gilt

/f-divxvd/\xz/(f-v|n) d/\ax—/(gradXﬂv) DAy .

DEFINITION Ist f: X — R zweimal stetig differenzierbar, so definiert man den Lapla-
ceschen Differentialausdruck von f auf X durch

Axf :=divxgrady f .

HAUPTSATZ (Greenformel) Seien f,g: X — R zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen, so dafl f - g kompakten Trdger besitzt. Dann gilt

/(Axf-g—f-Axgwx=/<anf-g—f-ang>dAaX.
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Der Satz von Gauf 17.8

17.8 Der Satz von Gaufl

Im folgenden ist stets
X eine n-dimensionale abgeschlossene Untermannigfaltigkeit mit Rand des R™ der Klasse C®
und
v : X — R" eine stetig differenzierbare Abbildung.

HAUPTSATZ FEs ist
0X =X~ X°=FrX

und ist v mit kompaktem Triger so gilt

/diVX’U d)\X :/(U’ﬂ) d)\aX .

Ist f: X — R eine stetig differenzierbare Funktion, so daf$ f -v kompakten Triger hat, so
qilt die Formel der partiellen Integration

/f-divv d)\X:/(f-v|n) d)\ax—/(gradf\v) dMx .

BEISPIEL 1 Wendet man, falls X kompakt ist, den Satz von Gauss auf id : R® — R" an,
so bekommt man

1
M (X) = ﬁ-/(id|n) Dox -
Mit Hilfe von Beispiel 17.3 folgt
n n T n—
A" (B (1)) = - Agn—1 (S 1) .

BEISPIEL 2 Das Archimedische Prinzip Ein fester Korper X befinde sich in einer
Fliissigkeit der Dichte ¢, deren Oberfléiche auf Hohe 0 ist . Im Punkt x € 0.X iibt die Fliissigkeit
den Druck

p(x)=c-x3-n(x)

aus. Die gesamte resultierende Kraft ist

F:/pd)\ax.

c- N (X) j=3
(e| F) = si :
0 j#3

Mit Hilfe des Satzes von Gauss folgt

d.h.
F=c-X(X) e5.
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17.8 Der Satz von Gaufl

Also erfihrt der Korper einen Auftrieb gleich dem Gewicht der verdringten Fliissigkeit.

BEISPIEL 3 Fiir v € X° gilt

. ) 1
v (2) = limemos s+ [ (1) dhevrg

Das Integral [ (v|n) dAgn-1(;.) nennt man Fluf der aus B" (z,¢) tritt. Der Limes ist also
die Dichte des Flules der aus x tritt. Man interpretiert div v (x) als die Intensitdt der Quelle
in z die v erzeugt, in Anlehnung an das folgende Beispiel aus der Physik.

Eine der Differentialgleichungen von Maxwell lautet

p=div (eE) ,
wobei p die Ladungsdichte ist, F das elektrische Feld und ¢ der Dielektrizitiits-Tensor. Aus dem

Satz von Gauss folgt
/p d/\X :/(5E|n) d)\ax s

d.h. der Fluf der elektrischen Verschiebung, die aus 0X tritt, ist gleich der Ladung in X .

KOROLLAR (Gradientensatz) Sei f: X — R eine stetig differenzierbare Funktion mit
kompaktem Trager. Dann gilt

/grade d)\X_/f'nd)\aX .
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Rotation und Vektorprodukt 17.9

17.9 Rotation und Vektorprodukt

Im folgenden ist stets
X eine 3-dimensionale abgeschlossene Untermannigfaltigkeit mit Rand des R? der Klasse C?
und
v: X — R? eine stetig differenzierbare Abbildung.

Oft betrachtet man folgende anti-symmetrische Matrix

0 821}1 — 811)2 83’1)2 — 821)3
Dv— DvT = 81?}2 — ag’Ul 0 83’1)2 — 821)3
81?)3 — 83'01 (921)1 — (91112 0

DEFINITION 1 Fiir alle a,b € R? definiert man

0 —das Q9 bl a2b3 — &3[)2
alNb:= as 0 —aq b2 = a3b1 — &1b3
—a9 aq 0 bg CL1b2 — a2b1

und nennt a A b das Vektorprodukt von a und b .

Fiir alle a, b, c € R? gilt
aAb=—bAa Lab und |aAbl =\ (Pla,b]) ,
sowie
(anblc)=(albAc) und aA(bAc)=(alc)-b—(a|b)-c.
Mit diesen Notationen gilt fiir alle £ € R3
(Dv—Dv"){ =rotv A& und (rotv|€) =div(vAE) ,
wobei (vgl. Beispiel 11.6)

Oav3 — 0302
rotv = | 0Osv; — Oivs
O1vy — Oa0y

HAUPTSATZ (Rotationssatz) Es gilt

/rotv d)\X:/n/\U dN\ox .

Im folgenden ist stets
X eine 2-dimensionale abgeschlossene Untermannigfaltigkeit mit Rand des R? der Klasse C?) |
W eine offene Menge in R? , die X enthilt,
und
v: W — R3 eine stetig differenzierbare Abbildung.
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17.9 Rotation und Vektorprodukt

LEMMA  Lokal kann man ein Normalvektor v (x) zu X in xz € X , d.h. normal zum Tan-
gentialraum Tx (x) , wdhlen, der normalisiert ist und stetig von x abhdngt.

Ist v : U — R? eine lokale regulire Parametrisierung um z , so kann man diesen Normal-
vektor durch

N[

voy:ur [g7 (u)] "2 01y (u) AOyy(u) : U — R

definieren.

BEMERKUNG 1 Man sollte diesen Vektor nicht mit den &ufleren Normalvektor n (x) an
0X in z € 0X verwechseln.

DEFINITION 2 Existiert eine stetige Abbildung v : X — R” mit v (z) L Tx () und
|v(z)] =1 fiir alle z € X , so heifit X orientierbar und man sagt, dafl v eine Orientierung auf
X definiert.

BEISPIEL S?(r) und S% (r) sind orientierbar (vgl. Beispiele 13.6, 2 und 3). Als Orientierung

kann man

T
V.Tr¥+FHF— —
r

wihlen. Das Mobiusband ist nicht orientierbar.

DEFINITION 3 Ist X durch v orientiert, so definiert man ein Feld von normalisierten Tan-
gentialvektoren zu 0X durch

7:0X — R :z+——v(z)An(z) € Thx (v) .
Man beachte, dal 0X eine Untermannigfaltigkeit der Dimension 1 ist.
HAUPTSATZ (Stokes-Formel) Hat vix einen kompakten Triger, so gilt
/(v| ) dox = / (rotv|v) diy .
Im folgenden ist stets
X eine 2-dimensionale abgeschlossene Untermannigfaltigkeit mit Rand des R? der Klasse C?
W eine offene Menge in R? | die X enthilt,

und
v: W — R? eine stetig differenzierbare Abbildung.

BEMERKUNG 2 Durch die konstante Orientierung v := e3 ist X eine 2-dimensionale ori-
entierbare Untermannigfaltigkeit mit Rand in R? .
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Rotation und Vektorprodukt 17.9

KOROLLAR (Riemann-Formel) Hat vx einen kompakten Triger, so gilt

/ (D103 — Dyvn) dx — / (0] 7) drox .

BEMERKUNG 3 Ist v:.J — R? eine lokale reg/uléire Parametrisierung von 0.X , die mit
der Orientierung auf X vertréglich ist, d.h. 7oy = |3_'| , und setzt man

v:(z,y) — (P(z,y),Q(x,y)) ,
so gilt

[, @17 dox = [1PG@) A0+ @0 0) @)
vy(J J
Die Riemann-Formel wird dann abkiirzend in folgender Form geschrieben :

/ /X 0,Q (2,9) — 0,P (2,)] d(z,y) = / P+ Q) ]

BEISPIEL 1 Betrachtet man die Abbildung

so folgt die Leibniz-Formel

1

)\Q(X):§~/8X(:cdy—yd:c) :

BEISPIEL 2 Eine der Differentialgleichungen von Maxwell ist
rot B+ 0,B=0,

wobei F das elektrische und B das magnetische Feld bezeichnet. Wendet man die Stokes-Formel
an, so erhilt man das Induktionsgesetz . Ist

B (1) = /(B (D)) dix
der magnetische Flufl durch die Fliche X , so folgt

9,0 = —/(&B(-,t)\u) d)\X:/(rotE|u) dAx :/(E(.,wm dox ;

die rechte Seite ist die elektromotorische Kraft (induzierte Spannung).
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